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1 Uvod

Grafovi su jedna od osnovnih matematickih struktura. Mnogi se problemi iz
stvarnog zivota modeliraju grafovima koji se sastoje od toc¢aka koje nazivamo
vrhovima, i njihovim spojnicama koje nazivamo bridovima. Tako vrhovi
mogu predstavljati ljude, a bridovi parove prijatelja, ili vrhove mozemo po-
dijeliti u dvije skupine koje se sastoje od jednakog broja djevojaka i mladica,
a bridovi medu njima uzajamne simpatije. Mozemo se pitati na koliko nac¢ina
mozemo podijeliti mladi¢e i djevojke u parove tako da se svaki par medusobno
simpatizira? Ekvivalentno bi bilo pitanje: koliko ima savrSenih sparivanja u
bipartitnom grafu? Time se bavi poseban dio teorije grafova, a to je teorija
sparivanja. Savrseno sparivanje je skup bridova tako da nikoja dva nisu su-
sjedna, a svaki vrh se nalazi na nekom bridu iz sparivanja. Cilj ovoga rada
je ispitati kada postoji u grafu savrseno sparivanje te ukoliko postoji, kada
ih mozemo prebrojati. Rad je podijeljen na pet poglavlja.

U prvom poglavlju navodimo definicije i teoreme iz linearne algebre po-
trebne za razumijevanje ostatka rada.

U drugom poglavlju opisujemo teoriju sparivanja. Zapocinjemo s defi-
nicijama i osnovnim rezultatima iz teorije grafova te prosirujemo na teoriju
sparivanja i iznosimo osnovne rezultate o tome.

Jednom kada znamo Sto je to savrSeno sparivanje, pitamo se kada ¢e ga
neki graf imati te mozemo li ih prebrojati. Time se bavimo u sljede¢em po-
glavlju. Najprije uvodimo pojam permanente, zatim pokazujemo da pomocu
nje mozemo prebrojati savrSena sparivanja u bipartitnom grafu, no pokazu-
jemo da je racunanje permanente tezak problem. Na kraju ¢emo vidjeti da
postoji kriterij koji utvrduje postojanje savrsenog sparivanja u bilo kojem
grafu i dajemo probabilisticki algoritam za taj problem.

U cetvrtom poglavlju uvodimo pojam Pfaffijana antisimetri¢ne matrice.
Navodimo njegovu definiciju i svojstva te na kraju dolazimo do poznatog Ca-
leyjevog rezultata koji povezuje Pfaffijan matrice s njezinom determinantom.

U zadnjem poglavlju dolazimo do glavnih rezultata o prebrojavanju savr-
Senih sparivanja u planarnom grafu. Najprije uvodimo pojam planarnog
grafa, zatim grafu pridruzujemo orijentaciju koju nazivamo Pfaffijan ori-
jentacijom, pomoc¢u koje mozemo efikasno prebrojati savrSena sparivanja.
Medutim, pokazujemo da nemaju svi grafovi Pfaffijan orijentaciju. Navodimo
Kasteleynejev rezultat iz 1960-tih godina da svaki planaran graf ima Pfaffijan
orijentaciju te da ju mozemo efikasno odrediti. Ovom prilikom zahvaljujem
svom mentoru na izrazitoj kolegijalnosti i svojim roditeljima, sestri, decku i
prijateljima na velikoj podrsci.



2 Osnovni pojmovi linearne algebre

Da bismo definirali Pfaffijan i savrSeno sparivanje, trebamo najprije uvesti
neke osnovne definicije o matricama i determinantama i navesti neka njihova
svojstva.

Definicija 2.1. Za prirodne brojeve m i n, preslikavanje A: {1,2,...,m} x
{1,2,...,n} = F naziva se matricom tipa (m,n) s koeficijentima iz polja F.

Svaku takvu funkciju zapisujemo tablicno u m redaka i n stupaca tako
da u i-ti redak i j-ti stupac piSemo funkecijsku vrijednost A (4, 7) koju jed-
nostavnije oznac¢imo s a,;. Skup svih takvih matrica s koeficijentima iz polja
F oznacavamo s M,,,(F). U slu¢aju m = n govorimo o kvadratnim matri-
cama reda n i skup svih takvih matrica krace oznacavamo s M, (IF). Uvedimo
sada pojam determinante, no za to nam najprije treba pojam permutacije i
njezina svojstva.

Definicija 2.2. Neka je n proizvoljan prirodan broj. Permutacija skupa
{1,2,...,n} je bilo koja bijekcija o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Cesto
se kaZe da je o permutacija od n elemenata. Skup svih permutacija od n
elemenata oznacavamo sa S,,.

Skup S,, s kompozicijom kao binarnom operacijom ¢ini grupu od n! ele-
menata, koju zovemo simetriénom grupom stupnja n.

1 2 ... n
o(l) o(2) ... on)
(i,7) takav da vrijedi i < j i o(i) > o(j) naziva se inverzijom u permutaciji
0. Broj svih inverzija u permutaciji o oznacava se s I(o). Ukoliko je I(o)
paran broj, kaZemo da je permutacija parna, u suprotnom kaZemo da je o
neparna permautacija.

Definicija 2.3. Neka je 0 = ( > € S,. Svaki par

Definicija 2.4. Za o € S, definira se predznak kao signo = (—1)7(7).

Definicija 2.5. Neka jen € N i A = (a;;) € M, (F). Determinanta matrice
A, u oznaci det A, definira se kao

det A = Z (= 1) a15(1)a20(2) -+ * o).

UGSn

Racunanje determinante po definiciji moze biti problemati¢no. Za ma-
tricu reda n imat ¢emo n! osnovnih sumanada, Sto znaci da za velike n-ove
racunanje determinante postaje tesko. Zato postoje puno efikasnije i brze
metode racunanja determinanti. Takve ¢e nam metode omoguciti racunanje
determinante sa slozenosti O(n?).



Definicija 2.6. KaZemo da je A = (a;;) € M,, donjetrokutasta matrica ako
vrijedi a;; = 0, za sve i < j.

Propozicija 2.7. Za svaku donjetrokutastu matricu A = (a;;) € M, vrijedi
det A = 11 - A22 ** - App, -

Propozicija 2.8. Za svaku matricu A € M, vrijedi det A = det A.

Korolar 2.9. Determinanta svake gornjetrokutaste matrice je produkt dija-
gonalnih elemenata.

Propozicija 2.10. Pomnozimo li neki redak (ili stupac) matrice A skalarom
A, za determinantu tako dobivene matrice B vrijedi det B = Adet A.

Korolar 2.11. Za svaku matricu A € M,, vrijedi det(AA) = \" det A.

Propozicija 2.12. Neka matrica B nastaje medusobnom zamjenom dvaju
redaka (ili stupaca) u matrici A € M,,. Tada je det B = — det A.

Propozicija 2.13. Neka matrica B nastaje iz matrice A € M, tako da
nekom retku (ili stupcu) matrice A pribrojimo neki drugi redak (ili stupac)
matrice A pomnozZen skalarom \. Tada je det B = det A.

Teorem 2.14 (Binet-Cauchy). Za sve A, B € M,, vrijedi det(AB) = det A -
det B.

Definicija 2.15. Za realnu matricu A € M, kaZemo da je simetricna ako
vrijedi A' = A, a antisimetricna ako vrijedi A = —A.

Definicija 2.16. Za matricu A = (a;j) € My, (C) definira se hermitski
adjungirana matrica A* = (b;;) € My, s bi; = a;, Vi, j (gdje je aj; komplek-
sno konjugiran broj broju a;; ).

Definicija 2.17. Za kompleksnu matricu A € M,,, kaZemo da je hermitska
ako vrijedi A* = A, a antihermitska ako vrijedi A* = —A.

Definicija 2.18. Neka su V i@ W wektorski prostori nad istim poljem TF.
Preslikavanje A: V' — W zove se linearan operator ako vrijedi A(az+ fy) =
aAx + Ay, Vr,y € V.Va, [ € F.

Definicija 2.19. Neka je V wvektorski prostor nad poljem F 1 A:' V — V li-
nearni operator. KaZemo da je skalar Ay € F svojstvena vrijednost operatora
A ako postoji vektor x € V,x # 0 takav da je Ax = A\yx.



U nastavku ¢emo se uglavnom posvetiti antisimetricnim matricama. Vri-
jednosti na dijagonali antisimetricne matrice A uvijek su 0. Primjetimo jos
da je v/—1A hermitska matrica, §to povlaci da je realni dio svojstvene vrijed-
nosti matrice A uvijek jednak nuli. Iz propozicije 2.8 i korolara 2.11 vrijedi
slijedeca relacija

det A = det A* = det (—A) = (—1)"det A

pa iz toga slijedi da je za n neparne det A = 0.

3 SavrsSena sparivanja u grafovima

Zapocet ¢emo s definiranjem osnovnih pojmova teorije grafova da bismo kas-
nije mogli objasniti teoriju sparivanja u grafovima. Ograni¢it ¢emo se na
jednostavne grafove, bez visestrukih bridova i petlji.

Definicija 3.1. Graf je uredeni par skupova (V, E), pri cemu je V neprazan
skup vrhova, a E je podskup skupa svih dvoclanih podskupova od V', cije
elemente nazivamo bridovima. Ako je e = {u,v} € E, onda kaZemo da su u
1 v krajevi brida e.

Za vrhove u,v € V kazemo da su susjedni ako je {u,v} € E. Vrh u i brid
e su incidentni ako je u € e, tj. ako postoji v € V takav da je e = {u,v}.
Bridovi sa zajednickim krajem zovu se susjedni bridouvi.

Definicija 3.2. Setnja u grafu G = (V, E) je niz vrhova (vy, v, ..., vy) pri
cemu su v; 1 vi11 susjedni za v = 1,2,...,k — 1. Staza je Setnja u kojoj
su svi bridovi razliciti (ali moguca su ponavljanja vrhova), dok je put staza
u kojoj su svi vrhovi razliciti, osim eventualno prvog v zadnjeg, a takav put
onda nazivamo ciklusom.

Najjednostavniji primjeri grafova su potpuni graf i nulgraf. Potpuni graf
je graf u kojemu je svaki par vrhova spojen bridom. Oznaka za potpuni graf
je K,, gdje n oznacava broj vrhova u grafu. Nulgraf je graf koji nema bridova
i njega oznacavamo s N,,. Primjer potpunog grafa i nulgrafa mozemo vidjeti
na slici 1.

Definicija 3.3. Usmjereni graf iz digraf je graf u kojem su svi bridovi us-
myjereni, tj. svaki brid ima orijentaciju tako da ide iz jednog vrha prema
drugome. U tom slucaju skup bridova je E C V x V', tj. sadrzi uredene
parove umgesto dvoclanih podskupova.



Slika 1: Potpuni graf K i nulgraf Nj

Definicija 3.4. Podgraf grafa G = (V, E), u oznaci G' C G, je graf kojemu
je skup vrhova podskup od V' te skup bridova podskup od E (vidi sliku 2),
a inducirani podgraf grafa G induciran skupom V" C 'V je podgraf G" =
(V" E"), gdje se E" sastoji od svih bridova od E ¢ija oba kraja leze u V.
Slicno, za E" C E definiramo podgraf od G induciran s E" kao podgraf
G" = (V" E™), pri éemu je V"' skup svih vrhova iz V incidentnih barem s
jednim bridom iz E".

Slika 2: Podgraf grafa Kj sa slike 1

Definicija 3.5. Neka je G graf san vrhova. Definiramo sparivanje u grafu G
kao skup bridova M C E takav da nikoja dva brida 1z M ne dijele zajednicki
vrh.



Reéi ¢emo da sparivanje M u grafu G = (V, E) zasi¢uje vrh v € V ili da
je vrth v M-zasicen ako je v incidentan s nekim bridom iz M. U protivhom
kazemo da je vrh v M-nezasiéen. Ako je E # (), onda je svaki jednoclani
podskup od F jedan primjer sparivanja u G. No, zanimljivije je pronaci
sparivanje sa Sto ve¢im brojem bridova, zato definiramo slijedece:

Definicija 3.6. Maksimalno sparivanje je sparivanje koje sadrzi najveci
moguci broj bridova, odnosno ne postoji sparivanje u G sa veéim brojem bri-
dova. Kardinalnost maksimalnog sparivanja u grafu G oznacavamo s v(G).

Definicija 3.7. SavrSeno sparivanje M u grafu G je sparivanje u kojem je
svakt vrh incidentan s tocéno jednim bridom sparivanja, odnosno ako je svaki
vrh iz G M -zasiéen.

Primijetimo, svako savrseno sparivanje je ujedno i maksimalno sparivanje,
no obratno ne vrijedi uvijek. Na slici 3 na lijevoj strani vidimo primjer
obi¢nog sparivanja, a na desnoj primjer maksimalnog sparivanja na istome
grafu, koje nije savrseno. Nadalje, broj bridova u savrSenom sparivanju iznosi
|V'|/2. Za postojanje savrsenog sparivanja nuzno je da graf ima paran broj
vrhova. No, to je samo nuzan, ne i dovoljan uvjet za postojanje savrsenog
sparivanja. Slika 4 nam prikazuje jedno savrseno sparivanje u grafu (koje
je ujedno i maksimalno). Vidimo da je broj vrhova paran, te kada bismo
maknuli jedan vrh, takav graf ne bi imao savrseno sparivanje. Kasnije ¢emo
prikazati neke dovoljne uvjete za postojanje savrsenog sparivanja.

Slika 3: Sparivanje i maksimalno sparivanje

Definicija 3.8. Put (ili ciklus) P je M-alternirajuéi ako su bridovi od P
naizmjenicno w skupu M i M. Takav put moZe poceti s bridom u M ili
koji nije uw M. Ako M -alternirajuci put pocinje i zavrsava s M -nezasic¢enim
vrhom, tada put P zovemo M-uveCavajuéi put (vidi sliku 5).
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Slika 4: SavrSeno sparivanje u grafu

Slika 5: M-alternirajué¢i put i M-uvecavajuci put

Sada ¢emo dati jedan osnovni rezultat poznatiji kao Bergeov teorem. On
nam omogucuje provjeru je li neko sparivanje M u grafu G maksimalno tako
da ispitamo postoji li ili ne M-uvecavajuc¢i put u grafu G i obrnuto. Prije
nego sto damo dokaz teorema, podsjetit ¢emo se definicije simetri¢ne razlike
skupova te ¢emo navesti jedan rezultat koji ¢e nam biti koristan u dokazivanju
teorema.

Definicija 3.9. Simetri¢na razlika skupova A i B, u oznaci A\ B je
ANB=(A\B)U(B\A).

Lema 3.10. Komponente grafa inducirane simetricnom razlikom dvaju spa-
rivanja su putovi ili parni ciklusi.

Dokaz. Neka su M i N neka dva sparvanja u grafu G te neka je F' pod-
graf induciran simetricnom razlikom M A N. Pogledajmo sada skup vrhova
V(F) inducirani bridovima iz M A N. Za svaki vth v € V(F) postoje tri
mogucénosti: v moze biti M-zasi¢en, moze biti N-zasi¢en ili ga zasi¢uju oba
sparivanja M i N. Stoga je stupanj svakog vrha v € V(F) jedan ili dva,
odnosno dr(v) < 2 (stupanj vrha je broj bridova s kojima je on incidentan).
Kada bi za neki vrh v vrijedilo dp(v) > 2, to bi znacilo da su dva ili vise
brida koji su incidentni s tim vrhom u nekom od sparivanja, a to se kosi s
definicijom sparivanja. Stoga je F' disjunktna unija putova i ciklusa, i to tako
da su u svakoj komponenti bridovi naizmjeni¢no u M i u N. Ciklusi moraju
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biti parni jer kada bismo dobili neparan ciklus, kako su bridovi naizmjeni¢no
u M iu N, dobili bi u jednom od tih sparivanja susjedne bridove sto je
nemoguce. Dakle, svi ciklusi su parni. O]

Primjer 3.11. Pogledajmo graf sa slike 6:

2
b 4
a
c
1
e
5
3 d

Slika 6: Graf G

Na grafu G oznaceni su bridovi i vrhovi. Neka su M i N sparivanja u
grafu G takva da je:

1. M ={a,d} i N ={c, f}

Tada je M AN N = {a, f,d,c}, dakle dobili smo put (1,2,3,5,4), gdje
su bridovi naizmjenicno u M i N.

2. M ={f,c}iN=/{bd}
Tada je M AN N ={b, f,d,c}, dakle dobili smo paran ciklus (3,2,4,5).

Teorem 3.12 (Berge). Neka je M sparivanje u grafu G. M je maksimalno
spariwanje ako 1 samo ako ne postoji M -uvecavajuci put u G.

Dokaz. Pretpostavimo da je M maksimalno sparivanje u G. Zelimo po-
kazati da ne postoji M-uvecavajuéi put. Pretpostavimo suprotno, tj. da
M-uveéavajuéi put postoji i nazovimo ga P. Neka je sada M’ = M A P.
Dakle, dobili smo M’ tako da smo iz M izbacili one bridove koji su u P i
dodali bridove iz P koji nisu u M. Budu¢i da P pocinje i zavrsava s vrhom
koji je M-nezasicen, vrijedi |M'| = |M|+ 1, i M’ je sparivanje u grafu G.
Dakle, dobili smo sparivanje koje je ve¢e od M, a to je kontradikcija. Stoga
ne postoji M-uvecavajuéi put.

Obrnuto, neka ne postoji M-uvecavajuéi put u G i trebamo dokazati da
je M maksimalno sparivanje. Pretpostavimo suprotno, odnosno da M nije
maksimalno sparivanje te neka je M’ neko sparivanje veée od M. Promotrimo
sada podgraf F' induciran simetricnom razlikom M A M’. Prema lemi 3.10
I je disjunktna unija putova i parnih ciklusa. Pogledajmo sljedece slucajeve:



1. Ako su sve komponente od F' parni ciklusi ili putovi s parnim brojem
bridova, budu¢i da su bridovi u svakom putu i ciklusu naizmjeni¢no u
M i M', onda je |[M| = |M’|. Mi smo uzeli da je |M| < |M’|, pa je u
nasem slucaju to nemoguce.

2. Ako u F postoji komponenta koja je put neparne duljine, onda on treba
poceti s bridom iz M’ jer jedino tako mozemo postié¢i da nam je M’ veci
od M. Zbog definicije od F prvi i zadnji vrh tog puta su M-nezasic¢eni.
Ali tako smo dobili M-uvecavajuéi put, a to nam je kontradikcija s
nasom pretpostavkom.

Dakle, ne postoji sparivanje ve¢e od M, odnosno M je maksimalno spariva-
nje. O

Definicija 3.13. Neka je G = (V, E) graf. Bridni pokriva¢ L C E(G) je skup
bridova koji su incidentni sa svakim vrhom iz V(G). Kardinalitet najmanjeg
bridnog pokrivaca oznacavamo s p(G). Vrsni pokriva¢ K C V(G) je skup
vrhova grafa G takvih da svaki brid u G ima barem jednu krajnju tocku u K.
Kardinalitet nagmangeg takvog skupa oznacavamo s 7(Q).

Primijetimo da je p(G) dobro definiran samo za grafove bez izoliranih
vrhova.

Definicija 3.14. Kazemo da je skup vrhova S C V(G) u grafu G stabilan
ako nikoja dva vrha iz S nisu susjedna. Kardinalitet najveceg stabilnog skupa
zovemo stabilni broj i oznacavamo ga s a(Q).

Neka je K neki vréni pokriva¢ grafa G, a M neko sparivanje u G. Tada
svaki brid iz M ima barem jedan kraj u K, a buduéi da bridovi u sparivanju
M nemaju zajednickih vrhova, vrijedi |M| < |K|. Onda i za maksimalno
sparivanje M’ i minimalni vrsni pokriva¢ K’ vrijedi |M’| < |K'|, odnosno
v(G) < 7(G).

Sliéno, ako je L bridni pokrivaé¢ grafa G, a S stabilan skup, onda je |S| < |L|
jer je svaki vrh iz S kraj barem jednom bridu iz L, a nikoja dva vrha iz S
nisu susjedna. Stoga je a(G) < p(G). Nadalje, vrijedi sljedece:

Teorem 3.15. Skup S je stabilan ako i samo ako je skup V' \ S vrsni pokrivac
grafa G.

Iz ovog odmah slijedi slijede¢a lema koju navodimo bez dokaza:
Lema 3.16. Za bilo koji graf G vrijedi o(G) + 7(G) = |V(G)|.

Lema 3.17. Za bilo koji graf G koji nema izolirane vrhove vrijedi v(G) +
p(G) = V(G)|.



Dakle, kardinalnost maksimalnog sparivanja i minimalnog bridnog po-
krivaca u sumi daju ukupan broj bridova grafa G, iako komplement spari-
vanja ne mora biti bridni pokrivac¢, kao sto je slucaj sa stabilnim skupom i
vrsim pokrivacem.

Definicija 3.18. KazZemo da je graf G = (V,E) bipartitan ako postoje
A, B # () takvi da je AUB =V i ANB =10 te da za svaki e € E,e = {a, b}
vrijedi da jea € A i b € B.

Za bipartitne grafove postoji velika teorija povezana sa sparivanjima. Mi
¢emo navesti samo neke najzanimljivije rezultate.

Neka je X bilo koji podskup od V(G), tada I'(X) oznacava sve vrhove iz
V(G) koji su susjedni s barem jednim vrhom u X.

Teorem 3.19 (P. Hall). Neka je G graf s biparticijom V(G) = AUB. Tada G
ima sparivanje koje zasicuje sve vrhove iz A ako i samo ako je |I'(X)| > | X|
za sve X C A.

Korolar 3.20 (Teorem o braku). Graf G s biparticijom V(G) = AU B
ima savrieno sparivanje ako i samo ako je |A| = |B| i za sve X C A je

[ X] < [I(X)].

Vidjeli smo da u svakom grafu vrijedi nejednakost v(G) < 7(G), no za
bipartitne grafove vrijedi jednakost, Sto nam govori sljedeé¢i teorem.

Teorem 3.21 (Konig). Ako je G bipartitan graf, onda je 7(G) = v(G).

Dokaz. Znamo da za bilo koji graf vrijedi v(G) < 7(G). Sada ¢emo dokazati
i drugu nejednakost.

Neka G graf s biparticijom V(G) = AU B i neka K C V(G) oznacava
minimalni vrsni pokriva¢. Sada ¢emo konstruirati sparivanje M u G koje ¢e
biti veli¢ine |K|. Najprije particioriramo K u dva dijela:

R=KnNA « T=KnB.

Definirajmo dva podgrafa grafa G. Neka je H C G podgraf induciran vr-
hovima V(H) = RU (B\T) i neka je H C G takoder podgraf induciran
vrhovima V(H') = T U (A\ R). Zelimo pokazati da H ima sparivanje koje
zasi¢uje sve vrhove iz R te da H’ ima sparivanje koje zasi¢uje sve vrhove
iz T. Prema Hallovom teoremu 3.19, dovoljno ¢e biti da pokazemo da je
Iy (X)| > |X]| za sve X C R. Sli¢no se dokaze i za H'.

Pretpostavimo da nisu zadovoljeni uvjeti Hallovog teorema. To znaci da
postoji X C R takav da je |[I'y(X)| < |X|. Ali sada mozemo zamijeniti X sa
['g(X) u K i time smo dobili vrsni pokriva¢ K U (I'g (X)) \ X koji je manji
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od K, a to je nemoguce. Stoga su uvjeti Hallovog teorema zadovoljeni pa
doista imamo sparivanje u H i u H' koje zasi¢uje R, odnosno T, respektivno.
Neka je M unija ta dva sparivanja. Kako su H i H' medusobno disjunktni,
M je velicine |R| + |T| = |K|. Dakle, |M| = |K]|, odnosno v(G) = 7(G). O

Korolar 3.22. Ako je G bipartitan graf, onda je p(G) = a(G).

Na slici 7 mozemo vidjeti jedan primjer savrSenog sparivanja u bipartit-
nom grafu, a na slici 8 primjer jednog maksimalnog sparivanja u bipartitnom
grafu koje nije savrseno. U tom grafu ne postoji savrSeno sparivanje.

Slika 7: SavrSeno sparivanje u bipartitnom grafu

Slika 8: Maksimalno sparivanje u bipartitnom grafu koje nije savrseno

4 Prebrojavanje i egzistencija savrsenih spa-
rivanja

Do sada smo prikazali teoriju sparivanja u jednostavnim grafovima. Nakon
Sto smo saznali Sto je to savrSeno sparivanje, prirodno je pitati se mozemo li
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jednostavno odrediti postoji li savrSeno sparivanje u nekom grafu te ukoliko
postoji, mozemo li odrediti koliko ih ima? U ovoj ¢emo cjelini odgovoriti na
ta dva pitanja.

Pogledajmo prvo bipartitan graf. Neka je G graf s biparticijom (U, W),
gdje je U = {uy,ug,...,u,} i W = {wy,ws,...,w,}. Definirajmo matricu
bisusjedstva B = (b;;) € M,(R) sa

; {1, ako je {u;,w;} € E(G)
ij =

0, inace.

Determinanta ove matrice daje nam informaciju o broju savrsenih sparivanja
u grafu G. Tocnije, ako graf G nema savseno sparivanje, onda je det B = 0.
Obrnuta tvrdnja nije uvijek istinita. Naime, u raspisu determinante zbog
razlicitog predznaka moze se dogoditi da se odredeni dijelovi koji odgovaraju
razli¢itim savrSenim sparivanjima medusobno poniste, Sto nam ne daje tocan
broj savrSenih sparivanja. Na primjer, ako uzmemo potpun bipartitan graf
G = K, , vrijednosti njegove matrice bisusjedstva su sve jednake 1, dakle
det B = 0, ali takav graf ima savrSeno sparivanje. Zato uvodimo pojam per-
manente koja ¢e nam rijesiti ovaj problem. No, pogledajmo najprije sljedeci
primjer:

Primjer 4.1. Pogledaymo bipartitan graf G sa slike 8. Znamo da taj graf
nema savrseno sparivanje. Pokazat éemo da je determinanta pripadne ma-
trice bisusjedstva jednaka 0. Njegova matrica bisusjedstva B € Mg je:

100000
111100
010111
b= 00 0O0T1Q0
000O0T171
000O0O0T1

Vrlo jednostavno mozZemo izracunati da je det B = 0. Na primjer, svedemo
Ju na gornjetrokutastu matricu © prema korolaru 2.9, zbog toga sto je byy = 0
vrigedi tvrdnja.

Definicija 4.2. Neka je A = (a;;) n X n matrica. Definiramo permanentu
od A kao

per A = Z A15(1)020(2) * * * Qno(n); (1)

gdje suma ide po svim permutacijama o od {1,2,...,n}.
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Dakle, jedina je razlika od determinante da su ovdje svi izrazi istog pred-
znaka. Prema gornjoj diskusiji, ako je B matrica bisusjedstva bipartitnog
grafa (G, tada svaki sumand koji nije nula u definiciji permanente odgovara
odredenom savrSenom sparivanju grafa G i obrnuto. Dakle, permanenta broji
koliko bipartitan graf ima savrsenih sparivanja, o ¢emu nam govori sljedeca
lema.

Lema 4.3. Neka je B = (b;;) € M, matrica bisusjedstva grafa G s bipar-
ticijom (U,W), gdje je U = {uq,ug,...,u,} @ W = {wy,we,...,w,} te je
bij = 1 ako i samo ako su u; i@ w; susjedni vrhovi. Tada je per B jednaka
broju savrsenih sparivanja grafa G.

Dokaz. Svako savrseno sparivanje grafa GG odreduje bijekciju 3 s redaka na
stupce matrice B sa svojstvom da je i susjedan s 3(i) i obratno, svaka takva
bijekcija odreduje savrseno sparivanje od GG. Takoder, 5 se moze promatrati
i kao permutacija skupa {1,2,...,n} kao b; g5y = 1 za sve i. Stoga je broj
bijekcija 8 jednak permanenti od B. O]

Primjer 4.4. Prikazat cemo gornju diskusiju na jednom primjeru. Pogle-
dagmo graf G sa slike 9.

a b ¢
Slika 9: Bipartitan graf G
To je graf s biparticijom (U, W), gdje je U = {1,2,3} + W = {a, b, c}.
Odredimo mu matricu bisusjedstva:
100
B=|111
0 11

Lako se vidi da ovaj graf ima savrseno sparivanje, tocnije ima ih dva:

My = {{1,a},{2,b}, {3, c}} @ My = {{1,a},{2,c}.{3,0}}, a vrijedi da je
det B = 0. Izracunajmo permanentu matrice B. Prema formuli 1 imamo:

per B = b11b22b33 + b11b23bsa 4 1221033 + b12ba3bsy + b13b21bsa + bi3baobsy
=1-1-141-1-1404+04+04+0=2
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Dobili smo per B = 2, a upravo toliko imamo savrsenih sparivanja u grafu
te isto tako mozZemo vidjeti da u raspisu permanente prvi sumand bybaobss

upravo odgovara savrsenom sparivanju My, a drugi sumand by1bagbss odgovara
M.

Ipak, postoji veliki problem s permanentom, a to je da se ona za velike n
tesko racuna. Za determinantu znamo da se ona “lijepo ponasa” prema nekim
operacijama kao $to su zbrajanje i oduzimanje redaka i stupaca s drugim ret-
cima, odnosno stupcima, mnozenje redaka i stupaca nekim skalarom. Takva
nam svojstva omogucavaju da determinantu izracunamo u O(n?) koraka dok
je racunanje permanente #P-potpun problem. Najprije ¢emo objasniti kakav
je to problem, a zatim ¢emo navesti dvije nejednakosti koje nam daju donju
1 gornju ocjenu za permanentu.

Opcenito, algoritmi i problemi su kategorizirani u klase slozenosti. Vedran
Sego je lijepo opisao neke od njih u [12]. P i NP-problemi obi¢no se definiraju
kao problemi odlu¢ivanja, tj. oni koji daju odgovor na da/ne pitanja. Godine
1971. dvojica znanstvenika Cook i Leonid definirali su P-probleme kao “one
koje je jednostavno rijesiti” te NP-probleme kao “one cije je rjesenje jednos-
tavno provjeriti.” Da budemo precizniji, P-problemi (ili problemi klase P)
definiraju se kao problemi za koje je moguce definirati deterministicki Turin-
gov stroj koji rjesenje nalazi u polinomijalnom vremenu, a NP-problemi (ili
problemi klase NP) su problemi za koje mozemo definirati nedeterministicki
Turingov stroj koji ih rjesava takoder u polinomijalnom vremenu. Zatim
postoje P-potpuni i NP-potpuni problemi. To su problemi klase P, odnosno
NP koji imaju svojstvo da rjeSavanjem tih problema u polinomnom vremenu
mozemo i sve ostale P, odnosno NP-probleme rijesiti u polinomnom vremenu.
To zapravo znaci da su oni u pocetku problemi koje ne mozemo rjesiti u poli-
nomijalnom vremenu, ali mogu se reducirati na problem iz klase P, odnosno
NP koji ¢e biti rjesiv u polinomijalnom vremenu. Postoji jos i NP-tezak pro-
blem, to je problem koji se ne moze rjesiti u polinomijalnom vremenu, ali
mogu se reducirati na NP- problem pa postaje NP-potpun. Odnosno, to je
problem koji je barem jednako tezak kao i NP-problem.

Objasnili smo probleme koji pripadaju problemima odluke. Postoji jos
neke klase slozenosti kao sto su #P i #P-potpuni problemi. Oni se defini-
raju kao problemi prebrojavanja, odnosno oni daju odgovor na pitanje “ko-
liko necega ima”. Formalnije, #P je klasa funkcijskih problema koja broji
koliko ima prihvacenih putova u nedeterministickom Turingovom stroju koji
se izvodi u polinomijalnom vremenu. Ti problemi prebrojavanja su pove-
zani s problemima odluke iz klase NP. Dakle, #P-problem mora biti barem
jednako tezak kao i odgovarajué¢i NP-problem jer ako mozemo rec¢i koliko
mnogo necega ima, lako je utvrditi postoji li uopce to nesto. Za #P-potpune
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probleme mozemo reci da su to problemi klase #P sa svojstvom da se svaki
drugi problem u #P moze nekim postupkom reducirati tako da bude rjesiv
u polinomijalnom vremenu. Sada mozemo prikazati neke rezultate vezane uz
permanentu koje je Godsil opisao u svojoj knjizi (vidi [2]).

Prisjetimo se, za matricu kazemo da je dvostruko stohasticka ako je ne-
negativna i ako je zbroj svakog njezinog retka i stupca jednak 1.

Teorem 4.5. Neka je A dvostruko stohasticka n x n matrica. Tada je

|

n.

perA 2 JSS
n

gdje se jednakost postize ako i samo ako su sve vrijednosti od A jednake 1/n.

Teorem 4.6. Neka je A 0-1 matrica © neka ri,ro,...,7, 0znacavaju sume
redaka matrice A. Tada je

per A < (ry)Ym (r)Yr2 o ()Y
Slijedeci rezultat nam je od velike vaznosti.

Teorem 4.7 (Valiant). Racunanje permanente 0-1 matrice je # P-potpun
problem.

Valiant je takoder dokazao da se za fiksni cijeli broj m broj savsenog spa-
rivanja modulo 2™ moze izracunati u polinomijalnom vremenu, ali ra¢unanje
istog broja modulo 3 je opet #P-potpun problem. Iako smo dobili potvrdan
odgovor na pitanje mozemo li prebrojati sva savrsena sparivanja u bipartit-
nom grafu, vidjeli smo da to ne mozemo napraviti u polinomijalnom vremenu.
Pogledajmo mozemo li jednostavnije odrediti postoji li uopcée savrseno spa-
rivanje u bipartitnom graf.

Vidjeli smo da ako savrseno sparivanje u grafu G ne postoji, tada je
determinanta pripadne matrice susjedstva jednaka nuli. No, obrnuta tvrdnja
nije uvijek istinita. Uredimo li malo pripadnu matricu bisusjedstva, vidjet
¢emo da ¢e vrijediti i obrnuta tvrdnja.

Neka graf G ima istu biparticiju kao ranije, ali sada svakom bridu e

pridruzimo varijablu z, i definiramo pripadnu n X n matricu bisusjedstva
B(x) = (bi;) sa:

N L ako je e = {u;, w;}
(Y . . . .
0, ako u; i w; nisu susjedni

Svaki izraz u raspisu det B(x) odgovara nekom savrsenom sparivanju od G
i obratno. Nadalje, svi se ti ¢lanovi izraza razlikuju pa se ne mogu medusobno
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pokratiti, kao $to je bilo za prethodnu Ol-matricu bisusjedstva. Stoga smo
dobili potvrdan odgovor i na pitanje postoji li kriterij za utvrdivanje ima li
bipartitan graf savrseno sparivanje

Teorem 4.8. Bipartitan graf G ima savrseno sparivanje ako i samo ako
det B(zx) nije nulpolinom.

Medutim, determinanta ovako zadane matrice je polinom vise varijabli.
To znaci da ne mozemo odrediti je li ona nula ili ne u polinomijalnom vre-
menu, stoga je to tezak problem. Pogledajmo situaciju u opéenitom grafu.

Neka je G = (V, E) graf sa n vrhova i pridruzimo mu proizvoljnu orijenta-

ciju 8 Slicno definiramo njemu pripadnu matricu susjedstva A = (a;;)nxn-

Pridruzimo svakom bridu e € E(a) varijablu x, pa definiramo antisime-
tricnu matricu A(z) kao:

Te,  akojee= (v;,v;) € E(g),
ai; = —x., akojee=(vj,v;) € E(z), (2)
0, ako v; 1 v; nisu susjedni.

Tada vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 4.9. Neka je G graf i neka je A(x) definirana kao gore. Tada u G
postoji savrieno sparivanje ako i samo ako det A(x) nije nulpolinom.

Dakle, i za opcenite grafove postoji kriterij preko determinante koji utvr-
duje ima li graf savrSseno sparivanje ili ne. Kao i maloprije, utvrditi je li
polinom u determinanti ovako zadane matrice identicki jednak nuli je tezak
problem. Medutim, postoji probabilisticki algoritam koji nam rjeSava ovaj
problem. Buduéi da znamo efikasno izracunati determinantu matrice sa ska-
larnim unosima, upravo ¢emo to i napraviti. Umjesto x, ubacit ¢emo brojeve
generirane nasumicno iz nekog skupa. Ako dobijemo broj koji nije nula, onda
ocCito determinanta ne moze biti identicki jednaka nuli. Ukoliko dobijemo
nulu, to ne mora znaciti da je determinanta identicki jednaka nuli jer smo
mozda imali nesre¢u da smo bas izabrali korijen polinoma. Medutim, vjero-
jatnost da se to dogodi je vrlo mala i ona ovisi o tome kako ¢emo generirati
brojeve. Zato ¢emo ih generirati uniformno iz skupa {1,2,..., N}. Tada je
vjerojatnost da pogodimo korijen najvise (2/N )4, gdje je g broj bridova grafa.
Time smo dobili polinomijalni algoritam koji utvrduje postojanje savrsenog
sparivanja u grafu.

Postoje i drugi “nerandomizirani” algoritmi koji provjeravaju egzistenciju
savrsenog sparivanja u grafu, koji se takoder izvrsavaju u polinomijalnom
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vremenu. Jedan takav je Hopcroft-Karpov algoritam (vidi [16]). On uzima
bipartitan graf i preko uvec¢avajué¢ih putova vra¢a maksimalno sparivanje u
grafu. Slozenost tog algoritma u najgorem slucaju je O(\/m |E|). Ukoliko
dobijemo da je kardinalitet maksimalnog sparivanja jednak |V'|/2, dobili smo
savrseno sparivanje, u suprotnom ne postoji savrseno sparivanje. Isti prin-
cip trazenja uvecavajucih putova u grafu moze se iskoristiti za konstrukciju
polinomijalnog algoritma koji radi s proizvoljnim grafovima.

5 Pfaffijan

Pokazali smo da postoje kriteriji za utvrdivanje postoji li savrSseno sparivanje
za opcenito sve grafove te smo pokazali na koji nac¢in mozemo prebrojati
sva savrSena sparivanja u bipartitnom graf. Sada nas zanima mozemo li
prebrojati sva savrSena sparivanja u proizvoljnom grafu. Za to nam treba
pojam Pfaffijan matrice, kojeg ¢emo obraditi u ovoj cjelini. Ogranicit ¢emo
se na matrice parnoga reda.

Definicija 5.1. Neka je A = (a;j) antisimetricna matrica reda 2n. Pfaffijan
od A definira se kao

p 271 | Z Slgn Haa(Qz 1),0(21) (3)

oE€San

gdje suma ide po svim permutacijama o skupa {1,2,...,2n}.

Neka je G = (V, E) potpun graf s 2n vrhova. Proizvoljnoj permutaciji
o iz skupa S,, mozemo pridruziti savrseno sparivanje M grafa G tako da
stavimo M = {{o(2i — 1),0(2i)} : 1 < i < n}. Vise permutacija odgovara
istom sparivanju, tocnije 2"n! razli¢itih permutacija.

Neka je A = (a;;) antisimetri¢na matrica reda 2n x 2n. Za danu permu-
taciju o € Sy, pridruzeno savrseno sparivanje M i antisimetricnu matricu A
definiramo tezinu od M s obzirom na matricu A kao

WtA( = SlgIl H QA5 (2i—1),0(21) (4)

=1

Krace pisemo wt(M) kada je jasno iz konteksta o kojoj se matrici radi. Tvr-
dimo da je tezina wt(M) dobro definirana, tj. da ne ovisi o permutaciji koja
odreduje M. Pokazat ¢emo da iz jedne permutacije mozemo odredenim pos-
tupcima dobiti drugu, a time ¢emo onda imati istu tezinu. Uzmimo dvije
permutacije o1 i 09 koje odgovaraju istom sparivanju M. Imamo tri slucaja
koja se mogu dogoditi:
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1. Permutacije su istoga predznaka, ali imaju razli¢it poredak faktora u
produktu. Kako je mnozenje komutativno, tezine su im jednake.

2. Permutacije su opet istog predznaka, ali su zapisane s drugacijim re-
doslijedom vrhova na istom bridu. To znac¢i da je za isti brid jedna
permutacija napisana kao g, (2i—1),0,(2i), @ ArUga gy(2i-1),04(2i), dje je
01(2i —1) = 049(2i) i 01(21) = 09(2i — 1) za neki i. Medutim, matrica A
je antisimetri¢na pa je a;; = —aj;. Takvih razlicitih faktora mora biti
parno mnogo jer u protivhom permutacije ne bi imale isti predznak.
Na kraju imamo paran broj umnoska s —1 pa to ne utjece na predznak
tezine. Time smo dobili iste tezine.

3. Permutacije su razlicitog predznaka. Sliéno kao u prethodnom, imamo
bridove s razli¢ito zapisanim redoslijedom vrhova, ali ovaj put takvih
razlika ima neparno mnogo. Stoga ¢e se na kraju jednoj od permutacija
promijeniti predznak, a time ¢emo ponovo dobiti istu tezinu.

Dakle, tezina ne ovisi o izboru permutacije koja odreduje M.

Sada mozemo malo drugacije definirati Pfaffijana:

pi(A) = Y wi(M), ()

MeMy,
gdje je M,, familija svih savrSenih sparivanja potpunog grafa Ks,.

Primjer 5.2. [zracunat cemo Pfaffijan nekih matrica, u prvom primjeru
preko definicije, a u drugom preko teZina.

(%)

Tada je prema formuli (3):

1.

1
pf A = ﬁ(a —(—a)) = a.

2. Nacrtajmo prvo potpun graf K4 i odredimo mu savrsena sparivanja.

Vidimo da ovaj graf ima ukupno tri savrsena spariwanja. Dakle, My =
{MlaM2>M3}7 gd]e Su Ml = {{1a2}7{374}}7 M2 = {{173}7{274}} i
Ms ={{1,4},{2,3}}. S obzirom na antisimetricnu matricu A € My:
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3 4
Slika 10: Potpun graf K4

0 12 a1z A4
—ai2 0 A23 Q24
—a1i3 —az 0 azy |’
—ayy —ay —azy 0

A=

1zracunajmo tezine od svih savrSenih spariwanja. Na jednom cemo pri-
myjeru pokazati da teZine me ovisi o izboru permutacije koja odreduje
savrseno spariwanje. Izracunat ¢emo prvo teZinu od M. Uzmimo

1 2 3 4 ) .
o= (1 5 3 4) € Sy. Tada je prema formuli (4):

2
wt(M,) = sign(o) H QAo (2i—1),0(2i) = Q12 * A34.
i=1
Pogledajmo jos neke permutacije koje odreduju M,. Neka je o1 =

@ 421_ i) ;l) € Si. To nam je prvi slucaj w gornjoj diskusiji. Pa

mamo:

2
wt(My) = sign(oy) H Oy (2i—1),01(2i) = @34 * Q12 = Q12 * A34.

i=1
. 1 2 3 4 L
Za permutaciju oy = 9 1 4 3 € Sy, prema drugom sluc¢aju imamo:
2
Wt(Ml) = SigH(UQ) H Qoo (2i—1),02(2i) — A21°A43 = —a12~(—a34) = Q12°G34-

=1
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P . g 1 2 3 4
Pokazimo jos treci slucaj pa uzmimo permutaciju o3 = €

S4 J

2
U)t(Ml) = Sign(@,) Hao3(2i—1),03(2i) = —a34°G21 = —a34‘(—a12) = Q12°A34.
i=1

Dakle, u sva tri slucaja imamo istu tezinu. Odredimo sada teZine pre-
. - o . 1 2 3 4 .
ostalih savrsenih sparivanja s permutacijom oy, = koja

1 3 2 4
1 2 3 4

odreduje My i te o5 = (1 49 3

> koja odreduje Ms:

2
Wt(M2) = Sign(a4) H Aoy (2i—1),04(2i) = —QA13 * A24.
i=1

2

wt(Ms) = sign(os) H Qo5 (2i—1),05(2i) = Q14 * G23.

i=1
Sada je Pfaffijan matrice A prema formuli (5):
pf(A) = ai2a34 — a13a04 + a14023.

Primjetimo da vrijedi:

det A = (a12a34 — a13a24 + a14a93)* = (pf(A))?,
no time cemo se nesto kasnije baviti.

Kao i determinanta, Pfaffijan matrice ima razna svojstva. Prikazat ¢emo
neka zanimljvija, bez dokaza. Prvo svojstvo koje navodimo kaze da ako
imamo anisimetricnu matricu A i neku proizvoljnu matricu B koje su obje
reda 2n x 2n, onda vrijedi sljedeca relacija:

pf(BAB™) = det B pf A.

Dokaz toga moze se pronaci u [3].
Sljedece svojstvo (vidi takoder [3]) kaze da ako imamo dvije antisimetri¢ne
matrice A; 1 As reda 2n x 2n i ako imamo blok dijagonalnu matricu A takvu

daje A=A & Ay = {%1 j } , tada vrijedi
2
pf(A1 @ Az) = pf(A1) pf(Ay).
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Navodimo jo$ jedno svojstvo. Prema [11], ako je A n x n matrica, tada
vrijedi

—AT 0

To nam pokazuje da su determinante specijalni slucaji Pfaffijana ovako za-
dane matrice. Sva ta svojstva mogu nam posluziti u racunanju Pfaffijana
neke matrice jer, kao i kod determinante, taj racun ima slozenost O(n?). U
teoriji Pfafijana postoji jedno najvaznije svojstvo do kojeg zelimo doci, a to
je da ako imamo antisimetriénu matricu A da je det A = (pf A)?. No, prvo
¢emo prikazati neke prethodne rezultate.

detA:pf[ 0 A]

Svaka se permutacija moze zapisati kao kompozicija disjunktnih ciklusa.
Takva je reprezentacija permutacije jedinstvena, do na redoslijed ciklusa i
odabir pocetnih tocaka ciklusa. Oznac¢imo sa €(n) skup svih permutacija iz
skupa S,, u kojem su svi ciklusi parne duljine. Ako je (x1,xo, ..., zx) ciklus,
onda definiramo njegovu duljinu kao k — 1.

Lema 5.3. Ako je A = (a;;) antisimetricna matrica reda n x n, onda je

det A = Z sign(o) ﬁ Qi o(s)-
i=1

o€e(n)

Poanta ove leme je da se determinanta moze izracunati tako da suma
ide samo po onim permutacijama koje, kada ih zapisemo kao kompoziciju
disjunktnih ciklusa, imaju sve cikluse parne duljine, ne moramo sumirati
po skupu S,,. Ova lema se vrlo lako dokaze. Definirajmo najmanji ele-
ment ciklusa kao najmanji element skupa {1,2,...,n} koji se nalazi u tom
ciklusu. Ako uzmemo permutaciju a € S, \ (n), to znaci da zapis te per-
mutacije preko ciklusa ima barem jedan ciklus neparne duljine. Kreirajmo
sada novu permutaciju o/ tako da u permutaciji @ nademo neparni ciklus
s minimalnim najmanjim elementom i zamijenimo ga njegovim inverzom.
Primjetimo da je o’ = a. Permutacije o i o/ imaju isti predznak i vrijedi
[T @iaty = — T2 @i, Cime je lema dokazana.

Pisat ¢emo a ~ [ ako  mozemo dobiti iz a tako da u a zamijenimo
neke cikluse njihovim inverzima. Tada je ~ relacija ekvivalencije na .S, ali i
na e(n). Svaka klasa ekvivalencije iz €(n) odgovara podgrafu potpunog grafa
K, kojemu su komponente parni ciklusi i bridovi. Kako unija bilo koja dva
savrsena sparivanja u grafu K, ¢ini podgraf kojemu su komponente parni
ciklusi i bridovi, postoji bijekcija izmedu ovakvih podgrafova i klasa ekvi-
valencije elemenata iz £(n). Stoga postoji bijekcija izmedu uredenih parova
savrsenih sparivanja u K, i klasa ekvivalencije iz £(n).
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Primjer 5.4. Pogledajmo potpun graf K, (vidi sliku 10) i odredimo klasu ek-
vivalencije na £(4) C Sy s obzirom na relaciju ekvivalencije ~. U skupu £(4)
nalaze se sve one permutacije koje kad se zapisu kao produkt disjunktnih ciku-
lusa imagu sve cikluse parne duljine. Dakle, £(4) = {01 = (1)(2)(3)(4),09 =
(1)(234),03 = (1)(243),04 = (123)(4),05 = (124)(3),06 = (132)(4),07 =
(134)(2), 08 = (142)(3), 09 = (143)(2)} Odredimo klase ekvivalencije na skupu
e(4). Za identitetu vrijedi o7 ' = o1 pa je ona u relaciji sama sa sobom,

. 1 3 4 2 123 4
‘721:<1 3 4):(1 2 3)2(1)<243):"3’

2 4

Lo (2314 [(1234\ B
4 —<1 23 4) (31 24)1DW=0s
Lo (243 1) [(1234\ B
7 (1234)_(4132)_(142)(3)_"8’
Lo (3241 [(1234) B
o1 _<1 23 4) 421 3) 8@ =0

Pa je 09 &~ 03, 04 = 0g, 05 X 03, 07 = 09, pa su klase ekvivalencije: {01},
{02,035}, {04,046}, {05,058} i {07,090}, koje u uniji daju cijeli €(4). Izabe-
rimo jednu klasu ekvivalencije, na primgjer {o4,06}. Tada permutacije iz
te klase ekvivalencije odreduju savriena sparivanja M, = {{2,3},{1,4}} i
My = {{3,1},{2,4}}, ¢ija unija My U My ¢ini podgraf grafa K, u obliku par-
nog ciklusa (vy,ve,v3, v1).

Neka je v klasa ekvivalencije permutacija iz £(n). Ako je o permutacija
u 7 i ako je v unija dvaju savrsenih sparivanja M; i M, onda vrijedi

[sign(@) [ [ aiawm| = | wt(My) wt(Ms)]. (6)
i=1
Prema tome, postoji funkcija e(My, M), pri cemu su M; i M, savrena
sparivanja u K, koja daje vrijednosti iz skupa {—1, 1} tako da vrijedi

det A= Y e(M;, My)wt(M;) wt(M;),

(M;,Mj)

gdje suma ide po svim uredenim parovima savrsenih sparivanja iz K, (savrsena
sparivanja ne moraju biti razlicita), a A je antisimetri¢na matrica reda 2n x
2n. Tvrdnja det A = (pf A)? ¢ée slijediti ako pokazemo da je funkcija € kons-
tanta, tj. da za sve parove poprima vrijednost 1, ili za sve parove poprima
vrijednost —1.
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Lema 5.5. Neka je A = (a;;) antisimetricna matrica reda n X n, pri éemu
je n paran. Ako je a € S, i ako su My i My dva savriena sparivanja ¢ijoj
uniji odgovara klasa ekvivalencije koja sadrzi o, onda vrijedi

sign(a) H Aj.a(i) = Wt(Ml) Wt(MQ)

=1

Dokaz. Neka su oy i 05 permutacije koje odreduju savrsena sparivanja M;
i My redom. Iz naSe definicije tezine savrSenog sparivanja ocigledno je da
vrijedi
Wt(Ml)Wt(MQ)/Hai,a(i) = sign(o) sign(o2).
i=1
Dakle, dovoljno je pokazati da je sign(a) = sign(o)sign(os), a to ¢emo
dokazati ako pokazemo da se mogu uzeti o; i 09 takvi da je o109 = a.

Pretpostavimo prvo da se « sastoji od jednog ciklusa duljine n = 2m oblika
(41,49, -+, lom—_1,42m). MoZemo pretpostaviti da je

M1 = {{7:1, ig}, {ig, i4}, e {igm_l, ng}}

My = {{i2, i3}, {is, 5}, -, {iam, 01} }.

Ako sada konstruiramo odgovaraju¢e permutacije o1 i 0o koje odreduju M;
i My kao sto su u definiciji tezine savrsenog sparivanja, onda imamo da je
0109 = «. Zapravo smo ovdje a koristili kako bismo odredili redoslijed u
kojem ¢emo pisati bridove od M; i M, te takoder redoslijed pisanja vrhova
u svakom bridu. Pretpostavimo sada da a ima vise od jednog ciklusa. Svaki
ciklus odreduje par sparivanja (ne nuzno savrsenih) i M; tako mozemo kre-
irati da uzimamo bridove tih sparivanja u svakom ciklusu od «. Zatim ure-
dimo bridove svake komponente s obzirom na ciklus iz kojeg su uzeti. Tako
isto napravimo i za Ms i opet smo dobili o109 = . Time je dokaz gotov. [J

Sada sljedeci teorem slijedi iz leme 5.5 i jer je

(pfA? = > sign(o1)sign(on) wt(M;) wt(M;)
(Mi,Mj)GMn

Teorem 5.6 (Cayley). Za proizvoljnu 2n x 2n antisimetricnu matricu A

vrigedi da je det A = (pf A)%.
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6 Prebrojavanje savrsenih sparivanja u pla-
narnom grafu

Znamo da je racunanje broja savrsenih sparivanja u proizvoljnom grafu ili ¢ak
bipartitnom grafu # P-potpun problem, $to znaci da za takvo ra¢unanje nije
poznat polinomijalni algoritam. Medutim, prema Kasteleynijevom rezultatu
mozemo u polinomijalnom vremenu izra¢unati broj savrsenih sparivanja, ali
samo u planarnom grafu i to preko Pfaffijana odgovarajuce matrice susjed-
stva. U ovoj ¢emo cjelini prikazati upravo to. Opet ¢emo se ograniciti na
grafove s parnim brojem vrhova jer oni s neparnim brojem nemaju savrseno
sparivanje. Definirat ¢emo najprije planaran graf.

Definicija 6.1. Graf G je planaran ako se moZe uloZiti u ravninu R?, .
ako se moze svakom vrhu pridruZiti tocka, a svakom bridu neorijentirana
krivulja v R? koja spaja tocke pridruiene krajevima tog brida tako da se
krivulje pridruzene bridovima sijeku samo u vrhovima. Graf zajedno s takvim
ulaganjem nazivamo ravninski graf.

Svaki ravninski graf oc¢ito dijeli ravninu na disjunktna podrucja, od ko-
jih je jedno beskonacno. Ta podruc¢ja nazivamo stranama i broj strana
oznacavamo s f. Za planarne grafove vrijedi Eulerova formula:

Teorem 6.2 (Eulerova formula). Za svako ulaganje povezanog planarnog
grafa G s n vrhova, m bridova i f strana vrijedi

n—m+ f=2.

Definiramo stupanj strane planarnog grafa kao broj bridova na koje nai-
demo pri Setnji oko ruba strane. Lako se pokaze da je u povezanom planar-
nom grafu zbroj stupnjeva strana jednak dvostrukom broju bridova. Kod
potpunih grafova K, planarni su samo oni za koje je n < 4. Pokazat ¢emo
da K35 nije planaran, a zatim ¢e slijediti da ni K,,, za n > 5 nisu planarni jer
svaki takav potpuni graf sadrzi K5 kao podgraf.

Kada bi K5 bio planaran, tada bi on dijelio ravninuu f =2—-54+10=7
strana. Svaka od 7 strana mora imati stupanj vedi ili jednak od 3 (strana s
jednim ili dva brida moze se pojaviti samo ako postoje petlje ili visestruki
bridovi u grafu), a kako je zbroj stupnjeva strana u planarnom grafu jednak
dvostrukom broju bridova vrijedi 20 > 7-3 = 21, sto je kontradikcija. Sli¢no
se pokaze ni da graf K3s nije planaran. Kuratowski je pokazao nuzan i
dovoljan uvjet da bi graf bio planaran. Objasnimo prvo sto je to subdivizija
grafa. Subdivizija brida je umetanje novog vrha (stupnja 2) na tom bridu,
a subdivizija grafa G je graf G’ dobiven iz G rekurzivnim subdivizijama
bridova.

24



Teorem 6.3 (Kuratowski). Graf je planaran ako i samo ako ne sadrzi sub-
dwiziju od Ky ili K33 kao podgraf.

Definirali smo ve¢ prije usmjereni graf, dakle to je graf kojemu svi bridovi
imaju orijentaciju. Htjet ¢emo nekom grafu odrediti orijentaciju te mu onda
pridruziti pripadnu matricu susjedstva.

Neka je G graf sa 2n vrhova i neka mu je pridruzena proizvoljna ori-
jentacija GG. Sada danoj orijentaciji pridruzujemo orijentiranu matricu
susjedstva A(G') = (aij)anx2n tako da je

1,  akoje (u;,u;) € E(a),
Q5 = —1, ako je (uj,ui) S E(g), (7)

0, inace.

Ovakva matrica je antisimetricna pa pogledajmo Pfaffijan te matrice. Prema
definiciji, svaki je ¢lan sume jednak 1, —1 ili 0. Nadalje, znamo da svaki ¢lan
koji nije nula odgovara nekom savrSenom sparivanju u grafu. Kako bismo
bili sigurni da ¢e nam Pfaffijan dati broj savrSenih sparivanja u grafu, trebala
bi postojati takva orijentacija grafa u kojoj ¢e ¢lanovi sume koji odgovaraju
savrSsenim sparivanjima biti istog predznaka. Takvu ¢emo orijentaciju zvati
Pfaffijan orijentacijom.

Slicna razmatranja imamo i s tezinama. Ako je 8 proizvoljna orijentacija

grafa G, tada je det A(a) = (pf A(g))2 pa je
det A(G) = 37 wt(M;) wi(Ms), (8)

gdje suma ide po svim parovima savrSenih sparivanja M; i My u G. Kako
je A(G) {—1,0, 1}-matrica, tezina wt(M) moze biti samo 1 ili —1. Htjeli
bismo modi izabrati orijentaciju grafa G bas takvu da je izraz wt(M;) wt(Ms)
uvijek jednak 1 jer bi onda broj savrsenih sparivanja u grafu G bio pozitivni
drugi korijen od det A(G'). Takva orijentacija je opet Pfaffijan orijentacija.
Dakle, ukoliko ¢emo imati graf s Pfaffijan orijentacijom, moc¢i ¢emo mu iz
brojati sva savrsena sparivanja i to u polinomijalnom vremenu. No, problem
je mozemo li uopcée odrediti nekom grafu Pfaffijan orijentaciju u polinomijal-
nom vremenu. Zanima nas kada graf ima Pfaffijan orijentaciju, te ukoliko je
zadana orijentacija nekom grafu, je li ona Pfaffijan orijentacija?

Pridruzimo sada grafu G proizvoljnu orijentaciju 8 i neka je C neki
neusmjereni parni ciklus u G. Bez obzira koje od mogué¢ih dva usmjerenja
izaberemo oko njega, ako je broj bridova koji prate dano usmjerenje u C'
paran, tada ¢e on imati i paran broj bridova suprotnog usmjerenja. Stoga
slijedeca definicija ne ovisi kojim putem krenemo.
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Definicija 6.4. Neka je C' neusmgereni parni ciklus u G. KaZemo da je
ciklus C' paran u odnosu na ukoliko ima paran broj bridova koji slijede
usmjerenje G . U suprotnom kaZemo da je C neparan u odnosu na G'.

Ako je M neko savrSeno sparivanje u grafu GG, tada definiramo preznak
od M, sign M kao predznak odgovarajuceg ¢lana u izrazu Pfaffijana.

Lema 6.5. Neka je 8 proizvolina orijentacija neusmjerenog grafa G. Neka
su My i My bilo koja dva savrsena sparivanja uw G i neka k oznacava broj

parnih ciklusa w odnosu na G formiranih w My U Msy. Tada je
sign M, - sign My = (—1)F. (9)

Prema (8), ako u grafu G s proizvoljnom orijentacijom 8 postoje dva
savrSena sparivanja s razli¢itim predznakom, onda graf nema Pfaffijan ori-
jentaciju. Ova lema kaze da mozemo pogledati cikluse formirane u uniji dva
savrSena sparivanja, te ukoliko u nekoj uniji ima neparno mnogo ciklusa koji

su parni s obzirom na G, onda G sigurno nije Pfaffijan orijentacija.

Definicija 6.6. Kazemo da je ciklus C u grafu G lijep ako G —V (C) sadrzi
savrseno sparivanje.

Teorem 6.7. Neka je G graf s parnim brojem vrhova i 8 neka njegova
oryentacija. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) 8 je Pfaffijan orijentacija.
(2) Swvako savrseno sparivange od G ima isti predznak u odnosu na 8

(3) Swaki lijepi ciklus v G je neparan u odnosu na 3

(4) Ako G ima savrseno sparivanje, onda je za neko savrSeno sparivanje

M svaki M -alternirajuci ciklus neparan v odnosu na G .

Dakle, dobili smo neke uvjete na graf G' da bi 8 bila Pfaffijan orijentacija.
Medutim, problem je $to ne mozemo lako provjeriti te uvjete pa opet imamo
tezak problem. Zelimo neki efikasniji nac¢in odredivanja Pfaffijan orijentacije
u nekom grafu. Kasteleyn je uspio pronadi efikasniji nac¢in, medutim samo u
planarnom grafu.

Teorem 6.8 (Kasteleyn). Svaki planaran graf G ima Pfaffijan orijentaciju.

Osim toga, pokazao je da se takva orijentacija u planarnom grafu moze
pronaci u polinomijalnom vremenu. Algoritam se bazira na sljedecoj lemi,
no prije nje trebamo jednu definiciju.
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Definicija 6.9. KaZemo da je brid e, koji lezi na nekoj strani f orijentiran u
smjeru kazaljke na satu ako se, kada se pomicemo u smjeru dane orijentacije,
strana f nalazi s desne strane.

Lema 6.10. Neka je G ravninski graf. Tada se G moZe efikasno orijentirati
tako da svaka strana ima neparan broj bridova orijentiranih u smjeru kazaljke
na satu. Stovise, to je Pfaffian orijentacija.

Prema teoremu 6.7, ako je 8 Pfaffijan orijentacija, onda je svaki lijepi
ciklus u G neparan u odnosu na 8 i obratno. Stoga to vrijedi i za planaran
graf GG. Pa vrijedi sljede¢a lema:

Lema 6.11. Neka je G planaran. Ako je G orijentiran tako da svaka strana
ima neparan broj bridova orijentiranih u smjeru kazaljke na satu, onda je
svaki ligepi ciklus uw G neparan u odnosu na tu orijentaciju.

Sada ¢emo FKT algoritmom, nazvan po Fisheru, Kasteleynu i Temper-
leyu, pokazati da uvijek mozemo konstruirati Pfaffijan orijentaciju koja za-
dovoljava uvjete leme 6.10 i na taj nacin mozemo prebrojati sva savrSena
sparivanja u grafu.

Neka je GG planaran graf. FKT-algoritam ide ovako:

1. Nadi razapinjucée stablo u G (inducirani podgraf od G koji je povezan
i bez ciklusa) i nazovi ga T;.

2. Orijentiraj bridove u 717 proizvoljno.

3. Konstruiraj drugo stablo 75 ¢iji su vrhovi strane od G, ukljucujudi i
beskona¢nu stranu. Spoji te vrhove s bridom tako da se spajaju samo
oni vrhovi €ije strane imaju zajednicki brid i to onaj koji nije u 7j.

4. Orijentiraj preostale bridove od G, pocevsi od listova stabla 75, tako da
svaka strana ima neparan broj bridova orijentiranih u smjeru kazaljke
na satu. Zatim makni brid po brid iz T5.

Pokazat ¢emo algoritam na planarnom grafu sa slike 11.
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8 5
Slika 11: Planaran graf G

Najprije odredimo razapinjuce stablo T} i orijentiramo ga proizvoljno.

1 4 1 4

5 8 5 8

Konstruirajmo stablo T, te, polazeéi od listova, orijentirajmo preostale
bridove grafa G.

1
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Tako smo dobili Pfaffijan orijentaciju. Sada ¢emo izbrojati sva savrsena
sparivanja te tako provjeriti da nam ovakva orijentacija uistinu daje tocan
broj. Pridruzimo tom orijentiranom grafu matricu susjedstva.

Pripadna matrica susjedstva izgleda ovako:

o -1 0 -1 1 0 0 O
10 1T 0 0 1 0 O
o -1. 0 1 0 0 1 O
1 0 -1 0 0 0 0 1
A(B) -1t 0 0 O 0 1 0 1
0o -1 0 0 -1 0 -1 0
o 0 -1 0 0 1 0 -1
o 0 0 -1 -1 0 1 0

Determinanta ove matrice je 81 te kako je ona antisimetri¢na i parnoga reda,
prema teoremu 5.6 pf A = 9, a to znaci da ima ukupno 9 savrsenih sparivanja
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u grafu G. Za ovakav graf lako mozemo rucno prebrojati savrsena sparivanja
i potvrditi da ih uistinu ima 9. Dakle, konstruirali smo orijentaciju koja ce
nam doista izbrojati sva savrSena sparivanja.

Sljedeci teorem je posljedica Kasteleynijevog teorema i teorema Kuratow-
skog.

Teorem 6.12. Ako G ne sadrzi subdiviziju od Kj ili K33 kao podgraf, onda
G 1ma Pfaffijan orijentaciju.

Pokazali smo da postoje neki uvjeti na proizvoljan graf G da bi on imao
Pfaffijan orijentaciju. Medutim, to nam nije dovoljno da ju mozemo efikasno
odrediti. Znamo da ako graf ima Pfaffijan orijentaciju, da tada mozemo
izracunati broj savrsenih sparivanja u polinomijalnom vremenu. Ipak, nije
poznat polinomijalni algoritam utvrdivanja je li zadana orijentacija G Pfaf-
fijan orijentacija. Stovise, ne znamo spada li to i u klasu NP. U polinomijal-
nom vremenu bismo mogli odrediti da 8 nije Pfaffijan orijentacija, dovoljno
je pronac¢i dva savrSena sparivanja razlicitih predznaka. Dakle, racunanje
broja savrSenih sparivanja u proizvoljnom graf ostaje #P-potpun problem.
lako je Kasteleyn dokazao da svaki planaran graf ima Pfaffijan orijentaciju,
i tu nailazimo na probleme.

Teorem 6.13 (Jerrum). Racunanje broja sparivanja u planarnom grafu je
# P-potpun problem.

Zanimljivo je da mozemo efikasno odrediti broj savrSenih sparivanja u
planarnom grafu, ali odrediti broj k-sparivanja u istome grafu je #P-potpun
problem. Stovise, za planaran graf s n vrhova, ne znamo odrediti broj spa-
rivanja ve¢ s n/4 bridova.
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Sazetak

U ovom radu obradili smo savrSena sparivanja u grafu i Pfaffijan antisime-
tricne matrice. U pocetku upoznajemo definiciju savrsenog sparivanja i rezul-
tate koji su nam potrebni za ostatak rada. Nakon toga pokazujemo kriterij za
egzistenciju savrSenog sparivanja u bipartitnom grafu i u proizvoljnom grafu.
Opisujemo probabilisticki algoritam koji pitanje egzistencije savrsenog spari-
vanja rjeSava u polinomijalnom vremenu. Zatim utvrdujemo da permanenta
matrice bisusjedstva bipartitnog grafa broji sva savrSena sparivnja, medutim
izracunavanje permanente je #P-potpun problem za kojeg nije poznat poli-
nomijalni algoritam. U zadnjem dijelu rada obradujemo Kasteleynov rezultat
da u planarnom grafu mozemo efikasno prebrojati sva savrsena sparivanja, i
to preko Pfaffijana antisimetri¢ne matrice susjedstva grafa kojeg smo orijen-
tirali na odgovarajuéi nacin.
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Summary

This master thesis deals with perfect matchings in graphs as well as with
the Pfaffian of a skew-symmetric matrix. The topic is introduced with the
definition of perfect matchings and with results that are useful for later work.
Then the criterion for existence of perfect matching is shown for bipartite
graphs and the arbitrary graphs. We describe probabilistic algorithm which
solves the existence problem of perfect matchings in polynomial time. In
addition, it is determined that the permanent of the biadjacency matrix of
a bipartite graph counts all perfect matchings. However, it turns out that
the calculation of permanent is #P-complete problem for which polynomial
algorithm isn’t known. Nevertheless, in the last part of the thesis we deal
with Kasteleyn’s result that we can efficiently compute all perfect matchings
in planar graphs through Pfaffian of adjacency matrix of the graph, which is
oriented appropriately.
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