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Uvod

Tijekom svog Zivota susreCemo se s razliCitim oblicima neZivotnog osiguranja - osigura-
njem od nezgode, osiguranjem imovine ili na primjer osiguranjem cestovnih vozila koje je
zakonski regulirano. Usluge nezivotnog osiguranja pruzaju financijske institucije - drustva
za osiguranje koja su dobila odobrenje za rad od regulatora - Hrvatske agencije za nad-
zor financijskih usluga. U svojem poslovanju osiguravajuce drustvo (osiguratelj) preuzima
rizik 1 za to naplacuje premiju od svog klijenta (osiguranika). Prema posljednjim poda-
cima (rujan 2019.) u Hrvatskoj je ukupno 15 osiguravajuéih drustava koja nude usluge
nezivotnog osiguranja sa zaraCunatom bruto premijom od gotovo 5.8 mlrd HRK za raz-
doblje 1.1.2019. — 30.9.2019. Kako bismo pobliZe objasnili kako osiguranje funkcionira,
uzmimo primjer osiguranja cestovnih vozila. Prema ugovoru osiguratelja i osiguranika,
osiguranik plac¢a odredenu svotu novca (premiju) osiguratelju na pocetku perioda trajanja
osiguranja, obi¢no jedne godine. Ukoliko se tijekom trajanja osiguranja dogodi nesreéa
koja je uzrokovala Stetu na vozilu, osiguratelj pokriva troskove popravka vozila. Dva su
izvora neizvjesnosti za osiguratelja: koliko Ce Steta osiguranik prijaviti i koliki su iznosi tih
Steta. Teorija rizika, kao dio aktuarske znanosti, daje nam matematicki model za ukupan
broj Steta i matemati¢ki model za ukupan iznos tih Steta. Zajedno, ova dva modela Cine
sastavni dio modela rizika teorije propasti. Glavni dijelovi ovoga rada upravo su gornja tri
modela strukturno podijeljena u pet poglavlja. Za pocetak, navedimo glavne pretpostavke
koje koristimo u nastavku, pri ¢emu vjerojatnosni prostor oznacavamo s (2, 7, P).

o Stete se dogadaju u trenutcima 7; za koje vrijedi 0 < T, < T, < ... Nazivamo ih
vremena dolazaka Steta.

o Steta u trenutku T uzrokuje iznos $tete X;. Niz {X; : i > 1} je niz nezavisnih, jednako
distribuiranih nenegativnih slucajnih varijabli.

e Nizovi slu€ajnih varijabli {7; : i > 1} 1 {X; : i > 1} su medusobno nezavisni.

U prvom poglavlju uvodimo pojam procesa ukupnog broja Steta koji predstavlja ukupan
broj Steta koje su nastupile do odredenog trenutka 7. Opisan je matematicki model za taj
brojeci proces - Poissonov proces, pri ¢emu je poseban naglasak stavljen na homogeni



SADRZAJ 2

Poissonov proces. Povijesno gledano, Svedski aktuar Filip Lundberg prvi je 1903. go-
dine u svom radu opisao proces ukupnog broja Steta homogenim Poissonovim procesom.
Stoga se u literaturi Cesto ta godina smatra pocetkom razvoja teorije rizika. U drugom po-
glavlju proSirujemo analizu brojeéeg procesa i uvodimo pojam procesa obnavljanja. Pro-
ces obnavljanja predstavlja sveobuhvatni model za proces ukupnog broja Steta kojeg je
1957. godine predlozio danski matematicar Erik Sparre Andersen. Navedeni su 1 dokazani
grani¢ni teoremi teorije obnavljanja koji su klju¢ni u razumijevanju osnovnih svojstava
procesa ukupnog broja Steta. TreCe poglavlje daje pregled distribucija iznosa Stete, pri
¢emu su posebno izdvojene distribucije teskog repa - regularno varirajuce i subeksponen-
cijalne distribucije, koje su sve vise koriStene u praksi. U Cetvrtom poglavlju uvodimo
pojam procesa ukupnog iznosa Steta koji predstavlja ukupan iznos Steta koje su nastupile
do odredenog trenutka 7. Poseban doprinos u modeliranju ovog procesa dao je Svedski ma-
tematicar Harald Cramér. Prikazana svojstva matematickog modela za taj proces pomo¢i
¢e nam u formiranju principa racunanja premija. Dio poglavlja posvecen je i odredivanju
distribucije ukupnog iznosa Steta do trenutka ¢ uz odredene pretpostavke. Posljednje, peto
poglavlje opisuje proces rizika te objaSnjava osnovne rezultate teorije propasti. Istaknimo
kako je cilj ovoga rada prikazati osnovne koncepte teorije rizika te dobivene rezultate inter-
pretirati u kontekstu neZivotnog osiguranja. Za praéenje i razumijevanje sljedeceg sadrzaja
potrebna su osnovna znanja teorije vjerojatnosti i teorije mjere.



Poglavlje 1

Proces ukupnog broja Steta

U ovom poglavlju fokusiramo se na vremena dolazaka Steta u osiguranju koja smo u uvod-
nom dijelu ozna¢ili s T;. Cesto je od interesa znati koliko §teta je osiguravajuée drustvo
isplatilo do odredenog trenutka ¢. U tu svrhu definiramo brojeci proces N = (N(?)):0
kojega nazivamo proces ukupnog broja Steta:

No=#Hi>1:T; <t}
Primijetimo da vrijedi:
(1) Zadano ¢ > 0, N(¢) je sluCajna varijabla s vrijednostima u Nj.
(2) Za0 <t <t vrijedi N(t;) < N(tp).
(3) N(t1,1;] := N(t;) — N(t;) je ukupan broj Steta u intervalu (¢, t,].

Cilj nam je na¢i matematicki model za proces N. Jedan od najvaznijih primjera brojecih
procesa u primijenjenoj teoriji stohastickih procesa je Poissonov proces kojega u nastavku
proucavamo. Poglavlje je podijeljeno u dva dijela. U prvom dijelu definiramo i navodimo
osnovna svojstva homogenog Poissonovog procesa. U drugom dijelu dajemo opcenitu defi-
niciju Poissonovog procesa te objasSnjavamo vezu homogenog i nehomogenog Poissonovog
procesa.

1.1 Homogeni Poissonov proces

Homogeni Poissonov proces je polazni primjer Poissonovog procesa zbog veoma pozeljnih
teorijskih svojstava 1 povijesne vaznosti. Istaknut ¢emo njegovu interpretaciju u kontekstu
teorije rizika kao modela za proces ukupnog broja steta. Za pocetak, podsjetimo se nekih
osnovnih pojmova iz teorije stohastickih procesa koje ¢emo koristiti u nastavku.

3
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Definicija 1.1.1. Neka je X = (X (1)) stohasticki proces na [0, o).

(1) (Nezavisnost prirasta) Neka sut; > 0zai=0,1,...,n proizvoljni takvida je O = t, <
t <th<---<t,zan > 1. Ako su slucajne varijable X(t;) — X(t;.1) zai=1,2,...,n
nezavisne, tada slucajni proces X ima nezavisne priraste.

(2) (Stacionarnost prirasta) Neka su O < t; < t, i s > 0 proizvoljni. Ako su slucajne

varijable X(t, + s) — X(t; + 5) i X(t,) — X(t) jednako distribuirane, tada slucajni
proces X ima stacionarne priraste.

Definicija 1.1.2. Neka je X nenegativna slucajna varijabla. Laplaceova transformacija
slucajne varijable X definirana je sa Lx(t) = E[e™™], t > 0.

Primjer 1.1.3. Neka je X ~ Pois(1), Poissonova slucajna varijabla s parametrom A. Tada
je Lx(t) = eV zat>0.

Definicija 1.1.4. Brojeci proces N = (N(t)):»0 je homogeni Poissonov proces s intenzitetom
A > 0 ako je:

(1) N@) = 0.
(2) N ima nezavisne priraste.

(3) Broj dogadaja u bilo kojem intervalu duljine t je Poissonova sluc¢ajna varijabla s
parametrom At, tj. za svaki s,t > 0 vrijedi:

(A0)"

P(N(s,t+s]=n)=PWN({t+s5)—N(s) =n) = Py

e n=0,1,... (L1

Ako je A = 1, tada govorimo o standardnom homogenom Poissonovom procesu.
Iz relacije (L.1)) slijedi:
(1) N ima stacionarne priraste jer distribucija N(¢ + s) — N(s) ne ovisi O s.

(2) Uzmimo s = 0. Dobivamo da je:

N(t) = N(t + 0) — N(O) ~ Pois(4r), Vt=>0. (1.2)

U praksi, za dani brojeci proces, nije uvijek jednostavno provjeriti uvjet (I.I) iz defini-
cije Zato ¢emo navesti joS$ jednu definiciju homogenog Poissonovog procesa koja se
u nekim situacijama pokazuje korisnom. Zatim, u nastavku, pokazujemo da su definicije
ekvivalentne.



POGLAVLIJE 1. PROCES UKUPNOG BROJA STETA 5

Definicija 1.1.5. Brojeci proces N = (N(1))»0 je homogeni Poissonov proces s intenzitetom
A > 0 ako je:

(1) N(O) = 0.
(2) N ima nezavisne i stacionarne priraste.
(3)
P(N(h) = 1) = Ah + o(h), (1.3)
P(N(h) = 2) = o(h), (1.4)

gdje je limy,_, oTh) =0.

Teorem 1.1.6. Definicije i su ekvivalentne.

Dokaz. Ve¢ smo komentirali da iz definicije slijedi svojstvo stacionarnosti prirasta i
relacija (I.2). Sada uz pomoc¢ relacije (I.2)) i Taylorovog razvoja funkcije ¢* dobivamo re-

lacije (T.3) i (T.4). Time smo pokazali da definicija povladi definiciju Obratno,
fiksirajmo u > 0 1 stavimo:

g(t) = E[e™"].

Izvedimo diferencijalnu jednadzbu za g(#) koriste¢i svojstva nezavisnosti 1 stacionarnosti
prirasta procesa N:

o(t+h) = EJ e—uN(t+h)] - E[ e N e—u(N(t+h)—N(t>>]
nez. E[e_uzv(t)]E[e—u(N(Hh)—N(t))] (1.5)

stac.

< g(nE[e™ ™)

Uzimajuéi u obzir dogadaje {N(r) = 0}, {N(r) = 1} 1 {N(r) > 2} te relacije (I.3) i (T.4)
dobivamo:

E[e™™?] = 1 = Ah + o(h) + e “(Ah + o(h)) + o(h)

_ (1.6)
=1—-Ah+e"Ah + o(h).
Sada iz relacija (1.5)) i (1.6) slijedi:
gt+h)=gt)(1 —Ah+e"Ah) + o(h), (1.7)
odnosno b ' .
gurh) - 50) ;l 89 _ a1+ # (1.8)
Sada pustimo 2 — 0 i dobivamo:
(t
8D _ pe -1y, (1.9)

g()
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Integrirajuci 1 uvazavajuci g(0) = 1 slijedi:
log(g(n) = At(e™ - 1), (1.10)

odnosno
g(f) = eV, (1.11)

Dobili smo da je funkcija g Laplaceova transformacija Poissonove slucajne varijable. Sli-
jedi da je N(t) Poissonova slucajna varijabla s parametrom A¢t. Uz pomo¢ te tvrdnje i
svojstva stacionarnosti prirasta procesa N dobivamo relaciju (I.1)). Time smo pokazali da
definicija|l.1.5|povlaci definiciju|(l.1.4 O

Primijetimo jo$ jednu posljedicu iz relacije (1.4)): vjerojatnost dolaska viSe od jedne Stete
u proizvoljnom intervalu duljine 4 je reda o(h). Kako smanjujemo duljinu intervala 4 tako
se i pripadna vjerojatnost smanjuje, Sto znaci da je ,,vrlo malo” vjerojatno da u kratkom
vremenskom intervalu homogeni Poissonov proces ima viSe od jednog skoka.

o ]
i
—e
0 — —o
—o
© — —o
= —
< —e
—e
N —o
Lan-1
O - &—mmm
I I I I I I
0 2 4 6 8 10

Slika 1.1: Trajektorija standardnog homogenog Poissonovog procesa
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Propozicija 1.1.7. Neka su Ni = (N1(t))0 i N» = (Ny(1))=0 dva nezavisna homogena
Poissonova procesa s intenzitetima A, i A, redom. Proces N = (N(t)),o definiran sa

N(@) = Ni(t) + No(1), YVt >0,
Jje homogeni Poissonov proces s intenzitetom A = A; + A,.

Dokaz. Dokaz se provodi direktnom provjerom uvjeta iz definicije Trivijalno vrijedi
N(0) = 0. Nezavisnost prirasta procesa N slijedi iz nezavisnosti prirasta procesa Ny i N,
te iz njihove medusobne nezavisnosti. Posljednji uvjet iz definicije slijedi iz Cinjenice
da je zbroj dviju nezavisnih Poissonovih slucajnih varijabli ponovo Poissonova slu¢ajna

varijabla Ciji je intenzitet zbroj intenziteta slucajnih varijabli koje zbrajamo. O

Prethodna propozicija lako se poopéava na slu¢aj od j nezavisnih homogenih Poissonovih
procesa za j = 2,3,.... Obratno, homogeni Poissonov proces N = (N(?)),»o S intenzitetom
A mozemo razloziti na j nezavisnih homogenih Poissonovih procesa (za detalje vidi [,
str. 235-236]).

Definicija 1.1.8. Neka je N = (N(t))»0 homogeni Poissonov proces. Slucajne varijable
Wi =T, —-Ti.yzai = 1,2,..., uz konvenciju Ty = 0, nazivamo vremena medudolazaka
Steta, gdje je T; vrijeme dolaska i-te stete.

Propozicija 1.1.9. Neka je N = (N(t))»0 homogeni Poissonov proces s intenzitetom A.

Slucajne varijable W, i = 1,2, ... su nezavisne, jednako distribuirane s eksponencijalnom
distribucijom s parametrom A. Nadalje,
Twi Wy W1 Way oy wy) = Al 0Pt oy > 0§ =1,2,...,1 (1.12)

gdje je f funkcija gustoce slucajnog vektora (W, W, ..., W,).
Dokaz. Uzmimo ¢ > 0 i primijetimo da je {7} > t} = {N(¢) = 0}. Slijedi da je:
P(W, >1t)=P(T; > 1) =P(N@#) =0) = e, (1.13)

odnosno P(W; < ) = 1 —e™Y. Zaklju¢ujemo da slu¢ajna varijabla W, ima eksponencijalnu
distribuciju s parametrom A. Nadalje, za svakit > 0in > 1 vrijedi:

{(Wa> 1) ={N(T-1 + 1) = N(T)-y) = 0}.

Sada iz nezavisnosti prirasta procesa N slijedi nezavisnost slucajnih varijabli W;. 1z svoj-
stva stacionarnosti prirasta procesa N dobivamo:

P(W, > t) = P(N(T,_; + 1) = N(T,,_;) = 0) = P(N(f) = 0) = e”. (1.14)

ZakljuCujemo da su slucajne varijable W; jednako distribuirane s eksponencijalnom razdi-
obom s parametrom A. Posljednja tvrdnja propozicije je jednostavna posljedica pokaza-
nog. O



POGLAVLIJE 1. PROCES UKUPNOG BROJA STETA 8

Iz propozicije [I.1.9]slijedi:

(1) T; < T g.5. zai > 1, odnosno s vjerojatnoS¢u 1 homogeni Poissonov proces nema
skokove vece od 1.

(2) Slucajna varijabla 7,, = W; + W, + --- + W, za n > 1 ima gamma distribuciju s
parametrima n i A. PiSemo T,, ~ ['(n, A).

(3) Koristedi relaciju (I.12)) i transformaciju

S
(21,225 -+ +»2Zn) = (21522 = 20y e v+ Zn — Zn=1)s

uz det(0S (z)/0z) = 1, dobivamo funkciju gustoce slucajnog vektora (T, T>,...,T,)
za0<x; <--- <X,

-1
fT],Tz ..... T,,(Xl,xz,---,xn):fwl,wz ..... W,,(-xla-xz_xl,---’xn_xn—l):/lne o (1.15)

Propozicija 1.1.10. Neka je N = (N(t));s0 homogeni Poissonov proces s intenzitetom A.
Vrijeme dolaska prve Stete T uvjetno na dogadaj {N(t) = 1} ima uniformnu distribuciju
na intervalu (0, t], pisemo: T, |{N(t) = 1} ~ Unif(0, ¢].

Dokaz. Za (0 < s <t imamo sljedece:

BT, < s|N@y = 1) = L= SNO =D

P(N(t) = 1)
_ P(N(s) = 1,N(t) — N(s) = 0) (1.16)
P(N(1) = 1)
nez.istac. (Ase™)e™ ™) g
B Ate=4 P
O

Sada ¢emo generalizirati prethodnu propoziciju na nacin da ¢emo odrediti distribuciju
slu¢ajnog vektora (7', T»,...,T,) uvjetno na dogadaj {N(r) = n}. KreCemo sa slu¢ajem
n=2.Nekaje 0 < t; <1, <t. RaCunamo:

P(T, <4,T, <, N(t) = 2)
=P(N(t1) = 1,N(2) = N(t1) = 1, N(#) = N(2) = 0) + P(N(#1) = 2, N(1) = N(t;) = 0)

nez.istac. —At -Atr-t) —A(t—1p) (/Ul )2 —Aty —At—t1)
= Atie”"A(t, — t))e” " Ve 2+ Te le !

2
- (/lztl(tz —t)+ (1) )e‘*’.

2!
(1.17)
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Koristeci relaciju (I.17) slijedi:
P(T, <t;,T, <1, N(t) =2)
P(N() =2)
(A11(t — 1) + 3(An) e ™
- %(/U)ze—/lt
2 - )+ 1

P(Tl <, T) < lle(l) = 2) =

(1.18)

2 ’
odnosno
0? 2t1(t, — 1) l’]z 2
Jrim vt 02]2) = o100 o +t_2 = 7 O<n<n<t

Propozicija 1.1.11. Neka je N = (N(t));s0 homogeni Poissonov proces s intenzitetom A.
Funkcija gustoce slucajnog vektora (T, T, ..., T,) uvjetno na dogadaj {N(t) = n} dana je
sa:

n!
S mne (st Sty R) = PR O<t<th<--<t, <t

Dokaz. Analognim postupkom kao u slu¢aju n = 2 dobivamo traZenu funkciju gustoée
za proizvoljan n. Dokaz se moze vidjeti u [5, str. 241-242]. Ovdje ¢emo sada pokazati
drugi, intuitivniji dokaz koristeci tvrdnju iz propozicije da vrijeme dolaska Stete u
intervalu (0, f] uvjetno na {N(¢) = 1} ima uniformnu distribuciju na tom intervalu. Sada
promatramo n takvih dolazaka Steta kao vrijednosti n nezavisnih uniformnih sluc¢ajnih va-
rijabli na intervalu (0, 7] u rastuem redoslijedu. Oznacimo uniformne slucajne varijable sa
U, i=1,2,...,n. Postoji ukupno n! nacina na koja mozemo slu¢ajne varijable U; poredati
u rastu¢em redoslijedu. Nadalje, uz argument nezavisnosti sluc¢ajnih varijabli U;, funkcija
gustoce slucajnog vektora (U, U,, ..., U,) je umnoZzak funkcija gustoce slucajnih varijabli
Ui.Za0 <t <t <--- <t, <timamo sljedece:

fro. . ranetsty, ot n) =0l fy o, o (Bt ) = —.

O

Na kraju ovoga dijela istaknimo najvaznije zakljucke. Vidjeli smo da homogeni Poissonov
proces ima svojstvo stacionarnosti prirasta. U kontekstu neZivotnog osiguranja, ocekivani
broj Steta u vremenskom periodu ovisi samo o duljini tog perioda. Nadalje, pokazali smo
da je distribucija vremena dolazaka Steta u uskoj vezi sa uniformnom distribucijom. Mogli
bismo postaviti pitanje koliko je to u skladu sa stvarnim svijetom osiguranja. Primjerice,
nije nerazumno pretpostaviti da se u osiguranjima od razlicitih vremenskih nepogoda vise
Steta dogada u pojedinom periodu godine nego u ostalima. To nam je motivacija za defi-
niranje nehomogenog Poissonovog procesa. Ideja je da dopustimo da intenzitet A ovisi o
vremenu.
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1.2 Nehomogeni Poissonov proces

Uvedimo sljedec¢u notaciju radi jednostavnosti: za realnu funkciju f na [0, co) piSemo:

f(s,t]=f®)—f(s), 0<s<t<oo.
Definicija 1.2.1. Stohasticki proces N = (N(t));»0 je Poissonov proces ako vrijedi sljedece:
(1) N(O)=0 g.s.
(2) Proces ima nezavisne priraste.

(3) Postoji neopadajuca, neprekidna zdesna funkcija p: [0,00) — [0,00), u(0) = 0,
takva da prirasti N(s,t] za0 < s < t < oo imaju Poissonovu distribuciju Pois(u(s, t]).
Funkciju u zovemo funkcijom ocekivanja Poissonovog procesa.

(4) S vjerojatnoscu 1, trajektorije (N(t, w)),»o procesa N su zdesna neprekidne zat > 0 i
imaju limes slijeva za t > 0.

Napomena 1.2.2. (1) Uocimo: Poissonov proces kojemu je funkcija ocekivanja oblika
u() = At za A > 0 je homogeni Poissonov proces. Inace, govorimo o nehomogenom
Poissonovom procesu.

(2) Opcenito, kazemo da N ima funkciju intenziteta A ako je funkcija p apsolutno nepre-
kidna, odnosno za s < t prirast u(s, t] ima reprezentaciju:

u(s, 1] = f A(y)dy,

za nenegativnu izmjerivu funkciju A. Posljedica toga je da je u neprekidna.
(3) Iz definicije slijedi:
N(t) = N(t) — N(0) = N(O, t] ~ Pois(u(0, t]) = Pois(u(?)). (1.19)

(4) Za Poissonov proces N s neprekidnom funkcijom intenziteta A koristenjem defini-
cije[1.2.1)i Taylorovog razvoja funkcije €* u red pokaze se da zat > 0, s > 0 vrijedi
(vidi [6, str. 14]):

P(N(t,t + s] = 2) = o(s), (1.20)

P(N(t,t+ s] = 1) = A(t)s + o(s). (1.21)

Zakljucujemo da N ima stacionarne priraste akko A(t) = A za A > 0. Nadalje ,vrlo
malo” je vjerojatno da u kratkom vremenskom intervalu N ima vise od jednog skoka.
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Sljedeca propozicija nam daje vezu izmedu homogenog i nehomogenog Poissonovog pro-
cesa. Pokazujemo da se u vecini slu¢ajeva deterministickom promjenom vremena mozZemo
prebaciti s nehomogenog Poissonovog procesa na homogeni Poissonov proces.

Propozicija 1.2.3. Neka je u funkcija ocekivanja Poissonovog procesa N i neka je N stan-
dardni homogeni Poissonov proces. Tada vrijedi sljedece:

(1) Proces (N(u(1)))so je Poissonov s funkcijom ocekivanja yu.

(2) Ako je u neprekidna, strogo rastuca i lim,_. u(t) = oo onda je (N(u™'(£)))so Stan-
dardni homogeni Poissonov proces.

Dokaz. Dokaz se provodi direktnom provjerom definicijskih uvjeta Poissonovog procesa.
(1) Definiramo N(¢) := N(u(?)).
o N(0) = N(u(0)) = N(0) = 0.

e Uzmimo 0 =1t < #; < --- < t,, n > 1. Bududi da je funkcija y neopadajuca
vrijedi: 0 = u(ty) < u(ty) < --- < u(t,). Sada iz nezavisnosti prirasta stan-
dardnog homogenog Poissonovog procesa N(u(ti_;), u(t;)] slijedi nezavisnost
prirasta NG, tlzai=1,2,...,n.

e Uzmimo 0 < s < t < oo. Ponovno koristeci ¢injenicu da je funkcija u neopa-
dajuca i da je N standardni homogeni Poissonov proces dobivamo: N(s,t] =

N(u(s), ()] ~ Pois(u(t) — u(s)) = Pois(u(s, 1]).
e Iz Cinjenice da je funkcija u neopadajuéa i zdesna neprekidna i N standardni

homogeni Poissonov proces slijedi da su trajektorije procesa N zdesna nepre-
kidne za ¢ > 0 i imaju limes slijeva za t > 0.

Zakljuéujemo da je N ponovo Poissonov proces na [0, o). S obzirom da je distribu-
cija Poissonovog procesa odredena njegovom funkcijom ocekivanja i da vrijedi:

fi(t) = EN(1) = BN(u(1) = p(1), 120,

zakljucujemo da je N Y , u smislu jednakosti kona¢no-dimenzionalnih distribucija
dvaju stohastickih procesa.

(2) Za ovaj dio dokaza imamo pretpostavku da je funkcija u neprekidna i strogo rastuéa
$to nam osigurava postojanje njezinog inverza u~'. Definiramo N(7) := N(u' ().
Analogno kao gore koristeci svojstva iz definicije Poissonovog procesa pokaze se da
je N standardni homogeni Poissonov proces na [0, o).
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Napomena 1.2.4. U drugom dijelu gornje propozicije pretpostavljamo da je lim,_,, u(t) =
oo, Ukoliko inverz funkcije u postoji, taj uvjet nam osigurava da je u~" definirana na [0, o).
U slucaju konacnog limesa, lim,_,., u(t) = y za neki y > 0, u~! je definirana na [0,y) i
tada (N(u~'(1)))=0 moZemo interpretirati kao standardni homogeni Poissonov proces na
intervalu [0, y).

Zadrzimo oznake 7; i W; za vremena dolazaka odnosno medudolazaka Steta Poissonovog
procesa i izvedimo jednostavnu posljedicu gornje propozicije. Ozna¢imo sa T; vremena
dolazaka $teta standardnog homogenog Poissonovog procesa N i u funkciju odekivanja
Poissonovog procesa N koja je neprekidna i strogo rastuca. Tada njezin inverz postoji i

NE N, gdje je
N=#{i>1:Ti<u®y=#i>1:u'T)<t}, t>0.
ZakljuCujemo da za vremena dolazaka Steta T, Poissonovog procesa N vrijedi:
T, =u ' (T)). (1.22)

Sada pokazimo kako uz pomoc¢ relacije (I.22)) rezultate o homogenom Poissonovom pro-
cesu mozZemo primijeniti na slu¢aj nehomogenog Poissonovog procesa.

Propozicija 1.2.5. Neka je N Poissonov proces na [0, o) s neprekidnom i pozitivnom funk-
cijom intenziteta A. Tada vrijedi:

(1) Funkcija gustoce slucajnog vektora (T, T, ...,T,) dana je sa:
frotn G x, . x) = e [ A, O<xi<m<-<x.  (123)
i=1
(2) Funkcija gustoce slucajnog vektora (W, W,, ..., W,) dana je sa:

,,,,,
i=1

(1.24)

Dokaz. (1) S obzirom da je A pozitivna i neprekidna, slijedi da je u strogo rastuca te
postoji njezin inverz. StoviSe, u je diferencijabilna i vrijedi ¢'(t) = A(f). Uzmimo
sada 0 < x; < --- < x,. Radunamo:

P(T] <x....T,< xn) = P(/,[_I(Tl) < X,... ,/.I_I(Tn) < xn)
= P(Tl < ,u(xl), ey Tn < ,U(xn))

1(x1) (Xn)
_f h fT| ..... T,,(ylau-,yn)dyn"-dyl

0 0
u(x1) (Xn)
= f e f e_)” 1{y1<~-~<yn} dyn . dyl
0 0
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gdje smo koristili relaciju (1.15) uz 4 = 1. Sada deriviranjem dobivamo traZenu
gustocu.

(2) Relacija (1.24) slijedi iz pokazane relacije (I.23) primjenom transformacije
S
()’1,)’2,~ .. 7yn) - (Yb)’l +)72, s V1 +)72 + - +yn)a
pri cemu je det(dS (y)/dy) = 1,

Swiwsw, Wi, W, oo owy) = frim (WL W Wa, W e W),



Poglavlje 2

Procesi obnavljanja

Procesi obnavljanja modeliraju pojavljivanja dogadaja kojeg promatramo u vremenu. Zbog
svoje strukture 1 svojstava te primjene u razli¢itim podrucjima ¢ine vaZan dio teorije vjero-
jatnosti. U kontekstu neZivotnog osiguranja, posluzit ¢e nam kao opéeniti model za proces
ukupnog broja steta. Poglavlje je podijeljeno u tri dijela. Na pocetku definiramo osnovne
pojmove 1 pokazujemo da je homogeni Poissonov proces specijalan slucaj procesa ob-
navljanja. Zatim navodimo i dokazujemo grani¢ne teoreme teorije obnavljanja. Na kraju
uvodimo pojam jednadZbe obnavljanja.

2.1 Definicija i polazni primjer

Definicija 2.1.1. Neka je (W, : n > 1) niz nenegativnih, nezavisnih i jednako distribuiranih
sluc¢ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (, ¥, P). Dodatno, pretpostavimo da nisu
identicki jednake nuli: P(W,, < 0) =0, P(W, = 0) < 1 zan > 1. Niz (proces) obnavljanja
T = (T, : n>0)definiran je sa:

To=0, T,=W;+Wo+---+W,, n=>1.

Proces N = (N(t))»0 definiran sa N(t) = #{i > 1 : T; < t}, t > 0 naziva se brojeci proces
obnavljanja.

Sluc¢ajne varijable 7; 1 W; predstavljanju vremena obnavljanja i meduobnavljanja, odnosno
u nezivotnom osiguranju, vremena dolazaka i medudolazaka Steta.

Definicija 2.1.2. Prvo vrijeme prelaska preko nivoa t je proces v = (v(t))»0 definiran sa:

vit)=minfn >1:T,>1t}, t>0.

14
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Uocimo da vrijedi: v(t) = N(t) + 1 zat > 0. Nadalje, N(¢) nije vrijeme zaustavljanja u
odnosu na o-algebru 7, = (W, W,,--- ,W,) zbog {N(t) < n} = {T,, > t}. Zatim, lako
uoCavamo da je v(¢) vrijeme zaustavljanja u odnosu na ¥,. Ta ¢e nam Cinjenica biti vazna
prilikom dokazivanja elementarnog teorema obnavljanja.

Istaknimo vezu izmedu procesa obnavljanja T 1 pripadnog brojeceg procesa N sljede¢im
relacijama:

{(N@®) <n}={T,s1 >1t}, n>0, (2.1)
Tney <t < Tygyers (2.2)
{(NO)=n} ={T,<t<Tp,}, n>0. (2.3)

Polazni primjer procesa obnavljanja je homogeni Poissonov proces kojega smo proucili u
prethodnom poglavlju.

Teorem 2.1.3. Neka su brojeci proces N = (N(t));»0 i niz obnavljanja T = (T, : n > 0)
dani sa:
NoO=#i>1:T;<t}, t >0,
TOZO, T,=W+W+---+W,, n> 1,
gdje su slucajne varijable W;, za i = 1,2, ..., nezavisne i jednako distribuirane s ekspo-

nencijalnom razdiobom s parametrom A > 0. Tada je N homogeni Poissonov proces s
intenzitetom A.

Dokaz. Dokaz provodimo tako da direktno provjeravamo uvjete iz definicije[I.1.4] S obzi-
rom da je Wy > 0 g.s. slijedi da je N(0) = 0 g.s. Sada pokazujemo da N(#) ima Poissonovu
distribuciju s parametrom A¢. Uo¢imo da T}, ima gamma distribuciju s parametrima n i A,
T, ~ I'(n, ), stoga je:

(Ax)*
k!

n—1
P(T,<x)=1-e™ Z , x>0, (2.4)
k=0

Koristenjem relacije (2.3)) dobivamo:

BN®) = m) = BT, <)~ BT, S 1) = 0

< , e, (2.5)
n!

Nadalje, pokazujemo svojstva nezavisnosti i stacionarnosti prirasta. Radi lakSeg zapisa
fokusiramo se na sluc¢aj od dva prirasta. Op¢i slucaj ide analogno. Uzmimo ¢,h > 0 i
pokazimo da za sve k, [ € N vrijedi:

Gri+(t, 1+ h) =P(N(@) = k,N(t,t + h] = 1)
=P(N@) = kP(N(t,t+h] =)
=PWN@®) = kPWNGh) =1) (2.6)

_ Q)
k!l ’
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Slucaj [ = k = 0 je trivijalan, stoga uzmimo / = 0,k > 1. Vrijedi sljedeéa relacija:
{(N@®) =k,N(t,t + h] =1} ={N(@t) =k, N(t + h) = k + [}. 2.7)
Koristenjem (2.3) i (2.7) uz [ = 0 dobivamo:

Qi1 1+ 1) =P(T <t <Tpy1, T St + h < Tyyy)

(2.8)
=PTy <t,t+h<Ti+ W)
Sada iskoristimo Cinjenicu da je Ty ~ I'(k, ) 1 Wiy ~ Exp(4). Imamo sljedece:
C A
t,t+h) = A leYdxd
Gri+i(1, ) [) 4 k=D Lh_z e xdz
" LA
— -z —/1(t+h—z)d (2.9)
fo e *— D! e Z
_ (A oA

k!

Time smo dobili relaciju (2.6)) za/ = 0. Za [ > 1 ideja dokaza je analogna i moZe se pronaci
u [[6] str. 18]. Sada iz pokazane relacije (2.6) slijedi:

P(N(t,t+h] =1) = ZP(N(I) =k,N(@,t+h] =1
=0

k
_ @ @t 2.10
= Te Z Té ( . )
=0
_ @'
BT
P(N(t) = k,N(t,t + h] = 1) = P(N(t) = k)P(N(t,t + h] = I). (2.11)
Time su uvjeti iz definicije [I.1.4] zadovoljeni. |

Homogeni Poissonov proces je brojeci proces obnavljanja gdje su slucajne varijable W;
eksponencijalno distribuirane. U prethodnom poglavlju smo objasnili da on nije uvijek
realistiCan model za proces ukupnog broja Steta. Stoga, u iduem poglavlju, razmotrit
¢emo joS neke vjerojatnosne distribucije za slucajne varijable W;, Cesto koriStene u praksi.
U tom smislu, proces obnavljanja predstavlja sveobuhvatan model za proces ukupnog broja
Steta.
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2.2 Granicéni teoremi

U ovom dijelu navodimo neke od najosnovnijih teorema teorije obnavljanja. Motivacija
za to je Cinjenica da u opéenitom slucaju distribucija N(#) nije poznata, stoga su sljedeci
rezultati od velike vaznosti. U dokazima ¢emo se pozivati na grani¢ne teoreme iz teorije
mjere (vidi [14} str. 44—47]) te na fundamentalne teoreme iz teorije vjerojatnosti (vidi [10,
str. 416, 507]).

Lema 2.2.1. lim,_,, N(#) = o0 g.s.
Dokaz. Slijedi iz Cinjenice {N(t) > n} = {T,41 < t}1 T, < 00 g.5. O

Teorem 2.2.2. (Jaki zakon velikih brojeva za brojeci proces) Pretpostavimo da je u :=

EW, < oo g.s. Tada je:

. N@® 1
lim — = — g.s.
u

t—oco

Dokaz. Po jakom zakonu velikih brojeva vrijedi:

T,
lim — = u g.s. (2.12)

n—oco n
Iskoristimo sada relaciju (2.2):

TN(,) < t < TN(t)+l N(I) +1

< 2.13)

N(@) N Non+1 N@

Pustimo ¢t — oo i uvazavajudi (2.12) i lemu dobivamo:
lim —— =pu g.s. 2.14
O

Prije sljedeceg rezultata koji govori da se i prosjecni ocekivani broj obnavljanja asimptot-
ski ponaSa kao 1/u navodimo pomo¢ni rezultat u literaturi poznat kao Waldova jednakost
(dokaz vidi u [8, str. 47]).

Propozicija 2.2.3. Neka je {X,, : n > 1} niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih
varijabli takvih da je E|X,| < co. Pretpostavimo da je a vrijeme zaustavljanja u odnosu na
niz{X, :n>1}iE(a) < co. Tada je:

E[ Z Xi] — E[X,]E[a].
i=1
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Teorem 2.2.4. (Elementarni teorem obnavljanja) Neka je u := E(W;) < co. Tada je:

. EN@® 1
lim = —
t—00 t Iu
Dokaz. Pokazujemo prvo da je:
1 EN(t
— < liminf ( ). (2.15)
,U t—o0

Ako je u = oo, tvrdnja je ocita uz konvenciju 1 /oo = 0. Za p < oo, primjenom teorema2.2.2]
1 Fatouove leme dobivamo:

1 EN(¢
E( lim M )) minf M ). (2.16)
ll —o00 [—)oo
Sada pokazimo da je:
EN(¢ 1
lim sup ( ) - (2.17)
t—o0 t /J

Uzmimo b > 0 i definirajmo:
W® = min(W;,b), T =0, T? =W+ WP+ + W, ix1,

Ocito je T® = (T : n > 0) niz obnavljanja i T, > T” za n > 0. 1z toga slijedi da za
pripadne brojece procese vrijedi Np(f) > N(¢) zat > 0, gdje je:

Ny =#i>1:T"” <1}, t>0.

Sada je:
N(t EN,(t
lim sup ) < limsup # (2.18)
t—o00 —0o0
Nadalje, primijetimo da je po definiciji od N,():
(b) ® (h) (b)
Ty =W +W,"+--+ W, <t (2.19)

Sjetimo se sada da je prvo vrijeme prelaska preko nivoa ¢, v,(f) vrijeme zaustavljanja u
odnosu na prirodnu filtraciju generiranu nizom (Wl.(b)) ida vrijedi v,(t) = Ny(t)+1zat > 0.
Zato iskoristimo sada Waldovu jednakost:

E(TY E(N, (1) + DEW. (2.20)

(z)+1) =
. .. Cve e . . (b) . . .
Uz pomoc¢ relacije (2.19) i Cinjenice da je W;” < b za i > 1, dobivamo:

()
TN b(1)+1

<t+b. (2.21)
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Sada iz relacija (2.18), (2.20)i (2.21) slijedi:

EN(t E(Tye1) t+b 1
lim sup ® < lim sup N—b(t:r] < lim sup = e (2.22)
oo 1 oo EWY e EW EWY

PusStanjem b — oo i primjenom Lebesqueovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi
rezultat. O

Teorem 2.2.5. (Centralni granicni teorem za brojeci proces) Ako je u := E(W) < oo i
o? = Var(W,) < oo, tada N(t) ima asimptotski normalnu razdiobu, AN(tu™", to*u=),

odnosno:
N@) -1
a Sx):(l)(x), x€R,

—o0

lim P(
ot
B

gdje je © funkcija distribucije standardne normalne razdiobe.

Dokaz. 1z centralnog grani¢nog teorema za niz (7, : n > 0), uniformno za x € R, vrijedi:

T, -
lim P( ol x) = D(x). (2.23)
n—oo lo
Sada racunamo:
N(t) -1 Zt t
P( ‘< x) = P(N(t) < fxy |5+ - ) (2.24)
o ©

u

Uvedimo oznaku A(t) := {x A /‘;—23’ + ﬁJ i primijenimo (2.1) u (2.24). Imamo sljedece:

T —uCh(t) +1 t—puCh(r) +1
P(Ths1 > 1) :P( mort — O + 1) 1~ plld) )). (2.25)
oVh(t)+ 1 oVh(t) + 1
Ako pokazemo da h(t) — oo i z(¢t) := % — —x kada t — oo, tada iz centralnog

grani¢nog teorema i uniformne konvergencije slijedi:

P( Thipy+1 — u(h(2) + 1)
ovVh() + 1

h(f) = x4 / U—it L, e <. (2.27)
AT

> z(t)) - 1 - O(—x) = O(x). (2.26)

Vrijedi:



POGLAVLIJE 2. PROCESI OBNAVLJANJA 20

Ocito, h(t) ~ i — oo. Nadalje, za z(f) imamo:

t—,ux,l‘%—t—,u(e(t)+ 1) —,ux,/‘%

o VR + 1 ot T

(1) = (2.28)

O

Istaknimo jo$ rezultat o asimptotskom ponaSanju varijance brojeeg procesa (za dokaz
vidi [4] str. 56-59]):

Propozicija 2.2.6. Neka je yu := E(W)) i 0 := Var(W)) < co. Tada je:

. Var(N(@) o?
lim ———= =
t—o0 t /l3

2.3 Jednadzba obnavljanja

Prije samih definicija funkcije obnavljanja i jednadzbe obnavljanja, ukratko ¢emo objasniti
integraciju u odnosu na neopadajucu funkciju i pojam konvolucije funkcija.

Neka je U: [0,00) — [0, o0) neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija. ProSirimo U na
(—00,0) sa U(t) = 0 za sve t < 0 (takvu konvenciju pretpostavljamo u cijelom odjeljku).
Neka je 4 mjera na Borelovoj o-algebri B(R) takva da za sve —co < a < b < oo vrijedi:

p((a, b)) = U(b) - U(a).

Zatim, neka je g: [0, c0) — R Borelova funkcija. Uvedimo oznaku:

fo g)dU(x) = f 10,00 (x)g(x)ut(dx) .
R

Primjecujemo da je gornji integral zapravo integral u odnosu na Lebesque-Stieltjesovu
mjeru u. Za detalje o nacinu raCunanja ovoga integrala vidi [8 str. 177-178].

Definicija 2.3.1. Neka je U: [0, 00) — [0, 00) neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija te
neka je g: [0,00) — R lokalno ogranicena funkcija (ogranicena na svakom ograni¢enom
intervalu). Konvolucija funkcija U i g definira se kao:

U *g)t) = f gt-x)dU(x), t=>0.
0

Uoc¢imo da je definicija integrala dobra s obzirom da je funkcija g ogranicena na [0, 7].
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Propozicija 2.3.2. Neka je U: [0, 00) — [0, 00) neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija
te g: [0,00) — R lokalno ogranicena funkcija. Tada je:

(1) U = g lokalno ogranicena i vrijedi:

sup [(U * g)(s)| < ( sup Ig(S)I)U(t)~

0<s<t 0<s<t

(2) Ako je g neprekidna zdesna, tada je U * g neprekidna zdesna.
Dokaz. (1) Neka je s < t. Vrijedi:

(U *)(s)] = fo g(s = )dU(x)

Sfo lg(s = 0)ldU(x)

<| sup Ig(S)I)deU(X)=(SUP Ig(S)I)U(S)

0<s<t 0<s<t

IA

sup Ig(S)I)U(t)-

0<s<t

(2) Nekajetr>01(t, : n > 1) opadajuci niz takav da je ¢ = lim,_, #,. Vrijedi:

(U * g)(1,) = fo gty — 0dU() = fo Loy (Dg(ts — AU, (2.29)

Primijetimo da je lim,_,. Ljo,,;(x) = Ljo4(x) za sve x € [0, #;]. Nadalje, g je zdesna
neprekidna, pa je lim,_,. g(t, — x) = g(t — x) za sve x € [0,#;]. Sada koriStenjem
¢injenice da je g lokalno ogranicena i uz pomo¢ Lebesqueovog teorema o dominira-
noj konvergenciji, pustanjem n — oo u (2.29) slijedi tvrdnja.

O

Uo&imo da je iz gornje propozicije dobro definirana n-struka konvolucija U™ = U V"« U
zan > 1,uz U% = 1) Nadalje, ako dodatno pretpostavimo da je g neprekidna zdesna,
dobro je definirano U * (U * g) = (U * U) x g. Opéenito, U« (U" V" xg) = U™ xgzan > 1.
Istaknimo joS sljedece: Neka su X; 1 X, nenegativne, nezavisne slucajne varijable s funk-
cijama distribucije F; 1 F,. Tada je:

P(X]'FXQSZ):ff_sz(dy)Fl(dX):fFz(f—X)Fl(dX):Fl*Fz.
0 Jo 0

U slu€aju n nenegativnih, nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s funkcijom
distribucije F, indukcijom se pokaze da vrijedi:

PXi+Xo+--+X,<1)=F". (2.30)
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Definicija 2.3.3. Neka je T = (T, : n > 0) niz obnavljanja i N = (N(1))»0 pripadni brojeci
proces obnavljanja. Funkcija obnavljanja dana je sa: U(t) = EN(t).

Uz oznake kao u definiciji[2.1.1] neka je F funkcija distribucije slu¢ajnih varijabli W, i > 1.
Tada uz pomo¢ relacije (2.30)) imamo:

U@D =EN@®)=E Y 1ge = » BT, <0)= Y F™). (2.31)
n=1 n=1 n=1

Definicija 2.3.4. Neka je F: R — [0, 00) neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija takva
da je F(t) = 0 za sve t < 0 te lim,_,, F(t) = F(c0) < oo. Nadalje, neka je z: R —» R
Borelova funkcija takva da je z(t) = 0 za sve t < 0. JednadZba obnavljanja je konvolucijska
Jjednadzba oblika:

t
Z(t) = z(t) + f Z(t—-x)dF(x), t>0.
0
Funkcija Z: [0, 0) — R je nepoznata funkcija koja se trazi. Kraée piSemo: Z = z+ F = Z.

Primjer 2.3.5. Funkcija obnavljanja zadovoljava jednadZbu obnavljanja uz z = F:
U@ = F@o)+ Y F"(0)
n=2

= F(f) + (F * Z F(”‘l)*)(t)

n=2

= F(t) + (F % Z F"*)(t)
n=1
= F(t) + (F = U)(®).

Na kraju dajemo rezultat o egzistenciji 1 jedinstvenosti rjeSenja jednadZbe obnavljanja (do-
kaz vidi u [[15, str. 94, 100-101]).

Teorem 2.3.6. Neka je 7z: R — R lokalno ogranic¢ena funkcija takva da je z(t) = 0 za sve
t < 0. Nadalje, neka je F neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija takva da je: F(oo) < 1,
F(0-) =0, F(0) < 1 te neka je U(t) = Y.~ F™(t) zat > 0. Tada je 7 + U * z jedinstveno
lokalno ograniceno rjesenje jednadzbe obnavljanja:

Z=z+F=*Z.



Poglavlje 3
Distribucije u teoriji rizika

Svako osiguravajuce drustvo suoCava se s podacima o iznosima Steta X; koji nastupaju u tre-
nutcima 7. Postavlja se pitanje koji su modeli realisti¢ni za njihov opis, da nisu ,,previse”
komplicirani, ali da nam ujedno pruZaju dovoljno informacija. Nije nam cilj ulaziti u du-
binu statisticke analize, nego dajemo pregled najcescih distribucija iz aktuarske prakse te
isticemo njihova najvaznija svojstva. Distribucije koje ¢emo navesti su podosta fleksibilne
1 na zadovoljavaju¢ nacin rjeSavaju probleme iz prakse. Osim za iznose Steta, primjenjuju
se 1 na opis vremena medudolazaka Steta W; u modelu obnavljanja. Na kraju poglavlja
definiramo funkciju oekivanog manjka koja ¢e nam posluziti kao graficka metoda u razli-
kovanju klasa distribucija.

3.1 Klase distribucija

Obicno je prvi korak u aktuarskoj praksi, pri analizi podataka, odluciti se izmedu razlicitih
familija vjerojatnosnih distribucija. U ovom dijelu napravit ¢emo najc¢eS¢u podjelu distri-
bucija na distribucije lakih i teSkih repova. Pri tome uzimamo eksponencijalnu distribuciju
kao prirodnu granicu izmedu ovih klasa. Unutar klase distribucija teSkog repa navodimo
dvije podklase: regularno varirajuce i subeksponencijalne distribucije.

Definicija 3.1.1. Neka je s F zadana distribucija. Oznacimo sa F(x)=1-F(x)zax>0,
rep distribucije F. KaZemo da je F:

(1) lakog repa ako je:

F
lim sup g < oo zanekid>0.
xooo €
(2) teskog repa ako je:
liminf —= >0 zasve 1> 0.
x—o00 e X

23
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Standardni primjeri distribucija lakog repa su dobro poznate eksponencijalna, gamma i
normalna distribucija. Istaknimo kako se u aktuarskoj literaturi takve distribucije nazi-
vaju distribucijama malih Steta. Klasi¢na matematika neZivotnog osiguranja upravo je bila
koncentrirana na ove distribucije zbog pozeljnih svojstava, primjerice nalaze se u ekspo-
nencijalnoj familiji distribucija 1 na njih moZemo primijeniti standardne metode procjene
parametara. Njihovom eksponencijalnom transformacijom dobivamo distribucije teSkog
repa: log-gamma i log-normalnu, tj. ako je X ~ N(u, o), tada je Y = ¢* log-normalna.

Primjer 3.1.2. (Distribucije teskog repa)

(1) Jednoparametarska Pareto distribucija, oznaka Par(«):
— 1

Fx)=—, a>0,x>1.
x(}.’

(2) Dvoparametarska Pareto distribucija, oznaka Par(a, k):

. k a
F(X):(m), a>0,k>(),x>0.

(3) Burrova distribucija, oznaka Bur(a, k, 7):

. k a
F(x):(—) , aa>0,k>0,7>0, x>0.
k+x7

Regularno varirajuce distribucije

Log-gamma, Paretova 1 Burrova distribucija primjeri su regularno varirajucih distribucija,
stoga dijele neka zajednicka svojstva koja navodimo u nastavku.

Definicija 3.1.3. Neka je L pozitivna, izmjeriva funkcija na (0, o). KaZemo da je L sporo
varirajuc¢a u +oo ako vrijedi:
L(cx)
im =
e LX)

Neki od primjera sporo variraju¢ih funkcija su: konstante, logaritmi i potencije logaritama.
Svaka sporo varirajuéa funkcija ima sljedecu reprezentaciju (vidi [[7, str. 17-19]):

1, zasvec>0.

L(x) = co(x)exp{f %t)dt}, zaneki xo > 0, x > xo, (3.1

0
gdje e(t) — 0 kada r — oo 1 ¢((?) je pozitivna funkcija za koju vrijedi da co(t) — ¢y, co je
pozitivna konstanta. Koristeci tu reprezentaciju pokaze se da za svaki ¢ > 0 vrijedi:

L
lim L _ 0 i limx°L(x) = co.

X—00 X—00
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Definicija 3.1.4. Neka je L sporo varirajuca funkcija.

(1) Za svaki 6 € R kaZemo da je funkcija
f(x) = xX’L(x), x>0,
regularno varirajuca s indeksom 6.

(2) Pozitivna slucajna varijabla X i njezina distribucija su regularno varirajuce s indek-
som a > 0 ako je: _
Fx)=P(X>x)=Lx)x* x>0.

Regularno varirajuce distribucije imaju jako teSke repove, stoga nam u osiguranju sluze
za modeliranje velikih Steta. Poznato je da, ukoliko je X regularno varirajuca s indeksom

a > 0, tada:
s +o0, 0> «,
EX° =
<oo, O0<a.

Gornji rezultat direktna je posljedica reprezentacije sporo varirajuée funkcije (3.1) i re-
zultata o integralima regularno varirajuéih funkcija (vidi [7, str. 17, 19-21]). Postavlja se
pitanje, ukoliko Stete u osiguranju modeliramo regularno variraju¢im distribucijama, kako
to utjeCe na njihovu sumu. O tome govori sljedeci rezultat.

Propozicija 3.1.5. Neka su X, X>, ..., X, nezavisne, jednako distribuirane regularno va-
rirajuce s indeksom a > 0 slucajne varijable s funkcijom distribucije F. Neka je S, =
Xi+Xo+--+X,i M, = max(Xy, Xs, ..., X,). Tada je S, regularno varirajuca s indeksom
a i vrijedi:

. PS,>x) . PS,>x)

lim —= = lim ———— =
o pF(x) x—o0 P(M,, > X)
Dokaz. Uvedimo oznaku o(1) za funkciju h(x) za koju je lim,_. A(x) = 0. Propoziciju
pokazujemo za n = 2. Opceniti slucaj ide analogno. Neka je G(x) = P(X; + X; < x).
Koriste¢i {X; + X, > x} D {X; > x} U {X, > x} slijedi:

G(x) = 2F(x)(1 — o(1)). (3.2)
Uzmimo sada 0 < § < 1/2, tada iz
X1+ X >xtc{X; > =-0)xU{X, > (1 =8)x} U{X; > ox, X, > 0x}, (3.3)

slijedi:
G(x) < 2F((1 = 6)x) + F(6x)F(6x) = (2?((1 - 6)x))(1 +o(1)). (3.4)
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Sada pomocu relacija (3.2) i (3.4) dobivamo:

G(x) G(x)

I < liminf —— < lim sup
x=e 2F(x) x—oo 2F(x)

<(1-6)" (3.5)

Pustanjem ¢ — O slijedi tvrdnja. Istaknimo joS kako jezan > 21 x — oo

PM,>x)=1-PX; <, X2 <%,....X, <x)=1— F'x)

el _ (3.6)
= (1 - F(x)) Z F¥(x) = nF(x)(1 + o(1)).
k=0

Time je propozicija dokazana. O

Zaklju¢imo, pod pretpostavkom regularne varijacije, rep distribucije maksimuma iznosa
Steta odreduje rep distribucije ukupnog iznosa Steta.

Subeksponencijalne distribucije

Gornja propozicija nam je motivacija za definiranje veée klase distribucija teSkog repa
koje zovemo subeksponencijalne distribucije. Skup svih subeksponencijalnih distribucija
oznacavmo sa S.

Definicija 3.1.6. Pozitivna sluc¢ajna varijabla X i njezina distribucija su subeksponenci-
jalne ukoliko za niz {X; : i > 1} nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli s
istom distribucijom kao X vrijedi:

. PS> x)
lim

— =1 > 2.
I S > za sven >

Primjer subeksponencijalne distribucije koja nije regularno varirajuca je Weibullova distri-
bucija s parametrima ¢ > 010 < 7 < 1 (vidi [3} str. 51-52, 574]):

Fx)=e, x>0.

Neka svojstva subeksponencijalne familije distribucija dana su sljede¢om propozicijom.
Dokaz je dan u [3, str. 41-42].

Propozicija 3.1.7. (Osnovna svojstva subeksponencijalnih distribucija) Neka je F € S.

(1) Za svakiy > 0 vrijedi: _
i Fmy)
im — =
=0 F)

1. (3.7)
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(2) Za svaki € > 0, e*F(x) — oo kada x — oo.
(3) Za dani € > 0 postoji konstanta K takva da za svaki n > 2 vrijedi:

P(S, > x)

— <K(1+e" x>0. (3.8)
F(x)

Istaknimo nekoliko vaznih komentara koji slijede direktno iz gornje propozicije. 1z prvog

dijela propozicije uo¢imo kako repovi P(X > x) i P(X + y > x) nisu znacajno razliciti za

veliki x 1 bilo koji fiksan y > 0, t.

PX>x+y) PX>x+y,X>x

=PX>x+y|X>x)— 1.
P(X > x) P(X > x)

Dakle, u osiguranju, ako Stete poprime veliku vrijednost x, vrlo je vjerojatno da ¢e popri-
miti joS vecu vrijednost x + y. Nadalje, drugi dio propozicije opravdava ime subeksponen-
cijalne klase distribucija. Rep subeksponencijalne distribucije pada sporije u nulu od bilo
koje eksponencijalne funkcije e™** za € > 0. Vrijedi:

E(e™) > E(e™ L) 2 e“F(y), y20.

Sada, ukoliko je F € 8, propozicija povladi E(eX) = oo za sve € > 0. Za kraj
ove diskusije, istaknimo kako subeksponencijalne distribucije imaju veliku ulogu u teoriji
ekstremnih vrijednosti. Njihova vaznost u osiguranju je modeliranje velikih Steta i zapravo
se kaZe da su sinonim za distribucije teSkog repa. ViSe rezultata o regularno varirajuéim i
subeksponencijalnim distribucijama moze se naci u [3] 1 [7].

3.2 Funkcija ocekivanog manjka

U aktuarskoj praksi, funkcija ocekivanog manjka ima veliki znacaj u upravljanju 1 kon-
troli rizika zajedno sa VaR-om. Na ovom mjestu, pokazat ¢emo na koji na¢in nam moze
posluziti kao graficka metoda u razlikovanju distribucija lakog 1 teSkog repa.

Definicija 3.2.1. Neka je X nenegativna slucajna varijabla s konacnim ocekivanjem i F
njezina funkcija distribucije. Oznacimo: x; = inf{x : F(x) > 0} i x, = sup{x : F(x) < 1}.
Funkcija ocekivanog manjka (eng. mean excess loss function ili expected shortfall) dana
je sa:

er(u) =EB[X —u|X >ul, uce(x,x).

U kontekstu osiguranja, funkcija o¢ekivanog manjka interpretira se kao ocekivani gubitak
iznad neke zadane vrijednosti. Za raCunanje je korisna sljedeca relacija:
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Lema 3.2.2. . -
er(u) = — f F(x)dx, u €0, x,). (3.9)
(l/t) u
Dokaz. Po definiciji uvjetnog ocekivanja slijedi:
1 1
=E[X-u|X = —E[(X - u)lixsy] = =—E[(X - ) 3.10
er(u) = E[X —u|X > u] PX > ) [(X — ) x>u] 20 (X —u),] (3.10)

Primjenom parcijalne integracije dobivamo sljedece:

E[(X —u),] = f m(x —u),dF(x) = f Oo(x —u)dF(x) = - f w(x — u)dF(x)
0 u u (3.11)

- —(x- M)F(x)‘w + f " Flodx = f " Flod.

Sada iz relacija (3.10) i (3.11) slijedi tvrdnja. o

Istaknuli smo kako je eksponencijalna distribucija prirodna granica izmedu distribucija
lakog i teSkog repa. Jedan razlog tome je i sljedeée svojstvo. Neka je F(x) = 1 — e

za A > 0, x > 0 eksponencijalna distribucija. Primjena relacije (3.9) vodi do sljedeceg

rezultata:
1 _1 —Ax
er(u) = ﬁ(je )

(9]

1
== (3.12)

u

Gornje svojstvo nije iznenadujuce ako se prisjetimo ,,zaboravljivosti” eksponencijalne dis-
tribucije, tj. za Y ~ Exp(A) vrijedi P(Y > u + x|Y > u) = P(Y > x) za x,u > 0.

Eksponencijalna (1) %
Gamma (a,5) é(l + 02;—;1 +0(3)
Log-gamma (a,f) (I +o(1)), a>1
Log-normalna (u,0%) lo(ngﬂ(l +0(1))
Pareto (a.k) Meoa>1
Burr (akt) | =(+o(l), ar>1
Weibull (c,7) (1 +o(1))

Tablica 3.1: Funkcije o¢ekivanog manjka navedenih distribucija
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Funkcije o¢ekivanog manjka nekih ostalih distribucija dane su u tablici[3.1]koja je preuzeta
iz [6 str. 90]. Sada intuitivno zaklju¢ujemo: ako ep(u) — oo kada u — oo, onda je F
distribucija teSkog repa, u suprotnom F' je distribucija lakog repa.

Ukoliko distribucija iznosa Steta X; nije poznata, Sto je Cest slucaj u praksi, funkciju distri-
bucije iznosa Steta F' zamjenjujemo empirijskom funkcijom distribucije F:

1 n
Fu@) =~ ) lewn(X), x€R,
i=1

gdje je niz Xy, X, ..., X, uzorak iz distribucije F. Opravdanje za to je dobro poznata
Glivenko-Cantelli lema: ;

sup| F(x) — F(x)| £ 0.

xeR

Dobivenu funkciju ocekivanog manjka nazivamo empirijska funkcija ocekivanog manjka:

Er (X —u

er,(u) =Ep [ X —ulX>u] = M

Fo(u) (3.13)
,lzl Z?:](Xl - u)+ '
= — . u € [Xay, Xpy),
Fo(u)
gdje su X(;) 1 X(,) uredajne statistike uzorka X;, X», ..., X,. Alternativno,
Zi:i_n, ] u(Xi - I/t)

er,(u) = 2 X o u € [Xay Xo)- (3.14)

{iSVZ:Xi>Lt}

Primjena jakog zakona velikih brojeva u relaciji (3.13)) vodi do sljedeéeg rezultata ( [6) str.
91]):

Propozicija 3.2.3. Neka su X; nezavisne, jednako distribuirane, nenegativne slucajne va-

rijable s funkcijom distribucije F. Ako je EX, < oo, tada za svaki u > 0, e (u) 5 er(u)
kada n — oo.

Istaknuli smo da ¢e nam funkcija ocekivanog manjka posluziti kao graficka metoda u razli-
kovanju klasa distribucija. U tu svrhu dan je graf o¢ekivanog manjka (ME-plot) na temelju
uzorka:

{ (X(k), an(X(k))) k= 1, 2, oo, — 1 }
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Slika 3.1: Graf ocekivanog manjka za 1000 simuliranih podataka iz eksponencijalne(1.5)
(gore lijevo), Pareto(1.5) (gore desno), gamma(1.5, 1.5) (dolje lijevo) i log-gamma(1.5,1.5)
distribucije (dolje desno).



Poglavlje 4

Proces ukupnog iznosa Steta

U prethodnim poglavljima uveli smo pojam procesa ukupnog broja Steta te smo naveli 1
opisali najvaznija svojstva matematickih modela za taj proces. Za osiguravajuce druStvo
nije bitan samo podatak o ukupnom broju Steta do odredenog trenutka ¢, nego i ukupni
iznosi Steta X; do trenutka 7. Iznosima Steta posveluje se posebna paznja s obzirom da
uzrokuju odljev sredstava te time predstavljaju rizik za osiguravajuce drustvo. Stoga, defi-
niramo proces S = (5 (#));»0 kojega nazivamo proces ukupnog iznosa steta:

N()

SMH=> X
i=1
Pretpostavljamo sljedece:
(1) Iznosi Steta X; su nenegativne, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable.

(2) Proces ukupnog broja steta N = (N(t)),»o nezavisan je od niza {X; : i > 1}.

Poglavlje je podijeljeno na tri dijela. Za pocetak, kao i ranijim pristupom, krecemo od
slucaja kada je N homogeni Poissonov proces. Zatim, navodimo i pokazujemo asimptotska
svojstva procesa S kada je N proces obnavljanja te dajemo pregled principa raCunanja
premija u osiguranju. Na kraju, poglavlje zakljucujemo razmatranjem distribucije od S (7).

4.1 Cramér-Lundbergov model

U ovom dijelu opisat cemo osnovna svojstva procesa S kada je N homogeni Poissonov
proces. Takav pristup ima povijesni znacaj, stoga se u literaturi taj model naziva Cramér-
Lundbergov model, po Svedskim matemati¢arima Haraldu Craméru i Filipu Lundbergu
koji se smatraju osnivacima teorije rizika. Razmatranja zapoc¢injemo s nekoliko pojmova
koji ¢e nam koristiti u nastavku.

31
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Definicija 4.1.1. Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije F. Karakteristicna
funkcija slucajne varijable X je funkcija ¢x: R — C definirana sa:

+00 +00 +00
¢x(1) = E[e"] = f e dF(x) = f cos(tx)dF (x) + i f sin(1x)dF(x).
Buduéi da je |e™| < 1, karakteristi¢na funkcija je dobro definirana za svaki r € R i za
svaku slucajnu varijablu X. StoviSe, karakteristi¢na funkcija slu€ajne varijable na jedins-
tven naCin odreduje njezinu distribuciju.

Definicija 4.1.2. Neka je {p; : i > 1} niz takav da je p; > 0zai = 1,2,... 1 Y;p; = 1.
Nadalje, neka je {F; : i > 1} niz distribucija realnih sluc¢ajnih varijabli. Funkcija G dana
sa G(x) = ); piF; za svaki x € R je funkcija distribucije i naziva se mijesana distribucija.

30
]

20

S(Y)

15
|

10

Slika 4.1: Trajektorija procesa S gdje je N standardni homogeni Poissonov proces i X; ~
Par(1)
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Definicija 4.1.3. Neka je N = (N(t))»0 homogeni Poissonov proces s intenzitetom A te
neka je {X; : i > 1} niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli s funkcijom
distribucije F, nezavisan od procesa N. Slucajni proces S = (S (t));s0 dan sa:

N(1)

S() = ZX,-, >0,
i=1

naziva se sloZeni Poissonov proces. Za fiksni t > 0 kaZemo da slucajna varijabla S (t) ima
sloZenu Poissonovu distribuciju s parametrima (At, F).

Za pocetak cemo izvesti karakteristicnu funkciju slucajne varijable S (7) 1 taj cemo rezultat
koristiti prilikom dokazivanja najvaznijih svojstava sloZzenog Poissonovog procesa. Neka
je u € R proizvoljan. Ra¢unamo:

¢so) = E[e" ] = E[E[e"" | N()]]

(o]
nez.

k

} E[em . Xj]P(N(’) =R ), (E[e"”’“J) BN = )
%=0 o

3 (fﬁx1 (u)) (/U)k _ 1=y, ().

Propozicija 4.1.4. SloZeni Poissonov proces ima nezavisne i stacionarne priraste.

(o)

(4.1)
k=0

Dokaz. Neka su t, s > 0 proizvoljni. Pomocu karakteristi¢ne funkcije odredujemo distri-
buciju S (s, + s].

B (srns1 (1) = B[S 1] = E[ E[e"@mﬂ X | N(s), N(t + )

n

nez. Z Z E[eiu2?=k+1XI]P(N(S) = k, N(t + S) = I’L)

b n—k
nez. Z Z (¢x1 (u)) P(N(s) = K)P(N(s,t + s] = n — k)

4.2)
k n—k

(¢X1 (l/l)) (/l ) e—/ls (/U) _/lt
0

k! (n— k)'
—A(s+t L (m "
= )nz:(; n! kzz(; (k)(/ls)k(/lffl’xl ()"

1
= ¢ 0 Z — (s + At ()" = eI = gy (u).
n=0 "
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. e .. Do D .
Pokazali smo da distribucija od S (s, + s] ne ovisi o sidaje S(s,t+ s] = S(¢). Time smo
dokazali svojstvo stacionarnosti prirasta. Za svojstvo nezavisnosti prirasta treba pokazati
dajeza0O<s<t

Bs (5,511, U2) = G5 (U Ps(s.n(u2), U, up €R.
Dokaz se provodi analogno kao gore uz koriStenje svojstva stacionarnosti prirasta. O
Sjetimo se da smo u prvom poglavlju pokazali da je zbroj nezavisnih homogenih Poisso-

novih procesa ponovo homogeni Poissonov proces. Ta tvrdnja nam pomaze da pokazemo
analogan rezultat u slucaju sloZzenog Poissonovog procesa.

Propozicija 4.1.5. Neka su sloZeni Poissonovi procesi S; = (S (t))»0 dani sa:
Ni(n)

S,-(r):ZX-“), i=1,2.....n
=1

gdje su N; = (Ni(t));s0 homogeni Poissonovi procesi s intenzitetima A; i {X j(i) =1}
niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli za svako fiksno i. Tada je proces
S =S1+82+---+S, ponovo sloZeni Poissonov proces s reprezentacijom:

N(?)

JOEDINA
i=1

gdje je N = (N(1))1»0 homogeni Poissonov proces s intenzitetom A := Y\ A; i{Y; : i > 1}
niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli s mijesanom razdiobom p; :=
Ai/Ai F; = Fx o, nezavisan od N.

Dokaz. Uvazavajuci gornje definicije od A, p; i F; definiramo slu¢ajnu varijablu J neza-
visnu od X;® na nadin da jeP(J =1 = p;zai = 1,2,...,n. UoCimo da je mijeSana
distribucija slucajne varijable Y definirane sa:

Y = ]]_{J:”Xl(l) + ]].{J:Z}X](Z) + -+ :H_{J:n}X](n)
jednaka Gy(x) = p1Fy + poF> + - - - + p,F,. Njezina karakteristicna funkcija dana je sa:

Py(s) = p1dx,0(8) + pady,@(s) + -+ + pudy,m(s), sE€R. (4.3)

Koriste¢i nezavisnost od S; i relaciju (#.I) ra¢unamo karakteristi¢nu funkciju od S (¢) za
t>0:

B50(8) = G5, ()Ps,1)(8) - - - Ps, 1) ()

= ]—[ eXp{ — A;1(1 - %m(s))} = eXp{ - ﬂt(l - Z Pj¢X1<f>(S))} (4.4)
j=1

J=1

€3 exp{—At(1 — ¢y(s))}.
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4.2 Model obnavljanja

Sada razmatramo opdenitiji slucaj procesa S kada je N brojeci proces obnavljanja. Jedno
od najvaznijih pitanja u osiguranju je pitanje ,,velicine” od S (¢). Ta informacija je po-
trebna osiguravaju¢em drusStvu u odredivanju premija koje pokrivaju gubitke predstavljene
procesom S. Idealno bi bilo znati distribuciju od S (7). Stoga, neka je ¢+ > 0 fiksan 1
G(x) = P(S(#) < x). Uocimo da vrijedi:

P(S() <x) = Z P(S(#) < x, N(t) = n). 4.5)
n=0

Nadalje, uz F(x) = P(X; < x), slijedi:
P(S () < x,N() =n)=P(S(t) < x|N(@) = n)P(N(t) = n)

= P( Z X; < x)P(N(t) =n) = F"(x)P(N(t) = n). (4.6)
i=1
Sada uvrStavanjem relacije (@.6) u (.9) slijedi:
G(x) = Z F"™(x)P(N(t) = n). 4.7)

n=0

Vidimo da nam je za racunanje distribucije od S (¢) potrebno znati i distribuciju od N(?).
Medutim, napomenuli smo da je u opéenitom slucaju distribucija brojeceg procesa obnav-
ljanja nepoznata. Cak i ako je znamo, kao u slu¢aju homogenog Poissonovog procesa,
dodatni problem stvara konvolucija F"* koja ne postoji u zatvorenoj formi za distribu-
cije Steta koje su nam od velikog znacaja kao Sto su Paretova i log-normalna distribucija.
Stoga ¢emo, na ovom mjestu, dati pregled grani¢nih rezultata za S (¢). Klju¢nu ulogu imaju
grani¢ni teoremi teorije obnavljanja. Pitanju distribucije od S (#) vraéamo se na kraju po-
glavlja.

Propozicija 4.2.1. Neka je N brojeci proces obnavljanja. Kao i prije, neka su W; vremena
medudolazaka Steta.

(1) Pretpostavimo da je EW, := u < o0 i EX| < 0. Tada je:

ES(r) EX;
lim = —
t—00 t ll

(2) Pretpostavimo da je Var(W;) < oo i Var(X;) < oo. Tada je:

2
lim Var(S(9) = 1 Var(X)) + Var(W1)(EX1)

t—o0 t /«L ,uz
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U Cramér-Lundbergovom modelu gornje relacije svode se na identitete za svaki t > 0:

2
ES () = t%, Var(S (£)) = IE(Xl).
M J7;

Dokaz. (1) Iz Cinjenice da je N nezavisan od X; 1 jednake distribucije slucajnih varijabli
X; imamo sljedece:

N(1t) <) n
E(S (1) = ]E[E( Z X, | N(t))] - Z E[ Z X, | N(p) = n]P(N(t) = n)
i=1 n=0 i=1

(4.8)

= Z nEX,P(N(f) = n) = EN()EX,.
n=0

Sada tvrdnja slijedi dijeljenjem relacije (4.8) sa 7 i puStanjem limesa t — oo uz
koriStenje tvrdnje Elementarnog teorema obnavljanja (Teorem [2.2.4)).

(2) Uocimo da je:
N() N(1)
Var[ Z X, | N(t)] - Z Var(X; | N(1)) = N(©)Var(X, | N()) = N(t)Var(X,), (4.9)
i=1

i=1

N(t)
E[ Z X, |N(t)] = N(OEX,. (4.10)
i=1

Sada racunamo Var(S (7)):

Var(S (7)) = E[N(¢)Var(X)] + Var(N(t)EX,)

) @4.11)
= EN(#)Var(X;) + Var(N())(EX,)",
gdje smo koristili relacije (4.9), @.10) i formulu:
Var(S (¢)) = E[Var(S (t) | N(¢))] + Var[E(S (1) | N(?))]. (4.12)

Sada tvrdnja slijedi dijeljenjem relacije (4.11)) sa ¢ i pustanjem limesa t — co uz
koriStenje tvrdnje Elementarnog teorema obnavljanja 1 asimptotskog rezultata za va-
rijancu brojeéeg procesa (Propozicija|2.2.6)).
Specijalno, ukoliko je N homogeni Poissonov proces, znamo da su W; ~ Exp(1/u) te
N(t) ~ Pois(t/u) za svaki t > 0. Stoga, koriStenjem Cinjenice da je EN(t) = t/u i
Var(N(t)) = t/u u relacijama @.8) i (.11 slijedi posljednja tvrdnja propozicije o Cramér-
Lundbergovom modelu. O
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Teorem 4.2.2. Neka je N brojeci proces obnavljanja.
(1) (Jaki zakon velikih brojeva) Pretpostavimo da je EW| := u < o0 i EX; < 0. Tada je:

. S EX;

lim — = —

t—oco

(2) (Centralni granicni teorem) Pretpostavimo da je Var(W;) < oo i Var(X;) < oo. Tada
je:
lim P(M <
=0\ 4/Var(S (7))

gdje je © funkcija distribucije standardne normalne razdiobe.

x) =®(x), xeR,

Dokaz. Pokazujemo samo prvi dio teorema. Za drugi dio teorema vidi [3} str. 108]. Imamo
sljedece:

S@® _ SN

t  NO t

(4.13)
Oznacimo sada dogadaje:
Q={w:NO/t = 1/}, Q ={w:S@/N®) — EX}.

Iz teorema [2.2.2] slijedi da je P(Q;) = 1. Primjenom leme [2.2.1] i jakog zakona velikih
brojeva dobivamo da je P(€),) = 1. Sada tvrdnja teorema slijedi iz P(Q; N Q,) = 1. O

Principi racunanja premija

Sada dajemo pregled teorijskih principa racunanja premija koji se najéeSce spominju u ak-
tuarskoj literaturi. Motivacija su nam prethodni rezultati gdje smo pokazali da u modelu
obnavljanja ocekivanje 1 varijanca ukupnog iznosa Steta rastu ugrubo linearno za veliki . U
praksi, osiguravajuéa drustva prilikom raCunanja premija uzimaju u obzir i neke druge fak-
tore, npr. iznos premija njihove konkurencije, §to je izvan okvira ovog teksta. Oznacimo sa
p(t) ukupni dohodak od premija do trenutka . Neka poZeljna svojstva od p() su sljedeca:

(1) Nenegativan dodatak: p(t) > ES (¢).
(2) Konzistentnost: Premija za S (t) + ¢ je p(t) + c.

(3) Aditivnost: Za nezavisne S {(f) i S,(¢) s pripadnim premijama p;(¢) i p,(t), premija
za S (1) + S2(2) je pi(1) + p2(2).

(4) Homogenost: Neka je ¢ > 0, premija za ¢S (¢) je cp(?).

Principi:
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(1) Neto princip: pye(t) = E(S(¢)). Premija pokriva oCekivani gubitak. U literaturi
se jo§ naziva fer trziSna premija. S ekonomskog stajaliSta nije poZeljan princip jer
osiguravajuée drustvo ne ostvaruje profit. Stovise, zanemarena su odstupanja gubitka
od njegovog ocekivanja Sto se moZe nepovoljno odraziti na osiguravajuce drustvo.

(2) Princip ocekivane vrijednosti: pgy(t) = (1 + 0)ES(¢), za neki 6 > 0 kojeg inter-
pretiramo kao stopu zarade. S obzirom na izvedene asimptotske rezultate u modelu
obnavljanja jasno je da veci 6 pruza vecu sigurnost osiguravaju¢em drustvu. S druge
strane ,,prevelik” 6 ¢ini osiguravajuée drustvo manje konkurentnim.

(3) Princip varijance: pv,(t) = ES(t) + aVar(S (7)), za neki @ > 0. U modelu obnav-
ljanja, ovaj princip je ekvivalentan principu ocekivane vrijednosti u asimptotskom
smislu. Uz pomo¢ propozicije 4.2.1] pokaze se da omjer premija po ovim dvama
principima konvergira prema pozitivnoj konstanti kada ¢t — oo.

(4) Princip standardne devijacije: psp(t) = ES (t)+a vVar(S (7)), zaneki @ > 0. Motiva-
cija za ovaj princip je centralni grani¢ni teorem u modelu obnavljanja (Teorem4.2.2)
kojim se pokaZe da kada t — oo, P(S(¥) — psp(t) < x) — O(a) za x € R, gdje je
® funkcija distribucije standardne normalne razdiobe. Nadalje, iz propozicije 4.2.1]
slijedi da py..(t)/psp(t) — 1 kada t — oo.

Istaknimo kako samo neto princip zadovoljava sva gornja svojstva.

4.3 Panjerova rekurzija

U ovom dijelu vra¢amo se pitanju distribucije slucajne varijable S (¢) za fiksni ¢ > 0. Radi
jednostavnije notacije, ¢ izostavljamo i piSemo: S = YN X; imajuéi na umu da se radi
o slucajnoj varijabli, a ne o slu¢ajnom procesu. Napomenuli smo kako S ima poprili¢no
kompliciranu strukturu, stoga oCekivano racunamo distribuciju od S uz restrikcije:

(1) Iznosi Steta X; su slucajne varijable s vrijednostima u Nj.
(2) Ukupan broj Steta N ima distribuciju iz klase (a, b, 0).

Uz gornje pretpostavke egzaktna metoda odredivanja distribucije od S je rekurzivna i do-
bila je ime po Harryju Panjeru. Jedan je od najvaznijih rezultata u teoriji rizika s velikom
primjenom u praksi.

Definicija 4.3.1. Neka je Y diskretna slucajna varijabla s vrijednostima u Ny i oznacimo
sa g, := P(Y = n). KaZemo da Y ima distribuciju iz klase (a, b, 0) ukoliko je:

b
qo >0, qn:(a+—)qn_1, n=12,..., abekR.
n
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Postoje tocno tri netrivijalne distribucije u klasi (a, b,0). Za detaljan dokaz te tvrdnje
vidi [2], str. 64-66]:

(a) Poissonova distribucija s parametrom A zaa =0,b =1 > 0.

(b) Binomna distribucija s parametrimanip zaa = —p/(1 = p) < 0, b = —a(n + 1),
n>0.

(c) Negativna binomna s parametrima pivzaO<a=1-p<1L,b=(1-p)(v-1)i
a+b>0.

Teorem 4.3.2. Pretpostavimo da N ima distribuciju iz klase (a, b, 0) te da su iznosi steta X;
slucajne varijable s vrijednostima u Ny. Tada vjerojatnosti p, := P(S = n) zadovoljavaju
sljedece:

q0, ako P(X; = 0) =0,

Po= JE[(P(X1 -0)"

, Inace,

1 - bi
n = + —|P(X; = D)p,i, > 1.
p 1—aP(X1:O);(a n)( 1 =0p n

Dokaz. Ozna¢imo S¢ =0,S5, = X; + X, + -+ X, zan > 1. U prethodnom dijelu izveli
smo relaciju za distribuciju od S. U diskretnom slu¢aju imamo relaciju:

pu=P(S =n)= Y PS;=nBN =i), nx0. (4.14)
i=0

Dokaz po€injemo sa:
po=P(N=0)+P(S =0,N > 0) (4.15)

Sto je jednako g ukoliko je P(X; = 0) = 0. Inace vrijedi:
Po=¢qo+ ZP(XI = 0,X2 = O,...,X,' = O)P(N = l)
- ,. (4.16)
N
=qo + Z (IP(X1 = 0)) P(N = i) = E[(P(X1 = 0)) ]
i=1

Sada prelazimo na sluéaj p, za n > 1. Koristimo relaciju (4.14) i ¢injenicu da distribucija
od N pripada klasi (a,b,0) te S¢ = 0:

N S b
DPn = ZI: P(S; =n)g; = Z}: P(S; = n)(a + 7)611'—1. (4.17)
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Nadalje, zbog nezavisnosti i jednake distribuiranosti od X; vrijedi:

S; S (X (X
1= — = — il = — il
E(Si's) ZE(&'S) ZE(S,-'S)

k=1

Iskoristimo taj rezultat da dobijemo sljedece:

X X
E(a+b|5i:n):E(a+ bX, |Si:n):a+2.
n X;

Xi+Xo 4+ + i

Nadalje, raCunamo:

bX L bk
E(a+—1|S,~:n):Z a+ —|PX, = k|S; = n)
n =0 n
’ bk\P(X, = k,S;, - X; =n—k)
= a+— —
k:O n P(S; =n)
& bk\P(X; = k)P(S,_, =n—k)
= a+ — .
n P(S; =n)

k=

Sada uvrsStavamo relacije (4.19) i (4.20) u relaciju (.17):

(=]

n

2 (a + %)P(Xl = DB(S i1 = n—k)gi-y

)
i=1 k=0
n bk [e'e]
=) a+=|PX, = k)[ D RS =n—-kgi
n -
k=0 i=1
2 bk
= a+—|PX; =P =n—-k)
n
k=0
& bk
= a+ —|P(X; = k)pni,
n

T
S

odnosno

- bk
Pn = aP(X, = O)pn + Z (Cl + ;)P(Xl = k)pn—k-
k=1

40

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

O

Napomenimo kako sli¢nim postupkom dobivamo distribuciju od S kada je distribucija od

N iz neke druge klase diskretnih distribucija. Definiramo jos dvije takve.
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Definicija 4.3.3. Neka je Y diskretna slucajna varijabla s vrijednostima u N i oznacimo sa
qn := P(Y = n). KaZemo da Y ima distribuciju iz klase (a, b, 1) ukoliko je:

b
q:1 >0, qn:(a+—)qn_1, n=2,3,..., abekR.
n

Lako uoCavamo da iz distribucije iz klase (a, b,0) mozZemo dobiti distribuciju iz klase
(a,b, 1) raspodjelom mase u 0. Sljedeci primjer vece klase je Schroterova klasa diskret-
nih distribucija.

Definicija 4.3.4. Neka je Y diskretna slucajna varijabla s vrijednostima u Ny i oznacimo
sa q, := P(Y = n). KaZemo da Y ima distribuciju iz Schroterove klase ukoliko je:

b
q0 > 0, qn:(a+z)qn_1+§qn_2, n=12,..., a,b,ceR,

uz konvenciju q_; = 0.

Vratimo se sada zahtjevu da slu¢ajna varijabla X; poprima vrijednosti u Ny. U prethodnom
poglavlju naveli smo najcesce koriStene distribucije za modeliranje Steta. Sve one bile
su neprekidne. To znadi da, ukoliko Zelimo primijeniti Panjerovu rekurzivnu formulu,
moramo na neki nacin neprekidnu distribuciju aproksimirati diskretnom distribucijom s
vrijednostima u Ny. Zapravo, moZemo napraviti bolju aproksimaciju za d > 0 na skupu
dNy. U tom sluéaju, S = d YV, (X;/d), gdje sluCajne varijable X;/d poprimaju vrijednosti
u Ny kako se i zahtijeva u Teoremu [4.3.2] Cilj ove diskusije je pokazati da je Panjerova
rekurzija opCenitija nego $to se na prvi pogled &ini. Sto se ti¢e aproksimacijskih metoda
za odredivanje distribucije od S moguce je Koristiti centralni grani¢ni teorem ili metode
temeljene na simulacijama poput Monte Carlo 1 bootstrapa.



Poglavlje 5

Teorija propasti

Nakon $to smo prou€ili proces ukupnog broja steta 1 proces ukupnog iznosa steta, sada
smo spremni istraziti osnovne koncepte teorije propasti. Znamo da priljev sredstava osigu-
ravajuceg drustva Cine premije koje uplacuju njegovi osiguranici, a odljev sredstava Cine
isplate Steta ukoliko nastupi osigurani slucaj. Cilj osiguravajuceg drustva je da bude u
moguénosti, u svakom trenutku, pokriti svoje obveze. Stovise, poZeljno je da premije
premasuju isplate Steta kako bi osiguravajuce druStvo imalo prostora za zaradu. Stoga,
glavni fokus teorije propasti je proces rizika R = (R());»o definiran sa:

R(1) =k + p(t) = S (1),

gdje je k > 0 pocetni kapital, p(f) ukupan iznos premija do trenutka ¢ 1 S(#) ukupan iz-
nos Steta do trenutka 7. Istaknimo kako je pocetni kapital zakonski propisan od strane
regulatora zaduZenog za nadzor trziSta osiguranja. Pretpostavit ¢emo da su premije dane
linearnom funkcijom p(¢) = ct zat > 0, gdje je ¢ > 0 stopa premije. Nadalje, za pro-
ces ukupnog iznosa steta S = (S(#));»0 pretpostavljamo model obnavljanja. Poglavlje je
podijeljeno na Cetiri dijela. Za pocetak, navodimo osnovne pojmove i pretpostavke. U nas-
tavku pokazujemo Lundbergovu nejednakost koja nam daje gornju ogradu za vjerojatnost
propasti. Zatim, glavni dio poglavlja €ini vjerojatnost propasti i njezina eksponencijalna
aproksimacija u Cramér-Lundbergovom modelu.

5.1 Uvodni pojmovi

Na ovom mjestu prisjetimo se notacije i pretpostavki koje smo uveli u prethodnim poglav-
ljima. Proces ukupnog broja steta N = (N(t)),o dan je sa:

Nt)y=#i>1:T;<t},

42
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gdje su 7; vremena dolazaka Steta, a W; = T; — T,_; vremena medudolazaka Steta za
i =1,2,...,uz konvenciju Ty = 0. Vremena medudolazaka Steta su nezavisne, jednako
distribuirane, pozitivne g.s. sluCajne varijable. Proces ukupnog iznosa steta S = (S (t))1>0

dan je sa:
N()

S0 =) X
i=1

gdje su iznosi Steta X; nenegativne, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable.
Pretpostavljamo da su nezavisne od N.

Definicija 5.1.1. (Propast, vrijeme propasti, vjerojatnost propasti)
(1) Propast je dogadaj '\ = {R(t) < 0 za neki t > 0}.
(2) Vrijeme propasti je T = inf{t > 0 : R(¢) < O}.
(3) Vjerojatnost propasti je y(k) = P(T|R(0) = k) =P(t < o0), k>0.

120
|

100
|

N

S

R(t)
60
|
S

20
|

Slika 5.1: Trajektorija procesa rizika gdje je N standardni homogeni Poissonov proces,
X; ~ Exp(1/15), k =50ic = 16.
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Primijetimo da slucajna varijabla 7 nije nuZno realna jer moZe poprimiti vrijednost co s
pozitivnhom vjerojatnoScu. Nadalje, uvjetna vjerojatnost u definiciji vjerojatnosti propasti
iskazuje ovisnost vjerojatnosti propasti o pocetnom kapitalu k > 0 koji je konstanta. Nije
teSko uociti kako je propast moguca samo u trenutcima 7; za neki i > 1, s obzirom da u
svakom intervalu [T}, T;;) proces R raste linearno. Obicno se niz (R(7}));>; naziva kosturni
proces procesa R. Na temelju ovoga razmatranja imamo sljedece:

T = U{R(t) <0} = {itrzlgR(t) < O} = {,ing(T”) < O}

>0

= {g (k+ p(T,) = S(T) < 0}

- {g(mcn —ZX,.) < o}.

i=1
Uvedimo sada sljedece oznake:
Y, =X, —-cW,, Z,=Y1+Y,+---+Y,, n>1, Z,=0.

Uzimajuiuobzirdaje T, = Wy + Wy +--- + W, zan > 1 imamo:

T = {inf(k -7, < O},
odnosno

(k) = P( in’{"(—Zn) < —k) = P( sup Z, > k).

nz nx1

Vidimo da je odredivanje vjerojatnosti propasti ekvivalentno problemu vjerojatnosti da

supremum slucajne Setnje Z, prijede nivo k. Za pocetak, pogledajmo u kojim sluc¢ajevima
se propast dogada s vjerojatnoscu 1.

Propozicija 5.1.2. Pretpostavimo da je EW, < oo i EX; < co. Ukoliko je EY, > 0, tada za
svaki fiksni k > 0 vrijedi y(k) = 1.

Dokaz. Primijetimo prvo da je EY; = EX; — cEW; < oco. Nadalje, slucajna Setnja (Z,),>
zadovoljava jaki zakon velikih brojeva:

Z, g.s.
=5 ERY,, n-— oo.
n

U slu€aju kada je EY; > 0, slijedi da Z, SN +00, odnosno Y(k) = 1. Za slucaj kada je
EY; = 0 koristimo rezultat iz teorije slucajnih Setnji (vidi [[12} str. 155]) koji kaZe da za
g.8. w postoje podnizovi (nx(w)) 1 (my(w)) takvi da Z,, (w) — +o0 1 Z,, (w) — —oco. Ponovo
dobivamo da je (k) = 1. m|
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Iz gornje propozicije zakljucujemo da osiguravajuée drustvo, kako bi izbjeglo propast koja
se dogada s vjerojatnos€u 1, treba odrediti premiju p(¢) tako da je EY; < 0. Taj uvjet nazvat
¢emo uvjet neto profita. Za ilustraciju pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 5.1.3. (Uvjet neto profita i principi racunanja premija) Pretpostavimo Cramér-
Lundbergov model za S. Iz propozicije[d.2.1| znamo da je:

EX
ES(f) = t—r, u:=EW,.
u

Ako premiju racunamo po neto principu p(t) = ES(t) dobivamo da je ¢ = EX|/u. Tada
je EY, = 0 te iz prethodne propozicije zakljucujemo da je u tom slucaju y(k) = 1. Taj
rezultat u skladu je s intuitivnim razmatranjima o neto principu iz prethodnog poglavlja.
Pretpostavimo sada da premiju racunamo po principu ocekivane vrijednosti:

p@®)=1+60ES(#, 6>0.

Dobivamo da je stopa premije tada jednaka:

EX
c=(+6)—=L,
M

Tada je uvjet neto profita zadovoljen jer je EY, < 0.

5.2 Lundbergova nejednakost

U ovom dijelu izvest ¢emo gornju ogradu za (k) koja se u literaturi naziva Lundbergova
nejednakost. Pretpostavljamo model obnavljanja za S i uvjet neto profita. Prije samog
rezultata trebaju nam dodatne pretpostavke. Za pocetak, prisjetimo se definicije funkcije
izvodnice momenta slucajne varijable.

Definicija 5.2.1. Neka je X slucajna varijabla. Pretpostavimo da postoji hy > 0 takav da
je E(ehx) < 0o za sve h € (—hy, hy). Funkcija my: (—hg, hy) — R definirana sa:

my(h) := B(e")
naziva se funkcija izvodnica momenta od X.

Dobro poznato svojstvo funkcije izvodnice momenta iz teorije vjerojatnosti je da ima de-
rivacije svakog reda i da vrijedi mx™(0) = E(X") zan > 1. U nastavku pretpostavljamo
da funkcija izvodnica momenta slucajne varijable Y; postoji, Sto povlaci postojanje funk-
cije izvodnice momenta iznosa Steta X;. Primijetimo kako iz propozicije slijedi da
ova pretpostavka ne vrijedi za subeksponencijalne distribucije. Dakle, daljnju analizu
ograni¢avamo na ,distribucije malih Steta.”
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Propozicija 5.2.2. Pretpostavimo da postoji 0 < h; < oo takav da je my,(h) < o0 za h < h;
i limy,_,,, my,(h) = oo. Tada postoji jedinstven r > 0 takav da je my,(r) = 1. Nadalje, r se
naziva koeficijent prilagodbe ili Lundbergov koeficijent.

Dokaz. Oznacimo sa f(h) = my,(h) za h € (=hy, hy), hy > 0. Primijetimo prvo da je
f(0) = 1. Zbog uvjeta neto profita vrijedi: f'(0) = EY; < 0, Sto zajedno s neprekidnoséu od
f povlaédi da f strogo pada na nekoj okolini oko nule. Nadalje, f(h) = E(Y,%exp{hY;}) > 0
zbog Y # 0 g.s. Iz toga zakljuCujemo da je f konveksna. Sada uz pomo¢ pretpostavke da
je limy,_,;,, my,(h) = oo slijedi tvrdnja. O

Teorem 5.2.3. (Lundbergova nejednakost) Pretpostavimo model obnavljanja za S, uvjet
neto profita i postojanje Lundbergovog koeficijenta r > 0. Tada za svaki k > 0 vrijedi:

wik) < e
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom. Oznacimo:

(k) = P({naxZi >k)=P(Z; > kzanekiie€{l,2,...,n}). (5.1

Primijetimo da (k) — y(k) kada n — oo za svaki k > 0. Stoga je dovoljno pokazati da:
Yok) < e, Vn>1,k>0. (5.2)

Krenimo sa slu¢ajem n = 1. Funkcija f(y) = e” je strogo rastuca i pozitivna, pa po
Markovljevoj nejednakosti imamo:

Y
B
ek - :

Yi(k) =P(Y, > k) < (5.3)

Sada pretpostavimo da tvrdnja (5.2)) vrijedi za neki n = j > 1. Provodimo korak indukcije:
k) = ]P( max Z; > k)
1<i<j+1

=P(Y; > k) + P( max (Yy +(Zi = Y1) > k.Y; < k)
<i<j+

(5.4)
k
=P(Y, > k) + f P( max(y + Z;) > k)dFm )
oo <i<j
=prtpe.
Iskoristimo pretpostavku indukcije kako bismo odredili p,:
k k
p2 = f P( maxZ; > k- y)dFY1 ) = f Yk = y)dFy,(y)
N o (5.5)

k
< f e MdFy (y).

(o)
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Nadalje, - -
p1= fk dFy,(y) < j/: O VdFy, (y). (5.6)
Po definiciji Lundbergovog koeficijenta zaklju¢ujemo:
Yi1(k) = p1+ pa < e Fmy,(r) = 7. (5.7)
O

Primjer 5.2.4. (Lundbergova nejednakost za eksponencijalno distribuirane stete) Pretpos-
tavimo Cramér-Lundbergov model za S, odnosno neka je N homogeni Poissonov proces s
intenzitetom A. U tom slucaju znamo da su W; ~ Exp(d). Nadalje, neka su X; ~ Exp(y).
Funkcija izvodnica momenta slucajne varijable A ~ Exp(a) dana je sa:

my(h) = f eae~dx = af "%y = Le(h_“)x R , h<a. (5.8)
0 0 h —da 0 a—nh

Sada moZemo odrediti funkciju izvodnicu momenta slucajne varijable Y, = X, — cW;:

0% A -1
h) = Wmey, (-h) = ———, — <h<y. 5.9
nmy, (h) = my,(W)mew, (—h) S —hitch e Y (5.9)
Uvjet neto profita je zadovoljen ukoliko je EY, = EX| — cEW; < 0, odnosno:
EX A
L=C <o (5.10)
EW, vy
Pod ovim uvjetom postoji jedinstveno pozitivho rjeSenje jednadZbe my,(h) = 1:
A+ch
A i A (5.11)
v—nh A A
i dano je sa (Lundbergov koeficijent):
A
r=y——>0. (5.12)
c
U sluc¢aju racunanja premije po principu ocekivane vrijednosti, iz primjera dobi-
vamo: Ex 1
=(1+6)—t = (1 +6)=. 5.13
c=( )EW1 ( )y (5.13)
Sada je
Y P
=y -1 _ =" 5.14
YT Ir0 T 110 (>.14)

Zakljucujemo da u ovom primjeru Lundbergova nejednakost poprima oblik:

w(k) < exp{ - %k}, k> 0. (5.15)
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5.3 Vjerojatnost propasti u Cramér-Lundbergovom
modelu

U cijelom ovom dijelu pretpostavljat ¢emo Cramér-Lundbergov model za S. Intenzitet
homogenog Poissonovog procesa N oznacit ¢emo sa A. Nadalje, pretpostavljamo uvjet
neto profita kojega ¢emo izraziti preko principa o¢ekivane vrijednosti kao u primjeru[5.1.3}

EX
c=(1+6—,
EW;
odnosno BW
0=c—r=—1>0,
EX,

gdje smo parametar € > 0 iz principa oCekivane vrijednosti interpretirali kao stopu zarade
ili, moZemo re¢i, da je to dodatak za sigurnost. Dodatno, uvodimo pojam vjerojatnosti
opstanka (vjerojatnost preZivljenja):

o) =1 -yk), k>0.

Cilj nam je izvesti integralnu jednadZbu za ¢ te na primjerima pokazati kako je moZzemo
primijeniti na racunanje vjerojatnosti propasti u Cramér-Lundbergovom modelu.

Teorem 5.3.1. (Fundamentalna integralna jednadzba za vjerojatnost opstanka) Pretpos-
tavimo Cramér-Lundbergov model za S i uvjet neto profita te EX, < co. Nadalje, pretpos-
tavimo da slucajne varijable X; imaju gustocu. Tada ¢(k) zadovoljava sljedecu integralnu
Jjednadzbu:

1 k_
(k) = p(0) + (11 0EX, f(; Fx, )¢k — y)dy.

Dokaz. Prisjetimo se da je uz oznake ¥, = X, - cW,, Z, = Y1+ Y, +---+ Y, zan > 1
vjerojatnost propasti dana sa:

wk) = P( supZ, > k) = 1 - (b, (5.16)

n>1

odnosno
o(k) = IP( supZ, < k) =P(Z, <k zasvakin > 1). (5.17)

nx1
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Sada je:
ok)y =P(Y, <k,Z,— Y, <k-Y zasven > 2)

= E(ﬂ{ylsk}P(Zn —Y1<k-Yyzasven>2|Y)

00 k+cw (518)
= f P(Z,-Y, <k—(x—cw)zasven > 2)dFx, (x)dFy,(w)
w=0 J x=0

00 k+cw
= f f P(Z, < k— (x — cw) za sve n > 1)dFyx, (x)de™"dw.
w=0 Jx=0
Primijetimo da smo u gornjoj relaciji iskoristili nezavisnost slucajne varijable Y; od niza
(Z, — Y1)u>2. Nadalje, niz (Z, — Y1), je jednako distribuiran kao niz (Z,),»;. U zad-

njoj jednakosti iskoristili smo ¢injenicu da je W; ~ Exp(1) zbog pretpostavke o Cramér-
Lundbergovom modelu. Primijenimo sada relaciju (5.17) u (5.18):

00 k+cw
(k) = f f @(k — x + cw)dFx, (x)le " dw. (5.19)
w=0 Jx=0
Uvodimo supstituciju z = k + cw:
A ® ¢
p(k) = Zee f ekl f @(z — x)dFy, (x)dz. (5.20)
¢ 2=k x=0
Iz pretpostavke da X; ima gustocu, funkcija
74
8(@) = f @(z = x)dFx, (x) (5.21)
0

je neprekidna. Stovige,

0.
o(k) = ;e“/‘ f e g(2)dz (5.22)
=k

je diferencijabilna. Diferenciranjem relacije (5.20) dobivamo:

, A A (*
¢ (k) =~k - = fo o(k — x)dFx, (x). (5.23)
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Sada integrirajmo posljednju relaciju 1 primijenimo parcijalnu integraciju:

/l A
() — (0) — = f p(k)dk

=-= f f o(k — x)dFy,dk

R X (5.24)
== f [go(k 0Fy, (x)| f o' (k - x)Fx, (x)dx]dk
0
/l t k
=-Z f [SO(O)FX. (k) + f ¢ (k - x)Fy, <x>dx]dk-
¢ Jo 0
U zadnjem koraku koristili smo da je Fy,(0) = 0 zbog X; > 0 g.s. Nadalje, imamo:
@) — ¢(0)
A (" A ! A ("
== f @(k)dk — —¢(0) f Fx, (k)dk — — f Fx, (X)(so(t —X) - 90(0))dx
C Jo C 0 C Jo
A (" A (" (5.25)
=— f o(t — k)dk — — f Fx,(x)p(t — x)dx
¢ Jo ¢ Jo
A ("=
=— f Fx,(x)p(t — x)dx.
¢ Jo
Primijetimo sada da iz uvjeta neto profita i diskusije s poCetka ovog dijela slijedi:
4 A 1
z , 5.26
c (1 +9)EX1 (1 + O)EX; (5.26)
¢ime je tvrdnja teorema dokazana. O

Napomena 5.3.2. Oznacimo sada sa Fy, integrirani rep distribucije Fx,, odnosno

1 Y
Fy,() = f Fx,(2)dz, y>0.
l

Primijetimo da je Fy, funkcija distribucije jer Fy,(y) — 1 kaday — oo, s obzirom da je
X\ nenegativna slucajna varijabla, pa je njezino ocekivanje dano sa EX, = fo Fx,(y)dy.
Sada pisemo:

1 k .
@(k) = ¢(0) + T8 fo ok = y)dFx, (y).

Lema 5.3.3. Uz pretpostavke kao u teoremu vrijedi: ¢(0) = 6(1 + 6)~".



POGLAVLIJE 5. TEORIJA PROPASTI 51

Dokaz. 1z uvjeta neto profita i Cinjenice da Z, — —oo g.s. slijedi da je sup,,;Z, < oo
g.s. Stoga, (k) — 1 kada k — co. Uz pomo¢ napomene i Lebesqueovog teorema o
monotonoj konvergenciji slijedi:

. . 0 .
1= Jim (k) = g(0) + —— lim fo Lyeurplk — y)dF, ()
1 <o
= _ 5.27
o0+ 15 [ 10Fx o) (527
1
= ¢(0) + 1+0
O
Uz oznaku g = 1/(1 + 0) 1 ¢(k) = 1 — (k) dobivamo jednadZbu obnavljanja za y(k):
k
wk) = q(1 = Fx, (k) + f Yk — x)d(qF, (x)). (5.28)
0

Primijetimo da je lim,_,o(¢F x,(x)) = g < 11 da pomocu teorema mozemo rijesiti
gornju jednadZbu. No, zbog jednostavnosti i sljedeceg vaZznog primjera 1 rezultata primi-
jenit ¢emo Esscherovu transformaciju kojom ¢emo dobiti funkciju distribucije u gornjoj
jednadzbi. Definiramo:

FO(x) = f d(qF, () = q f Uy () = L f OFdy,  (5.29)
0 0 EXI 0

gdje je r Lundbergov koeficijent. Uo¢imo da je F) neopadajuc¢a. Nadalje, po definiciji
Lundbergovog koeficijenta i parcijalnom integracijom pokaze se da kada x — oo vrijedi:

00

q " Fy,(0dy = 1. (5.30)

EX; Jo
ZakljuCujemo da je F") funkcija distribucije. PomnoZimo sada jednadzbu (5.28)) sa e*:

k
eMy(k) = ge™(1 — Fy, (k)) + f e “y(k — x)e*d(gFx, (x))
0 (5.31)

k
= g™ (1 — Fy, (k) + f e Yk — x)dF(x).
0

Oznadimo sada sa z(t) := ge"(1 — Fx, ()i U(t) := Y22, F""(1). Tada je po teoremu[2.3.6
rjeSenje gornje jednadZbe obnavljanja dano sa:

e"Y(t) = z(t) + (U * 2)(0). (5.32)



POGLAVLIJE 5. TEORIJA PROPASTI 52

Iz gornjega primjecujemo da vjerojatnost propasti nije eksplicitno dana. Medutim, ukoliko
pretpostavimo da su Stete eksponencijalno distribuirane, moZemo je priliéno jednostavno
izraCunati. Pogledajmo to u sljede¢em primjeru.

Primjer 5.3.4. (Vjerojatnost propasti u Cramér-Lundbergovom modelu s eksponencijalno
distribuiranim $tetama) Pretpostavimo da su X; ~ Exp(y). Izracunajmo prvo z(t):

!
z2(t) = qe”[l - )/f e_yydy] = ge"
0

w|' |~
1+e '0] = qe .

Iz primjera[5.2.4} gdje smo racunali Lundbergovu nejednakost za slucaj eksponencijalnih
steta, Lundbergov koeficijent jednak je (uz oznaku g = 1/(1 + 6)):

07%
’ 1+6 ” 9

Sada racunamo F7(1):

t
FOU) = gy f ety = 1Y (e<r—y>t _ 1) ] —
0 r=vy

Zakljucujemo da je F funkcija distribucije eksponencijalne slucajne varijable s parame-
tromy —r = vyq. Sada uz pomo¢ definicije funkcije obnavljanja (definicija i rela-
cije 2.31) funkciju U(t) moZemo interpretirati kao funkciju obnavljanja U(f) = EN"(¢)
gdje je N homogeni Poissonov proces s parametrom yq. Slijedi da je U(t) = yqt.
Konacno:

!
e"lﬁ(t) — qe(r—y)t + f qe(r—y)(t—y)yqdy =q.
0

Dakle, dobili smo vjerojatnost propasti Y(t) = ge™, t > Q.

Istaknimo za kraj ovog dijela jedan od fundamentalnih rezultata teorije rizika koji slijedi iz
relacije (5.32) koriStenjem dodatnih rezultata iz teorije obnavljanja (objaSnjenje vidi u [6}
str. 62, 166-167]).

Teorem 5.3.5. (Cramérova aproksimacija) Pretpostavimo Cramér-Lundbergov model za S
i uvjet neto profita. Nadalje, neka slucajne varijable X; imaju gustocu i funkciju izvodnicu
momenta na (—hy, hy) za neki hy > 0 te neka je r € (0, hy) Lundbergov koeficijent. Tada
postoji konstanta C > 0 takva da je:

C = Jim et = dg [ 1 = Fy oy
- 0
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5.4 Aproksimacija vjerojatnosti propasti u
Cramér-Lundbergovom modelu

U prethodnom dijelu odredili smo vjerojatnost propasti u Cramér-Lundbergovom modelu
kada su Stete eksponencijalno distribuirane. Sada ¢emo opisati jednostavnu metodu koja
koristi taj rezultat kao aproksimaciju vjerojatnosti propasti kada Stete nisu eksponencijalno
distribuirane. Neka je R(t) = k + ct — S(¢) proces rizika gdje pretpostavljamo Cramér-
Lundbergov model za S, odnosno sa A oznacavamo intenzitet homogenog Poissonovog
procesa N. Nadalje, neka je F distribucija Steta X; takva da su momenti u, := E[X]]
konacni za n = 1,2,3. Proces rizika R = (R(t))»0 aproksimiramo procesom rizika R =
k + & — S (¢), gdje intenzitet homogenog Poissonovog procesa ozna¢avamo sa A. Stete X;
imaju eksponencijalnu razdiobu s parametrom ¥. Vjerojatnost propasti za proces rizika R
dana je sa:

- I . 1 L .
gk)y=ge™, g=—=, F=5(1-7.
1+6
Sjetimo se da iz uvjeta neto profita imamo sljedece:
- A
c=01+06)-,
Y
odnosno _ _
Y A
9=== r=7Y-=.
yé ¢

Sada je eksponencijalna, odnosno De Vylderova aproksimacija vjerojatnosti propasti za
proces rizika R dana sa:

g(k) = éexp{ - (5/ - /:l)k} k > 0.
044 c

Parametre (¢, A, 7) dobivamo izjednacavanjem momenata procesa R i R. Prvo stavimo:
E[R(1)] = E[R(1)]

k+ct—ES(t) = k+ &t —ES (7).
Iz propozicije slijedi da je ES (f) = Au;t i ES () = At/%. Sada iz gornjega slijedi:

At
k+ct—Auit =k+ 2t — —, (5.33)
Y

iz ¢ega dobivamo da je

ot

c=c—Adu + —. (5.34)
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Sljedeci uvjet je:
E|(R(t) - E[R(H])’| = B[(R(1) - BRI,

koji je ekvivalentan
Var(S (1)) = Var(S (1)).

Ponovo iz propozicije #.2.1] slijedi:
22

duy = = (5.35)
¥

Konacno, treci uvjet dan je sa:

E|(R(t) - BIR()))’ | = B|(R(r) - E[R®)])*].
koji je ekvivalentan

E|(S () - EIS0)])*] = B[S (1) - BIS 01’ .

Pomocu funkcije izvodnice momenta lako se pokaze da vrijedi (vidi [2} str. 57]):

E|(S (1) - BIS(1)])°] = Aust. (5.36)
Sada gornji uvjet glasi:
61
s = —=. (5.37)
Y
Iz relacija (5.33)) i (5.37) dobivamo parametre ¥ i A:
3 < 9
gz 3.2 (5.38)
Us 2u?

Za ilustraciju ove aproksimacije pogledajmo sljedeci primjer gdje emo usporediti tocne i
aproksimativne vjerojatnosti propasti za razlicite k > 0.

Primjer 5.4.1. Pretpostavimo Cramér-Lundbergov model za S, gdje sa A oznacavamo
intenzitet homogenog Poissonovog procesa. Nadalje, neka su X; ~ I'(2,2) te stopa premije
dana sa ¢ = 1.2A. Gustoca slucajnih varijabli X; dana je sa:

f(x) =4xe™>, x>0,
a za momente u, .= E[X]] vrijedi sljedece:

_TQ+n)

“n =TTy
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gdje I" oznacava gamma funkciju danu sa:

Q) = f ) ¥ le™dx, B>0.
0

Racunanjem momenata za n = 1,2,3 pomocu gornjeg integrala dobivamo: u; = 1, u, =

3/2, uz = 3. Iz gornjih relacija (5.34)) i (5.38)) dobivamo parametre ¢, A1 i 7.

Ay 91x 1.5 274

A= 2= _
22 2x3 16
_ 3w, 3x15 3
r= us B 3 _2’

b 91 532
S L % B P iy
cTanTy 8~ 40

[

Sada je aproksimacija vjerojatnosti propasti dana sa:

. A A\ 45 12
Y(k) = %exp{ - (7 - E)k} = gexp{ - gk}

Kako bismo nasli tocnu vjerojatnost propasti u ovom primjeru, posluZit ¢e nam Laplaceove
transformacije, koje se u nekim situacijama pokazuju izuzetno korisnom tehnikom. Kratak
podsjetnik na svojstva Laplaceovih transformacija dan je u [2 str. 138-139]. Sjetimo se
sada vjerojatnosti opstanka (k) = 1 — (k) i teorema U dokazu tog teorema dobili
smo sljedecu relaciju (5.23):

) A A (*
(k) = —pk) - - fo @k — x) f(x)dx. (5.39)

Primijenimo sada Laplaceove transformacije na gornju jednakost, pri cemu oznaka f*
oznacava Laplaceovu transformaciju funkcije f:

A A
$¢°(8) = ¢(0) = —¢"(s) = —f ()¢ (5), (5.40)

odnosno

o cp(0)
@ (s) = A= G) (5.41)

U naSem slucaju f* dana je sa:

4

* =4 —sx .. —2x — )
f(s) foe xe ““dx —(2+s)2

(5.42)
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Nadalje, iz leme racunamo ¢(0):

0 1
O)=—=1-——. 43
=179 1+6 (543)
Sada iz uvjeta neto profita
(1 +6) EX, (5.44)
c= — .
EW,
uvazavajuci da je c = 1.2A1 i1 EX,| = 1 slijedi:
1 1
= 1 _—_— = —, 4
¢(0) 7°¢ (5.45)
Konacno, uz izostavljanje tehnickih detalja, imamo:
. 0.24 (1/6)(2 + 5)*
¢ (s) = = (5.46)

1205 = (1 - 42 +5)2)  s(s+CD(s +C)’

gdje su konstante C; = 0.2268 i C, = 2.9399. Rastavljanjem na parcijalne razlomke

dobivamo:
1 0.8518 0.0185

(p(s)—s s+C1+s+C2' (5.47)
Invertiranjem Laplaceovih transformacija slijedi:
(k) =1 -0.8518¢"C1% + 0.0185¢ 2, (5.48)
odnosno
Y(k) = 0.8518¢7C1F — 0.0185¢ . (5.49)
k Y(k) (k)
0 0.8333 0.8491
3 0.4314 0.4305
6 0.2185 0.2182
9 0.1107 0.1107
12 0.0560 0.0561
15 0.0284 0.0284
18 0.0144 0.0144

Tablica 5.1: Usporedba to¢nih 1 aproksimativnih vrijednosti vjerojatnosti propasti.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prezentirani su osnovni koncepti teorije rizika koja modelira dva
izvora neizvjesnosti nezivotnog osiguranja: koliko ¢e Steta osiguranik prijaviti i koliki su
iznosi tih Steta. U skladu s time, definirani su proces ukupnog broja Steta 1 proces ukup-
nog iznosa Steta. Zajedno, ta dva procesa €ine sastavni dio procesa rizika koji prati odnos
uplacenih premija i isplacenih Steta. Rad je podijeljen u pet poglavlja. U prva dva po-
glavlja opisana su osnovna svojstva matematickih modela za proces ukupnog broja steta -
homogenog Poissonovog procesa i procesa obnavljanja. U tre¢em poglavlju dan je pregled
distribucija iznosa Stete, pri ¢emu je poseban naglasak stavljen na distribucije teSkog repa -
regularno varirajuce i subeksponencijalne distribucije. U Cetvrtom poglavlju objasnjena su
osnovna svojstva modela za proces ukupnog iznosa steta - Cramér-Lundbergovog modela
1 modela obnavljanja. Dio poglavlja posvecen je i odredivanju distribucije ukupnog iz-
nosa Steta do odredenog trenutka ¢. Posljednje poglavlje prikazuje fundamentalne rezultate
teorije propasti Ciji je glavni fokus proces rizika.



Summary

This thesis presents the basic concepts of risk theory that models two sources of non-life
insurance uncertainty: how many claims an insured person will report and what are the
amounts of those claims. Accordingly, claim number process and total claim amount pro-
cess are defined. Together, these two processes form a constitutive part of the risk process
that monitors the relation between premiums and claims paid. The paper is divided into five
chapters. The first two chapters describe the basic properties of the mathematical models
for the claim number process - homogeneous Poisson process and renewal process. The
third chapter provides an overview of the claim size distributions with particular empha-
sis on heavy-tailed distributions - regularly varying and subexponential distributions. The
fourth chapter explains the basic model properties for the fotal claim amount process -
Cramér-Lundberg model and renewal model. Part of the chapter is also devoted to deter-
mining the distribution of the total claim amount up to a certain moment ¢. The last chapter
presents the fundamental results of the ruin theory whose main focus is the risk process.
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