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Uvod

Cilj ovog rada je prikazati razliCite modele klavirske Zice te prikazati kako dodavanjem
pretpostavki na Zicu dobivamo sve kompliciranije, ali i vjerodostojnije modele.

U prvom poglavlju opisujemo povijesni razvoj klavira od njegovog najstarijeg prethodnika
monokorda, preko prvog pravog klavira izumljenog 1720. godine pa sve do suvremenog
klavira koji svoj konacni oblik poprima u 19. stoljecu. Zatim opisujemo mehanizam klavira
kojim se proizvede ton, tj. mehanizam poluga i opruga koji se pokrece pritiskom klavirske
tipke te uzrokuje da bati¢ udari u Zicu te proizvede vibracije koje se preko mosta prenose
do rezonantne ploce. Takoder, u prvom poglavlju dajemo kratki pregled matematicke te-
orije koja se koristi u nastavku rada.

U drugom poglavlju predstavljamo Cetiri razliita modela za klavirsku Zicu. Prvi model je
valna jednadZba te pokazujemo kako ovim modelom dobivamo harmonican spektar. Drugi
model je Euler-Bernoullijev model koji uzima u obzir krutost klavirske Zice. Dokazujemo
da ovim modelom dobivamo neharmonican spektar, medutim u neograni¢enoj prostornoj
domeni brzina Sirenja valova se beskonacno povecava. 1z tog razloga predstavljamo treci,
tzv. TimoSenkov, model klavirske Zice koji je poopéenje Euler-Bernoullijevog modela
te ukljuCuje 1 smi¢no naprezanje. Nalazimo svojstvene i kutne frekvencije te dobivamo
konac¢nu brzinu Sirenja valova. Zadnji model je geometrijski egzaktan model. Pomocu
njega osim transverzalnih valova modeliramo i longitudinalne valove. Uocavamo da se
ovaj model moze zapisati kao Hamiltonov sustav te dokazujemo jedinstvenost rjesenja.
Na kraju, u tre¢em poglavlju dajemo vizualnu usporedbu matematic¢kih simulacija i stvar-
nih mjerenja.



Poglavlje 1

O klaviru i matematicka podloga

1.1 Glazbeni uvod u klavir

Povijest klavira

Klavir je instrument s tipkama koji proizvodi ton udarom bati¢a u Zicu. Opseg mu je od
subkontra A, do ¢’. Zbog svojih velikih tehnickih i glazbenih moguénosti jedan je od
instrumenata s vrlo bogatom glazbenom literaturom.

unutarnja
mehanika

Slika 1.2: Prikaz grade klavira.
Slika 1.1: Prikaz suvremenog klavira. Preuzeto iz [3].

Najstarijim prethodnicima klavira smatraju se monokord i polikord. Monokord ¢ini

2



POGLAVLIJE 1. O KLAVIRU I MATEMATICKA PODLOGA 3

jedna Zica, rezonator nad kojim je ta Zica razapeta i jedan ili viSe pokretnih mostica, koji
se mogu postavljati na razne dijelove Zice, uspostavljajuéi tako odnos duZine Zice i vi-
sine tona. Pitagora je koristio monokord u svojim matematicko-akustickim istrazivanjima.
Polikord nastaje nastaje iz monokorda dodavanjem vise zica. Medutim, monokordu i po-
likordu nedostaju vazni dijelovi klavira, kao Sto su klavijatura 1 unutarnja mehanika. S
vremenom je doSlo do razvoja instrumenata poput organistruma, cimbala, citre, psalte-
rija 1 drugih koji su doveli do nastanka pravih prethodnika klavira: klavikorda i ¢embala.
Klavikord je kombinacija latinskih rije¢i clavis (tipka) i corda (Zica). Nastaje krajem 14.
stolje¢a dodavanjem klavijature na polikord. Unutarnja mehanika klavikorda se sastoji od
tzv. tangenti koje svojim pritiskom na Zicu odreduju visinu tona skraCivanjem Zice 1 isto-
vremeno je dovode u stanje titranja, tj. stvaraju zvuk. Cembalo je skraéenica od talijanske
rijeci klavicembalo, Sto je u srednjovjekovnom latinskom bila rije¢ clavicymbalum od cla-
vis (tipka) i cymbalum (psalterij). Dakle, Cembalo se razvilo kombiniranjem klavijature s
psalterijem te je bio najznacajniji zicani instrument s tipkama od 16. do 18. stoljeca. Vazna
razlika izmedu ¢embala i klavira leZi u samom nacinu dobivanja tona, dakle trzanjem Zica
u odnosu na udaranje batica Sto donosi sa sobom o§triji 1 metalniji ton ¢embala, ali i s puno
manje snage nego ton klavira. Takoder, snagom udara na tipku ¢embala se ne moZe utjecati
na jacinu proizvedenog tona.

Tako se javlja potreba za izgradnjom instrumenta koji bi spojio osobine klavikorda
(princip udara u Zicu umjesto trzaja) i cembala (op¢i oblik instrumenta i pravac Zica prema
klavijaturi) u jedan instrument koji je kasnije nazvan klavir. Opcée prihvaceno miSljenje
je da je klavir izumio Bartolomeo Cristofori 1720. godine. Danas postoje tri saCuvana
primjerka Cristoforijevog klavira. Mehanika Cristoforijevog klavira je srodna kasnijoj en-
gleskoj mehanici klavira jer tipka, bati¢ i prijenosna poluga predstavljaju tri zasebna dijela
koji su samo u medusobnom dodiru. Cristofori je izumio i mehanizam otpustanja koji je
sprjecavao da se bati¢ ponovno odbije na Zicu poslije prvog udarca, a batici su bili ovijeni
papirom 1 prekriveni koZom. Zanimljivo jest da je Italija izumila klavir te ga potom 1 za-
boravila. 1z tog razloga, prvim graditeljem klavira se smatra Gottfried Silbermann. On je
bio njemacki graditelj cembala i orgulja iz Freiberga, a pored orgulja i ¢embala posvetio se
i gradnji klavira. Silbermanov ucenik Johann Andreas Stein iz Augsburga je zasluzan za
izum tzv. becke odnosno njemacke mehanike, gdje je bati¢ u fiksnoj vezi s tipkom.

U 19. stoljecu dolazi do velikog razvoja u mehanici klavira te potkraj 19. stoljeca klavir
poprima svoj konac¢ni oblik koji je definirao proizvoda¢ Steinway&Sons i koji se do danas
nije bitno mijenjao. Skotski graditelj John Broadwood je zasluZan za postavljanje noznih
pedala. Bio je vizionar i shvatio je da je odredivanje optimalne tocke u kojoj bati¢ treba
udariti Zicu od najveée vaznosti za odredivanje kvalitete tona. Osim postavljanja pedala,
Broadwood je postavio 1 posebni most na rezonantnoj ploci za duboke-bas Zice 1 prosirio je
opseg instrumenta na gotovo 7 oktava. Talijanski graditelj klavira Muzio Clementi je bio
pobornik engleske mehanike i uveo je mnoge novosti u gradnji koje su utjecale na daljnji
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Slika 1.3: Prikaz razvojnog stabla klavira. Preuzeto iz [3].

tehnicki razvoj klavira. S druge strane, pariski graditelj klavira Sebastien Erard i njegov ko-
lega Ignazom Josephom Pleyelom usavrsSili englesku mehaniku u repeticioni oblik, kakvu
je poznajemo i danas i koja se ugraduje u suvremeni klavir. Pedesetih godina 19. sto-
ljeca osniva se i tvrtka Steinway&Sons. Osnovao ju je graditelj Heinrich Steinweg koji je
svoje ime amerikanizirao u Henry Steinway dolaskom u New York iz Njemacke. Firma
Steinway&Sons patentirala je preko 200 vrlo vaznih tehnickih unaprijedenja klavira, te ga
usavrsila do njegovog konac¢nog oblika kakvog ga poznajemo i danas. Neki od Steinway
patenata su ukrStene Zice, treci sostenuto pedal, konacni oblik drvene kutije, ali i usavrseni
model pianina. Pojavom suvremenog klavira kao Sto je Steinway&Sons D model, povi-
jesni razvoj klavira se zaustavlja, jer se konacni oblik 1 princip klavira nisu bitnije mijenjali
kroz &itavo 20. stoljece, osim $to su naravno unaprijedene tehnologije izrade 1 kvalitete, a
u novije vrijeme su ubaceni i novi izdrZljiviji kompozitni materijali.

Mehanizam Kklavira

Na prednjoj strani klavira nalazi se klavijatura. To je niz drvenih tipki koje prenose snagu
udara prstiju na unutarnju mehaniku. Suvremeni klavir ima 88 tipki, 36 crnih i 52 bijele
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tipke koje obuhvacaju tonski raspon od 7 i % oktava, od A, do ¢>. Kada pritisnemo klavir-
sku tipku, pokrenemo vrlo komplicirani mehanizam poluga i opruga kako bismo podigli
bati¢ koji zatim udari u jednu ili vi$e klavirskih Zica koje su vrlo napete. Zice zatim poénu
vibrirati te se ta energija preko mosta prenosi do rezonantne ploce. Upravo su vibracije re-
zonantne ploce ono Sto ljudsko uho Cuje kao ton. Sada ¢emo poblize opisati kako pritiskom
klavirske tipke napravimo interakciju izmedu batica i klavirske Zice.

prigugivac

leiite prijenosnog prijenosni mehanizam
mehanizma

Slika 1.4: Prikaz unutarnjeg mehanizma klavira u opusStenom stanju. Preuzeto iz [3].
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Kada pritisnemo klavirsku tipku prema dolje, podignemo drugi kraj tipke prema gore
s jednakom silom te udarni klin pri¢vrScen za kraj tipke pritisne prijenosni mehanizam i
podigne ga gore.

Slika 1.5: Prikaz kontakta udarnog klina i prijenosnog mehanizma.

Time uzrokujemo da vrh udarne poluge udari u rolicu (koja je pri¢vrséena za drSku batica)
te se bati¢ odbacuje u vis i glava bati¢a odozdo udara klavirsku Zicu.

j”:

Slika 1.6: Prikaz kontakta batica i Zice.
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Istovremeno zub udarne poluge zakaci zapinjac te zbog toga vrh poluge sklizne s rolice
1 omogucava odvajanje glave bati¢a od Zice neposredno nakon udara kako bi Zica mogla
vibrirati.

Slika 1.7: Prikaz kako udarna poluga sklizne s rolice.

Nakon §to je bati¢ udario u Zicu dolazimo do engleske repeticione mehanike. Novi poloZaj
udarne poluge zadrzava bati¢ u polupodignutom poloZaju iz kojeg se moze ponoviti udar
na tipku bez da se ona u potpunosti otpusti. Izumom engleske repeticione mehanike je
doslo do znacajnog unaprjedenja klavirske mehanike i time je pijanistu omoguceno brzo i
uzastopno ponavljanje istog tona. Nakon Sto se tipka sasvim otpusti, sve dolazi u prvobitni
polozaj.

Slika 1.8: Prikaz ponovnog povratka mehanizma u prvobitni poloZaj.
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Takoder, istovremeno kada se tipka pritisne, kraj tipke podiZe zasebnu polugu na kojoj lezi
priguSiva¢. Uloga priguSivaca je da sprijeci mijeSanje i slijevanje zvukova. OtpuStanjem
tipke prigusivac se ponovno spusta na Zicu i time sprjecava njezino daljnje vibriranje.

1.2 Teorijski uvod u matematicke modele

U ovom poglavlju navodimo neke matematicke definicije i rezultate koji se koriste u nas-
tavku rada.

Definicija 1.2.1. Matrica A € M, je regularna ako postoji matrica B € M, za koju vrijedi
AB=BA =1
Matrica je singularna ako nije regularna.

Napomena 1.2.2. Neka je A € M,, tada vrijede sljedece tvrdnje.

Matrica A je regularna ako i samo ako je det A # O.

Sustav Ax = b ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je det A # O.

Homogeni sustav Ax = 0 (broj jednadZbi je jednak broju nepoznanica) ima netrivijalna
rieSenja ako i samo ako je det A = 0.

Definicija 1.2.3. Neka je S C R". Ako za bilo koje dvije tocke x1, x, € S vrijedi da je
A+ -Dx,e§S , Vaelo,1] ,
tada kaZemo da je S konveksni skup.

Definicija 1.2.4. Neka je S C R" neprazni konveksni skup te neka je f : S — R. Ako za
bilo koje dvije tocke x|, x, € S i za svaki A € [0, 1] vrijedi da je

fx; + (1 = Dxz) < Af(xp) + (1 = D f(x2)
tada za f kaZemo da je konveksna funkcija na S .

Teorem 1.2.5. Neka je I otvoren interval, U € C'(I,R") te neka je A € M,(R) konstantna
matrica te neka ima n razlicitih svojstvenih vrijednosti. Tada je svaka komponenta rjesenja
U sustava U’ = AU linearna kombinacija funkcija

A

e i e"cos(Bix) , e sin(Bix),

pri cemu je A; realna svojstvena vrijednost matrice A, a «; + i3; kompleksna svojstvena
vrijednost.
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Teorem 1.2.6. Neka je I C R interval, te neka su A : I - M,(R) i G : I — R" neprekidne
funkcije. Tada za svaki ty € 1 i za svaki U° € R" postoji jedinstveno rjesenje U € C'(I,R")
Cauchyjeve zadace

U+A0U =G(t),tel,
Uty = UO.

Teorem 1.2.7. Neka je y” = f(x,y(x),y (x)) diferencijalna jednadZba drugog reda. Ako
Jje [ neprekidna funkcija na nekoj okolini tocke M(xo, yo, y;), tada postoji pozitivan broj h
takav da na intervalu {xy — h, xo + h) postoji barem jedno rjesenje y dane jednadzbe, koje
zadovoljava pocetne uvjete y(xo) = yo i yo(Xo) = y;.

Nadalje, ako funkcija f ima ogranic¢ene parcijalne derivacije po posljednje dvije varijable
na okolini tocke M(xy, yo,y,), onda je takvo rjeSenje jedinstveno.

Napomena 1.2.8. Standardan nacin dokazivanja prethodnog teorema je svodenjem na sus-

tav prvog reda. Naime, zaz =y i U = ()Zl ) slijedi

, Y\ _ (2 ) ( 2(x) )
U = , = " = .
) (z <x)) (y ) = ey .20
Sada tvrdnju prethodnog teorema dobivamo primjenom Peanovog i Picardovog teorema za

sustave.

Definicija 1.2.9. Neka je funkcija f definirana na intervalu {(—L, L), a izvan tog intervala
smatramo da je funkcija periodicka s periodom 2L, tj. da je f(x + 2L) = f(x), x € R.
Fourierov red funkcije f je razvoj

nﬂx
+Z(ancos +b,s 7 )

pri cemu su Fourierovi koeficijenti ay, ay, ... i by, by, ... dani s
1t nmx
a, = — x)cos—dx , neNy; ,
I f cos = 0
1 [t . nmnx
b, = —f f(x)sin—dx , neN
L), L

Navodimo iduéi rezultat preuzet iz [1].

Teorem 1.2.10. Ako je funkcija f 2L- periodicna, po dijelovima klase C' i f(—L) = f(L),
njen Fourierov red konvergira apsolutno i uniformno te mu je suma jednaka f.



POGLAVLIJE 1. O KLAVIRU I MATEMATICKA PODLOGA 10

Napomena 1.2.11. Ako je funkcija f zadana samo na intervalu 0, L), onda je moZemo
po neparnosti prosiriti do funkcije na intervalu (—L, L), a dalje je proSirujemo po peri-
odicnosti. Takoder, za neparnu funkciju f vrijedi a, = 0, n € Ny,

Definicija 1.2.12. Definiramo Fourierovu transformaciju funkcije f € L'(R) s

f (w) = f e f(Hydx, t € R.

R

Napomena 1.2.13. Fourierova transformacija je definirana za L' funkcije, medutim u
ovom radu cemo je koristiti samo za glatke funkcije.
Takoder, Fourierova transformacija ima mnogo korisnih svojstava, a jedno od znacajnijih

jé

J——

(22 = Gor 7,

cime diferencijalnu jednadzbu po varijabli t prebacujemo u algebarsku jednadzbu s para-
metrom w.




Poglavlje 2

Matematicki modeli klavira

Gradnja svakog klavira poCinje s unaprijed zadanim mjerama za klavirske Zice, tj. zadana
je duljina Zica, njihovi promjeri te kutovi i razmaci izmedu Zica. Te mjere znaCajno variraju
ovisno o klaviru.

U ovom poglavlju opisat ¢emo 4 razlic¢ita modela za klavirsku Zicu. Klavirska Zica je tro-
dimenzionalna, medutim jedna dimenzija joj je znatno veca od preostale dvije. Modeli
koje ¢emo predstaviti ¢e iskoristiti tu karakteristiku Zice te ¢e prostorna varijabla x koja
oznacava poloZaj Zice biti jednodimenzionalna. Takoder, to znaci da poprecni presjek nece
biti geometrijski egzaktan vec€ e biti parametar zadan ovisno o modelu. Prvi model je jed-
nodimenzionalna valna jednadzba. U ovom modelu ¢emo pretpostaviti da je Zica infinite-
zimalno tanka i idealno fleksibilna, tj. da je bez krutosti. Time ¢emo opisati transverzalno
gibanje Zice te ¢emo dobiti savrSeno harmoniCan spektar. U stvarnosti spektar nije har-
monican ve¢ se pojavljuju tzv. parcijali. Zbog toga ¢emo u iduc¢em (Euler-Bernoullijevom)
modelu uzeti u obzir i debljinu Zice te ¢e se kao posljedica pojaviti krutost Zice. lako ¢emo
time dobiti realisti¢niji opis spektra i njegove neharmonicnosti, ipak ¢e ovaj model dati
neograni¢enu brzinu Sirenja vala kod visokih frekvencija. Tre¢i model ¢e biti TimoSenkov
model klavirske Zice i u njemu €e brzina Sirenja vala biti ograni¢ena. To je linearni sustav
s dvije nepoznanice: transverzalno titranje Zice i kutna deformacija popre¢nog presjeka.
Zadnji model koji ¢emo opisati ¢e biti tzv. geometrijski egzaktan model klavirske Zice.
U ovom modelu ¢e osim transverzalnog titranja Zice biti uracunato i longitudinalno. Time
¢emo dobiti nelinearan sustav. Za cjelokupni model klavira treba uzeti u obzir i ostale bitne
dijelove poput bati¢a, mosta i rezonantne ploce, medutim u ovom radu ¢emo obraditi samo
neke modele za Zicu te se viSe o tome moZe procitati u [2].

11
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2.1 Valna jednadzba

Pretpostavimo da su klavirske Zice idealno fleksibilne te infinitezimalno male, tj. da imaju
zanemarivu povrsSinu poprec¢nog presjeka. Pomocu valne jednadzbe napravit ¢emo model
transverzalnog pomaka klavirske Zice, tj. pomaka u smjeru zadanim udarcem batica po Zici.
Uocimo da je Zica pri¢vrS¢ena na oba kraja pa ¢emo uz valnu jednadzbu imati Dirichletove
rubne uvjete. Neka je u(x, t) transverzalni pomak Zice duljine L (u metrima), pri ¢emu je
t € R" vremenska varijabla i x € [0, L] to¢ka na Zici.

u (x)

o—
X
Slika 2.1: Prikaz transverzalnog pomaka u(x).
Dakle, dobivamo
0? 0?
pA@u(x, 1) — Toﬁu(x, Hn=Sx1 , Vxe[0,L] , teR" ,
u(x,0)=0 ,
ou(x,0)=0 (2.1)

u@0,n=0 ,
ull,n)=0 ,

pri cemu je p gustoca Zice u %, A= ’%2 poprecni presjek Zice promjera d, Ty tenzija Zice
u mirovanju i S (x, 7) sila koje djeluju na Zicu.
Ova jednadzba predstavlja Sirenje vala u jednoj dimenziji brzinom ¢ = /%. Sada dajemo

osnovni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja za sustav (2.1).
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Teorem 2.1.1 (Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja). Neka je S € C!([0,L] x R). Tada
postoji jedinstveno rjeSenje sustava (2.1) u € C*([0, L] X R).

Dokaz. Dokazimo najprije jedinstvenost rjeSenja. Pretpostavimo da su u; 1 u, dva razlicita
rjeSenja sustava (2.1). Definirajmo u := u, —u; te uo¢imo da funkcija u zadovoljava sljedeci
sustav

0? 0?
pAﬁu(x, ) — Toﬁu(x, Hn=0 , VYxel[0,L] , teR" ,
X
u(x,00=0 ,
ou(x,0)=0 ,
u0,H)=0 ,
u(lL,t)=0

1z Cega, koristeci energetske metode ili promatranjem jednadzbe po karakteristikama x+ %t
(vidi [1]), dobivamo u = 0. Dakle, u; = u,, tj. ako rjeSenje postoji ono je jedinstveno.
Sada pomocu Fourierovih redova pokazujemo egzistenciju rjeSenja. Pogledajmo najprije
pripadni homogeni sustav pridruZen sustavu (2.1):

i i
pA@u(x, r) — Toﬁu(x, Hn=0 , Vxe[0O,L] , teR" , (2.2)
X
u@0,n=0 ,
u(L,t) =0
Uocimo da se uz oznaku ¢ = ;%, jednadzba sustava (2.2) moZe zapisati kao
2 ) 62
ﬁu(x, H—c @u(x, n=0 . (2.3)

Sada rjeSenje traZimo u separiranom obliku
u(x,t) = X(x)T(¢).
Uvrstavanjem u jednadzbu slijedi
X)T" (1) = X" ()T @) =0,
pa dijeljenjem s X(x)7'(t) dobivamo

Tl/(t) 3 CZXH(X) 3
T — X(x)
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za neku konstantu A € R, jer je lijeva strana neovisna o x, a desna je neovisna o ¢.
Dakle, dobili smo dvije obi¢ne diferencijalne jednadZbe

A
X'+ 5X(x0)=0 i T'H+AT(®)=0.
c
Neka je x, € {0, L}, tada vrijedi
O0=ulx,t)=X(x)T(@® , VYte]l0,o0),

iz Cega slijedi X(0) = X(L) = 0.
Dakle, dobivamo zadacu
144 ﬂ
X'(x)+5X(x)=0 , (2.4)
c
X0)=X(L)=0 ,

koja ima netrivijano rjeSenje samo za A > 0, te je dano s

A A
X(x)=A sin(ix) + Bcos(ix) ,
c c
za neke konstante A i B. Iskoristimo li sada uvjete X(0) = X(L) = 0, dobivamo B = 0 i
A = (c¥)?, za k € N. Konatno, rjeSenje zadace (2.4) za A; = (¢*2)? je dano s

X,(x) = sin(]%”x) , keN,

dok za sve preostale vrijednosti A dobivamo trivijalno rjeSenje, pa nas ti slucajevi ne zani-
maju.
Analogno, dobivamo da je rjeSenje jednadzbe T (¢) + (ck—L”)zT(t) = (0dano s

T,(t) = a; COS(CkIﬂ.l) + by, Sin(Ckfﬂl) , ai, b eR.

Primijetimo da je period funkcije 7 dan s c%, iz Cega slijedi da je frekvencija jednaka
L

CF _ ok _ k

2r 2L T 2L

uvrStavanjem u pretpostavljeni oblik te koriStenjem nacela superpozicije dobivamo rjesenje

homogenog sustava

u(x, 1) = i (ak cos(ckfﬂt) + by sin(ckfﬂt)) sin(k—ﬂx) .
k=1

A /pT—/;’. Skup svih frekvencija ¢emo zvati spektrom (vidi idu¢i teorem). Dakle,

L
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Sada rjeSenje sustava (2.1) traZimo u obliku
= .k
u(x, 1) = ; Gi(1)sin(—-x) . (2.5)

Uvrstavanjem u jednadzbu sustava (2.1) dobivamo

i G/(1) sin(kfﬂx) " i cz(kf”)sz(t) sin(kfﬂx) = S(x01).
k=1 k=1

ProSirimo 1i funkciju S (x,?) po neparnosti do intervala [-L, L] moZemo je razviti u (si-
nusni) Fourierov red

= . km
S(x, 1) = ,;Il A(t) sm(fx) ,
pri cemu je
2 . kn
A = 7 fo S(x, 1) sm(fx)dx.

1z toga slijedi

Z (G;'{(f) +c? ) Gk(t)) sin —x ZAk(t) sin —x
=1
Sto nas dovodi do obic¢ne diferencijalne jednadzbe za G.():

G/ (1) +c (k ) Gi(t) = Ag(t) ke N

Uoc¢imo da iz pocetnih uvjeta i Fourierove transformacije slijedi

2t k
GO = T f u(x,O)sin(fﬂx)dx:O ,

0
2 (* k
Gi0) = 7 fo d,u(x,0) sin(fﬂx)dx =0
Time smo dobili Cauchyjevu zadacu

G{(t)+ ¢ (k )Gt = Ay
G(0)=0 ,
G0)=0
koja, po Teoremu 1.2.6 (nakon svodenja na sustav prvog reda), ima jedinstveno rjeSenje.
Dakle, rjeSenje pocetnog sustava (2.1) je dano s (2.5).

Preostalo je jo§ pokazati da je u zaista dobro definiran s (2.5), odnosno da red funkcija
konvergira, u $§to neCemo ulaziti u ovoj analizi (vidi [1]). m|
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Iduéi teorem nam govori kako ovako postavljen model klavirske Zice daje harmonican
spektar, pri cemu je spektar definiran kao skup {% \/ pT—X c ke N}. To je i najveca mana

ovog modela jer je poznato da je neharmonic¢nost spektra upravo ono §to tonovima daje
topao i bogat zvuk.

Teorem 2.1.2 (Svojstvene frekvencije valne jednadZzbe Zice). Svojstvene frekvencije jed-
nadzbe (2.1) su cjelobrojni visekratnici osnovne frekvencije:

Ty

1
fn:”fo,fo:i A (2.6)

U tom slucaju kaZemo da je spektar harmonican.

Dokaz. Pokazano u dokazu Teorema 2.1.1, a takoder slijedi i kao poseban sluc¢aj Teorema
22.1zaE =0. O

2.2 Euler-Bernoullijev model klavirske Zice

U Euler-Bernoullijevom modelu promatramo i popre¢ni presjek klavirske Zice. Zbog toga
Zica viSe nije idealno fleksibilna ve¢ ima svoj koeficijent krutosti, a kao posljedica krutosti
javlja se sila koja Zicu vraca u stanje mirovanja nakon Sto smo je udarili batiéem. Takoder
u nastavku ¢emo vidjeti da, kao posljedicu krutosti, u ovom modelu dobivamo spektralnu
neharmonic¢nost. Krutost Zice u Euler-Bernoullijevom modelu je dobivena dodavanjem
derivacije Cetvrtog reda transverzalnog pomaka u po prostornoj varijabli, te se radi toga
pojavljuju dodatni rubni uvjeti, tj. imamo ukljeStene rubne uvjete (eng. simply supported).

. . .. k
Neka je I moment inercije u m—%.

— xd!
I="

Klavirska Zica ima kruZni poprec¢ni presjek pa vrijedi
pri ¢emu je d promjer Zice. Neka je E Youngov modul elasti¢nosti. Dakle, imamo

62 64 2
pA@u(x, f+ Elﬁu(x, ) — Toﬁ
ux,00=0 |,
ou(x,00=0 , 2.7)
u(0,1) = *u(0,H =0

u(L,t) = *u(L,t) = 0

ulx,t) =S, , (x,)e[0,L]xR" ,
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R,
|
|
|

Slika 2.2: Prikaz deformiranog oblika Zice u Euler-Bernoullijevom modelu.

Primijetimo da za E = 0, sustav (2.7) prelazi u sustav (2.1) s dodatnim rubnim uvjetima.
Pokazali smo da sustav (2.1) ima jedinstveno rjeSenje Sto znaci da uz dodatne rubne uvjete
ili nema rjeSenje ili i dalje ima jedinstveno rjeSenje, te se lako pokaZe kako je prvi slucaj
nemogué, odnosno za E = (0 imamo jedinstveno rjesenje sustava (2.7).

U nastavku rada ne€emo ispitivati postojanje i jedinstvenost rjeSenja sustava (2.7), veC nas
zanimaju samo svojstvene frekvencije o kojima govori iduci teorem.

Teorem 2.2.1 (Svojstvene frekvencije Euler-Bernoullijeve jednadZzbe). Svojstvene frekven-
cije jednadzbe Euler-Bernoullijevog sustava (2.7) su

2 1 Ty - . n’El
fi=nfoV1+ Bn ,fozﬁ p_A , pri Cemu je B = T (2.8)

Dokaz. Napravimo Fourierovu transformaciju po vremenskoj varijabli ¢. Neka je w Fouri-
erova vremenska varijabla. Dobivamo

4 2
2 A N
— W PAi(x, w) + Elﬁu(x, w) — Toﬁ

Sada ¢emo ovu diferencijalnu jednadzbu svesti na diferencijalnu jednadZzbu prvog reda.
Neka su vektori Y i F te matrica A dani s

a(x, ) = S(x,w) . (2.9)

] 0 -1 0 0 0
0.t 0 0O -1 O . 0
Y=lgal > A=l 0o o o 1| " F=| o
3 A Aw? T, S (x,w)
qu _pEl 0 _E_(} 0 EI
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Sada je jednadzba (2.9) ekvivalentna s
Y +AY =F,

arjeSenja su, prema Teoremu 1.2.5, linearna kombinacija eksponencijalnih funkcija 1 ovise
0 svojstvenim vrijednostima matrice A.
Dakle, izraCunajmo najprije determinantu matrice A — Aly:

-4 -1 0 0
0 -4 -1 0

Aw? T

-2 0 - -2

2 -1 0 0 -1 0
=-1/0 -1 -1I|+| O -4 -1

T Aw? T
O -z -4 |- -5 -4
AT Aw?
-t )+ ()
EI EI
:/14_& 2_PA¢U2
EI EI ~

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili Laplaceov razvoj po prvom retku.
Sada su svojstvene vrijednosti matrice A rjeSenja jednadzbe det(A — Al,) = 0, tj. jednadzbe

EIX* — To2* — pAw® = 0.
Za fiksan w, ova jednadZzba ima 4 rjeSenja:
i, =i, A%, ="y, za A" =Ir], 2" = Vr,
pri ¢emu su " i ¥~ nultocke parabole EI? — Tyl — pAw?, tj.

Ty + JT; + 4pAEIW?

"= 2EI

Dakle, svako rjeSenje je linearna kombinacija sinusa, kosinusa, hiperboli¢kog sinusa i hi-
perbolickog kosinusa:
postoji (a, b, c,d) € R* t.d.

i(x, w) = acosh(A"x) + b sinh(1"x) + c cos(1™x) + d sin(1™ x).
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Iskoristimo 1i rubne uvjete u tocki x = 0, dobivamo a = ¢ = 0. Analogno, rubni uvjeti u
tocki x = L daju

F* +r)bsinh(A*L) =0 = b=0
" +r)dsin(A’L)=0 = dneNtd A L=nn

Znaci, postoji n € N* takav da w = w,, pri ¢emu je

_ P’
VIrflL=nr = —r = —

12
EI
= To— JT§ +4pAEIw? = —2n27r2E
EI E*I?
=T+ 4T0n27r2ﬁ +4n'*nt 7 T3 + 4pAEIw?
I +n'n i = PAw;

» 22 To ( nzﬂzEI)
" pAL? ToL?

Konacno, korjenovanjem te dijeljenjem s 27t dobivamo frekvencije Zice u Euler-Bernoullije-
vom sustavu

T, . nEl
— 1 B= .
pA T()LZ

\/ 1
fn=nfoV1+ Bn?> |, prifemu fo:i

Iz ovog teorema jasno se vidi da svojstvene frekvencije Euler-Bernoullijeve Zice nisu

harmoni¢ne ve¢ se odmicu od spektralnih harmonika preko koeficijenta neharmoni¢nosti
B te ih zato zovemo parcijali.
Nadalje, kako A. Stulov navodi u [4], iz tehni¢kih razloga i zbog preporuka iskusnih gra-
ditelja klavira napetost Zice T, mora biti konstantna ili barem priblizno konstantna duz
diskanta, tj. u smjeru viSih tonova, vidi sliku (2.3). Uo¢imo da u smjeru diskanta Zice pos-
taju sve krace, odnosno koeficijent L postaje sve manji te koeficijent neharmoni¢nosti B
raste u smjeru diskanta pa je neharmoni¢nost znacajnija kod visih tonova nego kod dubljih.
Medutim, ljudsko uho neharmoni¢nost cuje vise kod dubljih tonova. To je zato Sto kod
dubokih tonova ¢ujemo i do 300 parcijala dok kod visih tonova ve¢ nakon prvih nekoliko
parcijala frekvencije predu prag od 20kHz preko kojeg ljudsko uho vise ne moZze Cuti.
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Slika 2.3: Prikaz polozaja klavirskih Zica. Crvenom bojom su oznacene bas Zice, a plavom
Zice diskanta te je strelicom oznacena linija koja sijece Zice na tocki udara batica.

Preuzeto iz [4].

Razvijmo funkciju f(x) = x V1 + x? u Taylorov red oko 0:

2x2
) = (x V1 + 22 e
(T )
2 2 2x
+l( 2x +2xvl+x x2'71+x2)
2 2\/1+x2 1+x2

X
x=0

+( 1+ x%+
x=0

x2

x=0

. x3
x=0

1 2\-3/2 3 27=5/2 5 2\-7/2 4
+ﬂ(—15x(1+x) + 145+ 4550 + ) )L:O.x

+0(x°)

1
=x+ §x3 +0(x°) .

Uocimo da moZemo pisati f, = %( \Bn) V1 + (VBn)? pa uzimanjem x = VBn pomoéu
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Taylorovog razvoja dobivamo aproksimacijske formule za parcijale takve da Bn* < 1:

St = %(\/Em + %%(\/Enf

=nfy + €8n® (2.10)

2

P -1 [To EB _ 1 — - [ToEl
gdje je fo_zL\/pA 1 e =3/B= 5\t -

Dok za dovoljno velike n koristimo da je V1 + Bn? ~ VBn? pa vrijedi
fo~nfoVBn? = n*f, VB .

Dakle, za parcijale kada n — co imamo formule

EB 2 EB . . (EB 7T El
~ , ed = VBfy = — +|—. 2.11
St~ ST gdieje 7 = VBfo = o5 A (2.11)

Uocimo da je disperzija, tj. ovisnost brzine o broju valova, Zeljena posljedica krutosti Zice
te da se niske frekvencije dane sa (2.10) ponasSaju onako kako ofekujemo (linearno po
n). Medutim, visoke frekvencije dane sa (2.11) nisu u skladu s fizikalnim opazanjima veé
smo dobili da se u neograni¢enoj prostornoj domeni brzina Sirenja beskonacno povecava
s brojem valova (frekvencije su reda n?). To nas motivira da pokusamo poboljiati ovaj
model.

2.3 Timosenkov model klavirske zice

U prvoj polovici 20. stoljeca Stjepan TimosSenko je napravio je prosirenje Euler-Bernoullije-
ve teorije tako da je uveo utjecaj smi¢nog naprezanja pri popreCnom savijanju te rotacijsku
inerciju. U TimoSenkovoj teoriji popre€ni presjeci, koji su prije deformiranja bili okomiti
na uzduZnu os, rotiraju se oko tocaka na neutralnoj liniji i ostaju ravni, ali nakon deformi-
ranja viSe nisu okomiti na elasti¢nu liniju, upravo zbog toga §to je u ovu teoriju ukljucena
kutna deformacija koja nastaje zbog djelovanja smi¢nog naprezanja pri poprecnom savija-
nju.

Dakle, uvodimo novu nepoznanicu ¢ koja predstavlja kutnu deformaciju. Takoder se
uz ve¢ poznati moment inercije / i Youngov modul E javljaju i novi koeficijenti: smicni
modul G i parametar «. Parametar « je efektivni parametar uveden kako bi kompenzirao
aproksimaciju smicanja na sredini poprecnog presjeka Zice te su mu vrijednosti izmedu 0 i
1. Uo¢imo da 1 dalje imamo ukljeStene (eng. simply supported) rubne uvjete.
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T
Slika 2.5: Rotacije unutar ravnog po- Slika 2.6: Prikaz nepoznanica u(x) i ¢(x) u
precnog presjeka. Preuzeto iz [2]. TimoSenkovom modelu.
Dakle, dobivamo sljedeci sustav
Aa2 (x,1) — (AG +T)(92 (x, 1)+ AG 0 (x,1) =S(x,1)
—u(x,t) — K —u(x, k—p(x, 1) = S(x, ,
P " 9x2 ox”
182 (x,1) Ela2 (x,1) — AG 9 (x, 1) + AGkp(x,1) =0
—(x, 1) — EI—¢(x,t) — AGk—u(x, kp(x,t) = ;
Por? ox2” ox i
u(x,0) = du(x,0)=0 (2.12)

wO,)=u(L,t)=0 ,
©(x,0) = 0,0(x,0) =0
0.¢(0,1) = 0xp(L,1) =0
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Sada ¢emo pokazati da su rubni uvjeti u TimoSenkovom modelu u skladu s rubnim
uvjetima kod Euler-Bernoullijevog klavirske Zice.
Neka je x, € {0,L}. Uocimo da je iz rubnih uvjeta u(x,,t) = 0 konstantna funkcija po
varijabli ¢ pa slijedi 0,,u(x,, t) = 0. Uvrstimo li x, u prvu jednadZbu sustava (2.12) iz rubnih
uvjeta slijedi

0’ 0’ 0
PA —u(x,,t) —(AGk + To) —u(x,,t) + AG k—(x,,1t) = S(x,, 1) .
or? 0x? 0x
——— ————
=0 =0

Dakle, ako sile ne djeluju na Zicu ili djeluju na nju daleko od njenih rubova, tj. S(x,) = 0,
dobivamo

2

0
@M(X,,I) =0, (2.13)

Sto su rubni uvjeti sustava (2.7).

Pretpostavimo da je G = 0 ili k = 0. Tada sustav (2.12) prelazi u sljedeca dva nezavisna
sustava:

82 2
pA@u(x, 1 — Toﬁu(x, H=3S(x,1
u(x,0) = 0,u(x,0) =0 (2.14)
w0, =u(L,t)=0,

& &
@(x,0) = 0ip(x,0) = 0 (2.15)

0,9(0,1) = 0,p(L, 1) =0.

Uocimo da je rjeSenje sustava (2.15) ¢ = 0, pa dobivamo da je TimoSenkov model (2.12)
poopcenje modela (2.1). S druge strane, iz druge jednadzbe sustava (2.12) uz odgovarajuce
pretpostavke (npr. AGk > 1) se moze dobiti

AGK(ax‘P - 6)@\:”) = Elaxxxxu 5

pa uvrStavanjem u prvu jednadzbu sustava (2.12) upravo dobivamo Euler-Bernoullijevu
jednadZnu. Dakle, TimoSenkov model (2.12) je poopéenje Euler-Bernoullijevog modela
2.7).
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Iduéi teorem govori o svojstvenim frekvencijama jednadzbi TimoSenkovog modela, te
o kutnim frekvencijama koje se javljaju kao posljedica kutne deformacije te izraZavaju
brzinu promjene faznog kuta izraZenog u radijanima.

Teorem 2.3.1 (Svojstvene frekvencije TimoSenkovog modela). Pretpostavimo da je EA >
Ty i neka su

PA _pl _AGk AGk

kA st _ACK - Aok 2.16
“=rack  PTE o YT E ! To + AGk 2.16)

Tada su kutne frekvencije i svojstvene frekvencije pridruzene TimoSenkovom sustavu redom

dane s .
wy,

wi=\Qr |, ff=1, (2.17)
2n
pri cemu
2T (@ +B) + ay — VA, CT (@ +B) + ay + A,
2af8 2ap3
22 2 n’*n*  n*n
B = (5@ B+ ay) —ap(y( - 0" + ) (2.19)

Dokaz. Napravit ¢emo Fourierovu transformaciju po vremenskoj varijabli. Oznacimo s w
Fourierovu vremensku varijablu. Sada imamo

0? 0 o
—pszﬁ(x, w) — (AGk + Ty)—ii(x, w) + AGk—@(x, w) = S (x, w)
0x? 0x

2

—plw?(x, w) — EI 4 (x, w) — AGKaﬁﬁ(x, w) + AGkp(x,w) =0
X

5%

Oznacimo matrice

_(pPA O _(To+AGk O [ 0  -AGk (O 0
M_(O pI)’A_( 0 El B = AGk 0 , €= 0 —-AGk

1 vektore

koji ovise o varijabli x te o parametru w.
Sada sustav mozemo zapisati kao

—w’MX =AX" +BX +CX + F,
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pri ¢emu je X’ derivacija po varijabli x.

Uoc¢imo da se ovaj sustav moZe svesti na sustav prvog reda. Neka je ¥ = X
sustav, odnosno pocetni sustav (2.12) moZemo ekvivalentno zapisati kao sljedeci sustav s
4 nepoznanice

X). Tada gornji

0

) ,  pricemuD = ( Al (C(J)r WMD) A_IEB). (2.20)
Primijetimo da je sustav (2.20) dobro definiran jer je matrica A regularna osim kada je
EI = 0. Medutim, kad bi bilo EI = 0 onda bi se model (2.12) sveo na prvi model valne
jednadzbe drugog reda (2.1).

Kako bismo rijesili sustav (2.20), najprije moramo naci svojstvene vrijednosti matrice D
(prema Teoremu 1.2.5). Ra¢unamo matrice A~! i C + w*M

1
A—l — (T0+(1)4GK g) s
El
g [PAW? 0
C+a)M—( 0 plwz—AGK) ’

pa dobivamo

2
plw™—AGk
O EI

pAw2
A—I(C + (,()2M) — (T0+AGK 0 ] ,

. 0 —-AGk
A7B = AGx To+AGk
= 0

Dakle, matricu D moZemo zapisati kao

0 0 -1 0

0 0 0 -1
alw) O 0 dw))|”’

0 bw) cw) O

pri emu su

A i AG
aw) = =2, bw= 2 w28
To + AGk El El
a B Y
AGk AGk
= —_ , d —
cw) =7 (@) = = A«
~—
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gdje su @, 8,7y, 6 zadani s (2.16).
Izracunajmo determinantu matrice D — Al pomocu Laplaceovog razvoja po prvom retku:

-2 0 -1 0
det(D — AL) = 0 _O’l _OA _dl
0 b |

-1 0 -1 [0 -1 -1

=-1l0 -1 d|- 0 d

b ¢ =1 0 b -2

= A= = bA + cdd) — (—ab — al?)
=+ 2a+b-cd) +ab.

Znamo da su svojstvene vrijednosti matrice D kompleksni brojevi A takvi da det(D —Al,) =
0, pa trazimo A takav da vrijedi

A+ 2%@+b-cd)+ab=0.

Sada dobivamo jednadzbu 4. stupnja koja povezuje svojstvene vrijednosti A s Fourierovom
vremenskom varijablom w

A+ ((a/ +Bw® —y(1 - 6))/12 +afw* —ayw’ =0.

Kako se pojavljuju samo parne potencije, moZemo staviti A = 22 i Q = w? pa dobivamo
jednadzbu drugog reda po A

A2+ ((a +B)Q - ¥(1 —6))A+aﬁ§22 —yQ =0, (2.21)
pri ¢emu je Q parametar koji zadovoljava Q = w? > 0. Diskriminanta je dana s
2
AQ) = ((@ +B)Q = y(1 = ) - 42Q(BQ - 7)
= (= BY’Q” + (day = 2y(a + B)(1 - 5))9 +y*(1 - 8)%.

Pokazimo da (2.21) ima uvijek dva razliCita realna rjeSenja za sve vrijednosti parametra
Q > 0, odnosno dovoljno je pokazati

VQ>0) AC)>0 . (2.22)

Analizirajmo funkciju Q — A(Q). Za a # B rijeC je o paraboli koja je okrenuta prema gore
(jer je vodedi koeficijent (o — B)* pozitivan). Dakle, ako joj je diskriminanta A negativna,
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za svaki Q € R ¢emo imati A(€2) > 0. Pokazimo da to ipak nije slucaj. Naime,

& = (day - 2y(@+ B)(1 - 0)) —4(a— Yy - 6
= 16a%y* — 16ay*(a + B)(1 = 8) + 4y*(a + B)*(1 — 6)* — 4(a — B)*¥*(1 = 6)*
= 16a%y* — 16ay*(a + B)(1 - 6) + 16aBy*(1 — 6)*
= 16y’a(a - (@ + p)(1 - 6) + B(1 - 6)?)
= 16y%a(as + 86 — 286 + 55°)
= 16y%6e(a + B(6 - 1)),
PokaZzimo da vrijedi }
EA>Ty=A>0.
Neka je EA > T,,. UoCimo

A=16y%6a(a+B©6-1)20
sa+BE6-1)>0.
Vrijedi
PA pl , AGk
+BO0-1)= ———F + = —— -
a+pO -1 = 7k EI(T0+AG/< )
_ p(EA +AGK—TQ—AGK)
" E T, + AGk
_p EA-T,
 ET,+AGk

>0

Dakle, kako je EA > T, za klavirske Zice (prema [2]), imamo A >0.
Time smo dobili da A(Q2) mijenja predznak ovisno o €, ali pokaZimo da se joj sve nultocke
negativne. Zaista, kako je 6 < 1 dobivamo sljedecu strogu nejednakost

A0) =y (1 =6)* >0,
pa imamo

A'(0) =day —2y(@+B)(1 -6) >0 o day > 2y(a+ B)(1 - 6)
© 2a+ 28 -2(a+ ) <4a
2B - a) <2a+p)

_EA-T, _ EA

=3 <l+—-—)
AGk Ty + AGk
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Sto vrijedi jer je EA — Ty > 0.

Dakle, parabola A(Q2) je okrenuta prema gore (jer je vodeci koeficijent pozitivan), vrijed-
nost u 0 joj je pozitivna i vrijednost njene derivacije u 0 je pozitivna $to znaci da su joj
nultocke negativne pa za @ # S vrijedi A(Q) > 0, VQ > 0. Analogno se pokaze i slucaj
kada @ = 8 (A je rastuéi pravac s pozitivnom vrijednoS¢u u tocki 2 = 0) te je time tvrdnja
(2.22) pokazana.

Slijedi da za Q > O jednadzba (2.21) ima 2 razliCita realna rjeSenja A~ = A™(Q) i
AT = AT(Q) takva da

vy - 9) — (@ +B)Q - VAQ)

A @) = : :
A = MU= =@ H0 s VAT

PokaZimo da ova rjeSenja zadovoljavaju
vVQ >0 A (<0
AT <0 & Q> %
e Akoje y(1 —9) — (o + B)Q < 0, tada trivijalno vrijedi
VAQ) 2 y(1-6) - (@ +p)Q,
tj. A7(QQ) <0.
Ako je y(1 = 8) = (@ + B)Q > 0, tada je Q < =2 pa vrijedi Q < %. Sada imamo
VAQ) > y(1 = 6) — (@ + B)Q
& —4aQPRL-y) >0,
pri ¢emu zadnja nejednakost vrijedi jer Q < % Dakle, A=(Q2) < 0.
e Neka je A*(Q) < 0. Tada vrijedi
VAQ) < (@ +pQ -y -0),

pa kvadriranjem dobivamo
—-4aQ(BQ -vy) <0.

Sto znadi daje Q > 5
Obratno, neka je 2 > % Tada vrijedi
(1 =8 +(@+pQ = —y(1-0) +(a +ﬁ%

ay
=yo+—2>0.
B
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Kako je (@ + B)Q — y(1 — 6) > 0, nejednakost VA(Q) < (@ + B)Q — y(1 —9) je
2

ekvivalentna nejednakosti A(Q2) < ((a +B)Q —y(1 - 6)) , Sto je dalje ekvivalentno s

—4aQ(BQ - y) < 0. Zadnja nejednakost vrijedi jer je 2 > % Dakle, A*(Q) < 0.

Sada dobivamo 4 razlicite (kompleksne) svojstvene vrijednosti matrice D:
)P =A i) =A"

Ovisno o vrijednosti varijable Q2 dobivamo:

Q|0 YIB ©0
AL +i VIA=(Q)| +i VA= (Q)]
7 + VAT (Q) +i VIAT(Q)]
Dakle, rjeSenja sustava (2.20) moZemo zapisatu u bazi {e'-*, et+*, e, el

postoje konstante P, O, R, S ovisne o parametru w takve da
i(x, ) = P(w)e™ + Q(w)e™ + R(w)e™ + S (w)e™** .

Sada koristimo (2.13) i rubne uvjete za ii(x, w) koji su isti kao i rubni uvjeti za u(x, t), pa
dobivamo
10,w)=0"0,w) =L, w) =" (L,w) =0,

pri ¢emu nam ’ predstavlja derivacije po x.
Slijede jednadZbe kompatibilnosti

(L1) P+O0+R+S5S=0
(L2) P2 + QA7) + R +S(A5)* =0
(L3) Pet-L + Qe/l;L + Re/ltL + Se/lj:L =0
(L4) P(/l:)Qe/l:L + Q(/l;)ze/uL + R(/lt)Ze/tL + S(/li)ze,liL -0
IzvrSimo li sada operacije (L2) — (A7)(L1) 1 (L2) — (A*)(L1) dobivamo
P+OOAN -A)+R+S)A"-AH=0 = R+S5=0
P+QOA"-A)+R+S)HA*"-AH=0 => P+0=0
Dakle, prve dvije jednadZbe su trivijalne te nam preostaje
P(e/l:L _ e/l;L) + R(e/ltL _ e/ltL) =0 ,

P(A—)(e/l:L _ eﬁ;L) n R(A+)(e/1tL _ e/liL) -0
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Uocimo, da rjeSenje i ne bi bilo nula nuzno je da ovaj sustav ima barem jedno rjeSenje
razli¢ito od nula. Dakle, pripadna matrica sustava treba biti singularna, odnosno dolazimo

do idudih uvjeta na svojstvene vrijednosti
oL _ QAL UL _ QAL o
(A—)(e/lIL _ e/HL) (A+)(e/lfL _ e/IIL) -

o (e/l:L _ e/l;L)(A+ _ A—)(e/lfL _ e/liL) =0

det

Kako su A* i A~ razli¢ite, imamo dvije moguénosti

- - .. + +
ettt =0 ili et -ett=0,

" sinhx = €= i prethodne tablice slijedi

ef—e”

pa iz relacija sinx = <

inh( VA*L) =0, za Q
sin(viAdp =0 i MTOVATD =0,z R </
sin( VIA*|IL) =0,za Q > y/B
dneZ td VIATIL=nr ili VAt=0 ,zaQ <vy/B
. . (2.23)
dneZ td VIA[L=nr i dAmeZ td. VIA'IL=mn ,zaQ>vy/B

Kako bismo nasli svojstvene frekvencije Zice pridruzene kruznim frekvencijama koje za-
dovoljavaju (2.23), moramo rijesiti iduée jednadzbe

Y =6) — (@ +pB)QA - VALY _1127r2

A (Q) = . o (2.24)
— _ 2.2
AT Q) = y(1-96) - (a J;,B)Q + VAQ) _ _mL;r Qs . (2.25)

Lako se pokaZe da postoje jedinstveni Q, i Q; takvi da

n*n? m*n?

A (Q) = 7E i AT(Q))=- T

Obzirom na dane rubne uvjete mozemo eksplicitno izracunati vrijednosti Q, i . Zaista,
po definiciji A™(€2,)) je jedno od dva rjeSenja jednadzbe (2.21) parametrizirane s €2 pa
slijedi

(A7@) + (@ +BQ, —¥(1 - 9)A (@) + B, — @y, =0.

. e e A _ .. . 2.2 .
Sada moZemo zamijeniti A”(£,) s vrijednostima —*73- pa dobivamo

2.2 2.2 4.4

aBQ,) ~ (@ + ) + V), +¥(1 =05 + 5

Tt =Y
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Dobili smo jednadZbu drugog stupnja koju ¢emo rijesiti pomocu njene diskriminante

ey 2 n*n*  n*nt
A, = (7(0/ +p) + CY)’) - 4aﬂ(y(1 —0) [P )
n*n? n'nt
= a’z’)/2 + 2&'77(@ +ﬁ - 2ﬁ(1 - 5)) + (a/ _ﬁ)ZF 20

Ova jednadzba ima 2 rjeSenja (koja su zapravo dobivena invertiranjem A~ i A* u jed-
nadzbama (2.24)). Ova rjeSenja su pozitivna (korijeni parabole okrenute prema gore, pozi-
tivne u 0 1 negativne derivacije u 0) i za fiksan n € N* je

o . Eetpray= V& . FE@+p)+ay+ VA,
" 203 " 20 '

Konacno, pridruzene kutne i svojstvene frekvencije su redom dane s

S H

w
wrf:\/ﬂ_ﬁ,ffzg-

Dakle, uo¢imo da smo dobili 2 tipa frekvencija. Jedne pridruZene transverzalnom po-
maku u 1 druge pridruZene smicanju, tj. kutnoj deformaciji ¢.

Sada mozemo naci aproksimacijske formule za parcijale transverzalnih vibracija Zice.
Pomocu Taylorovog razvoja za male n dobivamo

fr=nfy+€en’+0m) ,zamalen, (2.26)

i & =L [0 1 _ 2 [LEI]_ T
pri emu fo = 5; A€ T ap pATO(l EA).

Uocimo da smo dobili formulu sli¢nu kao i (2.10), tj. razvojem smo dobili sli¢an
koeficijent. Takoder, izraz ;—;" je manji od 1. Nadalje vidimo da TimoSenkov model daje
sli¢ne svojstvene frekvencije za mali n kao 1 Euler-Bernoulli.

Sada na ekvivalentan nacin dobijemo aproksimacijske formule za frekvencije s velikim 7.
Primjetimo da je 8 < @ zbog EA > T. Dakle, za n — oo imamo

1 T+ AG
franfl L pricemu  f7=— [T 2E

n A Y , N — 00, (2.27)
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Iz jednadZbe je vidljivo da parcijali dobiveni pomoc¢u TimoSenkovog modela teZe prema
parcijalima harmonicne Zice, $to znaci da imamo konac¢nu brzinu Sirenja u neogranicenoj
domeni (za razliku od Euler-Bernoullijevog modela).

S druge strane, Taylorov razvoj za parcijale pridruZene smicanju daje sljedece formule

1 |AGk #(E + Gk) / 1
T _ 2 4
fir= > ol + E ; Kn +O0(n") ,zamalen, (2.28)
1 E

fr~nfl L pritemu  fT =

3L ; , N — 00, (2.29)

0 =8 1 il
0 500 1000 1500 2000 2500

Slika 2.7: Prikaz dva tipa svojstvenih frekvencija TimoSenkovog sustava (2.12), za notu
D1. Plava predstavlja frekvencije pomaka, a crvena frekvencije smicanja.
Asimptote svake krivulje predstavljene su tockicama. Preuzeto iz [2].

Dakle, krutost klavirske Zice se manifestirala i u spektralnoj i u vremenskoj domeni.
Njezin najveci efekt je neharmoni¢nost parcijala koja je jedna od najvecih znacajki svakog
instrumenta te utjeCe na percepciju tona. U vremenskoj domeni, krutost Zice uzrokuje dis-
perziju valova koja se manifestira kao pomak u frekvenciji i tzv. prekursorima vidljivima
na mostu klavira.
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U ovom radu smo vidjeli dva modela krute Zice dobivena prilagodavanjem Euler-Bernoullijevog
1 TimoSenkovog modela grede. Ta dva modela su davali sli¢ne rezultate za prvih nekoliko
parcijala, medutim kod visokih frekvencija TimoSenkov model daje konac¢nu brzinu Sirenja
vala. Dakle, preferiramo TimoSenkov model jer bolje opisuje stvarnu situaciju.

2.4 Geometrijski egzaktan model klavirske Zice

Eksperimentalno je pokazano da udarac bati¢a po klavirskoj Zici ne proizvede samo tran-
sverzalni val veC i longitudinalni. Te kao posljedicu longitudinalnog vala imamo tzv.

T
e

Slika 2.8: Prikaz longitudinalnog vala Zice. Preuzeto iz [2].

,wolfton”. Takoder zbog longitudinalnog vala ton bolje zvuci kada je ustiman na krivu
frekvenciju (u transverzalnom smislu) i potrebno je uskladiti frekvencije i transverzalnog
1 longitudinalnog vala. Osim toga, longitudinalni valovi se prenose preko mosta do rezo-
nantne ploce i dalje na klavirsku strukturu, a pojavljuju se i prekurzije na mostu, tj. Cuje
se zvuk prije nego Sto transverzalni val dospije do mosta. To se dogada zato Sto je lon-
gitudinalni val brZi od transverzalnog. Dakle, longitudinalni valovi jako pridonose boji i
kvaliteti tona te uvelike pridonose prijenosu vibracija sa Zica na ostatak klavirske strukture
te ¢emo u ovom odjeljku napraviti model klavirske Zice koji opisuje i njeno transverzalno
1 longitudinalno gibanje te omogucava daljnje modeliranje spoja Zica s mostom iako se u
ovom radom time necemo baviti.

Zelja nam je opisati geometriju klavirske Zice bez aproksimacija i bez lineariziranja
tenzora deformacije. Po Hookovom zakonu, naprezanje i deformacija ostaju afine. Zato
¢emo razmatrati napetost Zice koja varira obzirom na vrijeme i polozaj na Zici zbog lo-
kalnih varijacija longitudinalne vibracije. Dakle, model koji se dobije ovim pristupom se
naziva geometrijski egzaktan model, a naziv je dobio zbog nelinearnosti koje dolaze iz
vjerodostojnog opisa geometrije a ne zbog nelinearnosti odnosa naprezanja i deformacije.
Takoder ¢emo pretpostaviti da se gibanje Zice dogada unutar jedne ravnine.
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< DISPLACEMENT »

< SOUND PRESSURE >
i

bl

TH'E tml.usmmnsl 78.13

Slika 2.9: Prikaz postojanja prekurzija u zvuku. Transverzalni pomak Zice (gore) i pojava
zvuka (dolje) u vremenu. Preuzeto iz [2].

Slika 2.10: Prikaz nepoznanica u 1 v u geometrijski egzaktnom modelu.

Neka je u transverzalni pomak klavirske Zice (kao i ranije) te neka je v longitudinalni
pomak. Tada dobivamo sljedeci sustav



POGLAVLIJE 2. MATEMATICKI MODELI KLAVIRA 35

Y W 2y
pAat2 0x(EAECu —(EA-T)) 4 ) =Sx,0 ,
V& + (1 + 2oy
2 1+ 2y
% - g(EAaiv _(EA—Ty) 0 ) -0 . (2.30)

\/(6 wp + (1+ Zv)2

u(,1) = u(L,t) =v(0,1) =v(L,t) =0 ,
u(x,0) = o,u(x,0) = v(x,0) = 9,v(x,0) =0

Sustav (2.30) moZemo zapisati 1 u apstraktnoj formi kao
i 0
A—q — —
pAZd 8(@(qﬁ ,
q0.H=q(L,n=0 , (2.31)
q(x,0) =0,q(x,0) =0 ,

pri Cemu je

q:(u,V) 5

F=(,0 , (2.32)
O _EA D o EA D o \/i 9 o _q.9

Hﬂwm—z%ﬂ)+2%;)(MLR%(MW+U+wW a+mw

Pokaze se da funkcional H,, predstavlja potencijalnu energiju deformacije (vidi [2]),
te je iz tog razloga dodan ¢lan 1 + %v kako bi jednadZba ostala invarijantna i kako bi se
osigurala pozitivnost potencijalne energije.

Osim geometrijski egzaktnog modela postoje i neki aproksimacijski modeli (Vidi [2D).

-----

deformacije tenzora. Tada funkcional iz sustava (2.31) ima oblik

T EA EA-T EA-T EA-T
H,p(u,v) = ?Ouz + 7\/2 + Touzv + g Ot — 3 02 (2.33)
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Pokazimo da rjeSenje geometrijski egzaktnog modela postoji. Opcenito, u teoriji hiper-
bolickih sustava ¢ak i ako su inicijalni uvjeti regularni, kod rjeSenja ta regularnost se moze
izgubiti nakon odredenog vremenskog intervala. Pokazat ¢emo da geometrijski egzaktan
model zadovoljava uvjete sljedeCeg Ta-Tsien teorema $to garantira postojanje rjeSenja.

Teorem 2.4.1 (Teorem o postojanju jedinstvenog rjeSenja za Hamiltonov sustav valnih jed-
nadzbi). Neka je H : RY — R funkcija klase C* te neka je strogo konveksna u okolini tocke
0. Neka su (1;(q), vi(q))i<i<n Strogo pozitivne i razlicite svojstvene vrijednosti i svojstveni
vektori Hessianove matrice D*H(q). Pretpostavimo da postoji okolina tocke 0 D < RN
takva da

VAi(q) - vi(q) =0, Yq € D.

Nadalje, pretpostavimo da qo € C?, q; € C' i da oba imaju kompaktan nosac sadrZan u
[@o, Bol- Tada postoji 6y > 0 takva da ako vrijedi

0 = (By — ) sup{laf (¥)l, I ()1} < 6,
xeR

onda Cauchyjev problem

nadiq. : RxR* —» RVt.d.

&2 9 P
—C——VH—C):O , R.t>0 .
o ax( (559 xew. 1>

0
4c(x,0) = qo(x), 2-q(x,0) = qi(%)

ima jedinstveno globalno rjesenje q.(x,t) € C*(R x R*).

Dokaz. Vidi [2]. O

Teorem 2.4.2 (Teorem o geometrijski egzaktnom modelu). Geometrijski egzaktan model
(2.30) zadovoljava pretpostavke teorema (2.4.1).

Dokaz. Neka je, kao ranije, He, : R* — R definiran s

0 EA 0 EA 0 0 0 0
Heg(-00) = —~ (-1’ ——CZ—EA—T(\/—C2 T v = (14 v0)
(5200 = Z-(u) + o (5v)? = (EA = To) 4 (G- + (1 v = (14 2-vo)

.0
= EAH.,(—q,
g(axq)
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Neka je @ = E?Z_;T”, tada
-~ 0 1 0 1 0 0 0 0
He_c:__cz'*'__cz_ (\/_6‘2+1+_02_1+_c)-
(5200 = 5 + 5200 = a \ (o + (14 v = (1+ 2ov)
Uocimo da vrijedi
~ 1 —a?
He - ’_1 =
o(—a,—1) 3
~ 1
H.,(0,-1) = =
20.-D =7
- 1 —a?
Ao(+a,-1) = 2“

Dakle, H., nije konveksna funkcija (jer je slika tocke (0, —1) veéa od slike drugih dviju).
Nadalje, uo¢imo da funkcija I:Ieg nije regularna, ¢ak nije ni klase C' oko tocke (0, —1).
Medutim, pokazat ¢emo da je Fleg lokalno klase C* 1 konveksna u okolini tocke (0, 0).
Pogledajmo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore od Dzﬁeg(Ux). Imamo

Vﬂeg(Ux) = Vl:leg(uxv Vx)

gOR e )

Pa slijedi

Dzﬁeg(uxa vy) = Idg2 —

@ ( A+v)?  —u(l+ vx))
( /”% F(1+v)2)3 —u (1 +v,) u% '
Svojstvene vrijednosti ove matrice su

a

Vi + (1 +v,)?

/ll(um vx) =1 i /lZ(Mm Vx) =1-

s pripadnim svojstvenim vektorima

Uy
1+v,

Vl(”x, Vx) = (

) 1 Vauy, vy) = (_(1 " VX)) .

Uy

Dakle, svojstvena vrijednost 4, je konstantna u ravnini (u,, v,) dok druga ¢ini koncentri¢ne
kruZznice sa srediStem u tocki (0,—1). Takoder, sustav je strogo hiperboli¢an, odnosno

Ay, A, > 0, dokle god vrijedi
NIEE+ (L +v)? > a.
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Uocimo da to svojstvo vrijedi oko tocke (0, 0) jer je 0 < @ < 1. Naime, iz EA > T slijedi
a>0,tejea<ljerjeTy>01FEA>DO.

Pogledajmo jo$ svojstvena polja. Kako je prva svojstvena vrijednost konstantna, njezino
svojstveno polje je trivijalno. Dok za drugu svojstvenu vrijednost imamo

V/lZ(ux’ Vx) =

@ U,
(Vi T+ ()

pa slijedi

V/ll(ux, Vx) : VZ(uxa Vx) =

@ ( Uy ).(—(1+vx)):()
i ) e )70

Dakle i svojstveno polje druge svojstvene vrijednosti je trivijalno.Dodamo 1i joS pretpos-
tavke na pocCetne uvjete problema mozemo primijeniti teorem (2.4.1) i time je tvrdnja do-
kazana. O



Poglavlje 3
Simulacije

U ovom poglavlju ¢emo prikazati mogucnosti matematickih simulacija modela predstav-
ljenih u proSlom poglavlju. Matemati¢ke simulacije su izvedene iz diskretizacije varijante
geometrijski egzaktnog modela zapisane u varijacijskoj formulaciji. Cilj nam je prikazati
kako predstavljeni modeli klavirske Zice dobro opisuju ponasanje klavirske Zice i zvuka u
svakom registru, od niskog preko srednjeg pa sve do visokog registra. Takoder, u simu-
lacijama e se vidjeti manifestacija krutosti Zice kao unutraSnje prigusivanje titranja Zice.
Napravit ¢emo 1 usporedbu sa stvarnim mjerenjima tamo gdje je to moguce. Sve slike su
preuzete iz [2].

Spektrogram je trodimenzionalna reprezentacija zvuka koja prikazuje ovisnost frek-

vencije o vremenu. Tri dimenzije spektrograma su vrijeme na x-osi izraZeno u sekundama,
frekvencije na y-osi izraZzene u Hz-ima te intenzitet zvuka u decibelima prikazanog pomocu
boja na grafu. Prikazat ¢emo spektrogram za svaki ton te ¢emo uociti prisutnost harmo-
nika po ravnim linijama koje su u periodi¢cnom razmaku. Dakako, kao §to smo i pokazali,
spektar nije harmonican, ali su odstupanja dovoljno mala da se to na grafovima nece toliko
ocitavati. Takoder ¢emo uociti da te linije nisu jednake duljine, medutim, to je u skladu s
fizikalnim opaZanjima jer ne traju sve frekvencije jednako dugo.
Titranje klavirske Zice u neposrednoj okolici mijenja tlak zraka, te se taj poremecaj tlaka
prenosi na susjedne Cestice te tako zvuk nastaje i Siri se kroz prostor. 1z tog razloga, za svaki
ton ¢emo prikazati i tlak u ovisnosti o vremenu te ¢emo, tamo gdje je moguce, napraviti
usporedbu sa stvarnim mjerenjima.
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Ton Dis1

Ton Disl je vrlo dubok ton na samom dnu donjeg registra. Osnovna frekvencija mu je 39
Hz, a dobiva se udarom bati¢a po jednoj namotanoj zici. Kod dubokih tonova Zica se omota
fleksibilnijom bakrenom Zicom kako bi joj se poveéao promjer u svrhu povecanja gustoce
linearne mase, a bez da se smanji napetost Zice.
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Slika 3.1: Prikaz ovisnosti tlaka (Pa) o vre- Slika 3.2:  Egzaktni prikaz ovisnosti
menu (s) za ton Disl. tlaka (Pa) o vremenu (s) za ton Disl.

Uocimo da su grafovi jako sli¢ni osim $to je amplituda simulacija Cetiri puta manja. Medutim,
kako navode u [2], to vjerojatno proizlazi iz pozicije na kojoj je smjeSten mikrofon.

Slika 3.3: Spektrogram - simulacija Slika 3.4: Spektrogram - egzaktno
Frekvencije (Hz) kroz vrijeme (s). Frekvencije (Hz) kroz vrijeme (s).
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Na oba spektrograma vidimo prisutnost harmonika transverzalnih vibracija, ali i longitudi-
nalnih. Intenzitet zvuka ima negativne vrijednosti, te O decibela oznacava najjaci intenzitet
i na grafu je oznacen crvenom bojom, a -70 predstavlja najslabiji intenzitet zvuka i oznacen
je plavom bojom. Skala je negativna jer je intenzitet zvuka relativna velicina te ovisi o tome
Sto se uzima za referentnu velicinu.

Ton C2

Ton C2 se nalazi u donjem registru klavira. Osnovna frekvencija mu je 65 Hz i dobiva
se udarom batica po dvije namotane Zice. Egzaktna mjerenja za ovaj ton nisu dostupna,
medutim svejedno ¢emo prikazati rezultate simulacija.
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Slika 3.5: Prikaz ovisnosti tlaka (Pa) o vremenu (s) za ton C2.
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Slika 3.6: Spektrogram - simulacija
Frekvencije (Hz) kroz vrijeme (s).

Na grafovima se jasno vide harmonici, medutim uo¢avamo da su grafovi tona C2 tockastiji”’
u usporedbi s grafovima tona Disl.

Ton F3

Ton F3 se nalazi izmedu donjeg i srednjeg registra, osnovna frekvencija mu je 174 Hz, a
dobiva se udarom batica po tri (nenamotane) Zice. Sto su tonovi visi, Zice postaju sve tanje
1 krade, a napetost je i dalje velika Sto rezultira slabim zvukom. 1z tog razloga se za isti ton
stavljaju 3 Zice. Za ton F3 takoder nemamo eksperimentalna mjerenja.
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Slika 3.8: Spektrogram - simulacija

Na grafu tlaka uocavamo tzv. dvostruko odumiranje zvuka, Sto je u skladu s fizikalnim
zapazanjima. Takoder, vidimo da je poremecaj tlaka znatno manji nego kod tonova Disl1 i
C2 sto je i za oCekivati jer tonovi srednjeg registra traju znatno krace nego tonovi donjeg
registra (pod uvjetom da tipka nije otpustena). Na spektrogramu se jasno vide harmonici.
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Ton Cis5

U srednjem registru se nalazi ton Cis5 kojeg Cine tri Zice, a osnovna frekvencija mu je 555
Hz.

08 ’ ) ’ ’ ) ’ o2

04

0.2

o

0.2

04

—L.6[

—0.B 1 . 1 1 . 1 \ , \ \ \ \
o [T 1 1.5 2 25 3 _D'EI]- [LE 1 1.5 2 25 3

Slika 3.9: Prikaz ovisnosti tlaka (Pa) o vre- Slika 3.10:  Egzaktni prikaz ovisnosti

menu (s) za ton Cis5. tlaka (Pa) o vremenu (s) za ton Cis5.

Vidimo da graf dobiven pomocu simulacija daje rezultat vrlo slican grafu dobivenom eg-
zaktnim mjerenjima.

1] 1 2 3

Slika 3.11: Spektrogram - simulacija Slika 3.12: Spektrogram - egzaktno

Simulirani i egzaktni spektrogram su takoder vrlo sli¢ni.
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Ton G6

Ton G6 je u visokom registru i €ine ga tri Zice te mu je osnovna frekvencija 1571 Hz.
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Slika 3.13:  Prikaz ovisnosti tlaka (Pa) o Slika 3.14:  Egzaktni prikaz ovisnosti
vremenu (s) za ton G6. tlaka (Pa) o vremenu (s) za ton G6.

Uocavamo da se grafovi podudaraju, te se na simulacijama dobro moze vidjeti dvostruko
odumiranje zvuka. Takoder uo¢avamo da poremecaj tlaka nakon jedne sekunde gotovo da
i nestaje kod tonova visokog registra, tj. da je trajanje zvuka visokih tonova znatno kraée
nego trajanje zvuka niskih Sto je u skladu s fizikalnim opazanjima.
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Slika 3.15: Spektrogram - simulacija Slika 3.16: Spektrogram - egzaktno

Simulirani spektrogram nema tako bogat spektar kao egzaktni spektrogram, $to je prema
[2] najvjerojatnije uzrokovano premalom brzinom kojom bati¢ udari Zicu. Takoder, uo¢avamo
da se na spektrogramu ne mogu vidjeti longitudinalni harmonici, ali to je ocekivano obzi-
rom na to da je osnovna longitudinalna frekvencija iznad 20 000 Hz.
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Pomaci zice

Sada ¢emo graficki prikazati koliko krutost Zice utjece na njezine pomake. Slika (3.17) pri-
kazuje pomak linearne Zice bez krutosti koja odgovara modelu valne jednadzbe (2.1) opi-
sanog u (2.1), slika (3.18) pokazuje pomak krute Zice koju predstavljaju Euler-Bernoullijev
model (2.7) iz (2.2) te TimoSenkov model (2.12) iz (2.3), dok slika (3.19) prikazuje pomak
krute 1 nelinearne Zice koja je opisana pomocu geometrijski egzaktnog modela (2.30) iz
poglavlja (2.4).

10::1{:-
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Slika 3.17: Prikaz pomaka linearne Zice bez krutosti (u metrima) kroz vrijeme (u sekun-
dama).
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Slika 3.18: Prikaz pomaka krute linearne Zice (u metrima) kroz vrijeme (u sekundama).
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Slika 3.19: Prikaz pomaka krute i nelinearne Zice (u metrima) kroz vrijeme (u sekundama).

0 0.5 - 1 15

Slika 3.20: Prikaz egzaktnog pomaka Zice (u metrima) kroz vrijeme (u sekundama).

Dakle, iz ovih grafova uocavamo koliko uzimanje krutosti u obzir doprinosi realisticnijem
prikazu pomaka Zice. 1z slike (3.18) uo¢avamo da ¢ak 1 kada su zanemareni longitudinalni
valovi, ali Zica je kruta, ve¢ dobivamo pomak Zice jako sli¢an egzaktnom pomaku.



Bibliografija

[1] L. Aganovi¢ i K. Veseli¢, Linearne diferencijalne jednadZbe, Element, 1997.

[2] J. Chabassier, Modelisation et simulation numerique d’un piano par modeled
physiques, Ecole doctorale de I’Ecole Polytechnique, (2012).

[3] B. Stankovié, Projekt klavir - kroz povijest i gradu, (2011), https://apps.unizg.
hr/rektorova-nagrada/javno/stari-radovi/1182/preuzmi, (pristupljeno 6.
veljace 2020.).

[4] A. Stulov, Physical modelling of the piano string scale, (2007).

48


https://apps.unizg.hr/rektorova-nagrada/javno/stari-radovi/1182/preuzmi
https://apps.unizg.hr/rektorova-nagrada/javno/stari-radovi/1182/preuzmi

Sazetak

Klavir je instrument s vrlo bogatom glazbenom literaturom, a sama konstrukcija i izrada
klavira je vrlo zahtjevna i skupa. Razvojem racunala zapoceo je i razvoj softverskih alata
za simuliranje glazbenih instrumenata koji su cjenovno pristupacniji. Svi softverski alati
za podlogu imaju odredeni matemati¢ki model.

U ovom radu predstavljena su 4 razli¢ita modela klavirske Zice, to su redom valna jed-
nadZba, Euler-Bernoullijev model, TimoSenkov model i geometrijski egzaktan model. Mo-
deli prikazuju kako uzimanjem razlicitih pretpostavki za klavirsku Zicu dobivamo razlicite
rezultate, te kako klju¢nu ulogu ima pretpostavka krutosti Zice kojom postiZzemo nehar-
tverskih alata uo€avamo da je simulacija glazbenih instrumenata znacajno napredovala,
medutim idealno rjeSenje joS uvijek nije postignuto tako da je istraZivanje i dalje otvoreno.



Summary

The piano is an instrument with a vast musical literature, but the construction and produc-
tion of the piano is very demanding and expensive. With the development of computers,
the development of software tools for simulating musical instruments, that are more affor-
dable, has begun. All software tools are based on a specific mathematical model.

This paper presents 4 different models of piano strings, namely the wave equation, the
Euler-Bernoulli model, the Tymoshenko model and the geometrically exact model. The
models show that by taking different assumptions for the piano string, we get different
results, also they show how crucial is the assumption of the stiffness of the string which
produces a non-harmonic spectrum that results in a more realistic (non-synthetic) sound.
Analyzing some software tools, we can see that the simulation of musical instruments has
progressed significantly, however, the ideal solution has not yet been reached, so the rese-
arch is still open.
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