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Uvod

Sve sretne obitelji nalikuju jedna na drugu. Svaka nesretna obitelj nesretna je na svoj
nacin.

Lav Nikolajevi¢ Tolstoj, ”Ana Karenjina”

Ovu poznatu misao moZemo interpretirati i u kontekstu dinamickih sustava: svi linearni
dinamicki sustavi nalikuju jedan drugome, a svaki nelinearni dinamicki sustav nelinearan
je na svoj nacin. Upravo je zbog toga prirodna teznja da nelinearne dinamicke sustave na
neki nain uspijemo prevesti u linearne, ¢ime se interpretacija sustava iz podataka te pre-
dikcija ponasSanja u buducnosti svode na poznate 1 rjeSive probleme. Jedan je od nacina
takvog prevodenja promatranje Koopmanovog operatora, koji opisuje ponasanje funkcija
prostora stanja, te Perron-Frobeniusovog operatora, koji opisuje ponaSanje vjerojatnosnih
distribucija prostora stanja pri djelovanju danog dinamickog sustava. Ovi su operatori li-
nearni, ali 1 beskona¢nodimenzionalni. Budu¢i da su primjene dinamickih sustava brojne,
metode aproksimacije ovih operatora vaZzan su alat u mnogim podruc¢jima, primjerice me-
hanici fluida, molekularnoj dinamici, meteorologiji i ekonomiji.

U ovom se radu bavimo razli¢itim aspektima teorije Koopmanovih i Perron-Frobeniusovih
operatora: operatorskim svojstvima, svojstvima spektra, metodama za njihovu numeri¢ku
aproksimaciju, konvergencijom tih metoda te primjenama metoda. Rad se sastoji od tri
poglavlja.

Prvo poglavlje po¢injemo definiranjem Perron-Frobeniusovog operatora # pridruzenog
preslikavanju ® na prostoru (X, X, ). Opravdavamo definiciju na L'(X, Z, u) te komenti-
ramo kada se moZe proSiriti, odnosno restringirati na prostore L”(X,Z, ). Dokazujemo
vezu izmedu ergodi¢nosti transformacije @ i jedinstvenosti stacionarne gustoce operatora
P. Dokazujemo da je P parcijalna izometrija na L'(X, X, u) te komentiramo osnovna svoj-
stva spektra. Nakon toga definiramo Koopmanov operator K pridruZen preslikavanju @,
koji je prirodno definiran na L*(X, X, i). Isto kao i za Perron-Frobeniusov operator, ko-
mentiramo definiranost i ograni¢enost na L”(X, Z, 1) prostorima te dokazujemo da je parci-
jalna izometrija na L*(X, X, u). Komentiramo invertibilnost i svojstva to¢kovnog spektra.



2 SADRZAJ

Nadalje, dokazujemo dualnost Koopmanovog i Perron-Frobeniusovog operatora i poslje-
dice. Za dinamicke sustave s neprekidnim vremenom, definiramo pridruZenu Koopmanovu
i Perron-Frobeniusovu familiju, odnosno polugrupu operatora. Uvodimo pojam generatora
familije 1 komentiramo dovoljne uvjete pod kojima je Koopmanovu i Perron-Frobeniusovu
familiju moguce opisati generatorom. U slucaju kada je sustav zadan obi¢nim diferenci-
jalnim jednadZbama, generatore izvodimo eksplicitno. Takoder, pokazujemo povezanost
svojstvenih vrijednosti i funkcija Koopmanovog operatora i geometrijski bitnih podsku-
pova prostora stanja.

U drugom poglavlju bavimo se numerickom aproksimacijom Perron-Frobeniusovog
1 Koopmanovog operatora. Nakon definicije opcenitih Galerkinovih metoda, opisujemo
Ulamovu metodu, kojoj je ideja diskretizirati prostor stanja te ga promatrati kao Markov-
ljev lanac s kona¢nim prostorom stanja. Zatim definiramo proSirenu dinamic¢ku modalnu
dekompoziciju (engl. Extended Dynamic Mode Decomposition, EDMD), koja aproksimira
Koopmanov operator na nekom kona¢nodimenzionalnom potprostoru funkcija, razapetom
danim rje¢nikom. Definiramo i posebnu vrstu EDMD metode, gEDMD, kojom se, za di-
namicki sustav s neprekidnim vremenom, aproksimira generator pripadaju¢e Koopmanove
polugrupe. Dokazujemo i konvergenciju Ulamove i EDMD metode uz neke dodatne pret-
postavke te isti¢emo sli¢nosti i razlike medu pristupima.

Trece poglavlje posveceno je primjerima na kojima pokazujemo moguénosti danih me-
toda. U prvom primjeru promatramo linearni sustav s diskretnim vremenom te na njemu
testiramo aproksimacije (analiticki poznatih) svojstvenih funkcija i invarijantne mjere sus-
tava dobivene EDMD i Ulamovom metodom. Drugi je primjer sustav s neprekidnim vre-
menom, u kojem takoder mozemo analiticki odrediti svojstvene funkcije Koopmanove
familije. Na njemu radimo aproksimacije svojstvenih funkcija i1 predikciju trajektorija
pomocu EDMD i gEDMD metode. Treci je primjer kaoti¢ni Lorenzov sustav, ¢ije ponasanje,
invarijantne mjere i metastabilna stanja pokuSavamo predvidjeti navedenim metodama.
Cetvrti je sustav visoke dimenzionalnosti u kojem nam pozadinski model nije poznat, &ije
ponasanje takoder pokusavamo rekonstruirati i predvidjeti EDMD i gEDMD metodom.

Htjela bih zahvaliti svojim roditeljima i sestri koji su podrzavali moju ljubav prema ma-
tematici tijekom cijelog mog Skolovanja. Takoder, zahvaljujem mentoru profesoru Drmacu
na vodstvu i savjetima prilikom izrade ovog rada. Naposlijetku, Zelim zahvaliti svim kole-
gama i prijateljima koji su mi uljepsali razdoblje studiranja.



Poglavlje 1

Perron-Frobeniusov i Koopmanov
operator

1.1 Perron-Frobeniusov operator

Neka je (X, Z, i) prostor s mjerom, pri ¢emu je u o-konacna mjera. U daljnjem tekstu
podrazumijeva se da sve jednakosti i nejednakosti vezane uz funkcije definirane na prostoru
s mjerom (X, X, 1) vrijede u-g.s. Sa L'(X, X, i) tada oznaavamo prostor klasa ekvivalen-
cija (s obzirom na relaciju u-g.s. jednakosti) svih izmjerivih funkcija koje su u-integrabilne.

Takoder, kad govorimo o realnim (ili kompleksnim) funkcijama na X, pojam izmjeriva
funkcija odnosi se na Borel izmjerive funkcije, odnosno takve da je f~'(U) € X za sve
otvorene skupove U C R, odnosno U C C.

Vecina rezultata iz ovog poglavlja moZe se naci u [3]].

1.1.1 Markovljevi operatori
Definicija 1.1.1. Neka je f : X — R takva da vrijedi:

fel'X.Z,w, £20, Ifll=1

Tada f nazivamo gustocom. Neka je D = D(X,Z,u) skup svih gustoca na prostoru s
mjerom (X, Z, W).

Definicija 1.1.2. Linearni operator P : L'(X,Z,u) — L' (X, Z, u) je Markovljev operator
ako vrijedi PD C D.

U sljedecoj propoziciji dana su osnovna svojstva Markovljevih operatora. Uredaj f > g
oznacava f(x) > g(x) ,xe X\ E, u(E)=0.

3



4 POGLAVLIJE 1. PERRON-FROBENIUSOV I KOOPMANOV OPERATOR

Propozicija 1.1.3. (Svojstva Markovljevih operatora) Neka je P Markovljev operator na
(X, X, ), te neka su f,g € L"(X, 2, n). Tada vrijedi:

~

ako je f >0, tada je Pf > 0
2. ako je f > g, tada je Pf > Pg
3. PHT<PU)

4. ®PhH <P()

5. PfI<PIf

6. IPfIl <A

Zadnja tvrdnja prethodne propozicije dokazuje ogranicenost, a time i neprekidnost
Markovljevih operatora. Stovise, svaki Markovljev operator je kontrakcija.

Sljedece propozicije daju uvjete pod kojima je funkcija f stacionarna to¢ka operatora
P.

Propozicija 1.1.4. Neka je f € L'(X,Z,u) i neka je P : L"(X,Z,u) — LY(X,Z, u) Mar-
kovljev operator. Tada je ||PfIl = ||f|| ako i samo ako P(f*) i P(f~) imaju g.s. disjunktne
nosace.

Propozicija 1.1.5. Neka je f € L'(X,Z, u) i nekaje P : L\(X, 2, u) — LY(X, X, u) Markov-
ljev operator. Tada je Pf = f ako i samo ako je P(f*) = friP(f)=f".

Prethodna je propozicija korisna jer govori da, ako postoji integrabilna funkcija f takva
da je Pf = f, postoji i nenegativna integrabilna funkcija, a time i gustoca (dana formulom

”;.—1”), koja je takoder fiksna toCka operatora P.

Definicija 1.1.6. Neka je (X, X, i) prostor mjere i neka je P Markovljev operator na L'(X, 2, ).
Stacionarna gustocéa je bilo koja [ € D takva da vrijedi Pf = f.

1.1.2 Definicija i osnovna svojstva Perron-Frobeniusovog operatora

Za prostor s mjerom (X, Z, 1) 1 na njemu definirano izmjerivo preslikavanje © Zeljeli
bismo definirati operator koji bi opisivao na koji se nacin vjerojatnosne gustoce definirane
na (X, X, ) mijenjaju s obzirom na deterministicki dinamicki sustav zadan preslikavanjem
®. Za to su nam potrebni neki dodatni uvjeti na preslikavanje @, primjerice nesingularnost.

Definicija 1.1.7. Izmjerivo preslikavanje © : (X,Z, ) — (X, X, u) je nesingularno ako je
w(®71(A)) = 0 za svaki A € X takav da je u(A) = 0.
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Drugim rijeCima, nesingularno preslikavanje ne moZze preslikati skup pozitivne mjere u
zanemariv skup.

VaZnu vrstu nesingularnih preslikavanja, Cine preslikavanja koja ¢uvaju mjeru:

Definicija 1.1.8. Neka je © izmjerivo preslikavanje na izmjerivom prostoru (X, X). KaZemo
da © ¢uva mjeru u, odnosno da je u invarijantna mjera za ® ako vrijedi

p(@'(A)) = u(A), A€,

Napomena 1.1.9. Zbog Dynkinovog teorema vrijedi da je dovoljno provjeriti da ® cuva
mjeru na nekom generirajucem m-sustavu za X. Dokaz Dynikovog teorema moZe se naci u
skripti kolegija Mjera i integral.

Ako je @ nesingularno preslikavanje te ako definiramo v : ¥ — R kao mjeru takvu
da je v(A) := u(®'(A)), tada je mjera v apsolutno neprekidna u odnosu na p. Ako je v
o-konacna mjera, prema Radon-Nikodymovom teoremu, tada postoji jedinstvena funkcija
h:X — Rtakvadaje v(A) = [, hdu.

Od sada nadalje pretpostavljat cemo da je @ takva transformacija da je mjera v o-
konacna.

Neka je sada @ nesingularno preslikavanje i f € L'(X,Z, ). Za tu funkciju moZemo
definirati realnu mjeru g s:

pp(A) = fdu.
o-1(4)

Ovako definirana mjera je apsolutno neprekidna u odnosu na gore definiranu mjeru

v, a time i apsolutno neprekidna u odnosu na u. Slijedi da postoji jedinstvena funkcija
f : X — R takva da vrijedi:

w = [ fau= | Fau
d1(4) A

Na ovaj na¢in moZemo definirati jedinstveno preslikavanje f +— f koje formaliziramo
u sljedecoj definiciji:

Definicija 1.1.10. Operator Py : LN(X, X, u) — LY(X, Z, u) definiran relacijom

fw=fﬁﬁw (L.1)
A

o-'(4)

nazivamo Perron-Frobeniusov operator pridruZen preslikavanju ®.
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U sljedecoj nam je napomeni cilj provjeriti da su Perron-Frobeniusovi operatori po-
sebna vrsta Markovljevih operatora. Prije napomene navest ¢emo tehni¢ku lemu iz koje ée
slijediti svojstva 11 4.

Lema 1.1.11. Neka su f,g € L'(X, X, u) takve da vrijedi:

ffd,u:fgd,u, A€l
A A

Napomena 1.1.12. Neka je P Perron-Frobeniusov operator pridruZen nesingularnom pres-
likavanju ®. Tada vrijedi:

Tada je | = g u-g.s.

1. P je linearan operator.

[Panvoman= [ @hbprdgi=a [ fduss [ fidu-

O-1(4) O-1(4) O-1(4)

af?fl dp+bf?)f2du=f(a?)f1+b¢’f2)d,u.
A A A

2. P je pozitivan operator, tj. f > 0(g.s.) povlaci Pf > 0 (g.s.).
Pretpostavimo suprotno, i neka je E := {x € X : Pf(x) < 0}. Prema pretpostavci je

U(E) >0, atimei fESDf du < 0. Slijedi da je ID*‘(E) f du < 0. Kontradikcija.

3. [(Pfdu= [, fdu(trivijaino).

4. Pq)loq)z = P@lpq)z. Posebno, Pq)n = (Pq))n.

f Poeanf dit = f f du = f fdu = f Po f dyt = f PoPonf di.

@jod; 1(4) (Y (CI) 1(A)) o7 1(A)

Preostaje joS komentirati kada Perron-Frobeniusov operator moZzemo promatrati na
B(LP(X,Z,u)) za 1l < p < oo. Ispostavlja se da na prostoru konacne mjere (gdje vrijedi
L(X,Z, ) € LP(X,Z,;) € LY (X,Z,u) za 1 < p < o0), za dovoljno dobra preslikavanja,
Perron-Frobeniusov operator ”Cuva” p-integrabilnost.

Prvo dokazujemo opéenitu tvrdnju za p = oo:
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Lema 1.1.13. Neka je (X, Z, i) prostor o-konacne mjere, ® : X — X izmjerivo preslikava-
nje za koje vrijedi u(®'(A)) < bu(A), A € X za neki b > 0 te neka je P Perron-Frobeniusov
operator pridruZen preslikavanju ®. Tada vrijedi:

1P fllee < D11 fllo -
Dokaz. Neka je a € R te neka je A = {|Pf| > a}. Vrijedi (primijetimo |Pf| < P|f]| <
Pl f1l)D):
)< [Pridu<ile [ Prag=1fl [ tdu=Ilou@ @) < bl
A A O1(4)

Dakle, ako je co > u(A) > 0, slijedi a < b||f|-

Preostaje komentirati slucaj kada je u(A) = co. Bududi da vrijedi X = |J B, pri ¢emu

n=1
jeu(B,) < oo, neN,tadazaA = |J(B,NA) postoji k t.d. je u(By NA) > 0. Buduéi da sve

n=1
nejednakosti u gornjoj jednadzbi vrijede za B, N A, tvrdnja a < b||f]|,, 1 dalje vrijedi, pa iz
definicije esencijalnog supremuma slijedi [|Pfll., < D ||f]le- |

Primijetimo da gornja tvrdnja povlaci da je £ kontrakcija na L*(X, X, u) u sluc¢aju kada
4 Cuva mjeru.

U dokazu za 1 < p < oo koristit éemo Holderovu nejednakost za pozitivne operatore
(dokaz se moZe pronadi u [3]):

Teorem 1.1.14. Neka je (X, X, u) prostor s mjerom i neka je 7 : L'(X,Z, ) — L°(X, 2, u)
pozitivan linearan operator; pri cemu s L(X, 2, u) oznac¢avamo skup svih izmjerivih funk-
cija na (X, Z, u). Tada vrijedi:

T(f 9 < (TP (T g7,
zasve l < p,q < oo, % + 611 =1te fel’(X,Z,un),geL1(X,Zu.

Teorem 1.1.15. Neka je P Perron-Frobeniusov operator na L'(X, 2, u) pridruZen preslika-
vanju ® za koje vrijedi u(®~'(A)) < bu(A), A € X za neki b > 0. Tada vrijedi:

1Pfll, < CUAl, f € LNX,Z, 1) 0 LP(X,Z, ),

za neki C > 0 te za svaki 1 < p < oo. Posebno, ako ® ¢uva mjeru, tada je C = 1, odnosno
P je kontrakcija na L'(X, 2, 1) N LP(X, X, 1), za sve 1 < p < oo.
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Dokaz. Prema prethodno dokazanoj propoziciji vrijedi Pya < P1 < b. Neka je [ €
LP(X,Z,u)NLY(X, Z, u) takva da je skup A := {f # 0} konane mjere. Stoga po Holderovoj
nejednakosti vrijedi:

PIIP = [Pfxal’ < PP Pal)i = PP Pxa)i < biPIfIP.
Integriranjem slijedi:
IPAIE < ba IPIFPN, < b9 FPI < be IIFIIL.

odnosno [|Pf]|, < bi /11, Buduci da se svaka funkcija iz LY(X,Z, 1) N LP(X, X, 1) moze
zapisati kao limes funkcija iz L'(X, Z, u) N LP(X, X, 1) s nosalima konaéne mjere, tvrdnja
je dokazana. O

Sljedeci primjer pokazat ¢e da u slucaju kad ne vrijedi svojstvo iz prethodnog teorema
Perron-Frobeniusov operator doista ne preslikava p-integrabilne funkcije u p-integrabilne
funkcije.

Primjer 1.1.16. Neka je X = R* sa standardnom Lebesgueovom mjerom i Borelovom
o-algebrom i neka je ®(x) = +/x. Tada je pridruZeni Perron-Frobeniusov operator zadan
formulom Pf(x) = 2xf(x?). Provjerimo to (neka je g(x) := 2xf(x?)):

b b2
bfgw=fﬂﬁhw=ffmw:f fau= [ Prau
(a,b) a a? @1 ((a,by) (a,by

pri ¢emu smo koristili standardnu zamjenu varijabli za Riemannov integral.

Neka je sada f(x) = x* za neki a € R, tada je Pf(x) = 2x***!. Poznato nam je da u
ovom slucaju vrijedi x* € LP(X,Z,u) < pa < —1. Sada zanpr. p = 10,a = 0.2,
vrijedi x* € LP(X,Z, ), ali x**! ¢ LP(X,Z, u) (jer je pa = =5, ali p(2a + 1) = 6). Dakle,
Perron-Frobeniusov operator u ovom slu¢aju ne ¢uva p-integrabilnost.

Naravno, u(®~'((a,b))) = u((a® b*)) = b* — d*, a 5% = -, §to nije ograniceno

odozgo na R*; dakle, svojstvo iz prethodnog teorema ne vrijedi.

1.1.3 Ergodic¢nost i Perron-Frobeniusov operator

U ovom ¢emo odjeljku dokazati teorem koji govori o ekvivalenciji ergodi¢nosti presli-
kavanja 1 jedinstvenosti stacionarne gustoée Perron-Frobeniusovog operatora pridruZzenog
tom preslikavanju. Definirajmo najprije ergodsko preslikavanje:



1.1. PERRON-FROBENIUSOV OPERATOR 9

Definicija 1.1.17. Neka je @ izmjerivo preslikavanje na (X, Z, 1) i neka je A € . KaZemo
da je skup A @ -invarijantan ako vrijedi ®'(A) = A.

KaZemo da je preslikavanje @ ergodsko ako za svaki ®-invarijantan skup A vrijedi u(A) =
0 ili u(A°) = 0.

Prije dokaza glavnog rezultata dokazat ¢emo teorem o povezanosti ®-invarijantnih
mjera i fiksnih toCaka pripadajuceg Perron-Frobeniusovog operatora za nesingularno pres-
likavanje @ te propoziciju koja govori o povezanosti nosaca funkcije f > 0 i nosaca njezine
slike Pf.

Teorem 1.1.18. Neka je P Perron-Frobeniusov operator pridruZen nesingularnom presli-
kavanju ® : X — X i neka je f € L'(X,Z,u) nenegativna funkcija. Konaéna mjera uy
definirana s ps(A) := fA f du je invarijantna za ®© ako i samo ako je Pf = f.

Dokaz.
Hy(A) = fA fdu.

@@= [ fau= [ Pran

@1(4)
Iz gornjih jednakosti trivijalno slijedi jedan smjer, a uz pomo¢ leme|l.1.11}1 drugi.
Propozicija 1.1.19. Neka je A € X i f > 0. Tada vrijedi:

f)((D_l(A) = O — PfXA = O

Posebno, vrijedi:
@' (supp Pf) D supp f.

Dokaz. Zbog nenegativnosti funkcija f xo-14) 1 Pf xa vrijedi:

Pxew=0 = [ frowdi=0 = [ fau=0
X d-1(4)

= f?’fd,u:() = fPfXAd,u:O — Pfxa=0.
A X

Takoder, vrijedi:

fau= [ sau= [ Prau= | prau= [ rau
supp f X X supp Pf O~ (supp Pf)
pa zbog f > 0 slijedi ®~!(supp Pf) D supp f. m|
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Teorem 1.1.20. Neka je (X, X, u) prostor s mjerom, ® : X — X nesingularna transfor-
macija i P Perron-Frobeniusov operator pridruZen preslikavanju ®. Ako je ® ergodsko
preslikavanje s obzirom na u, tada P ima najvise jednu stacionarnu gustocu. Obratno, ako
P ima jedinstvenu stacionarnu gustocu f* i f* je strogo pozitivna na X, tada je ®© ergodska
s obzirom na p i s obzirom na invarijantnu mjeru i y-.

Dokaz. Pretpostavimo da # ima dvije razliCite stacionarne gustoe fi > 01 f, > 01
pronadimo skupove koji su @ invarijantni.

Nekaje A :={x: fi(x) > L(x)}1B:={x: fi(x) < fo(x)}. Zbog fi # frje u(A U B) > 0,
a zbog nenegativnosti i normiranosti dobivamo u(A) > 0 te u(B) > 0. Takoder, ako je
g = fi — f», tada vrijedi Pg = g, a zbog propozicije[I.1.5|za Markovljeve operatore vrijedi
Pgt = gt 1Pg” = g, §to u kombinaciji s prethodnom propozicijom daje A C ®~'(A), jer
je A =suppgtte BC ®!(B),jerje B=suppg .

Dakle, vrijedi:

Acd A cod2A)c---cd"A)C...

Bc®YB) cd?B)c---cOB)C...
Buduéi daje AN B =0, vrijedi i ®™"(A) N ®*(B) = () za svaki n € N. Ako definiramo
A= f]o (), B = f]o ®"(B), tada vrijedi i A N B = 0. Takoder je u(A) > u(A) > 0 i

(B) = u(B) > 0.
Takoder, vrijedi:

o 1(A) = cD—l( 0 CD‘”(A)) = CJ O 1(A) = 0 DO (A) = A,
n=0 n=0 n=0

te analogna tvrdnja vrijedi za B. Dakle, konstruirali smo dva disjunktna ®-invarijantna
skupa pozitivne mjere, Sto znaci da im komplementi ne mogu biti zanemarivi skupovi.
Dakle @ nije ergodsko.

Pretpostavimo sada da je f* > 0 jedinstvena stacionarna gustoca operatora ¥ i pretpos-
tavimo da ® nije ergodsko preslikavanje. Tada postoji ®-invarijantan skup A € X takav da
je u(A) > 01 u(A°) > 0 (a zbog stroge pozitivnosti funkcije f* vrijedi us(A) = 0
U(A) = 0). Tada f* moZemo zapisati kao f* = f*ya + f*xac.

Vrijedi:

Fxa+ fxae =1 =Pf =P xa) + P(f xae)
Funkcija s lijeve strane je strogo pozitivna, pa je i funkcija s desne strane strogo pozi-
tivna. Iz prethodne propozicije znamo f x¢14) = 0 & P(fxa) = 0, odnosno u



1.1. PERRON-FROBENIUSOV OPERATOR 11

ovom sluCaju f* x4 = 0 < P(f"xa) = 0, pa zbog stroge pozitivnosti od f* vrijedi
A = supp f* xa = suppP(f*xa) 1 analogno A° = supp f*xyac = supp P(f*xac). To u kom-
binaciji s prethodnom jednadZzbom daje P(f*xa) = f'xa 1 P(f*xa) = fxa. Buduéi da
su f*ya 1 f*xac nenegativne integrabilne funkcije, mnozenjem s prikladnom konstantom
mozemo ih normirati i dobiti dvije razliCite stacionarne gustoce od %, Sto je u kontradikciji
s pretpostavkom.

O

1.1.4 Teorem o dekompoziciji

U ovom odjeljku dokazat cemo da je Perron-Frobeniusov operator parcijalna izometrija
na L'(X, X, i), odnosno izometrija na L' (X, ®7'Z, ).

Kako bismo to pokazali, bit ¢e nam potrebno uvjetno ocekivanje:

Definicija 1.1.21. Neka je (X, X, i) prostor s mjerom, G C X o-algebra, te neka je f €
LY(X,Z, ). Uvjetno olekivanje funkcije f s obzirom na G je jedinstvena funkcija f €

LY (X, G, u) za koju vrijedi:
[Fau= [ sau acq
A A

Preslikavanje Eg : L'(X, X, 1) — L' (X, G, ) definirano kao Ef = f je linearni opera-
tor koji zovemo operator uvjetnog ocekivanja s obzirom na G.

Iz svojstava uvjetnog ocekivanja znamo da je &f > 0 za f > 0 te da je ||Ef|| = ||f]l, iz
Cega zakljuCujemo da je operator uvjetnog ocekivanja Markovljev operator. 1z toga slijedi
IELI < |If]l. Takoder, iz svojstava uvjetnog ocCekivanja znamo da vrijedi Ef = f ako 1
samo ako je f € L'(X, G, u). Dakle, E je zapravo projektor s L' (X, X, 1) na L'(X, G, ) te
je IE|l = 1. Zbog toga vrijedi: L'(X,Z, 1) = Im(E) & Ker(E)

Za dokaz teorema o dekompoziciji, promatrat ¢emo operator uvjetnog ocekivanja s ob-
zirom na o-algebru ®~'X. Prvo navodimo lemu koja karakterizira @' Z-izmjerive funkcije.

Sjetimo se da smo za nesingularno preslikavanje @ definirali mjeru v = y o ®~!. Taje
mjera apsolutno neprekidna u odnosu na y, te postoji jedinstvena funkcija 4 : X — R takva
daje v(A) = [, hdp.

Lema 1.1.22. Vrijedi da je f € LYX,® ', u) ako i samo ako je f = g o ® za neki
g € LI(X, X, v). Nadalje, ako je f = g o ®, tada vrijedi ||f |, = ligll,, odnosno preslikavanje
f > g je izometricki izomorfizam prostora L'(X, ®7'Z, u) i L'(X, Z, ).



12 POGLAVLIJE 1. PERRON-FROBENIUSOV I KOOPMANOV OPERATOR

Dokaz. Ako je f = go ® zaneki g € LY(X,Z,v), tada je f~'(A) = O (g7'(A)) €
O7'E, A €X, dakle f je @ 'Z-izmjeriva. Takoder, vrijedi:

A1l = f fl dut = f gl 0 ® dy = f gl dv = ligl,
X X X

iz Cega slijedi da je tada f € LY(X, ®7'Z, u).
Neka je sad f € LY(X,®7'X, ). Treba pokazati da tada postoji g € L'(X,Z,v) takva
daje f = go®. Akoje f = yazaneki A € ®'X, tadaje g = x5, gdjeje B € X
takav da vrijedi ® !(B) = A. Primjenom Lebesgueove indukcije, tvrdnja vrijedi za sve
feLMX, D', ). 0

Sada smo spremni dokazati Ding-Honorov teorem o dekompoziciji.

Teorem 1.1.23. Neka je (X, X, i) prostor s mjerom te neka je ® : X — X nesingularna

transformacija takva da je prostor (X, ®'X, u) o-konacan i neka je P : L' (X,Z,u) —

LY(X, X, i) Perron-Frobeniusov operator pridruzen preslikavanju ®. Tada vrijedi:
L'(X,Z,p1) = Ker(P)© L'(X, D%, )

te je P izometrija na L'(X, @', u), odnosno P je parcijalna izometrija.

Dokaz. Dokazimo prvo Ker(&) c Ker(P).
Neka je f € L'(X, X, it). Prema definiciji operatora &, za svaki A € X vrijedi:

fP(f—Sf)du=f fdu—f &f du =0
A C[)’I(A) CD’I(A)
Dakle, Pf = PES, pa vrijedi Ker(E) c Ker(P).

Dokazat cemo da vrijedi [|Pfll, = [Ifll, za sve f € LY(X,®7'Z, p), iz Cega slijedi
Ker(P) N L'(X, ®7'Z, ) = Ker(P) N Im(E) = {0}. Iz toga Ce, zbog L'(X, X, ) = Ker(E) @
Im(&) slijediti Ker(P) = Ker(E) i LY(X,Z, u) = Ker(P) & L'(X, ®™'Z, ) te da je P parci-
jalna izometrija.

Neka je f € L'(X,®7'Z, u). Iz prethodne leme znamo da je f = go ® za neki g €
L'(X,Z,v). Sada vrijedi:

f@fdu:f fd,uzf go(I)dy:fgdv:fghdy AeX
A 1 (A) -1 (A) A A

iz ¢ega mozemo zakljuciti:
Pf = gh (1.2)
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pri ¢emu je h gore definirana Radon-Nikodymova derivacija mjere v u odnosu na .

Sada je [|PfI|, = llghll, = ligll, = llf1l,. kako smo dokazali u prethodnoj lemi, &ime je
tvrdnja dokazana.
o

Korolar 1.1.24. Slika Perron-Frobeniusovog operatora P je zatvorena.

Promotrimo jednakost u slucaju kada je @ invertibilno preslikavanje. Jednostavno
se pokazuje da je tada ®'(Z) = X te o¢ito za g := f o @~ ! vrijedi f = g o ®. Time gornja
formula postaje:

Pr(x) = f(O ' (x)h(x) (1.3)

Posebno, za X ¢ R” vrijedi poznata formula zamjene varijabli:

Pf(x) = f(O(x))| det VO (x)| (1.4)

1.1.5 Spektar Perron-Frobeniusovog operatora

Iako smo do sada Perron-Frobeniusov operator definirali samo za realne funkcije, jed-
nostavnim se rastavom po linearnosti proSiruje na kompleksne funkcije te sva gore nave-
dena svojstva i dalje vrijede.

Za ograniCen operator A na Banachovom prostoru spektar o (A) definiramo kao skup
svih kompleksnih brojeva A za koje ne postoji ogranicen operator inverzan operatoru A—A1.

Oznakom o ,(A) oznaCavat Cemo fockovni spektar, oznakom o .(A) rezidualni spektar,
oznakom o .(A) kontinuirani spektar te oznakom o ,(A) aproksimativni tockovni spektar.

Brojeve A € 0,(A) zvat ¢emo svojstvene vrijednosti, a pripadne funkcije svojstvene
Jfunkcije.

Prvo navodimo dvije jednostavne propozicije vezane uz svojstvene vrijednosti, od-
nosno svojstvene funkcije Perron-Frobeniusovog operatora:

Propozicija 1.1.25. Neka je f takva da vrijedi Pf = Af. Ako je A # 1, onda je fo du = 0.

Dokaz. Tvrdnja slijedi trivijalno iz fX‘P f du = fx fdu.

Propozicija 1.1.26. Ako je P injekcija i f takva da je Pf = Af, tada je || = 1.
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Dokaz. 1z teorema o dekompoziciji znamo da je ¥ injekcija ako i1 samo ako je izometrija.
Dakle [|fl; = [IPfIl; = |AlIlfl,, iz Cega slijedi tvrdnja. O

Navedimo i dodatnu tvrdnju koja vrijedi za izometrije na Banachovim prostorima:

Teorem 1.1.27. Neka je B Banachov prostor i neka je T : B — B izometrija. Tada
0 € o(T)poviaci o(T) =D, a0 ¢ o(T) povlaci o(T) C ID, pri Cemu je D jedinicna
kugla u C.

Dakle, za injektivni Perron-Frobeniusov operator znamo opisati spektar.

Spomenimo jos tvrdnju koja vrijedi za tockovni spektar Perron-Frobeniusovih opera-
tora. Dokaz se moze nadi u [g]].

Propozicija 1.1.28. Neka je ® nesingularno preslikavanje na (X, X, u). Definirajmo niz
o-algebri (T,)nen na sljedeci nacin T, := X, iy = O3, i neka je T, = N 2k Ako je
(X, Z) prostor o-konacne mjere, tada je za svaki k € N dobro definiran &, operator uvjet-
nog ocekivanja s obzirom na Xy, te je dobro definiran i E. operator uvjetnog ocekivanja
pridruZen Xo.. Ako niz & jako konvergira prema E, tada je o ,(P) C 0D U {0}.
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1.2 Koopmanov operator

U ovom poglavlju definirat éemo Koopmanov operator i pokazati na koji je nacin pove-
zan s prethodno definiranim Perron-Frobeniusovim operatorom te analizirati njegov spek-
tar te povezanost s bitnim elementima u analizi dinamickih sustava.

1.2.1 Definicija i osnovna svojstva
Definicija 1.2.1. Neka je (X,Z, u) prostor mjere te neka je ® : X — X nesingularno
preslikavanje. Operator Ko : L*(X,Z, u) = L=(X, X, u) definiran s:

Kof(x) = f(O(x), xe€X, [feLXEZ ), (1.5)

nazivamo Koopmanov operator pridruzen preslikavanju ®.

U daljnjem tekstu, ako je preslikavanje @ jedinstveno odredeno kontekstom, koristit
¢emo samo oznaku K.

Napomena 1.2.2. Bitno je naglasiti da je u ovoj definiciji nesingularnost vrlo vaZna. Na-
ime, iako je djelovanje operatora K dobro definirano na funkcijama f : X — R, nije a
priori jasno da za fi = fo u — g.s. nuzno vrijedi Kfy = Kfo u — g.s.. Medutim, vrijedi:

p(Kfi # KhHD = p(ix : filDX) # H(@(x)) = w(@'{fi # /D) =0,

pri cemu smo u zadnjoj jednakosti koristili nesingularnost preslikavanja ® i cinjenicu

da je u({fr # f2}) = 0.

Napomena 1.2.3. Koopmanov operator je trivijalno lineran, a zbog

K flleo = esssup K f () = esssup | f(S ()] < [Ifll

xeX xeX

Jje, kao i Perron-Frobeniusov operator, kontrakcija. Takoder, Ko, .0, = Ko, Ko,, te Ko =
(Ko)". Koopmanov operator je pozitivan u smislu da za f > 0 u — (g.s.) vrijedi Kf > 0
u—(g.s.). Uistom je smislu i monoton: za f > g u —(g.s.) vrijedi Kf > Kg u — (g.s.).

Napomena 1.2.4. Neka je Y C X izmjeriv podskup te neka je ® : Y — X nesingularno
preslikavanje. Tada moZemo definirati generalizirani Koopmanov operator formulom:

f(@(x), xeY

k= {15 T

Bitno svojstvo Koopmanovog operatora, koje ¢emo Cesto koristiti u dokazima, dano je
u sljedecoj lemi:
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Lema 1.2.5. Neka je K Koopmanov operator pridruZen nesingularnom preslikavanju .
Tada vrijedi:
WXA :X(D_'(A) A€,

Dokaz.

= Xo-1(A)-

1, (0] A 1, (D—l A
WXA(x):XA(tD(x)):{ (x) € _{ xed(A)

0, ®x)¢A |0, xed(A)
O

Dakle, jedno od svojstava Koopmanovog operatora je da karakteristine funkcije sku-
pova preslikava u karakteristi¢ne funkcije skupova. Pokazuje se da je, za dovoljno li-
jepe prostore (X, Z, i), upravo to svojstvo koje karakterizira Koopmanove operatore medu
ograni¢enim operatorima na prostorima L”(X,Z,u), 1 < p < oo. Kazemo da je (X, Z, i)
standardni Borelov prostor ako je X podskup potpunog separabilnog metrickog prostora,
a X Borelova o-algebra. Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [13].

Teorem 1.2.6. Neka je (X, X, u) standardni Borelov prostor i neka je C skup svih karak-
teristicnih funkcija skupova iz X. Neka je K € LP(X,Z,u). Tada je K generalizirani
Koopmanov operator na L (X, Z, i) ako i samo ako vrijedi:

KCr cc?,
pri cemu je CP := CN LP(X, Z, ).

Korolar 1.2.7. Neka je (X,Z, u) standardni Borelov prostor i neka je K € LP(X,Z, ).
Tada je K generalizirani Koopmanov operator na LP (X, Z, i) ako i samo ako vrijedi K(f g) =
KfKg f.g€LP(X,Z,p)

1.2.2 Teorem o dekompoziciji

U ovom odjeljku iskazat ¢emo teorem o dekompoziciji, koji govori da je Koopmanov
operator parcijalna izometrija na L= (X, X, u).
Uz vec koriStene oznake v = uo o' h= fl—;, prvo navodimo karakterizaciju za Ker K
Lema 1.2.8.
KerK ={g € L™(X,Z, ) : v(supp g) = 0} = {g € L™(X, Z, ) : p(supp g N supp h) = O}.
Dokaz. Neka je Kg = 0. Po definiciji je tada u(supp g o @) = 0, odnosno u(®~! (supp g)) =
v(supp g) = fs h du = 0, $to povlaci sve tvrdnje.

upp
O
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Za A C X, oznacit ¢emo L¥(A) := L*(A, X4, 1). Primijetimo da gornja lema povlaci
Ker K = L*((supp h)°).

Teorem 1.2.9. Neka je K : L*(X,Z,u) — L¥(X,Z,u) Koopmanov operator pridruZen
nesingularnom preslikavanju ®. Tada vrijedi:

L™(X,Z,u) = Ker K & L*(supp h), (1.6)
te je K izometrija na L™ (supp h).
Dokaz. Za svaki M € R vrijedi:

K (UM, +00)) = {x : (f o ®)(x) > M} = D' ({x: f(x) > M}) = 7' (f (M, +o0))).

Slijedi:
P S (M, +00))) = (7' (f (M, +00)))) = v(f~ (M, +00))) = f h dp.
1M +o0))
Ako bi £ bila strogo pozitivna, tada bi gornja jednakost povlacila:
MK S (M, +00))) > 0 &= pu(f (M, +00))) > 0
pa bi po definiciji esencijalnog supremuma vrijedilo ||Kfll, = [fll.. Odmah za-

kljuCujemo da je K|sppr izometrija, a zbog prethodne leme je Kjsuppnyc = 0.

Tvrdnja slijedi jer svaku funkciju f mozemo zapisati kao f = fxswpph + fX(suppry- O

Korolar 1.2.10. Im K je zatvoren potprostor od L (X, Z, ).

1.2.3 Spektar Koopmanovog operatora

U ovom odjeljku navest ¢emo najvaznija svojstva spektra Koopmanovog operatora.

Za svojstvene vrijednosti i funkcije Koopmanovog operatora, vrijedi sljedeca jednos-
tavna propozicija:

Propozicija 1.2.11. Neka je K : ¥ — F Koopmanov operator priduZen preslikavanju ®
na prostoru (X, 2, p), pri cemu je ¥ bilo koji potprostor skupa {f : f : X — C} koji sadrzi
konstantne funkcije i zatvoren je na mnoZenje (po tockama). Tada je skup svih svojstvenih
funkcija operatora K, s operacijom mnoZenja po tockama, Abelov monoid. Tocnije, ako
su fi, f» € F svojstvene funkcije operatora K sa svojstvenim vrijednostima A, i A, tada je
f1f> svojstvena funkcija operatora K sa svojstvenom vrijednosti A, 4,.
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Dokaz.
K(f1.2)x) = LLO(X) L(D(x)) = KK f(x), xeX.

Dakle, K(fi1f2) = KfiKf,. Ako su fi i f, svojstvene funkcije sa svojstvenim vrijed-
nostima A; i A, vrijedi:

K(fif2) = KAKf = A fidafo = idas(fifo),

¢ime je tvrdnja dokazana.
O

Gornja propozicija govori nam da je to¢kovni spektar Koopmanovog operatora zatvo-
ren na mnozenje. Takoder, primijetimo da su konstantne funkcije uvijek svojstvene funk-
cije Koopmanovog operatora sa svojstvenom vrijednosti 1.

Primjer 1.2.12. (Koopmanov operator za linearni dinamicki sustav u diskretnom vremenu)
Promotrimo linearni dinamic¢ki sustav x..; = Mx,, M € R*“ x € R? i neka matrica M ima
d lijevih svojstvenih vektora wy,...,w; € R? s pripadajuéim svojstvenim vrijednostima
Ai,...,Aq. Tadajezasve i = 1,...,d funkcija f;(x) = wix svojstvena funkcija operatora K
s pridruZzenom svojstvenom vrijednosti A;

Kfi(x) = filMx) = wiMx = 4wix = 4, fi(x).

Prema gornjoj propoziciji, sada su sve funkcije oblika:

i = oo’
i=1

svojstvene funkcije s pripadaju¢om svojstvenom vrijednosti 4, = []}, /lﬁ", pri Cemu je
I € N? multiindeks.

1.2.4 Koopmanov operator za preslikavanja koja cuvaju mjeru

U ovom odjeljku dokazujemo vaznu propoziciju o izometricnosti Koopmanovog ope-
ratora pridruzenog preslikavanju koje ¢uva mjeru. Ta ¢e nam propozicija dati dovoljne
uvjete pod kojima Koopmanov operator mozemo promatrati kao K € B(L”(X, X, w)), za
1 < p<+oo:

Propozicija 1.2.13. Neka je ©® : (X, Z,u) — (X, X, u) preslikavanje koje cuva mjeru i
K : L(X,Z,u) = L=(X, Z, w) pridruzen Koopmanov operator. Tada je K : LP(X,Z, u) —
LP(X, X, u) dobro definirana izometrija, za sve 1 < p < +o0o.
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Dokaz. Potrebno je dokazati ||7(f||p =Ifll,,zal < p < +oo.

Za p = oo, to je direktna posljedica teorema o dekompoziciji, jer je u slucaju presli-
kavanja koja ¢uvaju mjeru, pridruZena Radon-Nikodymova derivacija h strogo pozitivna,
odnosno supp h = X.

Neka jesad 1 < p < +ooineka je f = ya zaneki A € X. Prisjetimo se, tada je

(Kf:/\,/qu(A)-
KA = fXIWfI” dp = (D~ (A)) = wA) = 11115

Neka je sad f nenegativna jednostavna izmjeriva funkcija f = . a;f;, gdje je fi = xa,

i=1
(A))i=1...n particijaskupa X ,tea; > 0i = 1,...,n. Napomenimo da je tada i (D' (A))i;
takoder particija skupa X.

HWﬂﬁzl;Wﬂ“m=~£
_Zf -1(A))

.....

Za?(f' du = Zf.(A) Z 7<fjp
i=1 i=1 =1
d/“‘ Zfl( x| du =

:Z%mem-z@mm:mﬂwg
i=1

i=1

du =

aj/\/‘l’ (A7)

Neka je sada f limes rastueg niza nenegativnih jednostavnih izmjerivih funkcija (f,,)en
za koje znamo da vrijedi [|K 1|, = |l full,- Koopmanov operator je monoton, pa je (K f,)nen
takoder rastuci niz nenegativnih izmjerivih funkcija. Takoder, Vx € X, vrijedi lim K f,(x) =

lim f,(®(x)) = f(O(x)) = K f(x). Dakle, niz (K f,,).ey monotono raste prema K f pa pri-
mjenom Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo |||, = lim [|f,]l, =
Im IKfll, = || im Kfol| = IK S,

Sada, zbog ||f|| = |||f||| te K|f| = |Kf| tvrdnja vrijedi za sve f € LP(X, X, u).

O

Zanimljivo je navesti i nuZzne i dovoljne uvjete pod kojima se Koopmanov operator
moze promatrati kao K : LP(X,Z,u) — LP(X,Z,u). Primijetimo da se dovoljnost moze
dokazati na isti nacin kao i gornji teorem, a cijeli se dokaz moze naci u [13]].
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Teorem 1.2.14. Neka je (X, Z, i) prostor o-konacne mjere i neka je ® izmjerivo preslika-
vanje. Tada je pridruZeni Koopmanov operator Ko € B(LP (X, Z, u)) ako i samo ako postoji
b > 0 takav da vrijedi:

u(®'(A)) < bu(d), AcX.
U tom je slucaju || K f1], < b 11,

Napomena 1.2.15. Bitna razlika izmedu teoremal.2.14]i[1.2.6| je u tome sto teorem
daje nuzne i dovoljne uvjete pod kojima Koopmanov operator prevodi funkcije iz L (X, X, i)

u funkcije iz LP(X, X, 1), a teorem daje dodatni uvjet na to kada je on ogranicen u
nekoj (a time i svakoj) p-normi za 1 < p < oo.

Primijetimo da nam izometri¢nost operatora K garantira njegovu injektivnost te da je
Im K zatvoren potprostor od L”(X, Z, ). Ako bi Im %K bila gust potprostor od L”(X, Z, u),
tada bi K bio bijektivan i, prema teoremu o inverznom preslikavanju, imao ograniceni
inverz K~'. Logi¢no bi bilo povezati invertibilnost funkcije ®, invertibilnost danog di-
namickog sustava te invertibilnost pripadaju¢eg Koopmanovog operatora, $to je upravo
tema sljedeceg razmatranja.

Invertibilnost Koopmanovog operatora za preslikavanja koja ¢cuvaju mjeru

Izmjerivo preslikavanje ® : X — X inducira transformaciju ®* : ¥ — X formulom
®*(A) = ®!(A), Ako ® Cuva mjeru, tada ®* moZemo promatrati kao izometriju na T s
obzirom na metriku d(A, B) := u(AAB). Tada je posebno ®* injekcija.

Prvo éemo navesti dvije razlicite definicije invertibilnosti dinamickog sustava (X, ®) te
diskutirati u kojim su slucajevima ekvivalentne, a tada ¢emo dokazati da je jedna od njih
ekvivalentna invertibilnosti Koopmanovog operatora.

Definicija 1.2.16. Neka je (X, X, u) prostor s mjerom i neka je @ preslikavanje koje ¢uva
mjeru u. Kazemo da je sustav (X, ®@) invertibilan ako je preslikavanje @ bijekcija.

Druga definicija zapravo prosiruje inverz na klase funkcija koje su u-g.s. jednake.

Definicija 1.2.17. Neka je (X, Z, u) prostor s mjerom i @ preslikavanje koje cuva mjeru.
Za izmjerivo preslikavanje Y kaZemo da je esencijalni inverz preslikavanja ® ako vrijedi:

PoV¥Y=7 u-gs,Yod=17 u-g.s.

Ako preslikavanje ima esencijalni inverz, kaZemo da je esencijalno invertibilno.
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Jednostavno se pokazuje da je esencijalni inverz jedinstven te sljedeci rezultat:

Lema 1.2.18. Neka je (X, Z, u) prostor s mjerom i © preslikavanje koje cuva mjeru. Ako
Jje @ esencijalno invertibilno, tada je ®* bijekcija.

Za ’dovoljno dobre” prostore vrijedi i obrat:

Lema 1.2.19. Neka je (X, Z, u) prostor s mjerom te ® i ¥ preslikavanja koja cuvaju mjeru
takva da je ®* = Y*. Ako postoji prebrojiv skup & C X takav da skup karakteristicnih
funkcija {xa,A € &} razlikuje tocke od X, tada je ® =¥ u-g.s.

Dokazimo sada da je bijektivnost preslikavanja ®* ekvivalentna invertibilnosti pri-
druZenog Koopmanovog operatora:

Propozicija 1.2.20. Neka je (X, X, u) prostor s mjerom te ® preslikavanje koje cuva mjeru
. Sustav (X, @) je invertibilan ako i samo ako je pripadni Koopmanov operator K inver-
tibilan na L (X, Z, i) za jedan, odnosno sve 1 < p < oo,

Dokaz. Neka je (X, ®) invertibilan, odnosno neka je ®@* bijekcija. Tada je posebno @~
surjekcija, odnosno VB € X,dA € X t.d. ®(A)"! = B. Promatramo K : LP(X,Z,u) —
L7(X, %, 1) (1.2.13). Prema poznatom je svojstvu Koopmanovog operatora tada Ky = x5,
dakle skup Im K sadrzi sve karakteristi¢ne funkcije skupova iz X koje su u LP(X, Z, w).
Buduéidaje CNLP(X, Z, u) (C je skup karakteristicnih funkcija) gustu LP(X, 2, u), alm K
zatvorena, slijedi da je Im K = LP(X, X, u), odnosno K je surjekcija, a zbog izometri¢nosti
je i injekcija te po teoremu o inverznom preslikavanju ima ogranicen inverz K.

Neka je sada K invertibilan operator na L”(X, X, u). Posebno je surjektivan, te za B € X
postoji funkcija f € LP(X, X, u) takva da je Kf = xp. Tada je Kf> = (Kf)* = (yp)* =
xs = Kf, pa zbog injektivnosti operatora K vrijedi f? = f u-g.s., zbog Cega je f = xr-0)
u-g.s. te je stoga @*({f # 0}) = B. Dakle ®* je surjekcija, a zbog toga Sto @ Cuva mjeru je
1 injekcija. O
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1.3 Dualnost

U ovom odjeljku dokazat éemo da su Koopmanov i1 Perron-Frobeniusov operator pri-
druZeni istom nesingularnom preslikavanju @ na izvjestan nac¢in dualni.

Na LY(X, Z, u)xL>(X, Z, i) dobro je definirano bilinearno preslikavanje (-, ) : L'(X, X, u)x
L*(X,Z,u) — R formulom (f, g) = fx fgdu. To preslikavanje istovremeno mozemo pro-
matrati kao izometricki izomorfizam prostora L¥(X,Z, u) i (LY(X,Z, 1)), te izometricki
izomorfizam prostora L' (X, X, u) i (L™(X, Z, u)) .

Propozicija 1.3.1. Neka su P i K redom Perron-Frobeniusov i Koopmanov operator pri-
druZeni nesingularnom preslikavanju © . Tada vrijedi:

(Pf.g)=(fKg) feLX.Zp, geLl XZp (1.7)
Dokaz. Dokaz provodimo Lebesgueovom indukcijom.

1. Nekaje g = x4 zaneki A € X. Tada za svaki f € L'(X,Z, u) vrijedi:

Pfg) = fX P ndit = fA Prau= [ fdu-= fX Freon dut =

@7'(4)

fxfmod>)du=fxf7(mdu=fongu=<f,7<g>-

2. Neka je g nenegativna jednostavna izmjeriva funkcija. Tada za sve f € L'(X,Z, i)
zbog linearnosti Koopmanovog operatora te linearnosti integrala vrijedi (Pf, g) =

([, Kg)
3. Neka je g = lim g,, gdje je (g,)nen rastuci niz nenegativnih jednostavnih izmjerivih
funkcija. Tada za sve f € L'(X, X, u), f > 0 vrijedi:
(Pf.g) = (Pf. lim g,) = im(PF, g,) = lim (£, Kg,) = (£, lim Kg.) = (f, Kg),

pri ¢emu su druga i Cetvrta jednakost posljedica Lebesgueovog teorema o monoto-
noj konvergenciji, dok posljednja jednakost slijedi iz neprekidnosti Koopmanovog
operatora.

4. Rastavom f = f* — f~, g = g* — g~ zbog linearnosti operatora £ i K te linearnosti
integrala, dobivamo tvrdnju za sve f € L'(X,Z,u), g € L*(X,Z, ).
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Napomena 1.3.2. Prisjetimo se da smo u teoremima [I.1.15]i[I.2.14] dokazali da se za @
takvo da vrijedi u(®='(A)) < bu(A), A € T Koopmanov i Perron-Frobeniusov operator
dobro definirani i ograniceni operatori na svakom LP(X,Z,u) za 1 < p < co. Gornji se
dokaz tada moZe prosiriti da dokaZemo kako je za ;17 + Ll] = 1 operator P1px ) dualan
operatoru Kirix s .-

Neka je by := inf{b € R* : u(®~'(A)) < bu(A), A € X}. U teoremimall.1.15|i|1.2.14
1 1 T
dokazali smo ||P||, < be te ||K||, < bé, pa slijedi i ||P||, < b te [|Kll, < by. Dodatno,
za svaki € > 0 postoji A, € X takav da je n(®~'(A.)) > (by — €)u(A,). Medutim, tada je
1
|17xa [} = 1@ (AD) > (b — (A = (bo = &) |lxa. ||, odnosno |Kl, > (b — €)7.

1
Iz gornjih razmatranja zakljucujemo da je ||K|l, = |PIl, = b;.

1.3.1 Posljedice dualnosti

U ovom odjeljku komentirat cemo vaZzne posljedice dualnosti Koopmanovog i Perron-
Frobeniusovog operatora za njihovu injektivnost i spektar.

Teorem 1.3.3. Neka je (X, X, u) prostor sa o-konacnom mjerom, ® nesingularno presli-
kavanje te P : LN(X,Z,) — LY(X,Z,p) te K : L°(X,Z,u) — L*(X,Z,n) pridruZeni
Perron-Frobeniusov i Koopmanov operator. Ekvivalentno je:

1. P je injekcija
2. K je surjekcija
3.07'x=3%

4. &: L'(X,Z,n) = LY(X,X, 1) (operator uvjetnog ocekivanja s obzirom na ®'X ) je
operator identiteta

Dokaz. Prisjetimo se, u teoremu[l.1.23|dokazali smo L'(X, X, u) = Ker(P) & L'(X, d7'Z, p)
te Ker # = Ker . To dokazuje =
(3) & (@) vrijedi iz svojstava uvjetnog ocekivanja.
- dokazujemo sli¢no kao u dokazu propozicije ako je @'Y = X, tada
Im K sadrzi sve karakteristi¢ne funkcije skupova iz . Zbog zatvorenosti prostora Im K te
gustoce karakteristi¢nih funkcija u L*(X, X, p), slijedi da je K surjekcija.
= [I]) Neka je K surjekcija i pretpostavimo da Pf = 0. Tada je 0 = (Pf, g) = (f, Kg)
za sve g € L*(X, X, u), odnosno zbog surjektivnosti (f, g) = 0 za sve g € L*(X, X, u). Po-
sebno, za g = x(s-0; dobivamo da mora vrijediti f < 0 u-g.s., a za g = x{s<o}, dobivamo
f =0 u-g.s., dakle f = 0 u-g.s., odnosno % je injekcija.

O
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Teorem 1.3.4. Neka je (X, Z, u) prostor sa o-konacnom mjerom, ® nesingularno presli-
kavanje te P : LN(X,Z,u) — LY(X,Z,u) te K : L(X,Z,u) — L(X,Z, 1) pridruZeni
Perron-Frobeniusov i Koopmanov operator. Ekvivalentno je:

1. P je surjekcija

2. K je injekcija

3o vi=puod =y

4. supph = X, pri Cemu je h = 3—;

Dokaz. Prema lemi vrijedi 2) & (B) < @) (pri ¢emu je 3) < (4)
opcenita tvrdnja.

(1) = (2) dokazujemo isto kao u prethodnom teoremu, odnosno mozemo dokazati da za
Kg = 0 zbog surjektivnosti P na L!(X, X, ) mora vrijediti g4 = 0 za svaki skup A kona¢ne
mjere. Zbog o-konacnosti mjere u slijedi tvrdnja.

(2) = (1) Otprije znamo da je slika operatora # zatvorena. Pretpostavimo da # nije
surjekcija i neka je y € X \ Im%P. Prema Hahn-Banachovom teoremu, tada postoji g €
L™(X, X, u) takav da vrijedi {y,g) = 1 te (Pf,g) = 0, f € LY(X,Z,u). Medutim, zadnja
jednakost povladi (f,Kg) = 0f € L'(X,Z,u), §to bi znatilo Kg = 0. Medutim, K je
injekcija pa dolazimo u kontradikciju. Dakle, P je surjekcija. O

Napomena 1.3.5. lako smo u teoremu dijelove dokaza navodili specificno za Perron-
Frobeniusov i Koopmanov operator, ekvivalencija tvrdnji 1. i 2. iz svakog od gornjih
teorema su opceniti rezultati za dualne operatore iz funkcionalne analize, te se dokazuju
Jednako kao u teoremu|[l.3.1]

Posebno, vrijedi:

Teorem 1.3.6. Neka je T ogranicen operator na Banachovom prostoru X i T* njemu
dualni operator na X', odnosno operator za koji vrijedi 7 *g(x) = g(7 x). Tada je T
bijekcija ako i samo ako je T bijekcija.

Zbog gornje napomene i ¢injenice da je operator K — AJ na isti nacin dualan operatoru
P — A1, imamo sljedeci rezultat:

Teorem 1.3.7. Neka su P i K Perron-Frobeniusov i Koopmanov operator pridruZeni ne-
singularnom preslikavanju ®. Tada vrijedi:

o(P) = o(K).

Dodatno, vrijedi:
0(P) = 04,(P) U 0,(K),

0(K) = 04p(K) U 0, (P).
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Napomena 1.3.8. Promotrimo jos sto dobivamo formalnim komponiranjem operatora P i
K (prisjetimo se P1 = h, odnosno Pxo-1a) = hxa):

PKS. 8 =(Kf,Kg) =1, Kfg)=<h, fg) = hf, &),
odnosno PK je operator mnoZenja funkcijom h. Za KP vrijedi:

</\/<1>*1(A)77<7)f> =(hxa, Pf) = <7<h/\/<l)*‘(A)a n= Cqul(A» (ho®)f),

odnosno KP je operator mnoZenja funkcijom h o ©.
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1.4 Dinamicki sustavi s neprekidnim vremenom

Do sada obradena teorija Koopmanovih i Perron-Frobeniusovih operatora dovoljna je
za opisivanje dinamickih sustava s neprekidnim vremenom, koje moZemo modelirati jed-
nadzbom x,,; = ®(x,). Medutim, mnogi fizikalni primjeri u pozadini imaju neprekidno
vrijeme, odnosno za svaki t > 0 sustav moZemo opisati kao x,,; = ®,(x;). Prirodno bi
bilo svakom @, priduZziti Koopmanov operator K. Pokazuje se da je familija (%);>o polu-
grupa operatora te da je, uz neke dodatne uvjete, moZemo opisati njenim generatorom
A na nadin K, = e™'. Analogna tvrdnja vrijedi za Perron-Frobeniusovu familiju, odnosno
polugrupu.

Za dinamicke sustave zadane kao rjeSenje sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
X = F(x) generatore Koopmanove polugrupe i Perron-Frobeniusove operatore za ”dovoljno
lijepe” funkcije f moZemo izraziti i eksplicitno.

Za takve se sustave takoder pokazuje da postoji povezanost svojstvenih funkcija Koop-
manovog operatora i nekih geometrijski bitnih skupova za dani dinamicki sustav.

Iako se u praksi dinamicki sustavi s neprekidnim vremenom diskretizacijom prevode
u dinamicke sustave s diskretnim vremenom, neke od novijih numeri¢kih metoda bave
se upravo aproksimacijama generatora Koopmanove polugrupe, umjesto aproksimacijom
Koopmanovog operatora za neki diskretni vremenski korak.

1.4.1 Polugrupe operatora i generatori

U ovom ¢emo odjeljku navesti definicije i glavne rezultate vezane uz jednoparametar-
ske polugrupe i grupe operatora. Rezultate navodimo bez dokaza, a svi se dokazi mogu
pronadi u [6].

Definicija 1.4.1. Familiju ogranicenih linearnih operatora (T,);s0 na Banachovom pros-
toru X zovemo jednoparametarska polugrupa operatora ako zadovoljava:

7-0:1’ 7—I+S:7-ZTS’ Z,SZO. (1'8)

Ako je gornja jednadzba zadovoljena za sve t, s € R, onda (T;)er zovemo jednoparame-
tarska grupa operatora

Definicija 1.4.2. KaZemo da je polugrupa operatora:

e uniformno neprekidna ako je preslikavanje t — T, neprekidno s obzirom na opera-
torsku normu
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e jako neprekidna ako je preslikavanje t — T ;x neprekidno (s obzirom na normu u
prostoru X) za svaki x € X

Navedimo propoziciju koja govori da je za jaku neprekidnost polugrupe dovoljno pro-
matrati jaku neprekidnost u O:

Propozicija 1.4.3. Neka je (7,);»0 polugrupa operatora na Banachovom prostoru X. Tada
je (7)o jako neprekidna ako i samo ako za svaki x € X vrijedi:

lim 7,x = x.
t—0+
Sljedeéi teorem govori kako uniformno neprekidne polugrupe mozemo karakterizirati
samo jednim ograni¢enim operatorom:

Teorem 1.4.4. Svaka uniformno neprekidna polugrupa operatora (7;)»0 na Banachovom
prostoru X je oblika:
T, =e", 120,

za neki ograniceni operator A. Operator A je jedinstveno odreden kao derivacija presli-
kavanja t — T, u tocki 0 i zovemo ga generator familije (7)o

Primijetimo da se u slucaju uniformne neprekidnosti familiju (77;),»0 moZemo proSiriti
do grupe operatora.

Za jako neprekidne familije (7),»0 vrijedi nesto slabiji rezultat, koji je svejedno dovo-
ljan za opisivanje familije:

Definicija 1.4.5. Generator A : D(A € X — X) jako neprekidne polugrupe (7)o na
Banachovom prostoru X je operator definiran kao:
T x —

Ax := lim ’Xh a3 (1.9)

h—0

na domeni D(A):
D(A) :={x e X :t > T,;x jediferencijabilno}.
Nije teSko vidjeti da je A linearan operator, medutim, u opéenitom sluc¢aju on ne mora

biti ogranicen. Stovise, A je ogranicen ako i samo ako je (7;);50 uniformno neprekidna.

Teorem 1.4.6. Generator jako neprekidne polugrupe (T,)s0 ima zatvorenu sliku, D(A) je
gust podskup od X i A jedinstveno odreduje polugrupu (7)o
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Spomenimo joS i glavne rezultate o preslikavanju spektra, odnosno poveznici spektra
generatora i spektra familije:

Teorem 1.4.7. 1. Ako je (T,)s0 uniformno neprekidna, tada je:
o(T;) = &7
i analogne tvrdnje vrijede za o ,(T,), o(T1), o(T).

2. Ako je (T,)ss0 jako neprekidna, tada vrijedi:
o (T \ {0} = €77,

o T\ (0} = 7,

1.4.2 Polugrupe Koopmanovih i Perron-Frobeniusovih operatora

U napomenama [[.1.12]i pokazali smo da Perron-Frobeniusov i Koopmanov ope-
rator zadovoljavaju Po,c0, = Po,Po, 1 Koew, = Ko, Ko,, Sto za (@) rers koja definira
dinamicki sustav (odnosno vrijedi ®@,,; = ®, o ®;, ®y = 1) povlaci (trivijalno je Py = 1
te Kr = 7) da su (Po, )0 1 (Ko, )0 jednoparametarske polugrupe operatora, koje ¢emo
oznacavati s ()0 1 (K;)=0 ako je jasno o kojoj se familiji transformacija (®,),( radi.

U daljnjim razmatranjima pretpostavljamo X € R" uz Lebesgueovu mjeru.
Prvo navedimo rezultat za familiju Koopmanovih operatora. Za dinamicki sustav s nepre-
kidnim vremenom zadan familijom (®,)o promatramo preslikavanje ¥ : R x X — X
zadano formulom W(z, x) := ®,(x)).

Propozicija 1.4.8. Neka je X kompaktan i neka je (KC )59 polugrupa Koopmanovih opera-
tora restringiranih na C(X) pridruZena familiji preslikavanja (®,),»o. Tada je (K)o jako
neprekidna ako i samo ako je Y neprekidno.

Dokaz. Primijetimo da je lirgl K.f = fulL>(X,Z,u) ako i samo ako vrijedi:
t—0*

,h%} esssup [f(W(z, x)) — f(P(0,x))| = 0.

xeX

Ako je ¥ neprekidna, tada je i f o ¥ neprekidna, a zbog kompaktnosti skupa X je i uni-
formno neprekidna na [0, 1] X X, §to posebno znac¢i Ve > 0, 36 > 0 t.d. sup |[f(*Y(z, x)) —

xeX
f(P(0,x))| < ezasve t < 9. Dakle lirgl Kf=f.
t—0*
Obrat analogno. m|
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Primijetimo da je za neprekidno preslikavanje ¥ svako preslikavanje @, neprekidno, a
time je i f o @, neprekidno za sve ¢t € R. Dakle KC(X) c C(X) pa ima smisla gledati tu
restrikciju.

1.4.3 Dinamicki sustavi zadani sustavom ODJ

U ovom odjeljku, u kojem rezultati uglavnom prate [/], eksplicitno ¢emo izvesti gene-
ratore Perron-Frobeniusove i Koopmanove polugrupe za dinamicki sustav zadan sustavom
obi¢nih diferencijalnih jednadZbi:

0

E(D'(X) = F(®,(x)),xe XCR", reR. (1.10)
Primijetimo da ovdje podrazumijevamo definiranost na R, a time i definiranost grupa

operatora (P;)er 1 (K;)ier. Pretpostavit éemo dodatno da je F € C'(R*,R"). Znamo da

je tada WP neprekidno preslikavanje, te da je ®, € C'(R",R") za sve t € R, posebno je
®;! = @_, i funkcija ¥ : R x X — X je neprekidna.

Lema 1.4.9. Neka je f € C/(R") neprekidno diferencijabilna realna funkcija na R" s kom-
paktnim nosacem i neka je (K)o polugrupa Koopmanovih operatora pridruZena sustavu

Tada vrijedi:

lim

t—07t

Kf-f .
—==F-Vf.

Dokaz. Prema teoremu srednje vrijednosti, za sve x € X vrijedi:

Kif(0) - fx) _ fC¥(E x) - fCFO, )
t t

= Vf(¥(ct, x))gt‘l’(ct, x) = F(¥(ct, x))-V f(¥(ct, x)),

zaneki 0 < ¢ < 1. Dakle, vrijedi:

lim K/ ) = f()

lim - = tliI(I)} F(¥(ct,x)) - Vf(¥(ct,x)) = F(x)- (Vf(x)) xe X.

Preostaje pokazati da je konvergencija uniformna po x, odnosno da konvergencija vri-
jediu L*(X, X, u). Neka je A := supp f, po pretpostavci kompaktan skup. Dokazujemo da
jeh:[0,11x X — R, h(t, x) = F('P(t, x)) - Vf(P(¢, x)), neprekidna funkcija s ogranicenim
nosalem. To vrijedi zbog neprekidnosti funkcija F,'¥ i Vf (f je klase C'). Takoder je
supp Vf C supp f ogranicen. Dakle % je uniformno neprekidna funkcija na [0,1] X A, i
posebno tada A(t, -) uniformno konvergira prema A(0, -). O
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Primijetimo da smo u prethodnoj lemi dokazali egzistenciju generatora” Koopmanove
familije za f € C)(R"). Dakle C!(R") c D(Ayx). Posebno smo dokazali da K,f — f
za sve f € C(R™), §to po Banach-Steinhausovom teoremu (jer je [|Ki|l, = 1) dokazuje
da K.f — f zasve f € Co(R"), pri Cemu je Co(R") zatvara¢ u co-normi skupa C!(R") u
L*(X, Z, u), skup svih funkcija koje i8¢ezavaju za ||x|| — oo.

Analogno kao i gore, moZemo dokazati da je polugrupa Perron-Frobeniusovih opera-
tora (P;)»0 jako neprekidna. Prisjetimo se da je u slucaju kao gore (na R” gdje je @, inver-
tibilna za svaki r > 0) Perron-Frobeniusov operator dan eksplicitno formulom zamjene
varijabli:

P.f(x) = f(O_(x))| det VO, (x)].
Propozicija 1.4.10. (P,)~o je jako neprekidna polugrupa operatora.

Dokaz. Nekaje f € CI(R")1ineka je Ay := supp f njen kompaktni nosa¢. Tada je posebno
A, :=supp f o ®_, = ®,(A,) kompaktan za svaki 1 > ¢ > 0. Budu¢i da je | det VO, (x)| # 0,
tada je supp P, f = A, kompaktan za svaki 1 > ¢ > 0, odnosno preslikavanje & : [0, 1] X A,
h(t,x) = P,f(x) je uniformno neprekidno za A := [J A, jer je A kompaktan. Dakle,

1€[0,1]
lirgl P.f= lirgl fo®_|detV®;!| = f uniformno, paiu L'(X,Z,u) za f € C!(R"). Buduci
t—07t t—0*

da je ||Pll; = 1, (P))s0 je uniformno ogranicena, pa po Banach-Steinhausovom teoremu

konvergencija vrijedi na cijelom L'(X, X, u), koji je zatvara¢ od C!(R") s obzirom na 1-
normu.
]

Dakle, ()0 je jako neprekidna ako ju restringiramo na Cy(R"), te u tom slucaju ima
generator koji je definiran barem na C.(R"), a (P,):»0 je jako neprekidna bez restrikcija,
dakle ima generator definiran na nekom gustom podskupu od L'(X, Z, ).

Zbog restrikcije Koopmanovih operatora i nerefleksivnosti prostora L' (X, Z, i), ne moZemo
iskoristiti rezultate o dualnosti generatora. Ipak, moZemo iskoristiti dualnost za izvod for-
mule generatora Perron-Frobeniusove familije u nekim slucajevima.

Neka je g € C!(R") i neka je f € D(Ap) N C'(R"). Tada vrijedi:

(P.f. &) = ([, K,
Pif-f.8)=(Kg—- 2,

<Ptf_f,g>:<f,q(tg_g>’

t t
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lim<Ptft_f >—l <f’7(tg_g>,

t—0* t

<limptf_f > <fl (](tg_g>.
t—0* t =0 t

Iz neprekidnosti preslikavanja (-, -) 1 zbog postojanja oba limesa:

(Apf, g = (f, Axg).

Parcijalnom integracijom dobivamo:

tsurva- [aesa=$, [t -5, [5e- | 5200

Rn T Rn -

¢ime smo, za f € D(Ap) N C'(R), dobili eksplicitnu formulu za Ap f.

1.4.4 Spektar familije Koopmanovih operatora

U ovom ¢emo odjeljku poblize opisati spektar familije Koopmanovih operatora za
dinamicki sustav s neprekidnim vremenom zadan sustavom ODJ-ova. Rezultati iz ovog
odjeljka mogu se naéi u [12] 1 [L1]].

Iz gore navedenih razmatranja o spektru generatora, ima smisla definirati:

Definicija 1.4.11. Neka je (K,).er grupa Koopmanovih operatora pridruzena sustavu[l.10}
KaZemo da je A € C svojstvena vrijednost familije (K,).r, a [ pripadajuca svojstvena
Junkcija ako vrijedi:

K.f=e"f, teR

Propoziciju|l.2.11|sada mozemo preformulirati te zakljuditi:

Propozicija 1.4.12. Skup svojstvenih vrijednosti familije Koopmanovih operatora je za-
tvoren na zbrajanje, a skup svojstvenih funkcija na mnoZenje po tockama.

Napomena 1.4.13. Neka je f diferencijabilna svojstvena funkcija Koopmanove familije za
koju vrijedi f € D(Ax). Tada vrijedi:

_ A _
Axf = lim Kf-f = lim ¢

t—0* t t—0*

Lroay

Dakle f je svojstvena funkcija generatora u “prirodnom smislu”. Medutim, mogu pos-
tojati svojstvene funkcije Koopmanove familije koje nisu u domeni generatora, niti u skupu
na kojem je Koopmanova familija jako neprekidna, ¢ak ni ako je F proizvoljno glatka, Sto
se vidi iz sljedeCeg primjera:
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Primjer 1.4.14. Neka je dinamicki sustav na [0, 27] zadan jednadZbom:
X = sin(x)

Tada za x € (0, ), x raste prema «, za x € (m,2n) pada prema m, a x = 0,m, 27 su staci-
onarna stanja. Iz ovoga nije teSko zakljuciti da je o svojstvena funkcija familije (K)o
pridruZzena svojstvenoj vrijednosti 0. Medutim, za nju ne postoji limes koji bi definirao

Axf.

Medutim, ako za funkciju f vrijedi 2K, f = AK,f, tada je K.f = e"Kof = " f, od-
nosno f je svojstvena funkcija familije (%;).so s pripadaju¢om svojstvenom vrijednosti A.

U sljede¢em primjeru promatramo linearne sustave ODJ, za koje ¢emo eksplicitno
odrediti svojstvene funkcije Koopmanove familije:

Primjer 1.4.15. Neka je sustav zadan jednadZzbom:
0
a_t(D’(X) = AD,(x), A e M,(R)

Neka je A svojstvena vrijednost matrice A te neka je w svojstveni vektor matrice A* pri-
druZen svojstvenoj vrijednosti 4. Tvrdimo da je funkcija oblika f(x) := (X, w) svojstvena
funkcija Koopmanove familije.

0 0 0
a%f = E«DI(X)’W) = <E(DI(X)’W> = (AD,(x), W) =
(@,(X), A'W) = (@,(x), W) = HD:(x), W) = AK, f
Pretpostavimo da A ima sve razliite svojstvene vrijednosti 4i,...,4,. Tada vektori

Vi, ..., V, razapinju prostor R”, odnosno za svaki x € R” moZemo pisati X = ) (X, W;)V; =
i=1

> Yi(X)v;, pri emu su Yy, .4, svojstvene funkcije familije (K;);»o.
i=1

Posebno vrijedi: K fi(x) = X eli{X, w;)(V;) j» pri ¢emu je f; : R" — R funkcija koja
i=1

vektoru pridruZuje njegovu j-tu k_omponentu. Na taj nacin direktno, samo preko svojstve-
nih funkcija Koopmanovog operatora, mozemo dobiti ponasanje cijelog sustava.

Na isti nac¢in moZemo promatrati ponasanje neke druge funkcije f : X — R, ako se
ona moZe prikazati kao linearna kombinacija nekih svojstvenih funkcija familije (K;)ro.
Primijetimo da su i umnoSci funkcija oblika (x, w;) takoder svojstvene funkcije Koopma-

novog operatora, pa je taj skup bogatiji nego Sto se na prvu ¢ini. Dakle, ako je f = ), axy,
k=1



1.4. DINAMICKI SUSTAVI S NEPREKIDNIM VREMENOM 33

m
slijedi K,.f = Y, e™ap. Koeficijente ay, koji ovise o promatranoj funkciji, zovemo Ko-
i=1

opmanovi modovi.

U primjenama se Cesto Koopmanov operator generalizira na proizvoljne funkcije f :
R" — R*, pri ¢emu se podrazumijeva da djeluje zasebno na svakoj komponenti.

Posebno, ako x identificiramo s funkcijom identiteta na R” moZemo pisati (uz pretpos-
tavku razlicitih svojstvenih vrijednosti kao 1 gore):

n

D,(x) = Kx = Z Nx, W)V, (1.11)

i=1

Napomena 1.4.16. U prethodnom smo primjeru pretpostavili da matrica A ima jednos-
truke svojstvene vrijednosti, a time se moZe i dijagonalizirati, odnosno njeni svojstveni
vektori razapinju R". Znamo da, u opcenitom slucaju, to nije nuzno istina. U tom slucaju
moZemo definirati generalizirane svojstvene vektore v,, ...., v,* pridruZene svojstvenoj vri-
jednosti A (u opcéenitom slucaju, jednoj svojstvenoj vrijednosti moZze biti pridruZeno vise
. . .o . 1 _ 1 7 _ i _1 .
ovlakwh ikupova) za koje vrijedi: Av, = 4v,, AV, = 4V, +V, . Za pripadnu dualnu bazu
e e
W, ..., W, vrijedi
. /lkWi + wit! I < my
wowl k k
A Wk R | .
/1ka, 1= my

Sli¢no kao i u prethodnom primjeru, za funkcije wi(x) = (X, W;;) vrijedi:

0

a_t(Kth-{ _ {@7{:% + Kyt i<my

LK, i =my

i njih zovemo generalizirane svojstvene funkcije Koopmanove familije. Primijetimo da
one opcenito nisu zatvorene na mnozenje.

Vezano uz prethodnu napomenu, moZze se izvesti sljedeci rezultat [[11]]:

Propozicija 1.4.17. Ako skup funkcija Y zadovoljava:
0
5(7@‘1’) = J(KY)

pri cemu je J (kompleksna) Jordanova normalna forma matrice A, tada je Y skup genera-
liziranih svojstvenih funkcija Koopmanove familije pridruZene sustavu
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1.4.5 Geometrijska svojstva svojstvenih funkcija Koopmanovog
operatora
Preostalo nam je ilustrirati kako su svojstvene funkcije Koopmanovog operatora pove-

zane s potprostorima prostora stanja koji su bitni u analizi dinamickih sustava.

Rezultat koji ¢emo iskazati za opcenite linearne sustave, a dokazati samo za one s
razli¢itim svojstvenim vrijednostima, moZe se prosiriti i na nelinearne sustave, kao u [12].

Definicija 1.4.18. Neka je zadan linearni dinamicki sustav jednadzbom

o Stabilni potprostor E’ fiksne tocke 0 je skup svih x € X za koje je lim @,(x) = 0.
[—0o0
e Nestabilni potprostor E" fiksne tocke 0 je skup svih x € X za koje je lim ®,(x) = 0.
t——00

o Centralni potprostor E° fiksne tocke O je linearna ljuska (generaliziranih) svojstve-
nih vektora matrice A pridruZenih svojstvenim vrijednostima A takvim da je ‘RA = 0.

Prethodna definicija moZe se generalizirati na nelinearne sustave za koje, u tocki ekvi-
librija p moZemo definirati stabilnu, nestabilnu i centralnu mogostrukost.

Dokaz sljedece propozicije navest ¢emo za slucaj kada su sve svojstvene vrijednosti
matrice A jednostruke te imamo rastav U opcenitom se sluc¢aju pomocu Katove de-
kompozicije moZe dobiti neSto kompliciraniji rastav, ali svi argumenti koriSteni u dokazu
su jednaki (viSe u [11]).

Propozicija 1.4.19. Neka je zadan linearni dinamicki sustav i neka su Ay, ..., A,
svojstvene vrijednosti matrice A s pozitivnim realnim dijelom, A1, ..., Ay+c SVOjstvene vri-
Jjednosti matrice A s realnim dijelom jednakim 0, te neka su Ay ci1, ..., durcss SVOjStvene
vrijednosti matrice A s negativnim realnim dijelom. Neka su Y, ..., 15 generalizirane
svojstvene funkcije pridruZene Koopmanove familije. Tada je:

L= {xeR": 4(X) = 0,..., sc(x) = 0} = E°,
Lo:={XER" : y1(X) = 0, e, Y1(X) = 0, s es1(X) = 0, ooy Yinens(X)} = EF,
L, = {X€R" 1 1 (X) = 0, ..., hysess(x) = 0} = E".
Dokaz. Znamo da vrijedi:

n u u+c u+c+s

O,%) = ) eMyixvi = ) eMpivi+ D eMvi+ Y eMgixvs,

i=1 i=1 i=u+1 i=u+c+1
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pri ¢emu prva suma u gornjem rastavu iSezava za t — —oo, a zadnja za t — oo.
Ako je x € Ly, tada su prve dvije sume u gornjem rastavu jednake 0, pa je lim ®,(x) = 0,
t—00

odnosno x € E°. Potpuno analogno dokazuje sei L, C E".
Obratno, ako je y;(x) # 0 zanekii = 1, ...,u + ¢, tada je e'"yy;(x)v; # 0 i puStanjem ¢ — oo
ne iS¢ezava, pa je x ¢ E*. Analogno dokazujemo E" C L,.
Centralni potprostor je linerna ljuska vektora v, 1, ..., v,.. koji su svi okomiti na svojstvene
vektore matrice A* Wy, ...W,, Wy ci1, ...y Wisess, takle E€ C L.. Obratno, ako je x € L., tada
je u gornjem raspisu samo srednja suma razli¢ita od 0, odnosno X € span v, 1, ...V ..

O






Poglavlje 2

Numericka aproksimacija

2.1 Motivacija

U prethodnim poglavljima razmatrali smo svojstva Perron-Frobeniusovog 1 Koopma-
novog operatora pridruzenih poznatom nesingularnom preslikavanju ®. Medutim, u praksi
Cesto analiziramo sustave u kojima nam takvo preslikavanje nije poznato, ve¢ ponasanje
sustava mozemo promatrati kroz razlicita mjerenja.

Ideja koriStenja Koopmanovog operatora za tu svrhu moze se saZeti u nekoliko koraka:

1. Definirati rjecnik, odnosno skup baznih funkcija ili opservabli (funkcije iz X Cc R" u
R).

2. Pomocu podataka (vrijednosti funkcija iz rjeCnika u danim to¢kama) aproksimirati
Koopmanov operator u smislu najbolje projekcije na potprostor razapet funkcijama
iz rjeCnika. Takoder, u tom potprostoru naci aproksimacije svojstvenih funkcija te
pripadajuce svojstvene vrijednosti.

3. Ako je rjecnik dovoljno bogat, pomocu njega se mogu reprezentirati komponentne
funkcije originalnog sustava te se one mogu prikazati kao linearna kombinacija svoj-
stvenih funkcija Koopmanovog operatora, ¢ime mozemo odrediti proizvoljnu evolu-
ciju.

Poglavlje poc¢injemo definicijom opéenitih Galerkinovih metoda te kasnije obradujemo
Ulamovu metodu za diskretizaciju Perron-Frobeniusovog operatora te EDMD za diskreti-
zaciju Koopmanovog operatora. U dokazima konvergencije tih dviju metoda pokazat cemo
da su one zapravo i Galerkinove metode. Ove metode te josS neki rezultati o sli¢nostima i
razlikama metoda mogu se pronaci u [14].

37
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2.2 Osnovne metode

2.2.1 Galerkinove metode

U ovom odjeljku definirat ¢emo Galerkinovu projekciju na potprostor Hilbertovog
prostora te generalizaciju na Banachove prostore, Petrov-Galerkinovu projekciju.

Definicija 2.2.1. Neka je H Hilbertov prostor i V < H konacnodimenzionalni potprostor
s bazom (Y, ....¥r). Galerkinova projekcija operatora A na V je jedinstveni linearni
operator A : V — Y koji zadovoljava:

<l/’j,ﬂ¢/,'> = <¢/,A¢’,> VZ,] = 1,. .. ,k. (21)

Definicija 2.2.2. Neka je B Banachov prostor i V < B konacnodimenzionalni potprostor
s bazom (Y, ....;¥1) (Y1, ..., ¥ nazivamo bazne funkcije) te neka je W < B* potprostor
dualnog prostora prostoru B s bazom ({7, ..., ).

Ako je k = [, tada je Petrov-Galerkinova projekcija operatora A na V jedinstveni linearni
operator A : V — Y koji zadovoljava:

WA = WAy Vi=1.. . kj=1,..,1L (2.2)

Ako je | > k, tada Petrov-Galerkinovu projekciju definiramo kao rjeSenje problema
najmanjih kvadrata:

>

j=1 i

Wi, AY; — Ay — min!.

k
=1

2.2.2 Ulamova metoda

Ideja Ulamove metode relativno je jednostavna, ali je ona i dalje najpopularnija me-
toda za diskretizaciju Perron-Frobeniusovog operatora. Osnovna je zamisao diskretizacija
prostora stanja odabirom pogodne izmjerive particije (B;);=;__x. Nakon takve diskretizacije
dani dinamicki sustav moZemo promatrati kao Markovljev lanac s kona¢nim prostorom
stanja.

.....

sa Ay := span{gy, ..., gy} 1 definirajmo operator Py : Ay — Ay na bazi {gy, ..., gy} formu-
lom:

N
Pngi = Z Pij&j»
=
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pri cemu je:

_@\(®) N B
TR
Ako je P vjerojatnosna mjera dobivena skaliranjem konaCne mjere u, tada je p;; =
P(®~'(B,)IB;) = P{x € X, D(x) € B,}.

Ako promotrimo matricu Py = (p;;) € RV, tada djelovanje operatora Py na g;
moZemo promatrati kao mnoZenje zdesna matricom Py . Gore definirana Py, je sto-
hasti¢ka matrica, dakle ima svojstvenu vrijednost 1 i pripadajuci lijevi svojstveni potprostor
koji ako je jednodimenzionalan, sadrZi strogo pozitivan vektor, a ako je viSedimenzionalan
ima bazu nenegativnih vektora. Pokazat ¢emo, barem za jednodimenzionalna preslikavanja
u posebnim slu¢ajevima, da ako ¥ ima jedinstvenu stacionarnu gustocu, kako profinjujemo
particiju, lijevi svojstveni vektori matrice Py konvergiraju prema toj stacionarnoj gustoci.

Preostaje pitanje kako iz podataka procijeniti koeficijente p;;. Neka su xq, ..., Xy, dane
testne toCke, odnosno, ako ih podijelimo prema pripadnosti skupu By, neka su za svaki
1 < k < N dane tocke xt, ..., X} . Tada je:

cos Xy

1< ;
pij® — ZXB,-((D(Xk))-

b k=1
Konvergenciju ovako procijenjenih matrica Py prema $y dokazat ¢emo u opéenitijem
slu¢aju, kao posljedicu konvergencije EDMD metode.

2.2.3 EDMD

Za aproksimaciju Koopmanovog operatora, njegovih svojstvenih vrijednosti i funk-
cija i Koopmanovih modova, ¢esto se koristi proSirena dinamic¢ka modalna dekompozicija
(EDMD). Neka je X C R4, neka su dani podaci Xy, ..., Xy 1 Y1, ..., Y, pri Cemu je y; = O(x;)
te neka je dan D = {y, ..., ¥y}, rjecnik funkcija, pri ¢emu je ¢; : X — R. Uvedimo oznake:

XY eR*M: X =1[x;..xy], Y =I[yi..Yul, (2.3)
Y:X->RY: YY) = [Yi(x) ... yn(X)]7,
Yy, Py e RVM 0 Wy = [W(x)) ... P(xp)] Wy = [P(y1) ... P(ym)].

Neka je Fy = span{y/, ..., ¥y }. Iz danih podataka pokuSavamo odrediti Ky : Fy — Fu,
najbolju aproksimaciju Koopmanovog operatora na ¥y, koju ¢emo oznaciti s Ky . Nju
definiramo na sljedeéi nacin:
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Ky y = argmin [[A¥yx — Wyl|r .
AGRNXN

Ako f = c}‘I’, tada definiramo Ky f := c}KN,M‘P

Znamo da je Ky y = ‘I’Y‘P;, gdje je ‘P; Moore-Penroseov pseudoinverz od Wy, rjesenje

problema minimizacije [2.2.3

Alternativno, definiramo matrice:

M
I 3 .
AN,M = _M\IIYlPX = —M L \P(yl)lP(Xl) .

ol e I Y .
Gy 1= 5 ¥x¥y = ; Px)P(x;)".

Tada iz relacije B" = BT(BB™)" dobivamo Ky = AN,MG;,, u = AnnGyly. Ovakva ée
definicija biti korisna u dokazu konvergencije te za neke ideje ubrzanja.

Aproksimacije svojstvenih vrijednosti Koopmanovog operatora su svojstvene vrijed-
nosti matrice Ky y/, a aproksimacije svojstvenih funkcija dobivamo kao:

¢i =&Y,

pri cemu je &; i-ti lijevi svojstveni vektor matrice Ky y.

Ako sa f1; ozna¢imo normiranu brojecu mjeru na skupu {X, ..., X/}, odnosno fiy, =

M
% > Ox,, tada moZemo dokazati da je gore opisan Ky zapravo ortogonalna projekcija

i1
operatora K na Fy u L>(X, Z, fiy).

Definicija 2.2.3. Za danu nenegativnu mjeru u na X, definiramo ortogonalnu projekciju

funkcije ¢ na potprostor Fy kao:
Ply¢ = argmin ||f — ¢]|,2,,) = arg min f(cT‘P — ¢)* du.
feFfn ceRN X

Primijetimo da za gore definiranu matricu Gy, vrijedi:

GN’M:f\IJlPTdﬁM.
X
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Teorem 2.2.4. Ako je matrica Gy invertibilna, tada vrijedi:

Kvm = P'X/Mq(lfﬁv-

Dokaz. NekKa je ¢ € Fy i neka je ¢, € R" takav da je ¢ = c;‘l’. Tada vrijedi:

. IR . 2
arg min||f = Kl 2z, = arg min - > ("W(x) — ¢ P(y)* = arg min[[¥Fe - ey, -
fE'}_N ceRN i=1 ceRN

Rjesenje gornjeg problema je, zbog invertibilnosti matrice Gy = WYxW¥y, dano s

c = (Px¥PD) " PxPTcy = K;’Mcqj, odnosno ar}gginllf—?(ﬂlpwm = Y = c;KN,M‘P =
€SN
Kn.md, Cime je tvrdnja dokazana. O

Predikcija pomocu svojstvenih funkcija

OpiSimo kako se buduca stanja dinamickog sustava mogu brzo predvidjeti pomocu
svojstvenih funkcija dobivenih EDMD metodom. Pretpostavimo da je g(x) = x po kom-
ponentama sadrZana u potprostoru razapetom rje¢nikom D, odnosno da postoji B € RN
takva da je g(x) = B¥Y(x). Ako takav B ne postoji, moZemo analiticki naéi najbolju aprok-
simaciju funkcije g. Znamo da za vektor ¢ svojstvenih funkcija Koopmanovog operatora
vrijedi ¢ = EY¥, gdje je E matrica lijevih svojstvenih vektora matrice Ky . Slijedi da je
g = BE"'¢, odnosno:

N
X = Z Vidi(X),

i=1

pri ¢emu su v;, stupci matrice V. = BZ"!, dani Koopmanovi modovi. Dakle, predikcija
nakon n koraka mozZe se dobiti kao:

N
K'x = Z /l?Vigbi(X).
i=1

DMD

Preostaje opravdati naziv “proSirena dinamicka modalna dekompozicija” definiranjem
”obi¢ne” DMD metode i objaSnjenjem na koji je na¢in EDMD proSirenje DMD metode

[1].
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Definicija 2.2.5. Pretpostavimo da su nam dana dva skupa podataka X i Y (kao u[2.3) tak-
vih da vrijedi y, = ®(x;). Dinamicka modalna dekompozicija (DMD) racuna svojstvenu
dekompoziciju matrice B dane s:

B=YX".

Ovakva definicija zapravo odmah objasSnjava naziv EDMD: naime, u posebnom sluc¢aju
kada se u rjeCniku nalaze samo komponentne funkcije ¥; = x;, i = 1,...,d, matrice Wy i
Yy zapravo su jednake matricama X i Y, a time je i matrica B iz gornje definicije jednaka
matrici Ky » u definiciji EDMD metode.

2.2.4 gEDMD

U ovom odjeljku predstavljamo metodu kojom se, za dinamicki sustav s neprekidnim
vremenom, direktno procjenjuje generator Koopmanove familije, umjesto Koopmanovog
operatora za neki diskretni dinamicki pomak. Ova metoda predstavljena je u [9].

U odjeljku[I.4.3]eksplicitno smo izveli da je generator Koopmanove familije pridruZen
sustavu obi¢nih diferencijalnih jednadzbi:

%(Dt(x) = F(®,(x)), xeXCR% reR

dan formulom:
d of
ﬂ = F . V = Fi_~
wf f Z] o

Sada primjenjujemo ideju EDMD-a kako bismo rijesili ovaj problem. Kao i prije,
imamo rjecnik funkcijalD = {y, ..., Yy}, ali sada pretpostavljamo da nam je poznat i rjecnik
njihovih gradijenata {Vy, ..., Viyy}. Neka su xy, ..., X), dani podaci, definiramo Wy kao u
te definiramo:

g(x1) . g (Xy)
S A M L
Un(xy) o Pn(Xa)
gdje je
Y(x) = F(X) - Vipp(x) = Zd: F'(X)%(X)-
i=1 o ox

Ako nam je F poznat, matricu Wy moZemo izraCunati eksplicitno, a ako nije, moZemo
procijeniti iz podataka, na primjer metodom konacnih razlika.
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Sada postupamo jednako kao i u obicnom EDMD-u, pri éemu matrica Wx preuzima
ulogu matrice Wy. Ako sa E ozna¢imo matricu lijevih svojstvenih vektora matrice Ay =
¥, ¥, te pripadajuée svojstvene vrijednosti s A%, ..., A%, tada za funkciju g iz potprostora
rjecnika zadanu kao g = BY djelovanje operatora Ax dobivamo na sljedeci nacin:

N
Axg = Z Aividi,

i=1

gdje su v; stupci matrice BE~!. Djelovanje Koompanovog operatora za trenutak ¢ dobi-
vamo kao:

N
W,g = Z eﬁf’vigbi.
i=1

Posebno, za funkciju g(x) = x mozemo dobiti predikciju trajektorije.
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2.3 Konvergencija metoda

U ovom odjeljku dokazat ¢emo (bez svih detalja) konvergenciju EDMD-a 1 Ulamove
metode i komentirati slicnosti i razlike medu dokazima konvergencije. Detalji za Ulamovu
metodu mogu se naci u 3], a za EDMD u [10].

Ulamovu metodu zapravo moZemo promatrati kao EDMD, pri ¢emu su funkcije u
bazi karakteristicne funkcije skupova koji ¢ine particiju prostora stanja, Sto dokazujemo
u odjeljku (2.4.2). Ipak, postojeci rezultati o konvergenciji Ulamove metode dokazuju ko-
nvergenciju prema invarijatnoj mjeri u L'(X, X, u), dok éemo za EDMD dokazati samo
slabu konvergenciju svojstvenih funkcija.

Kad govorimo o aproksimaciji Perron-Frobeniusovog i Koopmanovog operatora da-
nim metodama, svaka aproksimacija ovisi o broju funkcija u rje¢niku N te o broju testnih
tocaka M, pomocu kojih procjenjujemo dane matrice. Dakle, ako sa ‘A oznalimo be-
skona¢nodimenzionalni operator koji Zelimo aproksimirati, s Ay najbolju aproksimaciju
operatora u danom konacnodimenzionalnom prostoru funkcija te s A,y njegovu realiza-
ciju dobivenu koriste¢i M testnih toCaka, postoje dva glavna pitanja:

1. Ako M — oo konvergira li (i kako) Ay prema Ay ?

2. Ako N — oo, konvergira li (i kako) Ay prema A? Konvergiraju li tada (1 kako)
svojstvene funkcije i svojstvene vrijednosti?

Za dokazivanje, odnosno odgovaranje na prvo pitanje obi¢no se koristi zakon velikih
brojeva (ako su tocke izabrane nezavisno iz fiksne distribucije). Odgovor na drugo pitanje
u opéenitom slucaju nije toliko jednostavan, ali moZe se dokazati u odredenim slucajevima,
odnosno za odredene familije funkcija. Skica dokaza obi¢no izgleda ovako:

1. karakterizirati operatore Ay na nacin koji ¢e osigurati jaku konvergenciju prema A

2. dokazati da je niz svojstvenih funkcija operatora Ay ogranicen niz u kompaktnom
skupu

3. dokazati da je limes konvergentnog podniza iz niza svojstvenih funkcija svojstvena
funkcija operatora A.

Drugi korak u gornjem dokazu obi¢no je najizazovniji i glavni razlog zasSto se teoremi
konvergencije dokazuju samo za posebne klase funkcija. Ovdje ¢emo prezentirati dva
primjera (bez svih detalja), jedan za Ulamovu metodu za jednodimenzionalna preslikavanja
i jedan za EDMD i Koopmanov operator na prostoru L*(X, Z, ).



2.3. KONVERGENCIJA METODA 45

2.3.1 Konvergencija Ulamove metode

Kad govorimo o dokazima konvergencije Ulamove metode, obi¢no dokazujemo samo
konvergenciju dominantnog lijevog svojstvenog vektora matrice Py prema stacionarnoj
gustoci operatora P.

Definiranje niza operatora

Neka je (X, Z, u) prostor konacne mjere i neka je {B, ..., By} particija skupa X.

Definirajmo Qy : LY(X,Z, u) — LY(X,Z, ) formulom:

N
QNf::;@(fBif u)n@ -Z( fdu)gi,

pri cemu je g; := lﬁ){]&.. Primijetimo da je za svaki i < N, g; funkcija gustoce.

Propozicija 2.3.1. Za svaki N € N, Qy je Markovljev operator i Galerkinova projekcija
na Ay. Takoder QNP je Markovljev operator i QnPia, = Ph.-

Dokaz. Zbog toga Sto su sve funkcije g; gustoce i aditivnosti po podrucju integracije, vri-

jedi:
LQNfdﬂZg(Lifdu)(fXgidy):ﬁfd,u.

Dakle, Qy Cuva integral funkcije te je posebno Markovljev operator. Qy% je sada Markov-
ljev operator kao kompozicija dvaju Markovljevih operatora. Takoder vrijedi:

<QNf_faXB,~>:(Lifdﬂ)(vgigidﬂ)_f&fdﬂ:();

dakle, Qy je Galerkinova projekcija na Ay.

Jos§ preostaje dokazati da je QP s, = Pn-

N

OnPgi = Z(L; Pgi d:u)gj

J=1

N -1 N
O HO@TB)NB) B
= Z O Zpijgj = Pngi.

Jj=1 J=1

||
™M=
——
5
5
S
=
=
|
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Prethodna propozicija govori nam da se operator $y definiran na Ay moZe prosiriti na
cijeli L'(X, Z, ) kao Py := QyP. Od sada nadalje oznaka Py podrazumijeva takvu defi-
niciju.

Pretpostavimo da nam je za svaki N € N dana particija skupa X, {BY,...,BY} te da
vrijedi:
. Ny _
Jim, ma B = 0. @4
Preostaje ispitati konvergenciju niza operatora (Qy)yey (po moguénosti u L'(X, Z, u)).
Iz gornje je propozicije jasno da priZeljkujemo jaku konvergenciju prema operatoru iden-
titeta (jer tada Qy% jako konvergira prema #). Primijetimo da Qy aproksimira fiz, kons-

tantnom funkcijom (jednakom integralu funkcije f po B;). Iz sljedeeg primjera jasno je
da takva konvergencija ne mora vrijediti, ako particije nisu ’dovoljno dobre’:

Primjer 2.3.2. Neka je X = E(O, 1) ¢ R?, neka su za svaki N € N dani brojevi 0 =
a) < al... < al =1 te neka je BY kruzni vijenac izmedu krugova radijusa a,_; i a;. Ako
promotrimo f(x,y) = x, jasno je da je fB,- fdu=0zasvei=1,..,Ntejezato Qyf =0za
sve N € N, pa u ovom sluc¢aju niz (Qy)yen ne konvergira jako.

Pretpostavimo sada da je X € R”" kompaktan, u standardna Lebesgueova mjera i d

metrika inducirana nekom od (ekvivaletnih) normi na R". Neka je r(A) := sup d(x,y) 1
Xx,yEA

pretpostavimo da vrijedi:
. Ny _
N, s, ) = 0. @3

Tada mozemo dokazati:

Propozicija 2.3.3. Za svaki f € L' (X, 2, u) vrijedi Al/im Onf = f, odnosno niz (Qn)yen

konvergira jako prema jedini¢nom operatoru u prostoru L'(X, Z, p).

Dokaz. Nekaje f : X — R neprekidna funkcija. Tada je, zbog kompaktnosti prostora X
ona i uniformno neprekidna. Zelimo dokazati:

lim [[Qnf = fll; = 0.

Akosa f; = @ fB,- f du oznaCimo srednju vrijednost funkcije f na B;, vrijedi }ng f) <

f: < sup f(x). Posebno, vrijedi: ﬁBi |f = fil du < u(B)(sup f(x) — inf f(x)).

xeB; xeB;
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N N N
10w = Al = ) s, = fxa ], = D fB If = Fldu < ) uBisup £(0) — inf f(x).
i=1 i=1 VBi i=1 ’

X€B;
Neka je sada € > 01 neka je 6 > 0 takav da za d(x,y) < ¢ vrijedi |f(x) — f(y)] < €
(takav ¢ postoji zbog uniformne neprekidnosti funkcije f). Sada zbog postoji Ny € N
takav da za sve N > N, vrijedi 1n’1ka)1(v r(BkN ) < 0, odnosno za sve x € B;, y € B; vrijedi
<k<
i=j] = dx,y) <6 = |f(x)— f(y)| < €. Posebno je (sup f(x) — ing f(x)) < €. Dakle,

XEB,'

za N > N, vrijedi:

N N
1047 = fl = D u(Esup f(2) = inf F0) < D p(Bi)e = X
dakle, Qy f konvergira prema f u L'(X, %, u). Kako je C(X) gust u L'(X,Z, p), slijedi da
tvrdnja vrijedi za sve f € L'(X, Z, u).

O

1z jake konvergencije operatora Oy operatoru identiteta slijedi jaka konvergencija ope-
ratora Py = QP prema Perron-Frobeniusovom operatoru #.

Budu¢i da je matrica Py operatora $y stohasticka, prema Perron-Frobeniusovom te-
oremu Py ima nenegativni lijevi svojstveni vektor, odnosno operator £y ima stacionarnu

N N
gustocu u skupu A}, := {Z agi, >, a; = l,a;, > 0Vi = 1, ...,N}. To se moze dokazati 1
i=1 i=1

pomocu Brouwerovog teorema o fiksnoj tocki, jer je A}, zatvoren, ograniCen i konveksan
podskup skupa Ay te je Qy(A}) C A},

Iako #y ima stacionarnu gustoCu za sve N € N, egzistencija stacionarne gustoce
Perron-Frobeniusovog operatora dokazana je samo za neke vrste transformacija ®@. Pre-
zentirat cemo neke od tih rezultata.

Kompaktnost

U sljede¢im razmatranjima podrazumijevamo da je X = [0, 1] te da je za svaki N € N
particija {BY, ..., B} particija intervala [0, 1] na podintervale (primijetimo da su tada uvjeti

[2.5]i[2.4] zapravo isti uvjet).

Za dokazivanje egzistencije konvergentnog podniza niza stacionarnih gustoca (fy)yen
koristit cemo Hellyjevu lemu, za koju nam je potrebna i definicija varijacije.
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Definicija 2.3.4. Neka je f : [a,b] — R. Varijaciju funkcije f na intervalu [a, b] defini-
ramo kao:

b n
\/ f = sup { Z L) = Fio)h @ = X < X1 < oo < Xy = b}.
a i=1
Ako je f € L'([a, b], X, W), definiramo:

b
\/f=inf{vg,g=f(u—g-s-)}.

[a,b]

Ako vrijedi \/ ) f < oo kaZemo da je f funkcija ogranicene varijacije. Skup svih funkcija
ogranicene varijacije na |a, b] oznacavamo s BV([a, b)).

Teorem 2.3.5. (Hellyjeva lema) Ako je niz (f,).en funkcija definiranih na [a, b] uniformno
ogranicen po normi i varijaciji, odnosno ako postoji K takav da vrijedi:

Gl <K\ fi<K neN,
[a.b]

tada postoji podniz (f,, )ren niza (fo)nen takav da vrijedi:

S =11 =0,

lim
k— o0

pri cemu f takoder zadovoljava ||f|l, < Ki \/ f<K.
[a,D]

ZavrsSetak dokaza

Propozicija 2.3.6. Neka je (f,)nen niz stacionarnih gustoca operatora (P,),en koji zado-
voljava uvjete Hellyjeve leme. Tada je f definirana kao limes konvergentnog podniza od
(fy)nen Stacionarna gustoca Perron-Frobeniusovog operatora P.

Dokaz. Prema Hellyjevoj lemi, podniz (f,, )ien konvergira prema f u LY([0,1]), iz Cega
slijedi da je f gustoca. Takoder vrijedi (prisjetimo se |||, = 1):

1Pf = £l <||PF = Phull, + [P = Packull, + |Puctoc = e

<2||f = full, + [P Fo = Puctu

Prvi ¢lan u gornjoj sumi konvergira u 0 prema Hellyjevoj lemi, a drugi zbog jake konver-
gencije niza (P,),ey Operatoru P.

 *

1 +

ﬁ’k_fHI <

1

O
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Dokazi konvergencije Ulamove metode uglavnom se, dakle, baziraju na Hellyjevoj
lemi. Preostalo nam je komentirati do sada dokazane rezultate o uniformnoj ogranicenosti
varijacije za niz stacionarnih gustoca (f;,).cn operatora (P,,),cn.

Sljedeca jednostavna propozicija daje korisne rezultate o povezanosti operatora (Qy)yen
1 varijacije funkcije:

Propozicija 2.3.7. 1.
1 1

\/ ovf < \/ £ ¥f € BV(O, 1)),

0 0

2. Podskup rastucih funkcija i podskup padajucih funkcija prostora L'([0, 1]) su Qy-
invarijantni.

Preostalo nam je ukratko objasniti dokaze uniformne ograni¢enosti varijacije niza (f,,)nen
za preslikavanja @ s odredenim svojstvima:

Napomena 2.3.8. (Lasota-Yorke, Li) Za preslikavanja @ : [0, 1] — [0, 1] koja zadovolja-
vaju sljedece uvjete:

1. Postoji particija0 = ay < a; < ... < a, = 1 intervala [0, 1] takva da se ®y,, , .., moZe
prosiriti na C*-funkciju na [a;_,, a;].

2. Postoji konstanta A > 2 takva da vrijedi:

inf{|®’'(x)| : x € [0, 1]\ {a;, a2, ...,a,1}} = A.

3. Postoji konstanta s takva da vrijedi:

@l!
sup{[qy(g;z :x€[0,1]\ {ay, as, ...,a,_l}} <s.

1 I
MoZe se pokazati da vrijedi \| Pf < a\/ f+ B za sve f € DN BV([0, 1]), pri emu je
0 0

a = % Iz prethodne propozicije tada vrijedi:

1 1 1 1
\/ fi=\/ 0Pt <\/Pl<a\/ fi+B.
0 0 0 0

1
Buducida je a < 1, vrijedi \/ f, < 1% te niz (f,)nen zadovoljava uvjete Hellyjeve leme.
0

Napomenimo da se ovaj rezultat moze dokazati i za A > 1.
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Napomena 2.3.9. (Lasota-Yorke, Miller)
Neka je © : [0, 1] — [0, 1] preslikavanje koje zadovoljava sljedece uvjete:

1. Postoji particija0 = ay < a; < ... < a, = l intervala [0, 1] takva da je ®,, , 4, klase
C*zasvei=1,..r

2. @'(x) >0, ®”"(x) > 0zasve x €[0,1), pri cCemu su @ i ®” desne derivacije.
3. ®(a;))=0zasvei=0,..,r—1.
4. 21=9'(0) > 1.

Tada se moZe dokazati da pripadajuci Perron-Frobeniusov operator ima stacionarnu gustocu
f te daje f padajuca funkcija. Stovise, za svaku padajucu funkciju gustoée f je Pf takoder
padajuca funkcija gustoce te vrijedi ograda:

Pf(x) <af0)+K,
pri Cemu je @ = q>+(0) < 1. Definiramo:

D, ={f € DNA,: fje padajuca}.

Prema propoziciji je Pu(D,) = 0,(P(D,)) C D,, a D, je kompaktan i konveksan
skup, pa P, ima gustocu f, € D,. Sada vrijedi (ocito je ||Q,ll)-

J420) = QP f,(0) < 1P full < afu(0) + K.
Zbog a < 1 sada je f,(0) < % iz Cega slijedi:

1

\/ o= £0) = fu(1) <

0

1-a’

pa su ispunjeni uvjeti Hellyjeve leme.

2.3.2 Konvergencija Ky prema K,
U ovom odjeljku dokazujemo, uz relativno slabe uvjete na rjecnik funkcija, konvergen-
ciju niza Ky prema Ky kada M — oo, pri Cemu operator Ky definiramo kao:
(](N = Pl;]?(ITNa

gdje je u vjerojatnosna mjera na prostoru X te podrazumijevamo da su xi, ..., Xy, iza-
brani nezavisno na vjerojatnosnom prostoru (X, Z, ).
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Pretpostavimo da su funkcije ¢4, ..., ¥y y- nezavisne, odnosno da vrijedi:

VeeRY plxeX:c"¥P=0}=0.

Karakteristicne funkcije disjunktnih skupova (koristene u Ulamovoj metodi kao po-
sebnom slucaju EDMD-a) su u-nezavisne. Takoder, funkcije u svakoj ortonormiranoj bazi
prostora L*(X, Z, i) su u-nezavisne. Pretpostavka u-nezavisnosti povlaci invertibilnost ma-
trice Gy s vjerojatnoScu 1.

Lema 2.3.10. Ako su funkcije 1, ..., Yy p-nezavisne, tada za sve ¢ € F vrijedi:
Jim [P0 - P = 0.
pri cemu je ||-|| bilo koja norma na konacnodimenzionalnom prostoru Fy.

Dokaz.

P,¢ = arg min f(f— #)* du = P" arg min f(cT‘P —¢)* du ="¥" argminc'Gyc—2c" by,
X X

feFn ceRN ceRN

gdje je Gy = [ W¥T du € RV, ab, = [ W¢du € RV, Bududi da je Gy, zbog
pretpostavke nezavisnosti, invertibilna simetri¢na pozitivno definitna matrica, minimum se
postiZe za ¢ = Gy'by. Analognim zaklju¢ivanjem dobivamo da je Py'¢ = ¥7cy, gdje

M

je e = Gylybsm, gdje smo Gy veé definirali, a by = Y, ¥P(x;)¢(x;). Prema jakom
' i=1

zakonu velikih brojeva vrijedi A%im Gvu = Gy te Allim by m = by, pa tvrdnja slijedi zbog

neprekidnosti matri¢nog mnoZenja i invertiranja. O
1z prethodne leme, definicije operatora Ky i teorema jednostavno slijedi:
Teorem 2.3.11. Za svaki ¢ € Fy vrijedi:

lim [ K6 ~ Ko = 0.

2.3.3 Konvergencija Ky prema K

U ovom odjeljku dokazat ¢emo, na sli¢an nacin kao i za Ulamovu metodu, konvergen-
ciju EDMD metode uz odredene pretpostavke.
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2.3.4 Definiranje niza operatora
Pretpostavke pod kojima radimo su:
e K je dobro definiran ograni¢en operator na L*(X, Z, 1)
e rjecnik funkcija (,),en Cini ortonormiranu bazu za L*(X, Z, ).

Uz pretpostavku (2), niz (P4,)y ortogonalnih projektora na potprostore Fy jako konver-
gira prema operatoru identiteta na L>(X, X, u). Sada nije teSko dokazati sljedeéu tvrdnju:

Teorem 2.3.12. Niz Ky P, = P\K Py, konvergira jako prema operatoru K za N — oo.

Dokaz. Nekaje ¢ € L*(X,Z,u) i N € N. Tada moZemo pisati ¢ = Py¢ + (I — Py)¢, iz Cega
slijedi:

|PVK PG - Ko = [Py = DKPLG - KU = Pig|| < [Py = DEP|[+IKI [ - PRy

Sada zbog jake konvergencije niza Py, prema [ slijedi tvrdnja.
O

Primijetimo da nam je u prethodnom dokazu bila potrebna ograni¢enost, odnosno
neprekidnost operatora K. Gornja razmatranja i pretpostavke mogu se oslabiti tako da
umjesto L2(X, X, 1) uzmemo neki K-invarijantan potprostor  prostora L*>(X, X, u). Ako
je K neprekidan na ¥ te ako je (¥,).en Ortonormirana baza za ¥, tada niz operatora Ky
konvergira prema ‘K. Takoder treba komentirati da pretpostavka da je (,)nen Ortonormi-
rana baza za ¥ nije pretjerano jaka pretpostavka, jer je dovoljno uzeti prebrojiv gust skup
funkcija i ortonormirati ga.

Slaba konvergencija svojstvenih funkcija

Jaka konvergencija operatora opéenito ne povlaci konvergenciju spektra i svojstvenih
funkcija. Medutim, mozemo dokazati postojanje slabo konvergentnog podniza svojstve-
nih funkcija operatora Ky prema svojstvenoj funkciji operatora K te konvergenciju pripa-
dajucih svojstvenih vrijednosti.

Za dokaz te konvergencije bit ¢e nam potreban sljedeci teorem ([2], teorem 5.3.10):

Teorem 2.3.13. Svaki ogranicen niz (x,),en u Hilbertovom prostoru H ima slabo konver-
gentan podniz, odnosno postoji podniz (x, )ren i X € H za koji vrijedi:

Vye H /}im(x,,k,y) = (x, ).

.o . v W
Slabu konvergenciju niza (x,),en prema x oznacavamo s x, — X.
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Sada smo spremni dokazati slabu konvergenciju niza svojstvenih funkcija:

Teorem 2.3.14. Neka je K ogranicen operator na L*(X,Z, 1) te neka je (Ay, dn)nen iz
parova svojstvenih vrijednosti i funkcija operatora Ky, pri cemu je ||py|l, = 1, N € N.
Tada postoji podniz (Ay;, dn.)iex, te A € C, ¢ € L*(X, T, u) takvi da vrijedi:

111’1’1 /lNi =4, ¢Ni L ¢,

te vrijedi K¢ = Ap. Posebno, ako je ||¢|l, > 0, tada je A svojstvena vrijednost operatora K
s pripadajucom svojstvenom funkcijom ¢.

Dokaz. Niz (¢pn)nen je ograniCen niz na Hilbertovom prostoru, pa prema prethodnom te-
oremu postoji njegov slabo konvergentan podniz (¢, )ken) s limesom ¢.
Zbog relacije Ky Py, = Py KPy, te Kyody = Aygy slijedi:

Iangwlly = [|[PRYEPYoul, < [[PAIL KL [P gl = 1K lIgll, = 1an] < 1K1, -

Dakle, niz (Ay)yen je ograniCen u C. Stoga postoji konvergentan podniz (Ay,).en niza
(Am ) ken 8 limesom A.

Neka je sada f € L*(X, X, u). Vrijedi:
<7(¢—/1¢, f> = <7<¢_7<N[Pl]t]i¢+7<N,‘PI;]i¢_7<N[¢N;+(](N,'¢N1_/IN,‘¢N,‘+/1N[¢N;_/1¢N[+/1¢N,'_/l¢, f> =

<(]<¢ - 7<‘Nil-)l/t/l-(p’ f> + <7(NiPI1</;¢ - 7(Ni‘pNi’ f> + </1Ni¢Ni - /1¢Ni’ f> + </1¢Ni - /l(ﬁ, f> (26)

Dokazimo sada da svaki od ¢lanova gornje sume konvergira u 0 za i — oo. Prema
Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti te zbog ogranicenosti operatora K i Ky vrijedi:

KK — K Py, N < [ Kb = K Py o, 11l < |5 = Ko, Py |, Nl 1AL

te desna strana konvergira u 0 zbog jake konvergencije niza operatora (Ky)yen.

(K, Pl — K ) = KPL KPP & — P K, I = KK(Ply b — d). Py P,
Oznacimo h; = K (P’I‘Viqﬁ — ¢y,) 1 dokazimo da h; 50. Prisjetimo se da je K ogranicen

operator te da je zato dobro definiran njemu adjungirani operator K™ (Stovise, zapravo se
radi o Perron-Frobeniusovom operatoru za isto preslikavanje). Neka je g € L2(X, Z, u):

(hi,8) = (Py¢ — dn, K'g) =Py ¢ — ¢, K" g) + (¢ — pn,, K'g).
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Prvi ¢lan ove sume, analogno kao 1 prvi ¢lan sume konvergira u 0 zbog jake konver-
gencije operatora P’lf,i operatoru identiteta. Drugi ¢lan konvergira zbog slabe konvergencije

niza (¢, )iew. Dakle h; — 0. Sada vrijedi:

(hio P f) = Chis P f = )+ (i, .

Sada opet zbog jake konvergencije operatora P’I’Vi i slabe konvergencije niza (h;);cn, desna
strana konvergira u 0.

Cetvrti &lan u konvergira u 0 zbog slabe konvergencije niza (¢y;,);en-
Napokon, imamo, opet po Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti:

KAn@n, = AP, I = | Ay, = Adw,, O < Ay, = ALSl 5

te desna strana konvergira u 0 zbog konvergencije niza (Ay,);en. Time je tvrdnja dokazana.
O
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2.4 Dodatna razmatranja o metodama

2.4.1 EDMD za Perron - Frobeniusov operator

Iz dualnosti Koopmanovog i Perron-Frobeniusovog operatora moZemo izvesti najbo-
lju aproksimaciju Perron-Frobeniusovog operatora $y j na N-dimenzionalnom potpros-
toru funkcija iz rjecnika D . Htjeli bismo operator definirati jednako kao 1 Koopmanov :
Pumf = C}PN,M‘P za f = c}‘I’, gdje je ¥ ve¢ uveden vektor funkcija iz rjenika. Zbog
dualnosti tada vrijedi, za f = c}‘P ig=c, ¥

M M
Prwhs Dy = ), cF PPy ¥(x) = D ] Py Px)P(X) ¢ = M| PGy

i=1 i=1
S druge strane, vrijedi:

M M

o Knm@a = ) P&y KunPx) = Y cFPE)PX) Ky = M GrpK,yc
i=1 i=1

Gornje jednakosti vrijede za sve vektore ¢y 1 ¢, pa moZemo zakljuciti:
_ T _ -1 T _ T
PyuGnm = GvmKyy = GGy uAvm = Ay

_ T -1 . . . .
odnosno Pyy = Ay,Gy,- Sada invarijantne mjere Perron-Frobeniusovog operatora
mozemo aproksimirati u proizvoljnom rje¢niku funkcija.

2.4.2 Ulamova metoda kao EDMD

Nastavno na gornja razmatranja, promatramo rjecnik funkcija D = {y, ..., ¥y} zadan
kao Y, = xm,, pri Cemu je {By, ..., By} particija skupa X 1 neka su dane tocke X’f, - X,’;k za
svel <k < N,ten +..+ny = M. Tada vrijedi:

1T
n
\le = ? . ’
T
1,
pri ¢emu s 1,, oznacavamo n X 1 vektor jedinica. Tada vrijedi:

1

ni

1
T _ wT n
¥l =9y
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Nije teSko provjeriti da tada vrijedi:

M 1 M 1 M
(Y = D Fa¥y = — > (Fa¥r = — > xe (ixs, (%) =
k=1 J k=1

J k=1

1
- Z){Bi(q)(x) = Djis
n] XEB]'
odnosno Ky = P;’M. Dakle, Ulamovu metodu za particiju {By,..., By} zapravo
mozemo promatrati kao EDMD s rjeCnikom koji Cine karakteristicne funkcije skupova
iz te particije.

2.4.3 DMD i EDMD za sustave s velikom dimenzijom

U praksi se ¢esto pojavljuju problemi u kojima je dimenzija prostora X znatno veca

od broja dostupnih mjerenja. Za do sada definirane DMD i EDMD metode to predstavlja
problem, jer je pretpostavka da ¢emo u rjecniku imati manje funkcija nego $to imamo po-
dataka (u suprotnom matrica Gy ne moZze biti invertibilna).
Medutim, problemi velike dimenzionalnosti obi¢no u sebi sadrZavaju visoko korelirane
komponente, te im se na taj nacin dimenzionalnost moZe smanjiti, primjerice koriStenjem
dekompozicije matrice na singularne vrijednosti (SVD). Teorem o singularnoj dekompozi-
ciji matrice govori da se svaka matrica A € R”™" moze rastaviti na sljedeci nacin:

A=UXV", UeR™ ¥ ecR™ VeR™,

pri ¢emu su U 1 V ortogonalne matrice, a X dijagonalna matrica s padaju¢om nenegativnom
dijagonalom.

Smanjenje dimenzije matrice podataka X na ovaj naCin mozemo postiéi tako da za neki
k < m,n uzmemo aproksimaciju:

k
X = UZiVy = ) oww], UeR™, e R, Ve R™,
i=1

gdje Uy 1 Vi Cine prvih k stupaca matrica U 1 V. Sukladno s time, imamo sljede¢i DMD
algoritam (uz prije uvedene oznake X, Y):

1. Odredimo k takav da su o; "dovoljno male” za [ > k.
2. Odredimo Uy, %, Vi kao gore.

3. Izratunamo B, = U] YV, X'
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4. IzraCunamo svojstvenu dekompoziciju I';, Ay matrice By, pri ¢emu su I'; desni svoj-
stveni vektori matrice By.

5. UI'; su trazeni DMD modovi.

Pokazat ¢emo da ovakvu dinami¢ku modalnu dekompoziciju moZemo interpretirati kao
EDMD za rje€nik funkcija ¢;(x) = (x,u;),i = 1,...,k. Takva interpretacija ima smisla,
jer ako xi, ..., X, promatramo kao toc¢ke u prostoru, uy, ..., u; predstavljaju k dominantnih
smjerova za skup podataka X, ..., Xy, $to je ideja analize glavnih komponenti (PCA). Ovu
interpretaciju mozemo Koristiti za uvodenje nelinearnosti, u smislu da nelinearne funkcije
(polinome, trigonometrijske funkcije) uvodimo u varijablama (x, u;).

Uz ovakvu pretpostavku na rjecnik funkcija, imamo:

X, ur) .. (Xpg,up)
Yy = :U;X:ZkVT, lPY:U];rY

Xp,u) o Xy, Ug)

Sada imamo:
Koy =Wy = U YV = Ul YV

Dakle, dobivena matrica K; j, je jednaka matrici By 1z gornjeg algoritma.






Poglavlje 3
Primjeri

U ovom poglavlju analizirat cemo nekoliko sintetickih (u smislu da mjerenja simuli-
ramo iz poznatog sustava) i nesintetiCkih primjera (gdje su mjerenja dobivena bez znanja
o pozadinskom dinami¢kom sustavu). Na primjerima u kojima nam je dinamicki sustav
poznat, osvrnut ¢emo se na svojstva o kojima smo govorili u prethodnim poglavljima, iz-
vesti (gdje je moguce) eksplicitno svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije te provjeriti
efikasnost Ulamove metode, EDMD-a te gEDMD-a za dane sustave. U takvim sustavima
mozemo imati metriku udaljenosti od teorijske vrijednosti.

U danim ¢emo primjerima s neprekidnim vremenom, radi jednostavnosti, dinamicki
sustav zapisivati kao:

X Fi(x)

X Fr(x)
X = F(X) , odnosno _2 = 2_ .

Xq Fy(x)

Napomena 3.0.1. (O prikazu svojstvenih vrijednosti na slikama) U primjerima s nepre-
kidnim vremenom, Koopmanov operator koji aproksimiramo EDMD metodom zapravo je
operator K, iz neprekidne familije (K)o, pri cemu je t vrijeme izmedu dva uzastopna
mjerenja. Dakle, ocekujemo da ce za svojstvene vrijednosti A;, koje dobijemo EDMD
metodom, te svojstvene vrijednosti generatora A5, dobivene gEDMD metodom, vrijediti
A; = ehi'. Zato éemo, kad god budemo koristili obje metode na istim podacima, crtati svoj-
stvene vrijednosti na dva nacina: svojstvene vrijednosti dobivene EDMD-om i eksponente
svojstvenih vrijednosti dobivenih gEDMD-om (lijevo) te logaritmirane svojstvene vrijed-
nosti uz svojstvene vrijednosti dobivene gEDMD-om (desno). Za medusobnu usporedbu
vise vrsta iste metode, prikazujemo svojstvene vrijednosti prirodne za tu metodu.

59
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3.1 Linearni dinamicki sustav u diskretnom vremenu

Prvo promatramo dvodimenzionalni dinamicki sustav s diskretnim vremenom [14]:

o = Ax. A:[0.48 —0.06]

-0.16 0.52

Kao §to smo komentirali u primjeru svojstvene vrijednosti Koopmanovog ope-
ratora su svojstvene vrijednosti matrice A, a svojstvene funkcije ¢;, ¢, dane s (x, w;), (X, W),
gdje su wy, w; lijevi svojstveni vektori matrice A. Jo$ svojstvenih vrijednosti i funk-
cija Koopmanovog operatora moze se dobiti mnoZenjem. Za gore danu matricu A svoj-
stvene su vrijednosti 4; = 0.6, 4, = 0.4, s pripadaju¢im lijevim svojstvenim vektorima
w, =[0.8,-0.6]" i w, = %[2, 1.

Rekonstrukcija svojstvenih funkcija pomoéu EDMD-a

Bududi da su nam u ovom slucaju svojstvene funkcije poznate, moZzemo varati” te

odabrati pogodan rjecnik funkcija D. Oznaimo sa D];Joly skup monoma u dvije varijable

stupnja manjeg ili jednakog k (D];wly sadrzi (";2) monoma). Na slici moze se vidjeti
rekonstrukcija svojstvenih funkcija pomocu polinoma stupnja manjeg ili jednakog 5. Na
slici|3.2| prikazana je loSija rekonstrukcija dobivena pomoc¢u Fourierovih polinoma u dvije
varijable.

Aproksimacija invarijantne mjere

Invarijantna mjera ovog sustava zapravo je mjera koncentrirana u tocki [0, 0]. Inva-
rijantnu mjeru pokusali smo aproksimirati Ulamovom metodom te EDMD metodom s
rjecnicima polinoma razliCitih stupnjeva, a rezultati se mogu vidjeti na slici 3.3] Pri-
mjecujemo da Ulamova metoda dobro aproksimira danu distribuciju, dok skupovi poli-
noma ni s poveéanjem stupnja ne mogu dobro aproksimirati takvu distribuciju.
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Slika 3.1: Prvih devet svojstvenih vrijednosti (osim trivijalne 1) i pripadajuce svojstvene
funkcije Koopmanovog operatora dobivene aproksimacijom polinomima stupnja manjeg
ili jednakog 5.

A=0.685 A=0.478 A=0.454

Slika 3.2: Prve tri netrivijalne svojstvene vrijednosti 1 pripadajuce svojstvene funkcije Ko-
opmanovog operatora dobivene aproksimacijom Fourierovim polinomima.
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Slika 3.3: Invarijantna mjera izracunata Ulamovom metodom (lijevo), EDMD metodom s

rje¢nikom polinoma D; (srednje) i D;gly (desno).

oly

3.2 Dinamicki sustav s neprekidnim vremenom
Promatramo dvodimenzionalni dinamicki sustav s neprekidnim vremenom:
Xp = yx1,

XQ = 5()62 - Xz).

Podatke za ovaj sustav simuliramo pomocu funkcije ode45 u programskom jeziku Ma-
TLAB, za intervale od 0.01 sekunde.

Svojstvene vrijednosti i funkcije sustava

Primijetimo prvo da je ¢;(x) = 1 svojstvena funkcija Koopmanove familije pridruzena
svojstvenoj vrijednosti 0. Takoder, jednostavno je provjeriti da su ¢,(x) = yx; te ¢3(x) =
@xﬁxﬁ svojstvene funkcije generatora Ay pripadajuce Koopmanove familije pridruzene
svojstvenim vrijednostima y 1 6 redom:

Axcpa(x) = [1 O] [5(xz/)il xz)] = yx1 = y$a(X),
i

= 2y = O)xy + 0617 = 5h3(X).

[y 2]
o0 = [2x 32| T
Prema napomeni [.4.12] svi brojevi oblika ay + b6 za a,b € Ny svojstvene su vrijednosti
Koopmanove familije, s pripadajuéim svojstvenim funkcijama ¢, = ¢3¢5.
Sustav za razlicite predznake vy, §

Jedina fiksna toCka gornjeg sustava je [0, O], pa stabilnu, nestabilnu i centralnu mno-
gostrukost promatramo s obzirom na nju. Pretpostavimo da su sve svojstvene funkcije
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oblika ¢‘21¢§, te promotrimo analogon propozicije|1.4.19|za nelinearne sustave. Za razlicite
predznake vy i 6 dobivamo:

Yy T o E° E"
<0[<0 R? 0
<0|>0]|{[x;,x»]eR?:x, = ﬁxf} {[x1, x2] € R? : x; =0}
>0| <0 {[x1, x2] € R? : x; =0} {[xl,xz]eRZ:xzzﬁx%}
>0[>0 0 R?

. 5<0,v<0 . §50,v<0
08} i = 4l
0.6 a ,///

i = /,/ , 2t ) B S
02| h ;/;‘,./— T of - — "_/\7:_77

o] o

0.6 r

VDE"T 0.8 36 70‘4 0.2 1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 78’% 0.8 'D‘S ';.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
500 920 56 §>0,v>0

400 / 0

Slika 3.4: Trajektorije skupa 13 nasumi¢no odabranih tocaka za razli¢ite predznake vy, d,
gdje je y| = 0.4, |6] = 0.2 tijekom 10 sekundi. Pocetak trajektorija naznacen je toCkom.

Trajektorije sustava prikazane su slici Za 6,y < 0, trajektorije konvergiraju prema
fiksnoj tocki 0, a u ostalim slucajevima divergiraju. Ako za 6 > 0,y < 0, odnosno
6 < 0,y > 0 simuliramo podatke za E* iz tablice, dobivamo stabilne trajektorije, kao
Sto se moZe vidjeti na slici [3.5] Ovakav rezultat odgovara nasim zaklju¢cima o stabilnim
mnogostrukostima, a moZemo ga dobiti 1 analizom pripadajuéeg sustava ODJ.

Aproksimacije dobivene EDMD i gEDMD metodama

Promatramo sustav za parametre y = —0.7, 6 = —0.8 te simuliramo po 100 podataka
(prvu sekundu) iz 100 trajektorija. Pocetne toCke trajektorija odabrali smo iz jedini¢ne
dvodimenzionalne normalne razdiobe.
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d<0,4>0 d>0,v<0
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Slika 3.5: Trajektorije tocaka iz teorijski stabilnih mnogostrukosti.

U ovom smo sustavu ve¢ analiticki odredili (neke) svojstvene funkcije pripadajuce Ko-
opmanove familije, koje su polinomnog oblika. Stoga ¢emo opet koristiti rje¢nike D’;oly za
EDMD metodu te za gEDMD metodu.

Ako se u rje¢niku nalaze polinomi stupnja manjeg ili jednakog k, tada se u potprostoru
rjecnika nalazi to¢no L%J[%] svojstvenih funkcija Koopmanove polugrupe. Za rje¢nik
polinoma stupnja manjeg ili jednakog 6, dobivene svojstvene vrijednosti prikazane su na
slici Primijetimo da su svojstvene vrijednosti dobivene gEDMD metodom nesto blize
teorijskim svojstvenim vrijednostima. Takoder, na grafu postoji nekoliko parova svojstve-
nih vrijednosti s izraZzenom kompleksnom komponentom. Medutim, za razliite skupove
simuliranih podataka te su vrijednosti znatno razlidite, $to je prikazano na slici Zanim-
ljivo je da se zavisnost o podacima jednako prenosi na gEDMD i EDMD metodu.

Predikcija trajektorija

Pomocu svojstvenih vrijednosti i funkcija pokusSali smo predvidjeti trajektoriju na-
sumic¢no odabrane tocke 1 dobili rezultate prikazane na slici|3.8

Primjecujemo da, iako obje metode predvidaju tocnu trajektoriju, EDMD metoda losije
predvida to¢nu poziciju u vremenu. Greske su prilicno male te na ovom primjeru dajemo
prednost metodi za generatore. Pokus je ponovljen viSe puta s viSe nasumicnih tocaka i
uvijek daje ovakve rezultate.



3.2. DINAMICKI SUSTAV S NEPREKIDNIM VREMENOM

0015

0.005

-0.005

©

® 0 e ee 90

©  teorjska
- EDMD
O gEDMD

0015
0.

05

05

65

®  teorjska
- EDMD
O gEDMD
o
°
°
0 © @ 0 0 e 0 00 ]
[}
©
<]
e
5 4 3 -2 1 0 1

Slika 3.6: Svojstvene vrijednosti dobivene EDMD i gEDMD metodom i teorijske svoj-
stvene vrijednosti Cije se pripadne svojstvene funkcije nalaze u potprostoru razapetom

rje¢nikom (3.0.1)).

R - T S T I

5 5
o teoniska o leoriska © teorjska
. EDMD 4 - EDMD 4 - EDWMD
- gEDMD - gEDMD - gEDMD
3 3
2 2
1 1
crssme e 0 ceem=e e 0 remm=me o
a 3
-2 -2
3 -3
-4 -4
-5 -5
10 -8 - 4 2 0 2 ~10 8 4 -2 0 2 -10 8 -6 4 2 0 2

Slika 3.7: Svojstvene vrijednosti dobivene s istim rje¢nikom na razli¢itim podacima.
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Slika 3.8: Predikcija trajektorije nasumi¢no odabrane tocke kroz 5 sekundi i greSke u pre-

dikciji.
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3.3 Lorenzov sustav

U ovom primjeru testirat cemo performanse metoda na Lorenzovom sustavu. Radi se o
sustavu s neprekidnim vremenom u 3 dimenzije, zadanom jednadZbama:

X1 = o(x = x1),
Xy = x1(0 — X3) — X2,
jC3 = X1X2 —ﬁX3.
Fiksne toc¢ke Lorenzovog sustava dane sus p = [0,0,0],¢+ = [B(o — 1),8(p — 1),p —
D1, q- = [-B(p—1),—B(p—1), p—1)]. Za vrijednosti parametara o = 10, p = 28,5 = %, ovaj
se sustav ponasa kaoti¢no, kao $to mozemo vidjeti na slici trajektorija[3.9] Generirali smo

podatke trajektorija za 100 nasumicnih pocetnih tocaka tijekom 6.25 sekundi s razmakom
0.01 sekunde.

Slika 3.9: Simulirane trajektorije Lorenzovog sustava.

Ulamova metoda

Opcenito je velik problem Ulamove metode ¢injenica da s pove¢anjem dimenzije pros-
tora broj prirodnih” skupova B; raste eksponencijalno. Stovise, na slici trajektorija Loren-
zovog sustava primjecujemo da one ne pokrivaju trodimenzionalan prostor te ¢e u diskre-
tizaciji pravokutnicima puno pravokutnika ostati prazno.
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Jedna ideja diskretizacije prostora stanja je sljedeca: podijelimo prostor na dva polu-
prostora ravninom x+y = 0. To je ravnina koja je okomita na spojnicu dviju fiksnih tocaka.
Nakon toga, svaki od poluprostora podijelimo na skupove koji odgovaraju pravokutnicima
u sfernim koordinatama s obzirom na fiksnu tocku sustava iz tog poluprostora.

Takvom Ulamovom metodom procijenili smo prvi 1 drugi svojstveni vektor matrice P,
kao Sto se moze vidjeti na slici Poznato je da nam predznaci drugog svojstvenog
vektora matrice Markovljevog lanca otkrivaju metastabilna stanja - skupine stanja takve da
je prelazak iz jedne u drugu skupinu vrlo malo vjerojatan. Dobiveni rezultati podrZavaju
takvo razmisSljanje - prvi svojstveni vektor je pozitivan blizu obje fiksne tocke, dok je drugi
svojstveni vektor pozitivan oko jedne, a negativan oko druge fiksne tocke sustava.

03

Slika 3.10: Prvi i drugi svojstveni vektor matrice P predstavljaju invarijantnu mjeru i me-
tastabilna stanja sustava.

Predikcija pomoéu EDMD-a i gEDMD-a

Za rjecnik polinoma stupnja manjeg ili jednakog 5 pokusSali smo rekonstruirati svoj-
stvene vrijednosti i funkcije Koopmanove polugrupe odnosno diskretnog Koopmanovog
operatora, te pomocu njih pokusali predvidjeti ponasanje sustava u sljede¢ih nekoliko ko-
raka. Slika[3.TT|prikazuje dobivene svojstvene vrijednosti Koopmanovog operatora EDMD
i gEDMD metodom. Primjecujemo da je njihovo poklapanje dosta loSije nego za sustav iz
prethodnog primjera.

Na slici prikazana je evolucija i predikcija jedne od koordinata kroz vrijeme te
greSka predikcije (u smislu udaljenosti u R*) za nasumi¢no odabranu to¢ku iz trodimenzi-
onalne jedini¢ne normalne distribucije, iz koje smo birali i po¢etne tocke trajektorija. Cini
se da EDMD metodom mozemo dobiti to¢nu predikciju kroz otprilike sljede¢ih 10 koraka,
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Slika 3.11: Svojstvene vrijednosti Koopmanovog operatora dobivene EDMD i gEDMD

metodom (3.0.1))

odnosno 0.1 sekundu, S$to je prilicno dobro s obzirom na kaoti¢nost sustava. Takoder, si-
muliranjem mnogo takvih primjera primjecuje se da gEDMD metoda doista radi loSije u
ovom slucaju, unato¢ egzaktnom poznavanju funkcije sustava.

_Prodikcia ykoordinate “ . . Poeskapredkcie Pogreska predikcije

= d

EDMD
QEDMD

Slika 3.12: Predikcija trajektorije i greSka za nasumicno odabranu tocku (lijevo) te rezultat
takve simulacije za viSe nasumicnih tocaka (desno).
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3.4 Vrtloznost fluida

Opis podataka

U ovom primjeru promatramo dinamicki sustav ¢ije nam jednadZbe nisu poznate. Isti
je sustav analiziran u radu [4]. Podaci predstavljaju mjerenja vrtloZnosti fluida na diskret-
noj mreZi sastavljenoj od 128 x 128 tocaka s razmakom od 6t = 0.0313s. Dostupna su
nam mjerenja tijekom 1200 vremenskih intervala, ali u dijelu metoda koristit ¢emo manji
podskup od 200 uzastopnih mjerenja.

U ovom primjeru koristimo EDMD opisan u odjeljku [2.4.3| te gEDMD za isti rje¢nik
funkcija. Primijetimo da su gradijenti funkcija (X, ;) zapravo jednaki u;. Rekonstruk-
cija tada, naravno, ovisi 1 o broju k singularnih vektora u;. Na slici [3.13| moZzemo vidjeti
kako se procijenjene svojstvene vrijednosti mijenjaju povecanjem broja singularnih vek-
tora, iz ¢ega moZemo zakljuciti da se stvarne vrijednosti Koopmanovog operatora nalaze
na jedini¢noj kruznici u C. Pridruzeni je Koopmanov operator tada izometri¢an, odnosno
moZemo zakljuditi da je u pozadini ovih podataka dinamicki sustav zadan preslikavanjem
koje Cuva mjeru.

Procjena derivacije metodom podijeljenih razlika
Budu¢i da nam u ovom slu¢aju nisu poznate vremenske derivacije komponenti X, moZemo
ih procijeniti metodom podijeljenih razlika. Neki od nacina su:

e razlike unatrag : X; = ¥

Xi+1—Xi
h

razlike unaprijed: x; =

Xit]—Xi—|
2h

centralne razlike: x; =

centralna metoda drugog stupnja: k; = —X2t8us -8 10

ostale metode drugog ili viSeg stupnja.

Na slici [3.14] prikazano je kako izbor aproksimacije derivacije utjece na dobivene svoj-
stvene vrijednosti Koopmanovog generatora. Teorijski, svojstvene bi vrijednosti trebale
lezati na imaginarnoj osi, Sto zadovoljavaju samo simetricne metode.

Svojstvene vrijednosti dobivene EDMD i gEDMD metodom

Za dane skupove podataka procijenili smo svojstvene vrijednosti Koopmanovog ope-
ratora i generatora Koopmanove polugrupe te su rezultati prikazani na slici[3.16] Odmah
primjecujemo zanimljiv fenomen: iako svojstvene vrijednosti dobivene gEDMD metodom
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Slika 3.13: Svojstvene vrijednosti dobi- Slika 3.14: Svojstvene vrijednosti dobi-
vene EDMD metodom za razliCiti broj vene gEDMD metodom za razlicite pro-
singularnih vektora. cjene derivacije.

cak 1 za relativno male k leZe blize jedini¢noj kruznici, ovom metodom dobivamo samo
podskup svojstvenih vrijednosti. Podskup dobiven gEDMD metodom s procjenom deriva-
cije metodom drugog stupnja nesto je bolji, odnosno Siri.

Slika 3.16: Odstupanje Ah od
sh(dh) 1 analogne funkcije za
drugi stupanj.

Slika 3.15: Usporedba svojstvenih vrijednosti dobive-
nih razli¢itim metodama (3.0.1).

PokuS$ajmo intuitivno objasniti ovaj fenomen. Pretpostavimo da smo X; procijenili cen-
tralnim razlikama. Ako su podaci dobiveni s vremenskim razmakom 4, tada u smislu Koop-
manove familije pridruZzene danom sustavu moZemo promatrati X, 1 X;_; kao %,x; 1 K} 'x;.

. .. 5K !
U tom smislu generator Ag zapravo aproksimiramo operatorom ———--

20
vrijednosti trebalo vrijediti A ~ €= = S " oqnosno Ak ~ sh(h). Analogno, za me-

2h T
todu drugog stupnja dobivamo da mora vrijediti Ah ~ w.

, te bi za svojstvene

Dakle, ako se za



72 POGLAVLIJE 3. PRIMJERI

teorijsku svojstvenu vrijednost A, Ah znacajno razlikuje od sh(4h), gEDMD metoda nece je
identificirati kao svojstvenu vrijednost. Na slici [3.16) moZemo vidjeti graf funkcije odstu-
panja za A na imaginarnoj osi kompleksne ravnine te oznaCene krajeve raspona svojstvenih
vrijednosti dobivenih gEDMD metodom s pripadajuom vrstom diskretizacije. Formali-
zacija gore navedenih razmatranja, kao i eventualni rezultati o ovisnosti moguéeg raspona
identificiranog spektra o metodi diskretizacije, mogu biti predmet daljnjeg istraZivanja.

Rekonstrukcija i predikcija

Kao i u prethodnim primjerima, svojstvene vrijednosti i funkcije Koopmanovog opera-
tora koristimo za rekonstrukciju stanja i predikciju u buduénosti. Rezultate mozemo vidjeti
na slici[3.17] Predikcija dobivena gEDMD metodom znatno je losija, no to je i o¢ekivano
s obzirom na to da nam nedostaje znatan dio spektra.

Stvama vrijednost, n =101

EDMD predikcija, n =101

gEDMD predikcija, n =10/

i

Slika 3.17: Predvidanje stanja fluida nakon 100 vremenskih intervala koristec¢i 50 singu-
larnih vektora.
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Sazetak

U ovom radu promatramo razli¢ite aspekte teorije Koopmanovih i Perron-Frobeniusovih
operatora pridruzenih dinami¢kom sustavu u diskretnom ili neprekidnom vremenu. Za dani
dinamicki sustav Perron-Frobeniusov operator opisuje evolucije vjerojatnosnih gustoéa
pod djelovanjem sustava, dok Koopmanov operator opisuje evolucije funkcija prostora sta-
nja. Navedeni su operatori linearni za sve dinamicke sustave, Sto nam omogucuje opis
nelinearnih dinamickih sustava linearnim, ali beskona¢nodimenzionalnim operatorom.

Perron-Frobeniusov i Koopmanov operator imaju lijepa svojstva: oba su parcijalne
izometrije na svojim prirodnim domenama. Takoder, Koopmanov operator pridruZen pres-
likavanju @ dualan je Perron-Frobeniusovom operatoru pridruzenom istom preslikavanju,
iz Cega slijede bitna svojstva spektra jednog i drugog operatora.

Za dinamicke sustave s neprekidnim vremenom promatraju se familije, odnosno po-
lugrupe, Perron-Frobeniusovih 1 Koopmanovih operatora. Ako je sustav zadan obi¢nim
diferencijalnim jednadzbama, za odredene se klase funkcija djelovanje svake od tih fami-
lija moZe opisati jednim operatorom - generatorom polugrupe.

Najpopularnija metoda za aproksimaciju Perron-Frobeniusovog operatora je Ulamova
metoda, kojoj je ideja podijeliti prostor stanja na konacno mnogo disjunktnih skupova 1
promatrati danu transformaciju kao Markovljev lanac s kona¢nim prostorom stanja. Sta-
cionarne distribucije tog Markovljevog lanca aproksimiraju stacionarne gustoée Perron-
Frobeniusovog operatora.

Za aproksimaciju Koopmanovog operatora koristi se proSirena dinamicka modalna de-
kompozicija (EDMD), koja za dani rjenik funkcija aproksimira projekciju Koopmanovog
operatora na potprostor razapet funkcijama iz rje¢nnika. Sli¢na se metoda, poznata kao
gEDMD, moZe iskoristiti za aproksimaciju generatora Koopmanove familije.

Efikasnost ovih metoda provjeravamo na nekoliko primjera diskretnih i1 neprekidnih
dinamickih sustava.






Summary

In this thesis we have studied several aspects of the theory of Koopman and Perron-

Frobenius operators associated with both discrete-time and continuous-time dynamical
systems. The Perron-Frobenius operator describes the evolution of probability density
governed by the underlying dynamical system, whereas the Koopman operator describes
the evolution of observables, functions of the state space. Those operators are linear for
any dynamical system, which allows us to describe nonlinear dynamical systems using a
linear, yet infinite dimensional operator.
The Perron-Frobenius operator and the Koopman operator have nice operator-theoretic
properties: they are both partially isometric on their respective natural domains. Additi-
onally, the Koopman operator associated with a transformation @ is the dual of the Perron-
Frobenius operator associated with @, from which some spectral properties of the operators
can be derived.

For continuous-time dynamical systems we have the corresponding families, more spe-
cifically semigroups, of Koopman and Perron-Frobenius operators. If the dynamical sys-
tem can be modeled by ordinary differential equations, the action of each family to certain
classes of functions can be modeled using a single operator - the semigroup generator.

The most popular method for approximating the Perron-Frobenius operator is Ulam’s
method. The idea behind Ulam’s method is to split the state space into a finite number of
disjoint sets (boxes) and model the system as a finite state Markov chain. Stationary dis-
tributions of that Markov chain approximate stationary densities of the Perron-Frobenius
operator. The most widely used method for approximating the Koopman operator is Exten-
ded Dynamic Mode Decomposition (EDMD), which, given a dictionary of observables,
approximates the projection of the Koopman operator onto the subspace spanned by those
observables. A similar method, known as generator EDMD (gEDMD), can be employed
to approximate the generator of the Koopman family.

We have tested the efficiency of these methods on several examples of discrete-time
and continuous-time dynamical systems.
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