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Uvod

U ovom radu razmatramo pojam izracunljivosti. Pojam izracunljivosti najcesée je u litera-
turi povezan sa Turingovim strojevima ili RAM strojevima.

Na pocetku definiramo pojam programa te skup naredbi od kojih se na$ program moZe sas-
tojati. Zatim navodimo nekoliko primjera programa uz pomoc¢ zapisa stanja u registrima
prije 1 nakon izvrSavanja programa.

Iduéi pojam koji uvodimo je pojam izraunljive funkcije, povezan uz pojam programa. Uz
definiciju navodimo nekoliko osnovnih primjera izra€unljivih funkcija i programa koji ih
racunaju.

Iduéi veéi pojam koji uvodimo je pojam rekurzivnih funkcija. Za samu definiciju rekur-
zivih funkcija uvodimo i pojam inicijalnih funkcija z, s, I7 (n € N\{0}, j € {1,...,n}.
Kroz iduée poglavlje promatramo svojstva rekurzivnih funkcija pa tako primje¢ujemo da
su funkcije dobivene kompozicijom rekurzivnih funkcija takoder rekurzivne. Isto tako,
funkcije dobivene primitivnom rekurzijom i primjenom u operatora su takoder rekurzivne.
Navodimo nekoliko primjera rekurzivnih funkcija. Do kraja tog poglavlja dolazimo do
ekvivalencije rekurzivnih i izraCunljivih funkcija, odnosno dokazujemo da je svaka rekur-
zivna funkcija izracunljiva, i obratno.

U idu¢em poglavlju promatramo parcijalno izracunljive funkcije i primjere istih. Povezu-
jemo svojstva parcijalno izracunljivih funkcija s dokazanim svojstvima izracunljivih funk-
cija.

U posljednjem poglavlju uvodimo pojam parcijalno rekurzivnih funkcija, ponovno dajemo
primjere i svojstva istih. Nadalje, pojam parcijalno rekurzivnih funkcija povezujemo s ra-
nije dokazanim svojstvima rekurzivnih funkcija.

Konacno, dokazujemo ekvivalenciju parcijalno rekurzivnih funkcija i parcijalno izracunljivih
funkcija. Na kraju dobivamo vazZan rezultat, da postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije
rekurzivan.






Poglavlje 1

Definiranje pojma programa

1.1 Definiranje osnovnih naredbi
Algoritmom smatramo konacan slijed dobro definiranih naredbi za ostvarenje zadatka, koji
¢e za dano pocetno stanje terminirati u definiranom konan¢nom stanju

Racunalni program je skup uputa racunalu Sto treba uciniti 1 kako to izvesti.

Pri tome memoriju racunala, u kojoj se odvija izvrSavanje programa, zamisljamo kao
nizregistara:’ Ro \ R, \ R, \ \ R; \

U svaki od registara se moZe spremiti element od N, pri tome smatramo 0 € N.
Promatramo sljedec¢e naredbe:

1) INC R; koja povecava sadrzaj registra R; za 1.

. \x,-\x,-H\... — ... \x,-—I—l\xiH\...

2) DEC R;, k koja smanjuje sadrZaj registra R; ukoliko je on ve¢i od 0, te prelazi na naredbu
s oznakom k ukoliko je on jednak 0.

3) GOTO k prelazi na naredbu s oznakom k.

Programom smatramo konacan niz prethodno nabrojanih naredbi, py,..., p,, pri cemu za
najvecu oznaku naredbe, k, vrijedi k < n.



1.2 Primjeri programa

Primjer 1.1. Promotrimo sljedeci niz naredbi.

0. INC R;
1. INCR;
2. INCR,
3. INC R;

Niz naredbi Cini sljedece:

x3 — x3 + 1
x3+1—->x3+1+1=x3+2
Xx3+2—>x3+2+1=x3+3
x3+3—>x3+34+1=x3+4

Odnosno:

’XO‘XI‘)Q‘)Q‘... —>’X0‘X1‘X2‘X3+3‘...

Primjer 1.2. Promotrimo sljedeci niz naredbi.
0. INC R;

1. DEC R,0
2. INCR,

Niz naredbi cini sljedece:
X3 — x3+ 1
Xx3+1—>x3+1—-1=x3

x3— x3+ 1

Odnosno:

’X()‘X]‘)Q‘)Q‘... —>’x0\x1\x2\x3—|—l\...

Primjer 1.3. Promotrimo sljedeci niz naredbi.

POGLAVLIJE 1. PROGRAM



1.2. PRIMJERI PROGRAMA

0. DEC R5,0
1. INC R;

1. slucaj, x3 # 0.
Niz naredbi cini sljedece:

X3—>X3—1
X3—1—>X3—1+1=.X3

Odnosno:

o [ (3 [ [ =[x [ [x ]

Ukoliko je x5 = 0 ovaj program nikad ne staje (tzv. beskonacna petlja).

Primjer 1.4. Promotrimo sljedeci niz naredbi.

0. DEC R,2
1. GOTO 0
2. INC R;

Niz naredbi cini sljedece:

X3—>X3—1
X3—1—>X3—1—1=.X3—2
X3—2—>X3—2—1=X3—3

X3:2—>X3:2—1:1
X3=1—>X3=1—1=O
x3=0-x3=0+1=1
Ovaj program sadrZaj registra R; zamijenjuje za 1. Odnosno:

’XQ‘X[‘Xz‘Xg‘... a’xo\xl\xz\l\...
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Primjer 1.5. Promotrimo sljedeci niz naredbi.

0. DEC R5,2
1. GOTO 0
2. INC R;

3. DECR;, 3

Niz naredbi Cini sljedece:

X3—>X3—1
X3—1—>X3—1—1=X3—2
X3*24>X3*2*1=X3*3

xn=2->x3=2-1=1
X3:1—>X3:1—1:O
x3=0->x3=0+1=1
X3=1—>X3=1—1=O
Ovaj program sadrzZaj registra Rz zamijenjuje za 0. Odnosno:

’xo‘xl\xz‘x3‘... H’xo‘xl‘xz\O\...




Poglavlje 2

Izracunljive funkcije

Definicija 2.0.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — N funkcija.
Za f kaZemo da je izracunljiva funkcija ako postoji program P koji ima sljedece svojstvo:
ako su xy ...x; € N, onda program P staje za ulazne podatke :

0 [ [m 0] [0]..

i daje rezultat:

[ flro..x) [2]2]. .. 7]

Za takav program P kaZemo da racuna funkciju f.
Primjer 2.1. Funkcija f: N — N, f(x) = x + 1 je izracunljiva.

Promotrimo sljedeci primjer.

0. DECR,,3

1. INCR,

2. GOTOO0

3. INCR,

Pretpostavimo da je stanje registara na pocetku jednako:
(0[x]O0]O]...

Niz naredbi cini sljedece:

x1=x—-ox1—1=x—-1, x=0->x+1=0+1=1

xi=2->x=2-1=1, xp=x—-2)>x=x—-2)+1=x—-1
xi=1l->x=1-1=0, xo=x—1->x=x—-1)+1=x
X():x—>X():x+1
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Ovaj program u registar Ry upisuje x + 1, a u registar R, upisuje 0. Odnosno:

[0[x[O]... —»[x+1JOJOT...
Dakle, program racuna funkciju f.

Primjer 2.2. Funkcija f: N> —> N, f(x,y) = x + y je izracunljiva.
Pretpostavimo da je stanje registara na pocetku jednako:

\O\x\y\O\...

Koristimo prvo program iz Primjera 1.7 kako bismo u R upisali x:
0. DECR,,3

1. INC R,

2.GOTO 0O

Niz naredbi Cini sljedece:

x1=x—>ox1=x—1, x=0->x+1=0+1=1

xi=1->x=1-1=0 x=x—-1)—>x=x

Odnosno:

\O\x\y\O\... —>’x\0\y\0\...

Zatim dodajemo y:

3. DEC R,,6

4. INC Ry

5.GOTO 3

6. INCR;

Niz naredbi cini sljedece

p=y—=>x=y—-1, xp=x—>x=x+1

n=y—(-1)—>x=y—y=0, x=x+@p—1)—>xo=x+y



Odnosno:

[ x[O0]y]O]... -»|x+y[O]O[I]...

Program cini sljedece:

[ 0[x[y]O]... —»[x+y[O]O[I]...

Dakle, program racuna funkciju f.

Definicija 2.0.2. Za x,y € N definiramo:

) X—y, x=Yy
xX—y=
Y 0, inace

ZaN? - N, (x,y) — x = y kaZemo da je modificirano oduzimanje.

Primjer 2.3. Modificirano oduzimanje je izracunljiva funkcija.
Sljedeci program je racuna.

. DECR,, 3
. INCR,
GOTO 0
DECR,, 6
DECR,, 6
GOTO 3

. INCR;

QU AW O

Propozicija 2.0.1. Neka je f: N* — N izracunljiva funkcija. Neka su iy, iy,...,iy € N
medusobno razliciti brojevi, te neka je N € N. Tada postoji program Q sa sljedecim
svojstvom:

ako su u registrima R; ,...,R; brojevi x|, ...,xy, onda program Q staje i u registar R;,
zapisuje f(xy,...,x;).

Pri tome, za svaki j # iy, j < N sadriaj registra R; ostaje nepromijenjen.

Dokaz. Buduci da je funkcija f izraCunljiva, postoji program P koji je rauna.
Definirajmo:

I := {i € N| u programu P se javljaju instrukcije INC R; ili DEC R;, k za neki k € N}
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Ocito je I konacan podskup od N.

Odaberimo M € N takodajei < M,Vie I.

Uocimo da na izvrSavanje programa P ne utjeCu sadrzaji registara R; za j > M, te takoder
izvrSavanje programa P ne mijenja sadrZaj tih registara.

MoZemo pretpostaviti da je M > iy, iy, ..., i, N.

Ideja kako dobiti program Q s traZenim svojstvom sastoji se od sljedeceg: Prvo kopiramo
sarZaje registara Ry, ..., Ry u registre Ry, ... Ry (y—1) 1 pri tome postavimo sadrzaje
registara Ry, ..., Ry—; na 0. Zatim kopiramo sadrZaje registara Ry, ..., Ry;, U registre
Ry, ..., Ry, pri tome ne mijenjajuci sadrZaje registara Rys;,, . .., Ry, - Zatim, primjenimo
program P i nakon njegovog izvrSavanja u registru R je zapisanof(xy,. .., x;) (pri ¢emu
je xi, ..., x; polazno stanje registara R, , ..., R; ).

Zatim kopiramo Ry u R;,. Na kraju sadrZaje registara Ry, . .., Ry (y—1) kopiramo u regis-
tre Ry, ..., Ry—; (osim registra Ry;,).

Nekasui, je {0,1,..., M+ (M —1)},i+ j.
Sljedeci program kopira R; u R; i pri tome sadrZaj registra R; postavlja na 0.
Takoder, sadrZaji svih ostalih registara ostaju nepromijenjeni, osim registra R;.

0. DECR;,2

1. GOTO 0

2. DECR;, 5

3. INCR;

4. GOTO 2

5. INC Ry

Nadalje, sljedeci program kopira R; u R;, pri tome sadrZaj registra R; ostaje nepromijenjen
kao i sadrzaj svih ostalih registara, osim registra R,,.

.DECR;,2

. GOTO 0

. DEC Ry, 4
. GOTO 2
.DECR,, 8
INCR,

. INC Ry

. GOTO 4

. DEC Ry, 11
9. INC R;

10. GOTO 8
11. INC Ray

0NN N kW~ O
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ZakljuCujemo da koristeci navedene programe i opisanu ideju konstrukcije programa Q,
tvrdnja propozicije vrijedi.
]

Neka je f: NfF - N izraCunljiva funkcija. Neka su iy, i1, . .., iy € N medusobno razliciti
brojevi, te neka je N € N.
Program Q koji ima svojstvo opisano u iskazu prethodne propozicije (a koji prema toj pro-
poziciji postoji) ozna¢avamo sa f(R;,,...,R;,) iR R;,.
Takve programe koristimo kao instrukcije (takozvane makroinstrukcije) u takozvanim ma-
kroprogramima.
Makroprogram se sastoji od makroinstrukcija i standardnih instrukcija (DEC R;, k, INC R;,
GOTO k).

Funkcija f: N> —» N, f(x,y) = x + y je izra¢unljiva.
Umijesto f(R;,, R;,) > R;, piSemo R;, + R, 5 R;,

Funkcija g: N — N, g(x) = x je izracunljiva, umjesto g(R;,) ~> R;, piSemo R;, ~> R;,.

Primjer 2.4. Promotrimo sljedec¢i makroprogram.

0. DEC Ry, 4

1. Ry + Ry > R;
2. Ry 5 Ry

3. GOTO 0

4. INC R;

Uocimo sljedece, ako su na pocetku izvr§avanja ovog makroprograma u registrima Ry,
Ry i R, zapisani brojevi 0, x, y, onda ¢e na kraju izvrSavanja makroprograma u registru R
biti zapisano x - y.

Neka je f: N* — N, te neka je P makroprogram.

Kazemo da makroprogram P racuna funkciju f ako za stanje registara 0, xy, ..., x;,0,0, ...
makroprogram P staje i u registar Ry zapisuje f(x, ..., x;).

Za funkciju f kaZemo da je makroizracunljiva ako postoji makroprogram P koji racuna f.

Uocimo da je prema prehodnom primjeru funkcija N> — N, (x,y) — x -y makro-
izracunljiva.

Teorem 2.1. Svaka makroizracunljiva funkcija je izracunljiva.
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Dokaz. Neka je f: N> — N makroizratunljiva funckija. Tada postoji makroprogram Q
koji racuna f.
Neka su qo, q1, - . . g, instrukcije makroprograma Q.

Pretpostavimo da je i € {0, ...,n} tako da je ¢; makroinstrukcija.

Dakle, g; je program pa neka su py, ..., p, njegove instrukcije.

Modificirat éemo makroprogram Q na nacin da ¢emo umjesto makroinstrukcija g; staviti
instrukcije po, . .., pm. Na taj nacin dobivamo makroprogram Q’.

Preciznije, instrukcije makroprograma Q' su g, ..., q; 1, Pys---» P> 4. FETR ,q,,, pri Cemu
Smo gy ...,q,1py,...,p,dobiliodqq,...qg,1po, ...p, prikladnom zamjenom oznaka ins-

trukcija. (Dakle, oznaka oblika DEC R;, k zamjenjena je s DEC Ri, k', a instrukcija oblika
GOTO k sa GOTO k'.)
Uocimo sljedeée, makroprogram Q' racuna f i broj makroinstrukcija u Q' je manji od broja
makroinstrukcija u Q.
Zakljucujemo da ovim postupkom u kona¢no mnogo koraka dobivamo makroprogram koji
raCuna f, a u kojem nema niti jedne makroinstrukcije, dakle, dobivamo program koji
racuna f. ZakljuCujemo da je f izraCunljiva.

O

Primjer 2.5. Znamo da je funkcija f: N*> — N, f(x,y) = x - y makroizracunljiva.
Prema prethodnom teoremu funkcija f je izracunljiva.
Makroinstrukciju f(R;, R;) LA Ry ¢emo oznacavati s R; - R LA R:.

Primjer 2.6. Neka je g: N — N definirana sa g(x,y) = x’. PokaZimo da je g makro-
izracunljiva. Sljedeci makroprogram racuna g.

0. INCR,

1. DECR,, 5
2. Ry-R, > R;
3. Ry > R,

4. GOTO 1

5. INC R;

Definicija 2.0.3. Neka su k,n € N\{0} te neka su fi,...,f,: N* - Nig:N*" - N
funkcije. Definiramo funkciju h: N — N s h(x) = g(fi(x),... fu(x)), Vx € NX. Za funkciju
h kaZemo da je dobivena kompozicijom funkcija g, fi, ..., fu

Uocimo sljedece, ako je F : N* — N" funkcija definirana s F(x) = (fi(x),..., f.(x)) onda
je h dobivena kompozicijom funkcija g, fi, ..., f, ako i samo ako je h = go F.
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Propozicija 2.0.2. Neka su k,n € N\{0} te neka su fi,...,f,: N* - Nig: N* - N
izracunljive funkcije. Neka je h: N* — N dobivena kompozicijom funkcija g, fi, ..., fa.
Tada je h izracunljiva funkcija.

Dokaz. Sljedeci makroprogram racuna funkciju A:

k+1

0. fi(Ri,...,Rx) = Riq

k+2
1.ARL, ..., R) =5 Riio

n—1. f(Ry,....R) 25 Ry

n. §(Ris1s- -« Riyn) 7 R

Prema Teoremu [2. 1| funkcija & je izracunljiva. i

Definicija 2.0.4. Neka je n € N\{0} te neka su f: N* — N i g: N"*2 — N funkcije.
Definirajmo funkciju h: N"*' — N na sljedeci nacin:

h(O,¥1,. .5 ¥0) = fOD1s--sVn)y  Yise--sVn €N
h(x+ Ly, ..o, yn) = M, Y15 o3 ¥0)s X Vs oo o5 Vn)s X3 V15-v->Yn EN

Funkcija h je definirana induktivno po prvoj varijabli.
Za h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Primjer 2.7. Neka je h: N> — N funkcija definirana sa h(x,y) = x + y.
Za svaki y € N vrijedi h(0,y) =y = f(y), gdje je f: N — N funkcija definirana sa

f) =y Vyel
Nadalje, za sve x,y € N vrijedi:

h(x+1,y) = h(x,y) + 1 = g(h(x,y), x,y)

gdje je g: N°> — N funkcija definirana sa g(a,b,c) =a+1, a,b,ceN
Dakle, vrijedi:

h(0,y) = f(¥)
h(x+1.y) = g(h(x,y). x,y) xyeN
Prema tome, funkcija h je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.
Propozicija 2.0.3. Neka je n € N\{0} te neka su f: N* — N i g: N"*2 — N funkcije.
Neka je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Pretpostavimo da su f i g izracunljive.
Tada je h izracunljiva funkcija.
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Dokaz. Lako se vidi da sljedec¢i makroprogram rauna funkciju 4.
f(Ras. .. Ruy1) 5 Ry

. DECR,,6

. g(R()’ Rn+2’ Rn’ B ] R}’H—l - Rn+3

R,13 — Ry

.INCR,;»

.GOTO 1

. INC Rn+3

Funkcija & je makroizracunljiva pa je prema Teoremu [2.1{izraunljiva. O

Definicija 2.0.5. Neka je n € N\{0} te neka je g: N"*' — N funkcija tako da za sve
X1, ..., X, postoji y € N sa svojstvom da je g(xi, ..., x,,y) = 0.

Definirajmo funkciju f: N* — N sa f(xy,...,x,) = min{y € N | g(x,...,x,,y) = 0}.

Za funkciju f kaZemo da je dobivena primjenom u operatora na funkciju g.

Umjesto min{y € N | g(x,...,x,,y) = 0} pisemo i uy(g(xi,...,x,,y) = 0).

Dakle, f(x1,...,x,) = uy(g(x1,...,x,,y) = 0).

Propozicija 2.0.4. Neka je f: N" — N funkcija dobivena primjenom u operatora na funk-
ciju g: N"*!' — N. Pretpostavimo da je g izracunljiva. Tada je f izracunljiva.

Dokaz. Sljedeéi makroprogram racuna funkciju f.

0. g(Ri,...,RuRy) = Rusy
1. DECR,,4

2. INCR,

3. GOTO 0

4. INC R, 1>

Funkcija f je makroizraCunljiva pa je prema Teoremu [2.1]izracunljiva. m|



Poglavlje 3

Rekurzivne funkcije

3.1 Definiranje pojma rekurzivne funkcije

Definicija 3.1.1. Neka je z: N — N funkcija definirana sa z(x) = 0, Vx € N.

Neka je s: N — N funkcija definirana sa s(x) = x + 1, Vx e N.

Zan € N\{0} i j e {1,...,n} definiramo funkciju I7: N" — N sa I}(xi,...,x,) =
Xjy Xiy..., X, €N

(Primjetimo da je I} : N — N identiteta na N.)

Za funkcije z, 5,15 (n € N\{0}, j e {1,...,n}) kaZemo da su inicijalne funkcije.

Definicija 3.1.2. Definirajmo induktivno niz skupova (S ,).en na sljedeci nacin.

Neka je S skup svih inicijalnih funkcija.

Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali skup S ,,.

Neka je T skup svih fnkcija koje se mogu dobiti primjenom kompozicije, primitivne rekur-
Zije i i operatora na funkcije iz S .

Definiramo S, =T U S,.

Za funkciju f: N¥ — N kaZemo da je rekurzivna ako 3 n € N takav da je f € S,.

Propozicija 3.1.1. Vrijede sljedece tvrdnje.

1) Pretpostavimo da su f, g\, . .., g, rekurzivne funkcije, te da je h funkcija dobivena kom-
pozicijom funkcija f, g1, ..., g Tada je h rekurzivna funkcija.

2) Neka su f i g rekurzivne funkcije, te neka je h funkcija dobivena primitivnom rekur-
zijom od f i g. Tada je h rekurzivna funkcija.

3) Neka je f rekurzivna funkcija, te neka je h funkcija dobivena primjenom u operatora na
Junkciju f. Tada je h rekurzivna funkcija.

15
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Dokaz. 1) Bududi da su f, gy,...,g, rekurzivne funkcije, postoje k,my,...,m, € N takvi
dafeSigieSm,....8.€Sn,.
Definiramo m € N sa m := max{k,my,...,m,}.

Iz definicije skupova (S ), slijedi S; < S ;, zasve i, j € N takve da i < j.

Stogaje Sk S Sum, Sy S Sms--sSm, S S

Slijedi £, g1, -+, &m € S

Iz definicije skupa S, slijedidaje h € S,,11.

Prema tome, # je rekurzivna funkcija.

Tvrdnje 2) i 3) dokazujemo analogno. o

3.2 Svojstva rekurzivnih funkcija

Propozicija 3.2.1. Svaka rekurzivna funkcija je izracunljiva.

Dokaz. Dokazimo indukcijom da je za svaki n € N svaka funkcija iz S, izraunljiva.
Baza:

Zan = 0, elementi od S su inicijalne funkcije.

Lako se vidi da je svaka inicijalna funkcija izraCunljiva. Prema tome, svaka funkcijaiz S
je izracunljiva.

Pretpostavka:

Zanekin € N, vrijedi da je svaka funkcija iz S, izraCunljiva.

Korak:

Iz Propozicije[3.1.1]i definicije skupa S, | zaklju¢ujemo da su sve funkcije iz S .| izraCunljive.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Primjer 3.1. Neka je h: N> — N, h(x,y) = x + .

Funkcija h je rekurzivna.

To slijedi iz Cinjenice da je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g, gdje su
f: N >N, g: N° - N definirane sa f(x) = x, g(a,b,c) = a + 1.

Funkcija f je rekurzivna jer je inicijalna (1)), a iz g = s o I slijedi da je g rekurzivna kao
kompozicija rekurzivnih. Dakle, h je rekurzivna.

Primjer 3.2. Pokazimo da je funkcija h: N* — N definirana sa h(x,y) = x - y rekurzivna.
Neka su x,y € N. Imamo:

h(0,y) = 0 = z(y)
h(x+1,y) =(x+1)-y=xy+y=nh(xy) +y=gh(xy),xy)

gdje je g: N°> — N definirana sa g(a,b,c) = a + c.
Zakljucujemo da je h dobivena primitivnom rekurzijom od 7 i g.
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Da bi h bila rekurzivna dovoljno je pokazati da je g rekurzivna.

Definirajmo funkciju zb: N*> — N, zb(x,y) = x + .

Sada je g(a,b,c) = zb(I3(a,b,c),I3(a,b,c)), za sve a,b,c,e€ N, pa zakljucujemo da je g
dobivena kompozicijom funkcija zb, I3, 3.

Iz Primjeral3.1|i Propozicije slijedi da je g rekurzivna funkcija.

Primjer 3.3. Neka je f: N> — N rekurzivna funkcija.

Tada je i funkcija h: N* — N definirana sa h(x,y) = f(y, x) rekurzivna.
Naime, za sve x,y € N vrijedi h(x,y) = f(I5(x,y), [} (x,y)).
Zakljucujemo da je h dobivena kompozicijom funkcija f, I, I3

Stoga je h rekurzivna.

Propozicija 3.2.2. Neka je k € N\{0}.
Svaka konstantna funkcija sa N* u N je rekurzivna.

Dokaz. Za a € N definiramo funkciju C,: N* — Nsa C,(x) = a,Vx € N,
Dokazimo indukcijom da je C, rekurzivna funkcija za svaki a € N.

Baza:

Zaa = 0, imamo Cy(x) = z(I{(x)), Vx € N

Slijedi da je C rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Pretpostavka:

Pretpostavimo da za neki a € N vrijedi da je funkcija C,: N* — N rekurzivna.
Korak:

Imamo C,11(x) = s(C4(x)), Vx € NX,

Posto je C,. kompozicija rekurzivnih funkcija slijedi da je C,4 rekurzivna.
ZakljuCujemo da je C, rekurzivna za svaki a € N.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.2.3. Neka je a € N, te neka je g: N* — N rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju h: N — N induktivno na sljedeci nacin:

h(0) =a
h(x+1) = g(h(x),x), VxeN
Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo H: N> — N sa H(x,y) = h(x), za sve x,y € N.

DokaZimo da je H rekurzivna funkcija.

Dovoljno je dokazati da postoje rekurzivne funkcije F: N — Ni G: N°> — N takve da za
sve x,y € N vrijedi:

H(0,y) = F(y) (3.1)
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H(x+ 1,y) = G(H(x,y),x,y) (3.2)

Naime, iz toga slijedi da je H dobivena primitivnom rekurzijom od F i G, pa iz Propozicije
[3.1.1]slijedi da je H rekurzivna funkcija.
Primjetimo da za svaki y € N vrijedi H(0,y) = a, pa funkcija F: N — N definirana sa

F(y) = a zadovoljava (3.1).
Iz prethodne propozicije slijedi da je F' rekurzivna funkcija.

Primjetimo da za sve x,y € N vrijedi:
H(x+ 1,y) =h(x+ 1) = g(h(x),x) = g(H(x,y),x) (3.3)

Definirajmo G: N* — N sa G(a, b, c) = g(a,b).

Vrijedi G(a, b, c) = g(I;(a,b,c),1;(a,b,c)), pa je G rekurzivna funkcija kao kompozicija
rekurzivnih funkcija.

Iz definicije funkcije G i (3.3) slijedi (3.2).

Dakle, H je rekurzivna funkcija i za svaki x € N vrijedi:

h(x) = H(x,0) = H(I} (x), 2(x))
pa slijedi da je h rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija. O

Definicija 3.2.1. Neka je preth: N — N funkcija definirana sa:

x—1, x>1

th(x) =
preth(x) {O, =0

Primjer 3.4. Funkcija preth je rekurzivna.
Vrijedi:

preth(0) =0
preth(x + 1) = x = I (preth(x), x), za svaki x € N

Iz prethodne propozicije, zaa = 0i g = I% slijedi da je preth rekurzivna funkcija.

Primjer 3.5. Modificirano oduzimanje je rekurzivna funkcija.
Prije svega tvrdimo da za sve x,y € N vrijedi:

y= (x+ 1) = preth(y ~ x) (3.4)
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Imamo dva slucaja:

Dy=zx+1
Tada je:
y=(x+1)=y—(x+1)=(y—x)— 1 = preth(y - x)
2)y<x+ 1.
Tada je:
y< X
Imamo:

y = (x+ 1) =0 = preth(0) = preth(y ~ x)

Dakle, vrijedi (3.4).
Definirajmo funkciju f: N> — N sa f(x,y) =y ~ x.
Ocito je f(0,y) =y = 1](y), Vy € N. Nadalje, za sve x,y € N, prema (3.4) vrijedi:

fx+1,y) =y = (x+ 1) = preth(y ~ x) = preth(f(x,y)) = g(f(x,y), x,y)

gdje je g: N* — N definirana sa g(a, b, c) = preth(I}(a, b, c)).
Ocito je g rekurzivna funkcija.
Dakle, za sve x,y € N vrijedi:

£0.y) = Li(y)

flx+1Ly) =g(f(x,y),xy)

. Stoga je f dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija I} i g.
Zakljucujemo da je f rekurzivna.
Za sve x,y € N vrijedi:

x=y=f(y.x)

pa iz Primjera[3.3]slijedi da je modificirano oduzimanje rekurzivna funkcija.

Definicija 3.2.2. Definirajmo funkciju sg: N — N sa:

Definicija 3.2.3. Definirajmo funkciju'sg: N — N sa:

52 (x) 1, x=0
S2(X) =
& 0, x#0
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Propozicija 3.2.4. Funkcije sg i sg su rekurzivne.

Dokaz. Vrijedi:
sg(0) =0
sg(x + 1) = g(sg(x), %), gdjeje g: N* - N, g(a,b) =1
Prema Propoziciji [3.1.1| funkcija sg je rekurzivna.
Analogno dobivamo da je sg rekurzivna funkcija. O

Propozicija 3.2.5. Neka je k € N\{0}, te neka su f,g: N* — N rekurzivne funkcije.
Tada su f + g i f - g rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka je zb: N> — N funkcija definirana sa:
b(x,y) =x+y

. Znamo da je zb rekurzivna funcija.
Za svaki x € N vrijedi:

(f +&)(x) = zb(f(x), g(x))
. Funkcija f + g je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Analogno se pokaze da je f - g rekurzivna funkcija. O

Primjer 3.6. Definirajmo f: N> — N sa:

f(xy) ={

PokaZimo da je f rekurzivna.

Neka su x,y € N, y > 1. Oznacimo k := f(x,y).

Tada je k < § <k + lpajey-k<x<ylk+1).

Zaklju¢ujemo da je k = min{z € N|x < y(z + 1)}.

Dakle, f(x,y) = min{z € N| x < y(z + 1)}.

Definirajmo funkciju g: N* — N sa g(x,v,z) =y -35g(y- (z+ 1) = x).
Uoc¢imo da za x,y,z € N, y # 0, vrijedi:

2(x,y,2) =0 <= x<yz+1)

Stoga je f(x,y) = min{z € N|g(x,y,z) = 0}, za sve x,y € N.

Prema tome, funkcija f je dobivena primjenom u operatora na funkciju g.
Ostaje dokazati da je g rekurzivna.

Prema Propoziciji dovoljno je dokazati da je funkcija N> — N:

(x,9,2) = 5gy(z+ 1) = x)
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rekurzivna.

Posto je g rekurzivna, dovoljno je dokazati da je funkcijaN®> — N, h(x,y,z) = y(z+1)~x
rekurzivna.

Funkcija h je dobivena kompozicijom modificiranog oduzimanja te funkcija Ig’(s o I;) il 13
Stoga je h rekurzivna funkcija pa slijedi da je g rekurzivna.

Zakljucujemo da je f rekurzivna funkcija.

Primjer 3.7. Neka je h: N> — N, h(a,b) = |a — b|.
Tvrdimo da je funkcija h rekurzivna.
Vrijedi:
la—b|=(a~b)+ (b~a), zasvea,beN. (3.5)

Neka je mo: N*> — N modificirano oduzimanje.

Neka je mo': N* — N funkcija definirana sa mo'(a,b) = b = a.

Znamo da je mo rekurzivna funkcija, pa iz Primjera 3.3 slijedi da je mo’ rekurzivna funk-
cija.

Prema vrijedi h = mo + mo'.

Iz Propozicije slijedi da je h rekurzivna.

Definicija 3.2.4. Neka je k € N\{0}. Neka je S < N,
Kazemo da je S rekurzivan podskup od N* ako je karakteristicna funkcija od S, ys: N —

N, definirana sa:
(x) 1, xeS§
x e
Xs 0, x¢8

rekurzivna.

Primjer 3.8. Neka je k € N\{0}. Tada su @ i N* rekurzivni podskupovi od N*.
To slijedi iz Propozicije[3.2.2}

Primjer 3.9. Neka je S = {2x | x € N}. Tada je S rekurzivan podskup od N.
Neka je g: N — N definirana sa g(x) = [%‘J
Iz Primjera[3.0|slijedi da je g rekurzivna.

Neka je x € N. Vrijedi:

xXeS — x:2-l§J — x=2-g(x) = [|2g(x)—x| =0

Dakle, za x € S je sg(|2g(x) — x|) =5g(0) = 1, aza x € N\S je sg(|2g(x) — x|) = 0.
Stoga je xs(x) = 5g(|2g(x) — x|), za svaki x € N.
Iz Primjera[3.7)slijedi da je xs rekurzivna.
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Primjer 3.10. Skup S = {(x,y) € N? | x|y} je rekurzivan.
Uzmimo f: N?> — N definiranu sa:

f(x,y) ={

Prema Primjeru[3.6|funkcija f je rekurzivna.
Uocimo da za sve x,y € N vrijedi:

xly = y=x-f(yx) (3.6)
Naime, za x # 0 vrijedi:
Xy = y=x- PJ
X

a za x = 0 vrijedi:
Xy = y=0 < y=x-0

Iz (3:6) zakljucujemo da je

Xs(x,y) =58(ly — x- f(y,x)]), zasve x,y €N
Neka je h: N> — N funkcija iz Primjera Tada vrijedi:

Xs(%,3) = 5g(h(y.x - f(.%)), zasve x,y e N

Zelimo dokazati da je y s rekurzivna funkcija.

Iz Propozicije slijedi da je sg rekurzivna funkcija pa je dovoljno dokazati da je
W:N? - N, (x,y) =h(y,x- f(x,y)), za sve x,y € N rekurzivna.

Definirajmo g: N> — N sa g(x,y) = x - f(y, x).

Slijedi da je W kompozicija funkcija h, I% i g. Prema Primjeru|3.7|funkcija h je rekurzivna.
Ostaje nam dokazati da je g rekurzivna.

Funkcija g je rekurzivna kao produkt rekurzivnih funkcija, pri tome koristimo Propoziciju

B.235

Zakljuc¢ujemo da je ys rekurzivna, stoga je S rekurzivan skup.

Propozicija 3.2.6. Neka je k € N\{0}. Neka su S i T rekurzivni podskupovi od N¥,
TadasuiS o T, S nT, S¢rekurzivni podskupovi od N¥,

Dokaz. Neka je x € N, Vrijedi ys~7(x) = xs(x) - xr(x) pa slijedi da je ys .7 rekurzivna
funkcija kao produkt rekurzivnih funkcija. Dakle, S n T je rekurzivan skup.

Nadalje, vrijedi ys7(x) = sg(xs(x)+xr(x)), prema tome ys 7 je rekurzivna kao kompo-
zicija rekurzivnih funkcija. Dakle, S U T je rekurzivan skup. Vrijedi ysc(x) = 5g(xs(x)),
pa slijedi da je ys. rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Stoga je S © rekurzivan
skup. m|
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Propozicija 3.2.7. Neka je k € N\{0}, te neka je S = N*! rekurzivan skup takav da za
svaki x € N* postoji y € N takav da je (x,y) € S.
Tada postoji rekurzivna funkcija f: N* — N takva da je (x, f(x)) € S, Vx € NX,

Dokaz. Definirajmo funkciju g: N> — N sa g(x,y) = 5g(xs(x,y)). Otito je g rekurzivna
funkcija.
Uo&imo da za sve x € N, y € N vrijedi:

(x,y) €S < g(x,y)=0 (3.7)

Stoga za svaki x € N¥ postoji y € N takav da je g(x,y) = 0.

Neka je f funkcija dobivena primjenom u operatora na g.

Ocito je f rekurzivna funkcija.

Neka je x € N¥, Tada iz f(x) = uy(g(x,y) = 0) slijedi g(x, f(x)) = 0.

Stoga iz slijedi (x, f(x)) € S, za svaki x € N¥, m

Lema 3.1. Neka je k € N\{0}, te neka je S = N*'! rekurzivan skup takav da za svaki
x € N¥ postoji y € N takav da je (x,y) € S.

Neka je funkcija f: N* — N definirana sa f(x) = uy((x,y) € S) (4. f(x) = min{y €
N|(x,y) € S}).

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Uo&imo da za sve x € N¥, y € N vrijedi:

(x,y) €S <= 3gxs(x,y)) =0

Stoga za svaki x € N¥ vrijedi:

f(x) = uy(sglys(x,y)) = 0)

Zakljucujemo da je f rekurzivna funkcija jer je dobivena primjenom u operatora na rekur-
zivnu funkciju. O

Neka je P skup svih prostih brojeva.
Propozicija 3.2.8. Skup P je rekurzivan.

Dokaz. Definirajmo funkciju f: N — N, f(x) = uy((y > liy|x)ilix < 1).
Tvrdimo da je f rekurzivna funkcija.
Definiramo S = {(x,y) € N?|(y > liy|x)ilix < 1}.
Za svaki x € N vrjedi:
f(x) = py((x,y) € S)
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stoga je prema Lemi [3.1)dovoljno dokazati da je S rekurzivan skup.
Nekaje S| = {(x,y) e N*|y > liy|x}iS, = {(x,y) e N?|x < 1}.
Tadaje S =S, U S, paje dovoljno dokazati da su S i S, rekurzivni skupovi.
Za sve x,y € N vrijedi:
Xs,(%.y) = 5g(x = 1)

pa je xs, rekurzivna funkcija, dakle S, je rekurzivan skup.
Nekaje S| = {(x,y) e N*|y > 1} i8] = {(x,y) € N?|y|x}.
Vrijedi §; = 8| n S7.
Uotimo da je ys; = sg(y - 1), stoga je S| rekurzivan skup. Iz Primjera[3.10]i Primjera [3.3]
slijedi da je S rekurzivan skup. Slijedi da je S rekurzivan skup kao presjek rekurzivnih
skupova.
Zakljucujemo da je S rekurzivan skup. Prema tome, f je rekurzivna funkcija.
Za svaki x € N vrijedi:

XEP «— x>1if(x)=x
. Stogaje P = {x € N|x > 1} n {x € N|f(x) = x}. Skup T = {x € N|f(x) = x} je
rekurzivan jer je yr = sg(|f(x) — x|).
Stoga je P rekurzivan skupkao presjek rekurzivnih skupova. O

Neka su pg, p1, p2, - .. svi prosti brojevi redom (pg = 2, py =3, p> = 5,...).

Propozicija 3.2.9. FunkcijaN — N, x — p, je rekurzivna.

Dokaz. Nekaje g: N — N funkcija definirana sa g(x) = uy(y e Piy > x).
Definirajmo:
S1={(xy) eN’[yeP}

Sy ={(x,y) e N’[y > x}

. Vrijedi x5, (x,y) = xp(y) paiz Propozicije slijedi da je S| rekurzivan skup. Nadalje,
vrijedi ys,(x,y) = sg(y — x) pa je S, rekurzivan skup. Iz definicije funkcije g je o€ito da
je g(x) = uy((x,y) € S1 " S»). Iz Leme 3.1]slijedi da je g rekurzivna funkcija. Uogimo da
vrijedi sljedece:

Po =2

Pr+1 = 8(Px), VxeN

Definirajmo funkciju G: N> — N sa G(x,y) = g(x). OCito je G rekurzivna funkcija.
Vrijedi:

po =12

Prr1 = G(py,x), VxeN
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Iz Propozicije [3.1.1] slijedi da je funkcijaN — N, x — p, rekurzivna. o

Lema 3.2. Neka je f: N> — N funkcija definirana sa f(x,y) = y*.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Zasve x,y € N vrijedi sljedece:
f(0,y) =1 (3.8)

fx+1Ly)=f(xy) -y (3.9)

Neka je C: N — N funkcija definirana sa C(y) = 1. Neka je g: N°* — N funkcija
definirana sa g(a,b,c) = a - c.

Lako se vidi da su funkcije C i g rekurzivne.

Iz (3.8) i (3.9) slijedi da za sve x,y € N vrijedi:

f(0,y) = C(y)

flx+1y) =g(f(xy).xy)
Dakle, funkcija f dobivena je primitivnom rekurzijom od funkcija C1 g.

Stoga je f rekurzivna. O

Propozicija 3.2.10. Neka je f: N*> — N funkcija definirana sa:

eksponent kojim p; ulazi u rastav od x na proste faktore, x > 1

e - o el

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje xe N, x > 1. Nekajei e N.
Ozna¢imo y = f(x, ).
Uocimo da vrijedi:
pilxip™ ot x
Stoga je:
Flxd) = py(p]™" 1 x)

Iz toga slijedi da za sve x,i € N vrijedi:

f(xi) = py(p ™ £ xili x = 0)

Definirajmo skupove:
S ={(x.i,y) e N|p]*" £ x}

1
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T = {(x,i,y) e N°|x = 0}

Tada je f(x,i) = u(y(x,i,y) €S uT), zasve x,i € N.

Stoga je dovoljno, prema Lemi dokazati da su S i T rekurzivni skupovi.
Ocito je T rekurzivan skup.

Definirajmo skup G = {(a,b) € N°*| a | b}.

Prema Primjeru [3.10[skup G je rekurzivan. Vrijedi:

xs(x,i,y) = @(Xc(pl”],x)), zasve x,i,y € N
Stoga je dovoljno dokazati da je funkcija g: N°> — N, g(x,i,y) = pf“ rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju #: N> — Nsa h(a,b) = b". Prema Lemi slijedi da je h rekurzivna
funkcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. m|

Neka je f funkcija iz prethodne propozicije.
Za x,i € N broj f(x, i) oznalit ¢emo sa (x);.

Propozicija 3.2.11. Neka su k,n € N\{0}. Neka su S,,...,S, rekurzivni podskupovi od

N* takvi da za svaki x € N* postoji jedinstveni i € {1,...,n} takav da je x € S;. Neka su
fir- .oy fu: NF — N rekurzivne funkcije. Definirajmo F: N*¥ — N sa:

f](X), XESI
F(x) =

fu(x), xe8§,
Tada je F rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za svaki x € N¥ vrijedi:

F(x) = fi(x) xs,(x) + ... + fulx) - xs,(x)

Stoga je F rekurzivna kao zbroj kona¢no mnogo rekurzivnih funkcija (Sto je posljedica
Propozicije[3.2.5)). ]

Definicija 3.2.5. Instrukcije moZemo preciznije definirati na sljedeci nacin.

Instrukciju INC R; definiramo kao uredeni par (0, 1), intrukciju DEC R;, k definiramo kao
(1,4, k) i instrukciju GOTO k definiramo kao (2, k).

Svakoj instrukciji q pridruzujemo funkciju g: N x N — N x NY definiranu na sljedeci
nacin.

Ako je g = INC R; neka je q(s, (r;)) = (s + 1, (ro,ris.. . ric, i+ Lrigr, .. )).
(s+1,(ro,r1s.esrici,ri — Lrig,...), ri>0

Ako je ¢ = DEC Ry, k nekaje g(s, (r;)) =
ojeq ne a.]eQ(s (r])) (k, (r])), = O
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Ako je g = GOTO k, neka je q(s, (r;)) = (k, (r;)).

U navedenoj definiciji niz (r;) predstavija stanje registara u trenutku izvrSavanja instruk-
cije, a s predstavlja redni broj instrukcije u programu koju treba izvrsiti.

Definicija 3.2.6. Neka je i € N te neka je (r;) € N

Kazemo da je i kod niza (r;) ako za svaki j € N vrijedi (i); = r;.

Naprimjer, broj 48 je kod niza (4,1,0,0,...) jer je 48 = 2* - 31,

Uocimo da niz (r;) € N ima kod ako i samo ako postoji N € N takav da jer; = 0, Vj > N

Definicija 3.2.7. Neka je g instrukcija.

Ako je g = INC R;, onda za broj 2°3' kazemo da je kod instrukcije q.

Ako je ¢ = DEC R;, k, onda za broj 2'35* kaZemo da je kod instrukcije q.
Ako je g = GOTO k, onda za broj 2°3* kaZemo da je kod instrukcije q.

Definicija 3.2.8. Neka je i € N te neka je (s, (r;)) € Nx NY. KaZemo da je i kod od (s, (r}))
ako je i kod niza (s,ro, ry,. . .).
Uocimo da je i kod od (s, (r;)) ako i samo ako je s = (i)o i rj = (i) 11, za svaki j € N.

Propozicija 3.2.12. Postoji rekurzivna funkcija f: N> — N sa sljedecim svojstvom:
Ako je x kod instrukcije ¢ = INC R; i y kod od (s, (r})), onda je f(x,y) kod od q(s, (r;)).

Dokaz. Pretpostavimo da je x kod instrukcije ¢ = INC R; iy kod od (s, (r;)).

Tadaje x = 2°3'iy = pip’-... -p;"ﬂ -...-py~", zaneki N € N, pri Cemu pretpostavljamo
N>i+ 1.
Vrijedi:
a(s’ (n)) = (S + 1, (I’(), R T S 1,7’,‘4.1, .. ))
Stoga je broj z = pit'pl ... pipiAplie L pl ! kod od g (s, (7).

Uotimo, z =y po- pix1 =2y pis1-

Iz x = 293/ slijedi i = (x);. Stogajez =2y p(x),+1-

Definirajmo funkciju f: N — Nsa f(x,y) =2y puy,+1-

Prethodno razmatranje pokazuje da funkcija f ima trazeno svojstvo. Preostaje dokazati da
je f rekurzivna. U tu svrhu, dovoljno je dokazati da je funkcija g: N> — N, g(x,y) =
P(x),+1 rekurzivna.

Funkcija N — N, x — (x); je prema Propoziciji rekurzivna pa je funkcija N —
N, x — p(y),+1 rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Iz ovoga slijedi da je
funkcija g rekurzivna.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.2.13. Postoji rekurzivna funkcija g: N> — N sa sljedeéim svojstvom:
Ako je x kod instrukcije ¢ = DEC R;,k iy kod od (s, (r;)), onda je g(x,y) kod od q(s, (r;)).
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Dokaz. Pretpostavimo da je x kod instrukcije ¢ = DEC R;,k iy kod od (s, (r;)).
Tada je:

x=23-5 i y=pipl-..optpl Py (3.10)
za neki n € N, pritom pretpostavimo N > i + 1.

Vrijedi:
(s+1,(rosrise.osrict,ri— Lrivg,...), >0

q(s, (r)) = {(k, ). =0

Neka je z kod od g(s, (r;)).
Tada je:

{_y'.[)o’ r; > 0
Z — Di+1

Iz x =235 slijedii = (x)1, k = (x),.
Iz (3.10) slijedi r; = (¥)i+1, 5 = (¥)o-

Slijedi:
2
. {#}H, (}’)(x)1+1 >0

2(%)0 . 2(X)2’ (y)(x)1+1 =0

Definirajmo funkciju g: N> — N sa:

2
(x,y) = [p(;le’ (y)(X)lJrl >0
g\X,y . 2(x)2 _0
[0 - 272 (i

Prethodno razmatranje pokazuje da funkcija g ima trazeno svojstvo.
Preostaje dokazati da je g rekurzivna.
Definirajmo skupove:

S1=A{xY)[ W@+ > 0}
S, =151
Nadalje, definirajmo funkcije g;, g»: N> — N sa:

gi(x,y) = { v 2 J

p(x)1+1
A (x)zJ
g2(x’y> - {2()})0 2

Vrijedi:
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Stoga je, prema Propoziciji dovoljno dokazati da su skupovi S, S, rekurzivni i
funkcije g, g, rekurzivne.

Vrijedi s, (x,y) = sg((¥)(x),+1), zasve x,y € N.

Neka je i: N* — N funkcija definirana sa h(x,y) = (¥)(x),+1-

Neka je F: N> — N definirana sa F (i, j) = (i);.

Prema Propoziciji [3.2.10| funkcija F je rekurzivna. Vrijedi h(x,y) = F(y, (x); + 1), iz Cega
lako zakljucujemo da je funkcija h rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Iz
ovoga slijedi da je ys, rekurzivna funkcija, odnosno §; je rekurzivan skup. 1z Propozicije
[3.2.6]slijedi da je S, rekurzivan skup.

Neka je f funkcija iz Primjera[3.10} Funkcija f je rekurzivnai vrijedi g (x,y) = f(2y, p(x),+1
Iz ovoga zakljuéujemo da je g, rekurzivna funkcija. Vrijedi go(x,y) = f(y - 2(92,2000) p
koriste¢i Lemu |3.2| zaklju€ujemo da je g, rekurzivna.

Dakle, funkcija g je rekurzivna funkcija. O

Propozicija 3.2.14. Postoji rekurzivna funkcija h: N*> — N sa sljedecim svojstvom:
Ako je x kod instrukcije ¢ = GOTO k i y kod od (s, (r;)) onda je h(x,y) kod od q(s, (r})).

Dokaz. Pretpostavimo da j je x kod 1nstrukc1je q= GOTO kiykodod (s,(r;)).

Tada je x = 223%iy = pip - ... p,+1 ...-py ', zaneki N € N, pritom pretpostavimo
N >i+1.
Tada je q(s. (r;)) = (k. (r;)).
Neka je z kod od g(s, (r;)).
Slijedi:

z= Y- Py ¥ 2

p(S) 2s

Vrijedi k = (x)1 i 5 = (y)o, paje =
Definirajmo /: N?> — N, h(x,y) = [yzzo()())l I
Tada je h traZzena funkcija. O

Propozicija 3.2.15. Postoji rekurzivna funkcija ¢: N*> — N takva da vrijedi:
Ako je x kod instrukcije q i y kod od (s, (r;)), onda je ¢(x,y) kod od q(s, (r;)).

Dokaz. Neka su f, g, h funkcije iz Propozicije Propozicije [3.2.13] i Propozicije
B.2.14

Pretpostavimo da je x kod neke instrukcije g.

Tada je ¢ = INCR;, zaneki i € N akoisamoakoje (x)o = 0. Nadalje, vrijedi
g = DEC R, k, za neke i,k € N akoisamoakoje (x)o = 1. Vrijedi ¢ = GOTOk,
za neki k € N, akoisamo akoje (x)o = 2. Definirajmo funkciju ¢: N> — N na

).
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sljede¢i nacin:
f(xy), (x)o=0
¢(x.y) = {8(x.y), (x)o =1
h(x,y), inae

Tada funkcija ¢ ima traZeno svojstvo. Dokazimo da je ¢ rekurzivna.
Definirajmo skupove:

$1={(xy)] (x)o = 0}
$2 = {(xy)] (x)o = 1}

S3 = (Sl USz)C

. Vrijedi ys, (x,y) = 5g((x)o), za sve x,y € N, pa zakljuCujemo da je S rekurzivan skup.
Vrijedi ys,(x,y) = 5g|(x)o — 1|, za sve x,y € N, pa zakljuCujemo da je S, rekurzivan skup.
Skup S5 je rekurzivan prema Propoziciji [3.2.6]

Vrijedi:
f(xy), za(x.y) €Sy,
¢(x.y) = 8(x.y), za(x.y) €S>,
h(x,y), za(x,y) € Sj.
Prema Propoziciji [3.2.11]slijedi da je ¢ rekurzivna funkcija. ]

Definicija 3.2.9. Neka je P = (qo,-..,qn) program. Za i € {0,...,n} neka je x; kod
instrukcije q;.

Definirajmo e = py’ - ... py'.

Tada za e kaZemo da je kod programa P.

Primjer 3.11. Neka je P sljedeci program:
0. INCR,

1. INCR,
2. INCR,

Kod instrukcije INC Ry je 2°3° = 1. Stoga je kod programa P jednak p| - p; - p; =
2t.31.51 =30,

Primjer 3.12. Neka je P sljedeci program:

0. DECR,,2
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1. GOTO 0
2.INCR,
Kod instrukcije DEC Ry, 2 je:
2'3'5* = 150
Kod instrukcije GOTO 0 je:
2°30 =4
Kod instrukcije INC R, je:
203* =9

Stoga je kod programa P jednak:
p(l)SO phopt =210 3450

Definicija 3.2.10. Neka je P = (qo, ..., qy) program.
Definiramo funkciju P: N x N¥ — N x N sa:

Bs. (1) - {?((<)) s

Lema 3.3. Postoji rekurzivna funkcija 1: N — N koja ima sljedece svojstvo:
Ako je e kod nekog programa P = (qq, - . ., q,) onda je A(e) = n.

Dokaz. Pretpostavimo da je e kod programa P = (q, . .., q,). Vrijedi:

e=py-...-py
gdje su xo, ..., x, kodovi instrukcija qq, . . ., ¢,-
Opcenito, kod instrukcije ne moze biti 0, prema tome xy, . .., x, > 0. Iz ovoga zalju¢ujemo

da p; | e, za svakii < n, a odito p,,; 1 e.

Stoga je n = min{i € N| p;,| 1 e}.

Definirajmo funkciju 1: N — N sa A(e) = min{i € N| p;; 1 e ili e = 0}. Funkcija A ima
traZeno svojstvo, ostaje dokazati da je A rekurzivna funkcija.

Definirajmo S = {(e,i)| piy1 t e ili e = 0}. Vrijedi:

Ale) = wi((e,i) € S), zasvaki eeN

. Prema Lemi |3.1|dovoljno je dokazati da je S rekurzivan skup.

Definirajmo S| = {(e,i)| pir1 t e}, S2 = {(e,i)| e = 0}.

Ocitoje S = S| U S, pa je dovoljno dokazati da su S i S, rekurzivni. Analogno kao u
dokazu Propozicije [3.2.10] vidimo da je skup S rekurzivan. Skup S, je o€ito rekurzivan,
pa slijedi da je skup S rekurzivan, ¢ime je tvrdnja leme dokazana. m|
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Propozicija 3.2.16. Postoji rekurzivna funkcija H: N> — N takva da: .
ako je e kod programa P iy kod od (s, (r;)) € N x N, onda je H(e,y) kod od P(s, (r;)).

Dokaz. Neka je ¢: N> — N funkcija iz Propozicije 3.2.15 te neka je 1: N — N funkcija
1z Leme Definirajmo H: N? — N sa:

H(e,y) = #((€) ) ¥). akoje (y)o < Ale)
’ y, 1nace

Pokazimo da je H rekurzivna funkcija.

Nekaje S1 = {(e,y)|(y)o < A(e)} inekaje S, = S¥.

Imamo ys,(e,y) = 5g((y)o — A(e)) za sve e,y € N, pa zakljuCujemo da je ys, rekurzivna
funkcija. Prema tome,S | je rekurzivan skup, pa slijedi da je 1 S, rekurzivan skup.

Neka je f: N> — N definirana sa f(e,y) = ¢((€) )0, )-

Lako se vidi da je f rekurzivna funkcija.

Zasve e,y € N vrijedi:

H(@ y)z f(e7y)’ akOje (eay)esl
’ (e,y), akoje (e,y) €S,

Iz Propozicije [3.2.11]slijedi da je funkcija H rekurzivna.

Pretpostavimo da je e kod nekog programa P, te da je y kod od (s, (r;)) € N x N*. Imamo
P = (qo.q1,---,qn)- Zai e {1,...,n} neka je x; kod instrukcije ¢;. Vrijedie = p-... p;",
nadalje vrijedi n = A(e). Bududi da je y kod od (s, (r;)) vrijedi s = (y)o.

Imamo 2 slucaja:

l)s <n

Tada je P(s, (r;)) = q,(s, (r;)). Buduéi da je e kod programa P vrijedi da je (e), = x,, a x,
je kod instrukcije ¢,. Dakle, (e),, odnosno (e) ), je kod instrukcije g;.

Iz Propozicije slijedi da je ¢((e)(,),»y) kod od G, (s, (r})), to jest od P(s, (r;)). O&ito
je #((e)),»y) = H(e,y), dakle H(e,y) je kod od P(s, (r;)).

2)s>n
Tada je P(s, (r;)) = (s,(r;)) pajey kod od P(s, (r;)) iy = H(e,y). Slijedi da je H(e,y)
kod od P(s, (r})).

Zakljucujemo da funkcija H ima traZeno svojstvo. O

Definicija 3.2.11. Neka je P program te neka je (r;) € N*'. Definirajmo niz ((s;, (rj.))),-eN u
N x NY induktivno na sljedeéi nacin:

(50, (7)) = (0. (r;))
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(sis1, (7)) = P(si. (1))

Za ((s;, (ri.)))ieN kaZemo da je niz izvrSavanja programa P za (r;).

Uotimo sljedece, ako je P = (qo,...,qa) program, (r;) € N te ((s;, (r}))iew niz
izvrSavanja programa P za (r;) onda P staje za ulazne podatke (r;) ako i samo ako 3i € N
takav da s; > n. Nadalje, ako je i € N takav da s; > n, onda je (rll) rezultat izvrSavanja
programa P.

Napomena 3.2.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — N izracunljiva funkcija.
Tada postoji program P = (qo, - . -, q,) koji racuna funkciju f.

Neka su x;,...,x; € N,
Neka je ((si, (%)) iext niz izvrsavanja programa P za (0, xi, . . ., %, 0,0, ....).
Tada postoji i € N takav da je s; > nivrijedi ry = f(x1,..., x).

Propozicija 3.2.17. Neka je k € N\{0}.

Tada postoji rekurzivna funkcija g: N**2 — N sa sljedecim svojstvom:

Ako je e kod programa P, xy,...,x; € N te ako je ((s;, (r;)))ieN niz izvrSavanja programa
Pza (0,xy,...,x,0,0,...), onda je g(i, e, x1, . .., x;) kod od (s;, (r;)), Vie N.

Dokaz. Neka je H funkcija iz Propozicije
Definirajmo funkciju g: N**2 — N na sljede¢i nacin:

g<09e$xl""7-xk> :pgl pi:-]

gli+1l,e,x1,...,x;) = H(e,g(i, e, x1,...,%))
Nije teSko zakljuciti da je g rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo da je e kod nekog programa P, x, ..., x; € Nte ((s;, (r}))ien niz izvrSavanja
programa P za (0, xi,...,x,0,0,...).
DokaZemo indukcijom po i € N da je:

gli.e,xy,....x) kodod (s (r})) (3.11)
Primjetimo da je (o, (r?)) = (0,(0,x1,...,x,0,...)) paje p5' -~ p’, kod od (so, (r?))
Slijedi da (3.11)) vrijedi za i = 0.
Pretpostavimo da (3.1T])) vrijedi za neki i € N.
Budu¢i da je e kod programa P, prema Propoziciji [3.2.16] vrijedi:
H(e,g(i,e,x,...,x)) kodod P(s;, (r’/))

Dakle, g(i + 1, ¢, x1,...,x) je kod od (sis1, (7))
Prema tome, (3.11) vrijedi za svaki i € N.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Teorem 3.1. Svaka izracunljiva funkcija je rekurzivna.

Dokaz. Neka je k € N\{0} te neka je f: N¥ — N izrac¢unljiva funkcija.

Tada postoji program P = (g, . . ., q,) koji racuna f.

Neka je e kod od P. Neka je A funkcija iz Leme Tada vrijedi A(e) = n.

Neka je g: N2 — N funkcija iz Propozicije

Neka su xy, ..., x; € N. Neka je ((s;, (r;'.))),-eN niz izvrSavanja od P za (0, x, ..., X, 0,...).
Tadaje g(i, e, x1,..., x) kod od (s;, (%)) paje s; = (g(is e, x1,. .., x¢))o i 1 = (8(i e, x1, .., X))
Znamo da postoji i € N takav da je s; > n. Stoga postoji i € N takav da (g(i, e, x1,..., X))o >
A(e).

Nadalje, za svaki i € Ntakav da (g(i,e, x1,...,x))o > A(e)(f. s; > n) vrijedi f(xy,...,x) =
rh . fxn,.x) = (gl e, xy, .o, X))

Definirajmo funkciju 72: N* — N sa h(xy,...,x) = ui((g(i,e, x1,...,x:))o > A(e)).
Tvrdimo da je i rekurzivna funkcija.

Definirajmo skup § = {(xi,...,x,i) € NV (g(i, e, x1,...,x))0 > A(e)}. Za sve
Xp,..., % € Novrijedi h(xy,...,x) = wi((x1,...,x,i) € S) pa je prema Lemi [3.1] do-
voljno dokazati da je S rekurzivan skup.

Imamo g (X1, ..., X, 1) = sg((g(i,e, x1,...,x))o = A(e)).

Stoga je dovoljno dokazati da je funkcija g': N1 — N,

g (xtse o, x00) = (g(i, e, x1,. .., x1))o = Ale)

rekurzivna.

Neka je mo modificirano oduzimanje te ¢: N — N funkcija definirana sa ¢(x) = (x)o.
Vrijedi da su mo i ¢ rekurzivne funkcije.

Definirajmo funkcije a, b: N¥*! — N sa:

a(xy,...,x0) = (pog)i,e, x1,...,x)
b(xy,...,x,1) = A(e)

Tada je ¢’ kompozicija funkcija mo, a i b.

Stoga je dovoljno dokazati da su a i b rekurzivne.

Otito je funkcija b rekurzivna jer je konstantna. Neka je ¢: N¥*! — N konstantna funkcija
s vrijednosS¢u e. Vrijedi:

a(z) = (o g)(I;7)(2),c(z). [} (2),.... ;' (z)), zasvakize N

Slijedi da je a rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Zakljucujemo da je S rekurzivan skup. Prema tome, 4 je rekurzivna funkcija.
Neka su xi, ..., x; € N. Vrijedi g(h(x1,...,x), e, x1,...,X))o > A(e) paje:

Flx, o, x) = (g(h(xrs ooy Xk), €, X1, -0y X)) )1 (3.12)
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Dakle, (3.12) vrijedi za sve xj,...,x; € N.
Lako zaklju¢ujemo da je f rekurzivna funkcija.

35






Poglavlje 4

Parcijalno izracunljive funkcije

Definicija 4.0.1. Neka je k € N\{0} te neka je S podskup od N*.
Neka je f: S — N. KaZemo da je funkcija f parcijalno izracunljiva ako postoji program
P sa sljede¢im svojstvom:

1) Akoje (x1,...,x¢) €S, ondaprogramPstajeza’ 0 \ X \ X \ \ Xy \ 0 \ ‘idaje
rezultat’ Fxr, o, x) ‘ ‘
2) Ako (x1,...,x;) ¢ S, onda program P ne stajeza| 0 | x; | x | ... | x [0] ... |

Za takav program P kaZemo da racuna funkciju f.

Primjer 4.1. Neka je S = {(x,y) e N?| x < y}. Nekaje f: S - N, f(x,y) = x.
Tada je f parcijalno izracunljiva funkcija. Sljedec¢i program racuna funkciju f:

0. DECR,, 4

1. INC Ry

2.DECR,, 2

3.GOTOO0

4. INC R

Propozicija 4.0.1. Neka je k € N\{0} te neka je S podskup od N*,

Neka je f: S — N parcijalno izracunljiva funkcija.

Neka su iy, iy,...,ix € N medusobno razliciti brojevi, te neka je N € N. Tada postoji
program Q sa sljedecim svojstvom:

Ako su u registrima R;,, . .., R;, brojevi xy,...,x; takvida (xy,...,x;) € S tada Q staje i u
registar R;, zapisuje f (X1, ..., Xy) i pritom za svaki j # iy, j < N sadrZaj registra R; ostaje
nepromijenjen.

Ako (x1,...,x¢) € S tada program Q ne staje.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo analogno kao tvrdnju Propozicije m|
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U skladu s prethodnom propozicijom, pojam makroinstrukcije f(R;,,...,R;) LR R;,,
definiran ranije za izracunljivu funkciju f: N¥* — N, sada proSirujemo i za parcijalno
izraunljivu funkciju f: § — N, § < N,

Takoder, proSirujemo i pojam makroprograma.

Pri tome smatramo da ¢e makroinstrukcija f(R;,,...,R;,) 5 R;, napraviti beskonacnu pet-
lju u makroprogramu P (tj. makroprogram P nece nikad stati) ako se u trenutku izvr§avanja
te makroinstrukcije u registrima R;,, R;, nalaze brojevi xy, ..., x; takvida (xy,...,x) ¢ S.
Pojam parcijalno makroizracunljive funkcije definiramo na oc€it nacin.

Sljedeci teorem dokazujemo na isti nacin kao Teorem

Teorem 4.1. Svaka parcijalno makroizracunljiva funkcija je parcijalno izracunljiva.

Neka su k,n € N\{0}. Nekasu Sy,...,5, € N'te fi: 8, - N,...,f,: S, —
N funkcije. Neka je T < N"te g: T — N funkcija. Definirajmo skup V = {x €
Sin...n S, (fi(x),..., fu(x) € T)}. Definirajmo funkciju h: V. — N sa h(x) =
g(fi(x),..., fu(x)), =zasvakix € V. Tada za h kaZemo da je dobivena kompozicijom
funkcija g, fi,..., fu-
Uocimo da ovaj pojam proSiruje ranije definiran pojam kompozicije funkcija.

Propozicija 4.0.2. Pretpostavimo da su g, fi, ..., f, parcijalno izracunljive funkcije te da
je h dobivena kompozicijom ovih funkcija.
Tada je h parcijalno izracunljiva funkcija.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Propozicije [2.0.2 O

Definicija 4.0.2. Neka je k € N\{0}, neka je S < N* te neka je f: § — N.
Tada za f kaZemo da je k-mjesna funkcija.

Definicija 4.0.3. Neka je n € N\{0}.

Neka je f n-mjesna funkcija te neka je g (n + 2)-mjesna funkcija. Definiramo (n + 1)-
mjesnu funkciju h na sljedeci nacin:

Ako suyy,...,y, € Ntakvida (yi,...,y,) udomeniod f, onda smatramo da je (0,y1, ..., y,)

u domeni od h te da je h(0,y1,...,y,) = (Y153 Vn)-

Ako su x,yy,...,y, € Ntakvida (x,yy,...,y,) udomeniodhtedaje (h(x,y1s...sYn)s X, V1s--sVn)
u domeni od g onda smatramo da je (x + 1,y1,...,y,) u domeni od h te:

h(x+ 1,91, 0590) = 8(h(X, Y15 o3 Y0)s X Vi e o> Vi)
Tada za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Uoc¢imo da smo ovom definicijom proSirili pojam funkcije dobivene primitivnom re-
kurzijom.
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Propozicija 4.0.3. Neka su f i g parcijalno izracunljive funkcije te neka je h funkcija
dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
Tada je h parcijalno izracunljiva funkcija.

Dokaz. Dokazujemo na isti na¢in kao u Propoziciji[2.0.3] m|

Definicija 4.0.4. Neka je n € N\{0} te S < N"*!, Neka je g: S — N funkcija. Definirajmo
T ={xeN'3yeN(x,0),...,(x,y) €S ig(x,y) = 0}. Definirajmo funkciju f: T — N
sa f(x) = min{y € N| (x,0),...,(x,y) € S i g(x,y) = 0}.

Za funkciju f kaZemo da je dobivena primjenom u operatora na funkciju g.

U tom slucaju pisemo f(x) ~ uy(g(x,y) = 0).

Uocimo da ovaj pojam proSiruje ranije definiran pojam funkcije dobivene primjenom u
operatora.
Sljedecu propoziciju dokazujemo na isti na¢in kao Propoziciju[2.0.4]

Propozicija 4.0.4. Neka je n € N\{0} te S < N"*!. Neka je g: S — N parcijalno
izracunljiva funkcija. Neka je f funkcija dobivena primjernom u operatora na g.
Tada je f parcijalno izracunljiva.






Poglavlje 5

Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija 5.0.1. Za funkciju f: S — N, gdje je k e N\{0} i S = N¥, kaZemo da je totalna
ako je S = N

Definicija 5.0.2. Definirajmo induktivno niz skupova (P,),en na sljedeci nacin.

Neka je Py skup svih inicijalnih funkcija.

Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali skup P,. Neka je T skup svih funkcija koje
se mogu dobiti primjenom kompozicije, primitivne rekurzije i u operatora na funkcije iz
P,. (Pri ¢emu na navedena tri operatora gledamo u smislu definicije dakle funkcije
iz skupa T ne moraju biti totalne.)

Definiramo P,y =T U P,.

Za funkciju f: S — N, gdje je S = N¥, kazemo da je parcijalno rekurzivna ako postoji
n € N takav da je f € P,.

Propozicija 5.0.1. Svaka rekurzivna funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Neka je S, niz skupova iz Definicije [3.1.2] te neka je P, niz skupova iz Definicije
5.0.2] Dokazimo indukcijom po n € N da vrijedi S, < P,. Zan = 0 vrijedi S < Py jer su
So 1 Py skupovi svih inicijalnih funkcija.

Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi S, < P,,.

Neka je f € S,+1. Tada je f € S, ili je f dobivena primjenom kompozicije, primitivne
rekurzije, p operatora na funkcije iz S,. Stoga je f € P, ili je f dobivena primjenom
navedenih operacija na funkcije iz P,. U svakom sluc¢aju vrijedi f € P,,;. Prema tome, za
svakin € N vrijedi S, < P,.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 5.0.2. Sljedece tvrdnje vrijede:
1) Pretpostavimo da su f,g.,...,8, parcijalno rekurzivne funkcije, te da je h funkcija
dobivena kompozicijom funkcija f, g, ..., &
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Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.

2) Neka su f i g parcijalno rekurzivna funkcija, te neka je h funkcija dobivena primitivnom
rekurzijom od f i g.

Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.

3) Neka je f parcijalno rekurzivna funkcija te neka je h funkcija dobivena primjenom p
operatora na funkciju f.

Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Dokazujemo na isti nacin kao Propoziciju(3.1.1 O

Primjer 5.1. Neka je g: N> — N funkcija definirana sa g(x,y) = x + y.

Znamo da je g rekurzivna funkcija, stoga je g i parcijalno rekurzivna.

Promotrimo funkciju f dobivenu primjenom u operatora na funkciju g.

Neka je x € N. Tada postoji y € N takav da g(x,y) = 0 ako i samo ako x = 0. Stoga je
domena funkcije f jednaka {0} i vrijedi f(0) = 0. Prema Propoziciji funkcija f je
parcijalno rekurzivna.

Medutim, funkcija f nije totalna stoga slijedi da f nije rekurzivna.

Propozicija 5.0.3. Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je parcijalno izracunljiva.

Dokaz. Koriste¢i Propoziciju [4.0.2] Propoziciju 4.0.3|i Propoziciju 4.0.4] tvrdnju dokazu-
jemo na isti nacin kao tvrdnju Propozicije [3.2.1] m|

Lema 5.1. Neka je k € N\{0} te neka je S = N¥*! rekurzivan skup.
Neka je h k-mjesna funkcija takva da je h(xy, ..., x;) ~ pw;((x1,...,x,0) € S).
Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Vrijedi:
h(xl, ey xk) ~ ﬂz(@(XS ()C], A l)) = O)

Funkcija & je dobivena primjenom u operatora na funkciju sg o ys koja je ocito rekurzivna.
Stoga je h parcijalno rekurzivna funkcija. O

Teorem 5.1. Svaka parcijalno izracunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Neka je k € N\{0}, neka je T < N* te neka je f: T — N parcijalno izratunljiva
funkcija. Tada postoji program P koji racuna f. Neka je e kod od P. Neka je A funkcija iz
Leme [3.3] Tada vrijedi A(e) = n.

Neka je g: N¥*2 — N funkcija iz Propozicije 3.2.17} Neka su x, ..., x; € N,

Na isti na¢in kao u dokazu Teorema |3.1| vidimo da vrijedi sljedece:

(x1,..., %) <= JieNtd (g(i,e,x1,...,x))0 > Ale)



43

Nadalje, ako (xy,...,x) € Tiie Ntd. (g(i,e, x1,..., X))o > A(e), onda je:

flxr,.oox) = (gli,e, x15- .y xi) ) (5.1)

Definirajmo k-mjesnu funkciju z sa h(xy, ..., x) ~ ui((g(i, e, x1, ..., X))o > A(e)).
Tvrdimo da je A parcijalno rekurzivna funkcija.

Da bismo to dokazali postupamo na sljedeci nacin.

Definirajmo skup S = {(xi,...,x,1) € N1 (g(i,e, x1,...,x:))0 > A(e)}.

U dokazu Teorema [3.1| smo vidjeli da je S rekurzivan skup. Za sve xi,...,x; € N vrijedi
h(xy, ..., x) ~ pi((x1,...,x,0) € S). Iz Leme 5.1| slijedi da je h parcijalno rekurzivna
funkcija.

Koriste¢i zakljuujemo da za sve xi,. .., x; € N vrijedi:

Flxr, o) ~ (g(h(xrs ey Xk)s €, X1,y Xi) )1

1z ovoga zakljuCujemo da je f parcijalno rekurzivna funkcija kao kompozicija parcijalno
rekurzivnih funkcija. O

Teorem 5.2. Neka je k € N\{0}. Tada postoji (k+1)-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija
w sa sljedecim svojstvom:
Za svaku k-mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju f postoji e € N takav da je:

S, oox) ~w(e,xy,...,xx), zasvexp,...,x; €N

Dokaz. Neka je A funkcija iz Leme Neka je g: N¥*2 — N funkcija iz Propozicije
B217

Definirajmo (k + 1)-mjesnu funkciju H sa:

H(e,xi,...,x;) ~ ui((g(i,e,x1,...,xc))o > A(e))

Na slican nacin kao u dokazu prethodnog teorema zaklju¢ujemo da je H parcijalno rekur-
zivna.
Definirajmo (k + 1)-mjesnu funkciju w sa:

w(e, x1,...,x) ~ (g(H(e, X1, ..y Xp)s €, X1 e oy Xi))1

Tada je w parcijalno rekurzivna funkcija kao kompozicija parcijalno rekurzivnih funkcija.
Neka je f k-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija. Tada je, prema Propoziciji[5.0.3] f par-
cijalno izraCunljiva. Stoga postoji program P koji raCuna f. Neka je e kod programa P. 1z
dokaza prethodnog teorema slijedi da je f(xy,...,xx) ~ (g(h(x1,...,X%), €, X1, Xk))1,
gdje je h k-mjesna funkcija definirana sa h(xy,...,x) ~ pi(g(i, e, x1,..., X)) > A(e)).
Ocitoje H(e, x1, ..., xx) >~ h(xy, ..., x¢)paje f(xr, ..., x0) ~ (g(H(€, X1,y Xp)s €, X115 e e v s Xi))1-
Dakle, slijedi da je f(xi,...,x) ~ w(e,x1,..., ). O
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Primjer 5.2. Prema Teoremu postoji 2-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija w sa
sljedecim svojstvom:
Za svaku 1-mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju f postoji e € N takav da je:

f(x) ~w(e,x), VxeN

Definirajmo 1-mjesnu funkciju f sa f(x) ~ w(x, x) + L.

Definirajmo 1-mjesnu funkciju w' saw'(x) ~ w(x, x). Primjerimo da je w'(x) ~ w(I{(x), 1} (x)),
odnosno w' je kompozicija funkcija w', 111 i Ill. Stoga je w' parcijalno rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju zb: N> — N sa zb(a,b) = a + b. Vrijedi:

f(x) = zb(W'(x), 1)

Slijedi da je f kompozicija funkcija zb, w' i konstantne funkcije N — N sa vrijedno$éu 1.
Stoga je f parcijalno rekurzivna funkcija.
Tvrdimo da se f ne moZe prosiriti do rekurzivne funkcije N — N. Pretpostavimo suprotno,
tj. da postoji rekurzivna funkcija g: N — N takva da je g(x) = f(x) za svaki x € S.
Bududi da je g 1-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija, prema svojstvu funkcije w, postoji
e € N takav da:

g(x) ~w(e,x), YxeN

S obzirom da je g definirananaNie € N, iz g(e) ~ w(e, e) slijedi da je (e, e) iz domene
odw.

Iz definicije funkcije f slijedi da je e € S ivrijedi f(e) = w(e, e) + 1. Posto je g(x) = f(x)
za svaki x € S slijedi da je g(e) = f(e). Stoga je w(e,e) = g(e) = f(e) = w(e,e) + 1.
Dakle, w(e,e) = w(e, e) + 1, $to je kontradikcija.

Zakljucujemo da ne postoji rekurzivna funkcija N — N koja proSiruje f.

Primjer 5.3. Pitamo se postoji li rekurzivna funkcija L: N* — N takva da:
za svaku rekurzivnu funkciju f: N — N postoji e € N takav da je:

f(x) =L(e,x), YxeN

Tvrdimo da ne postoji rekurzivna funkcija L koja zadovoljava traZeno svojstvo.
Pretpostavimo suprotno, tj. neka je L rekurzivna funkcija sa traZenim svojstvom.
Definirajmo funkciju F: N — N sa F(x) = L(x,x) + 1
Lako se vidi, slicno kao u prethodnom primjeru da je F rekurzivna funkcija.
Iz svojstva funkcije L slijedi da postoji e € N takav da F(x) = L(e, x), za svaki x € N.
Stoga je:

F(e) = L(e,e) (5.2)

Iz definicije funkcije F slijedi:
F(e) = L(e,e) + 1 (5.3)
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Iz (5.2) i (5.3) slijedi L(e,e) = L(e, e) + 1, §to je kontradikcija.
Zakljucujemo da ne postoji rekurzivna funkcija L sa traZenim svojstvom.

Propozicija 5.0.4. Neka je k € N\{0} te f: N* — N parcijalno rekurzivna funkcija.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Funkcija f je o€ito parcijalno izraCunljiva. Iz dokaza Teorema[5.2] vidimo da pos-
toji rekurzivna funkcija g: N2 — N i rekurzivan skup § < N¥*! takvi da je:

Flxr, oo o,x) >~ (g(h(xy, ..y x0), €, X150 Xk))1 (5.4)

gdje je h k-mjesna funkcija za koju vrijedi h(xy,. .., x;) ~ ui((x1,..., x,0) €S), i € N.
Iz ¢injenice da je f totalna funkcija slijedi da je A totalna funkcija, dakle:

h(xi, ..o x) = wi((x1,. .., x,0) €S), zasvexy,...,x €N

Prema Lemi [3.1]funkcija & je rekurzivna.
1z (5.4) zakljucujemo da je f rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. O

Propozicija 5.0.5. Neka je S < N te neka je f: S — N parcijalno rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo da je S rekurzivan skup.
Tada se f moZe prosiriti do rekurzivne funkcije N — N.

Dokaz. Akoje S = @, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je S # . Odaberimo s € S.
Definirajmo 1-mjesnu funkciju g: N — N sa:

8(x) = fxs (x) - x +58(xs (%)) - %)

Uocimo da za svakix € S vrijedi g(x) = f(x). Nadalje, funkcija g je totalna.

Ocito je g kompozicija parcijalno rekurzivnih funkcija, stoga je g parcijalno rekurzivna
funkcija.

Iz Propozicije slijedi da je g rekurzivna funkcija. i

Definicija 5.0.3. Neka je S < N. KaZemo da je S rekurzivno prebrojiv skup ako je S = @
ili postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da je S = f(N).

Propozicija 5.0.6. Neka je S < N rekurzivan skup.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S = @ tvrdnja oCito vrijedi.
Pretpostavimo da je S # .
Odaberimo s € S'.
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x, xS

S0, X ¢S

Za svaki x € N ocito vrijedi f(x) € S. Stoga je f(N) < S.

Zasvaki x € S vrijedi x = f(x) paslijedi x € f(N). Stogaje S < f(N).

ZakljuCujemo da je f(N) = S.

Iz Propozicije slijedi da je f rekurzivna funkcija.

Prema tome, S je rekurzivno prebrojiv skup. O

Definirajmo funkciju f: N — Nsa f(x) =

Teorem 5.0.7. Neka je S < N. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
1) S je rekurzivno prebrojiv

2) S je domena neke parcijalno rekurzivne funkcije

3)Postoji rekurzivan skup T < N? takav da:

x€S < dyeN td (x,y)eT

Dokaz. 1) = 2)

Pretpostavimo da je S rekurzivno prebrojiv skup.

Ako je S = @ onda je ocito S domena neke parcijalno rekurzivne funkcije.

Pretpostavimo S # @.

Tada postoji rekurzivna funkcija f: N — N takvada je § = f(N).

Neka je A = {(x,i) € N*| x = f(i)}. Za sve (x,i) vrijedi ya(x,i) = sg|x — f(i)| pa iz
Primjera[3.7]slijedi da je x4 rekurzivna funkcija. Prema tome, A je rekurzivan skup.

Neka je h 1-mjesna funkcija definirana sa h(x) ~ ui((x,i) € A). Prema Lemi [5.1| funkcija
h je parcijalno rekurzivna.

Ocito je da je domena funkcije 4 skup S.

2) = 3)

Pretpostavimo da postoji parcijalno rekurzivna funkcija f: § — N. Iz dokaza Teorema
slijedi da postoje rekurzivna funkcija g: N> — N i rekurzivan skup 7 < N? takvi da
f(x) ~ (g(h(x),e, x))1, gdje je h(x) ~ ui((x,i) € T). Vidimo da su domene funkcija f i h
jednake. Stoga imamo sljedeci zakljucak:

xeS < xudomeniodh < JieNtd. (x,i)eT
Prema tome, 3) vrijedi.
3) = 1)
Pretpostavimo da postoji rekurzivan skup 7 < N? takav da:

xeS < JdyeNtd (x,y)eT (5.5)

Akoje T = @, tadaje S = @ paje S rekurzivno prebrojiv skup.
Pretpostavimo da je T # Q.
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Odaberimo (t;,1,) € T. Definirajmo funkciju 7: N — N2 sa 7(x) = ((x);, (x),). Uocimo
sljedece:

Ako je (u,v) € N? onda je 7(x) = (u,v), gdje je x = 3"5".

Prema tome, 7 je surjekcija.

Definirajmo funkciju f: N — N? sa:

Flx) = {T(x), akojer(x)eT

(t1,1), inace

Neka su fi, f>: N — N komponentne funkcije od f.
Nekaje Q = {x e N| 7(x) e T}.
Uocimo da vrijedi:
xa(x) = xr(7(x)) = xr((x)1, (x)2)

Stoga je yo rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Slijedi da je Q rekurzivan skup.
Iz definicije funkcije 7 1 skupa Q slijedi:

g - {{F o, dhoiex<

(t1,1,), inace

Stoga je:
x)1, akoje x e Q
filx) = {( h :

t;, inace

Prema Propoziciji [3.2.11] zaklju¢ujemo da je f; rekurzivna.

Analogno slijedi da je f, rekurzivna funkcija.

Primjetimo da za svaki x € N vrijedi f(x) € T.

Slijedi da je f(N) < T.

Neka je y € T. Posto je 7 surjekcija, postoji x € N takav da je 7(x) = y, odnosno f(x) = y.
Slijedi da je f(N) = T.

Iz (5.3)) direktno slijedi S = I7(T). Posto je f(N) = T slijedi S = I7(f(N)) = (I} o f)(N).
Primjetimo da je I7 o f = fi. Slijedi daje S = fi(N).

Posto je f; rekurzivna funkcija slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. O

Primjer[5.3|pokazuje da postoje S < N i parcijalno rekurzivna funkcija f: § — N koja
se ne moZze proSiriti do rekurzivne funkcije.
Iz Propozicije [5.0.5]slijedi da S ne mozZe biti rekurzivan skup.
Prema prethodnom teoremu skup S je rekurzivno prebrojiv.
Dakle, postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan.
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Definicija 5.0.4. Neka su k,n € N\{0} te neka je f: N* — N". KaZemo da je f rekurzivna
funkcija ako su sve komponentne funkcije od f rekurzivne.

Lema 5.2. Neka su k,n € N\{0} te neka su f: N* — N"i g: N" — N rekurzivne funkcije.
Tada je g o f: N* — N rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasu fi, ..., f, komponentne funkcije od f.

Tada je:

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(fi(x)..... fulx))
Funkcija go f je kompozicija funkcija g, fi, . .., f, koje su rekurzivne, pa je go f rekurzivna
funkcija. O

Propozicija 5.0.8. Neka su k,n,l € N\{0} te neka su f: N* — N"i g: N* — N rekurzivne
funkcije.
Tada je g o f: N* — N rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasu gy, ..., g komponentne funkcije od g.
Tada je:
(g0 f)(x) = g(f(x)) = (&1 (f(x)),....a(f(x)))

Iz prethodne leme slijedi da su g, o f,..., g o f rekurzivne funkcije, a to su upravo kom-
ponentne funkcije od g o f.
Slijedi da je g o f rekurzivna funkcija. i
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Sazetak

U radu smo proucili pojam izracunljivih funkcija, povezan s pojmom programa.

Zatim smo uveli pojam rekurzivnih funkcija. Dokazali smo da je svaka rekurzivna funkcija
izraCunljiva, te obrat te tvrdnje.

Iduéi pojam koji smo uveli je pojam parcijalno izracunljive funkcije koju povezujemo uz
ranije definiranu izraunljivu funkciju.

U zadnjem poglavlju promatrali smo parcijalno rekurzivne funkcije i njihova svojstva, uz
koriStenje svojstava rekurzivnih funkcija.

Konacno, dokazali smo ekvivalenciju parcijalno rekurzivnih funkcija i parcijalno izracunljivih
funkcija. Na kraju smo dobili vazan rezultat, da postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije
rekurzivan.






Summary

In this paper we studied the computable functions, related to the concept of the program.
Then we introduced the concept of the recursive functions. We proved that every recursive
function is computable, and reverse.

The next concept we introduced is the concept of the partially computable functions which
we related to the earlier introduced computable functions.

In the last chapter we studied the partially recursive functions and their properties, by using
the properties of the recursive functions.

Finally, we proved the equivalence of the partially recursive functions and the partially
computable functions.

In the end we got important result, that there is a recursively countable set that is not
recursive.
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