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Uvod

Glavni cilj ovog diplomskog rada je prouditi jedno poopcenje skalarnog produkta, tako-
zvani 2-skalarni produkt, odnosno 2-unitarne prostore. Dokazat ¢emo nekoliko svojstava
2-skalarnog produkta, kao 1 nekoliko njegovih karakterizacija. Proudit ¢emo i neka svoj-
stva pridruZenih 2-normi.

Koncept 2-skalarnog produkta intenzivno se proucava od strane mnogih autora vec tri de-
setlje¢a. Neki od njih su S. Gihler, A. White, Y. J. Cho, S. S. Kim, A. Misiak i P. C. S. Lin.
2-skalarni produkti i 2-unitarni prostori su zapravo dvodimenzionalni analogoni koncepta
skalarnog produkta i unitarnog prostora.

Rad je podijeljen u tri poglavlja. U prvom poglavlju navedene su definicije osnovnih poj-
mova te su opisani ostali pojmovi vezani uz 2-skalarni produkt, 2-unitarne prostore te 2-
norme. U drugom poglavlju navedena su i dokazana neka svojstva 2-skalarnog produkta i
2-unitarnih prostora kao i neka svojstva 2-normi i 2-normiranih prostora. U treCem poglav-
lju definirano je Heronovo preslikavanje, te je prikazana veza Heronovog preslikavanja i
2-normiranih prostora. Takoder je prikazano svojstvo superaditivnosti i svojstvo monoto-
nosti nekih funkcionala povezanih s 2-skalarnim produktom.

Ovaj se rad temelji na rezultatima danima u literaturi navedenoj na kraju rada pri ¢emu su
sve razmatrane tvrdnje detaljno i u potpunosti dokazane u ovom radu.



Poglavlje 1

2-skalarni produkt i 2-norma

Skalarni produkt je jedan od osnovnih pojmova linearne algebre. Ve¢ u srednjoj Skoli su-
sre¢emo se sa skalarnim produktom definiranim na dvodimenzionalnom vektorskom pros-
toru V2.

U kolegiju Linearna algebra 2 prou¢avali smo prostor R? i tri razli¢ita produkta definirana
na njemu: skalarni, vektorski, mjeSoviti. Dok vektorski 1 mjeSoviti produkt ne generalizi-
ramo Cak niti na R", skalarni produkt moZemo definirati u vrlo generalnoj situaciji, tj. na
vektorskom prostoru. Vektorski prostor snabdjeven skalarnim produktom naziva se uni-
tarni prostor. U ovom poglavlju razmatramo funkciju koja je analogon skalarnog produkta,
takozvani 2-skalarni produkt.

1.1 2-skalarni produkt i 2-unitarni prostor

Definicija 1.1.1. Neka je X vektorski prostor dimenzije vece od 1 i neka je (-, - | -) realna
funkcija sa X x X X X takva da zadovoljava sljedeca svojstva:

(i) (a,a|b) >0, pri cemu je (a,a | b) =0 & aib linearno zavisni
(it) (a,a|b)=(b,b]|a)

(iii) (a,b|c) = (b,a]lc)

(iv) (aa,b|c)=ala,blc), Va e R

(v) (a+ad.,b|lc)=(,b|c)+(a,b]|c),Ya,a',b,c € X.

Tada realnu funkciju (-, - | -) zovemo 2-skalarni produkt, a uredeni par (X, (-, | -)) zovemo
2-unitarni prostor.
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Teorem 1.1.2. Neka je (X, (-, +))) unitarni prostor. Funkcija (-,- | -) definirana na sljedeci
nacin:
(alb)(alc)

— . 2 .
(blc)(c|c)_(a|b) lcl=(alc)-(b]|c)

(a,b|c)=

Jje jedan 2-skalarni produkt.

Dokaz. (1)
_|ala)(alb)| _ ) 2 _ . _ 2, 2 _ 2
@alb)y=| ) o = @l@ I =(@1b)-@lb) = llalf - IbIF - | by
Znamo da u svakom unitarnom prostoru vrijedi: | (a,b) |< |la]l - ||P]|, pa za-
kljucujemo:

lal? - 1161 = (a|b)* > 0.

(@,a|b)=0 = llal’-IbI’—(a|b) =0 = l|lal’-Ib|’ = (al|b)
= llall-llbll=(alb)
= (ala)-(b|b)=(alb)
—a=A1-b,AeR.

(i
@alby = |0 = @l 1D =@l 5)- (@1 b) = lalP -1b1F - @ | b
=P llalP - @12 = |2 O = kb o),
(iii)
@bler =i 0 e O = @b el - @lo- ol
= la el -cla-elh=|¢ ) e = balo
(v
@able) =[G N < @al by el - @ale G 10
=aa|b)-liclP-at@lo)-(ble)y=al@lb)-licl? = (alc)- ] o)
e




POGLAVLIJE 1. 2-SKALARNI PRODUKT I 2-NORMA 4

v)

(a+d |b)(a+d |c)

(blo) (clo)
=[@|b)y+@|b]-llclP-[alc)+@ o] (b]|c)
=@|b)-llclP+@|b)-llclP=(ale)-Ble)—(d |c)-(blc)
=(@l|b)-llclP=(@lo)-blo+@|b)-llclP = c)-(blc)
=(a,blc)+(d,b]c).

(a+d.,blc)= =(a+d |b)-llclP—(@+d|c)-(blc)

O

Korolar 1.1.1. Ako su a, b, c nizovi s clanovima «;,3;,y; redom tada je funkcija (-,- | -)
definirana sa

(@.b1¢)= Y (@Y= via)Biy; = viB)

i<j
takoder jedan 2-skalarni produkt.

Dokaz. (1)

(@,alb) = ) (@B - Bia)aiB; - Bi))

i<j

= > (@ Bj =By’ 2 0.

i<j

(@,alb)=0 e > (aifj-fia)’ =0 | aiB;-fia;|=0,Yi,
i<j

— aiﬂj :,Biaj — aiﬁi = a/j,Bj,Vi,j — a = Ab.
(if)
(@alb)= ) (@f;—pia) = ) (Bjai— ;)

i<j i<j

= > (Bjai— ;BB ai - ;B) = (b,b | a).

i<j
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(iii)
(@,bl0) = ) (v = via)Biy; = ¥iB))
i<j
= > By - viB)aiy; - viap) = (bal o).
i<j
(iv)
(da,b|c) = Z(/lai'}’j —vida)Biyv;—viB))
i<j
= > Ay =via)Bivi=viB) = Aa,b | o).
i<j
W)
(a+d.ble)= ) ((@i+a)y;—yi(e;+a)Biv;=viB)
i<j
= Z(a'i Yi+a,yi—via;—yia)Biv;—viB))
i<j
= Z(Oli Yi—via)Biyi—viBj) + Z(OZ; Yi—=via)Bivi—viB)
i<j i<j

=(a,blc)+d,b]c).

Propozicija 1.1.2. Cauchy - Schwarz - Bunjakovskijeva nejednakost
Neka je X 2-unitarni prostor. Za svaki a, b, c € X vrijedi:

[(a.blo)| < V(a,alc) - Vb, b]o).

Dokaz. Neka je S proizvoljan realan broj. Koristeci svojstva 2-skalarnog produkta (iii),
(iv) 1 (v) dobivamo da vrijedi:
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0<(a+pB(a,blc)yb,a+pB(a,blc)b|c)

= (a,a+pB(a,blc)b|lc)+ (B(a,b|lc)b,a+B(a,b|c)b]|c)
=(a+p@a,b|lc)b,alc)+ (a+B(a,blc)b,B(a,b|c)b]|c)
= (a,alc)+ (B(a,b|c)b,alc) + (a,B(a,blc)b|c)+ (B(a,b|c)b, B(a,b|c)b]|c)
= (a,alc)+B{(a,b|lc)b,alc)+ (B(a,b|c)b,a|lc)+L({(a,b|lc)b, B(a,blc)b|c)
= (a,alc)+B(a,blc)b,alc)+B(a,blc)b,al|c)+B(B(a,b|c)b,(a,b|c)b]|c)
= (a,a |¢)+2B((a,b|c)b,alc) + B ((a,b|c)b,(a,b|c)b|c)
= (a,alc)+2B(a,blc)-(b,alc)+B*(a,b|c)-(a,b|c)- (b,b]|c)
= (a,alc) +2B(a,b|c)* + B (a,b|c)* - (b,b|c).
Ako je (b,b|c) = 0 gornja nejednakost ocito vrijedi. |
(b,blc)

Ako je (b, b|c) # 0 tada gornju nejednakost dobivamo supstitucijom § =

(a,alc) +2- b0

2
-(a,blc)2+( )-(a,blc)2-(b,b|c)20

(b,b]c)

(a,b|c)* + (a,b|c)-(b,blc)=0/-(b,b]c)

(b,b | ¢) (b,b | ¢)?
(a,alc) (b,b|c)>(a,b]|c)

(a,a|c) +

Korolar 1.1.3. Za svaki a, b, c € X vrijedi: (a,b | b) = 0.

Dokaz. Ako u prethodno dokazanu nejednakost uvrstimo ¢ = b dobivamo
| (@, b1 D)< V(a,al|b)- V(b,b]|b).

Prema definicijskom svojstvu (i) vrijedi (b, b | b) = 0 te je stoga | (a,b | b) | < 0. To znaci
daje (a,b | b) = 0. O

Propozicija 1.1.4. Za svaki a,b,c € X iy € R vrijedi:
(a,b|yc)=vy*(a,b|c).
Dokaz. Promotrimo ¢emu je jednak izraz (a + b,a+ b | yc) — (a—b,a— b | yc).

(@a+b,a+blyc)—(a—b,a—b|yc) = (a,alyc)+2(a,b]|yc)+b,b|yc)—(a,alyc)
+ 2(a,b|yc)—(b,b|yc)
=4(a,b|yc).
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Iskoristimo li svojstva (ii), (iii) 1 (iv) iz definicije 2-skalarnog produkta dobivamo:

1 1
Z[(a+b,a+b|70)—(a—b,a—bIVC)] —[(yc,yc|a+b)— (yc,yc|a—Db)]

4
y2
= Z[(C,C|a+b)—(c,0|a—b)]
=y’ (a,b]| o).
O
1.2 2-norma i 2-normirani prostor
Definicija 1.2.1. Neka je X realan vektorski prostor dimenzije vece od 1 i neka je
|-,-1] - X X X — R realna funkcija za koju vrijedi:
(i) lla,b|| =0, pri cemu je ||a,b|| = 0 & ai b linearno zavisni
(ii) lla,bll =1|b,all, Ya,b € X
(iii) |la,abl|| =| @ |lla,b|l, Y@ € R
(iv) lla,b+cl|| <|la,bl|+|la,cll, Va,b,c € Xia e R (nejednakost trokuta).
Tada funkciju || -, || zovemo 2-norma na X. Uredeni par (X,|-,-||) zovemo 2-normirani
prostor.
Propozicija 1.2.1. Neka je (X, ||, ||) 2-normirani prostor. Tada za svaki x,y € X i @ € R
vrijedi
(i) lla,bll =lla,a + b|

(it) lla+b,a—Dbll =2lla, bl

Dokaz. (i) Kad naizraz || a, aa + bv|| primijenimo nejednakost trokuta, to jest svojstvo (iv)
1z definicije 2- norme imamo

la,@a + bl < |la,aall +1la,bll = lallla,all +|la, bl =0+ lla, bl = l|a, D]l.

S druge strane, napiSemo li ||a, b || ovako ||a, (@a + b) + (—aa)|| i ponovno primijenimo
nejednakost trokuta imamo:

la,bll = lla,(@a +b) + (aa) || < lla,aa + b + ||a, —aal|
=lla,aa+ bl +lallla,all = lla,ca +b[| +0 = ||a,za + bl
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Pokazali smo da vrijedii|la,aa + b|| < ||a,b]||i||a,b|| < ||a,aa + b|| pa vrijedi jednakost
i time je dokazana tvrdnja (i).
(if) Primijenimo li na vektor a + b, a — b i na skalar @ = 1 prvi dio propozicije dobivamo:

la+b,a—bl| =|va+b,1(a+b)+ (a—-Db)|
=l|la+b,2al||=2]|la,a+b].

Sada primjenom prvog dijela propozicije na vektore a, b 1 @ = 1 dobivamo:
la,a+bll=lla,1-a+bl=la,bl,
pa sveukupno imamo:
lla+b,a->b|l =2|a,bl
Sto je 1 trebalo dokazati. O

Propozicija 1.2.2. Ako je (-,- | -) 2- skalarni produkt, tada se njemu pridruzuje funkcija
|| -, - || definirana na sljedeci nacin:

la,bll = V(a,a| D)
i ta je funkcija 2-norma.

Dokaz. (i)

la,b|l = v(a,a|b) >0,

la,b|| =0 +(a,a|b)=0= (a,a|b)=0=a=21b,A€R.

(ii)

la,bll= V(a,alb) = \b,b|a)=Ib,al.
(iii)

la,ab|| = \(a,a| ab) = \(ab,ab | a)

= Va2(b,b|a) =lalV(a,a | b) =lal-|la,bl|.

(iv) Treba dokazati da za danu funkciju vrijedi ||a,b + c|| < |a,b|| + ||a, c||. Po definciji
funkcije imamo:
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V(a,a|b+c)< V(a,a|b)+ V(a,a]c)

= Jb+c,b+cla)< \(b,b|a)+ (c c|a)

— (b,b|a)+2(b,c|a)+(c,cIa)s(b,bla)+(c,c|a)+2\/(b,b|a)(c,cIa)
& (b,c|a) < \J(b,b|a)(c,c|a)

& (b,cla)* <(b,b|a)-(c,c|a)

Sto vrijedi prema propoziciji [[.1.2]
Dakle, funkcija definirana na sljedeéi nacin ||a, b || = V(a, a | b) je 2-norma.

Teorem 1.2.2. Besselova nejednakost u 2-unitarnim prostorima

Neka je (X, (-, | ) 2-unitarni prostor i neka su ey, e, ...,b € X takvi da je (e;,ej | b) = 0

zai# jte (e, e;|b)=1zai=1,2,...,n Tada sa svaki x € X vrijedi:

D1 Geil b I< 1, bIP.
i=1

Dokaz. Neka je
y= Z ;e
i=1

a; € Rtojesty € conviey,es,...,e,l.
Koristeci svojstva 2-skalarnog produkta imamo:

(xy|b)-<x2a,e,|b> Za,(x ei | b),

0.y 1) = (Zale,,Za,e,w) Za (e,,e,|b>_za2

Promotrimo ¢emu je jednak 2-skalarni produkt (x —y, x —y | b):
(x—y,x=ylb)=(xx|b)- 2(xy|b)+(yy|b)

= (x,x| b) - 2(xy|b)+Za

= (x,x| b) - ZZa/l(x e,lb)+Za
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Stavimo li da je @; = (x,¢; | b) tj.

y=) (xelb)-e
i=1

dobivamo:

(x=y.x=y|b) = (xx|b)~ ) af

i=1

Znamo po definiciji 2-skalarnog produkta da je (x —y, x —y | b) > 0. Slijedi da je:
(x,x1b)= > a? 20
i=1
2,@ <(xx|b)

i=1

D (el by <lixbl.
i=1

10



Poglavlje 2

Povezanost 2-unitarnih i 2- normiranih
prostora

2.1 Karakterizacije 2-unitarnih prostora

Teorem 2.1.1. Na proizvoljnom 2-unitarnom prostoru (X, (-,- | ), lla, bl := V(a,a | b)
definira 2-normu za koju vrijedi:

1 (a,b|c)=;(la+b,cl?)=lla—b,clP)
2. 2-dimenzionalni analogon jednakosti paralelograma:

la+b,cl’+lla=b,cl? =2(la,cl? +1b,cIP).

Dokaz. Ve¢ smo pokazali da je || a, b || norma.

1 1
Zma+hCW—Ha—hCW) glla+ba+ble)-(@a-ba-blc]

%[(a,alc)+2(a,b |c)+(b,b| )
—(a,alc)+2(a,b|c)—(b,b] )]

1
Z-4-(a,b|c):(a,b|c).

Koristeci definiciju 2-normi i svojstva (iii), (iv) i (v) 2-skalarnog produkta dobivamo:

11
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lla+b,clP+lla-b,cl|?

=(a+b,a+b|lc)+(a—-b,a—b|c)
=(a,a+blc)+(b,a+b|c)+(a,a—b|c)+ (-b,a—b|c)
=(a+b,alc)+(a+b,b|lc)+(a-b,alc)—(a—b,b|c)

= (a,alc)+ (b,alc)+ (a,b|c)+ (b,b|c) + (a,a|c)— (b,alc)—(a,b|c)+ (b,b]|c)
=2(a,alc)+2(b,b|c)

=2(la,cl? +11b,c|P).

O

Svaki 2-unitarni prostor (X, (-, - | -)) smatrat ¢e se 2-normiranim prostorom s 2-normom
lla,b|| := V(a,a | b).lzmedu 2-normiranog prostora i 2-unitarnog prostora postoji karak-
terizacija koja je 2-dimenzionalni analogon pravilu paralelograma.

Teorem 2.1.2. Neka je (X, || -, - ||) 2-normirani prostor u kojem je za svaki a, b, c € X vrijedi
pravilo paralelograma:

lla+b,cl+lla=b,cl”=2(la.cl’ +1b,clP). (2.1)
Tada je preslikavanje (-, - | -) definirano na sljedeci nacin:

1
(a,blc) = Z(I|a+b,CII2—|Ia—b,Cllz)

Jjedan 2-skalarni produkt na X.

Dokaz. Pokazimo da vrijede svojstva 2-skalarnog produkta:

(1)
1
(a,a|b)>0 Z(||a+a,b||2—||a—a,b||2) >0
& [|12a,b|> = |0,b|? > 0 = ||2a,b]|* > 0.
(if)

(a,a|b) = (126, al? =116 = b,al’) = (b,b | ).

Bl —

(124,517 = lla - a.b|?) =

EN,
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(iii)
(a.blc) = l(||a+b clP =lla=b,c|P) = l(||b+a clP =1l = (b-a).clP)
2 4 2 2 4 b 9

= l(||b+a clP =llb=a,cl?) = (b.alc)

- 4 ’ ) - 9 .
Dokazimo sada (v) svojstvo 2-skalarnog produkta. Prema definiciji imamo:
(a,blc)+(d',D|c)

1

= —(la+b.clP=lla=b,c|’ +|d +b,c|’ -|ld" - b,c|)

4

1 1
= zla+ b.cl? +1ld +b,cl) - 7lla - b.cl +1ld" = b,clP). (2.2)

’

a—d

. . . ata .
Umyjesto a uvrstimo u lb 1zraz . Tada 1| postaje:

+ b, aumjesto b stavimo

’ 2 ’ 2 2 ’

a+d a—a a+a a—a a+a a—a 2
+b+ ,cll + +b - cll =2 +b,c|| + ,C
2 2 2 2 2
a+da 2 a—da 2
la+b,c|>+|ld +b,c|?=2 +b,cll + —<| |

) . a+d ) . a-da )
Ako u (2.1]) umjesto a uvrstimo 7 b, a umjesto b uvrstimo 3 dobivamo

2 2 2

’

’ ’ ’ ’ 2
a+a a-—a a+a a-—a a+a a-—a
3 -b+ 7 ¢ 5 b =2 -b,c|l + 5 ¢ ]
’ 2 ’ 2
_l_ —
la=b.clf+1ld —b.clP =2 ||| 224 —p. el + “Za,c ]
Uvrstimo sada dobivene izraze u (2.3)) i imamo:
1 +d 2 o 2 1 +d 2 o 2
(a,blc)+(a’,b|c):z-2( “2“ +bhoc| + aza,c )_2'2( “2“ —b.c| + “za,c )
1{lla+d 2 a+dad 2
= = + b, + - b,
2( 2 ¢ 2 ¢ )

+ ’/
:2‘(a2“,b|c),
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pri ¢emu smo u zadnjoj jednakosti iskoristili definiciju od (-, - | -).
Zamjetimo da je (0,5 | ¢) = 0 jer kad u definiciju preslikavanja (-, | -) stavimo a = 0

i
dobivamo (0, | ¢) = 7 (Ib.cIP = || = b.cIP) =

a+ad

Ako u dobiveni izraz (a,b | ¢) + (@’,b | ¢) = 2( ,b| c) uvrstimo @’ = 0 dobivamo

@ble)=2(5.b1c)
Dobivena jednakost vrijedi za svaki vektor a, pa specijalno vrijedi i za vektor a + a’ to jest
a+a

2
je svojstvo (v) dokazano.

(a+d,blc)=2

,b | c),atoznaéidaje(a,b le)+(@,b|c)=(a+d,b]|c). Time

Iz svojstva (a, b | ¢) = 2 (E bl c) slijedi daljni niz jednakosti: (a, b | ¢) = 2 (g bl c) _
2 3 _
2(?,b| ) 2(§,b|c) _Z(Eblc)neN.
Neka je m € N. Tada vrijedi ( T ,b| c) n(a, b| o).
Dokazimo:

Zam=1, ( TR ,b| c) (2” b| c) n(a,b | ¢) prema gornjem nizu jednakosti.

Pretpostavimo da za neki m € N vrijedi: (%, b | c) = ;(a, b|c).

m+1 m a
(2 ablc) (5a+i,b|c).

Pokazali smo da vrijedi svojstvo (v) 2-skalarnog produkta, pa gornju jednakost mozemo
zapisati na sljedeci nacin:

(Zﬂm blc) (zf,b|c)+(%,b|c).

Iskoristimo li sada pretpostavku i ¢injenicu da je (a,b | ¢) = 2" (%, b | c) dobivamo:

Za m + 1 tada vrijedi:

m (a,b|c) m

(Sra+amble)=S@blo+ :(—+—) (ablc)—(m—-l_l)-(a,blc).

2n 2n 2n

Dakle, sada imamo da je a(a,b | ¢) = (aa,b | c)zaa = —
Kako su||@a+b,c||i||aa—b, c|| neprekidne funkcije od @, (aa, b | ¢) je takoder neprekidna
funkcija po a, a(a,b|c) = (aa, b|c), za svaki realan broj . O
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Dakle, prema upravo dokazanom teoremu, svaki 2-normirani prostor (X, |-, -||) ¢ija 2-
norma zadovoljava pravilo paralelograma smatramo i 2-unitarnim prostorom s 2-skalarnim
produktom

1
(a,blc) = Z(I|a+b,0||2—||a—b,6||2)-

Neka je (X, ||v:,-||) 2-normirani prostor i neka je ¢ € X. Neka je X({c}) vektorski pot-
prostor generiran vektorom c, to jest X({c}) je skup svih vektora oblika Ac, pri emu je
A € R. Definiramo relaciju ~ ovako: x ~ y ako i samo ako je vektor x — y iz X({c}). Neka
je X, kvocijentni prostor prostora X s obzirom na relaciju ~. Za element a € X sa (a),
oznacavamo klasu u X, koja sadrzi vektor a, to jest (a.) = a + X({c}) = {a+ Ac : 1 € R}.
Dakle, ako je v iz (a.) tada postoji @ € R takav da je v —a = ac.

X. je vektorski prostor uz zbrajanje definirano ovako: (a). + (@’). = (a + a@’). 1 mnoZenje
skalarom: (aa), = a(a)..

Na X, definiramo funkciju || - || na sljedeci nacin: ||(a).||. = |la, c||.

Nul-vektor u X, je klasa (0). gdje je O nul-vektor u X. Pri tome je (0). = (a). za svaki
a € X({c}). Naime, ako je a € X({c}), tada je a = Aoc, paje (a). = {a+ Ac : 1 € R} =
{loc+Ac: A eR} ={(Ay+Dc: AR} ={0+ uc : u € R} = (0)..

Provjerimo je li ta funkcija dobro definirana, tj. da li za drugog predstavnika v iste klase
(a). vrijedi ||v,c|| = |la,c||. Za normu |[|-,-|| vrijedi nejednakost trokuta: ||b + c,al| <
|1b,all + ||c,all. Ako imamo dva vektora v i a iz klase (a)., tada je v = a + (v — a).
Primijenimo li nejednakost trokuta na vektore a i (v — a) dobivamo:

la+ @ —a),cll <lla,cll+|lv—a,cl

Iv.cll < lla,cll+1lv—a,cll

Iv.cll = lla,cll<llv-a,cll =llac,cll=|alllc,cll = 0.
Na isti nacin, za vektor a i a — v dobivamo ||a, c|| — || v, c|| < 0 $to zajedno s prethodnom
nejednakosti daje da je || v, c|| = ||a, c||, tj. bez obzira kojeg predstavnika klase (a). uzeli,

uvijek dobivamo istu vrijednost za || (a). ||.-
Propozicija 2.1.1. Funkcija || - ||. je norma na X..
Dokaz. Moramo provjeriti vrijedi li svojstva norme:

1. [(@¢clle =0 © |la,c|| = 0. To vrijedi ako i1 samo ako su a i ¢ linearno zavisni, tj.
a € X({c}), a za tave smo ve¢ dokazali da je (a). = (0)..

2. laa)cle = ll(@a)clle = llaa,cll =l a ||la,cll =| a ||l (a)|lc za @ € R.
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3. [[@c + B)clle =@+ D)lle =lla+b,cll<lla,cll+1b,cll =l (@elle + I D) |l
O

Teorem 2.1.3. 2-normirani prostor (X, ||-,-||) je 2-unitarni prostor ako i samo ako je za
svaki c € X,c # 0 (X,, || - ||) unitarni prostor.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je (X, |-, -||) 2-unitaran prostor i neka je ¢ € X, ¢ # 0
proizvoljan vektor. Za proizvoljne tocke (a).,(b). € X. prema definiciji norme || - ||, 1
teoremu [2.1.1|slijedi:

l(@e + )| + 11 (@e = D) = lla+b,c|? +lla—b,c|?
=2(la,cl? +11b,clP)
= 231 @ec I + 1B D)

Prema teoremu [2.1.1] zakljuéujemo da je (X, || - ||.) unitarni prostor.

Sada pretpostavimo da je za svaki ne-nul vektor ¢ € X , (X,,|| - ||c) unitarni prostor. Tada
imamo:

la+b,cl?*+lla-b,cl? = (@ + ®). |+l (@) — (b). I
=21 (@I + 1B 112)
=2(la,c|? + b, c|P),

to jest za || - || vrijedi pravilo paralelograma, pa prema teroemu zakljuCujemo da je
(X, |- |]) 2 - unitaran prostor. O

Osim uvjeta iskazanog u teoremu [2.1.2] postoji niz uvjeta koji su nuzni i dovoljni da
normirani prostor (X, || - ||) bude unitaran prostor. Navedimo ih:

(a) Za proizvoljne tocke a,b € X takve da je ||a|| = || b|| i za proizvoljne realne brojeve

a1 vrijedi:

laa +Bb| = || fa + ab .

(b) Iz jednakosti ||a + b|| = ||a—b|| zaa,b € X slijedi ||a +b|? = ||a|? + || b

(c) Postoji konstanta o # 0, +1 takva da ako za a,b € X vrijedi ||a + b|| = ||a — b|| tada
jella+ab| =lla—-abl].

(d) Postoji konstanta @ # 0, +1 takva da ako za a,b € X vrijedi ||a|| = ||b]| tada je

la+ab]|| =|laa+b]|.
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(e) Za|lall = ||b|l,a,b € X slijedi da za svaki realan broj @ # 0 vrijedi ||@a + o~ 'b|| >
lla+b].

(f) Za proizvoljne vektore ay,a,,as € X takvedaje a;+a,+az = 01lla; || = || a; ||slijedi
lai —as|l = |laz — as ||

(g) Zaproizvoljne vekotre a;, ay, as, a4 € X takve daje ay+ar+az+as = 01illa; || = ||az ||
illas|l = llasll slijedi [|a; —as || = [laz — as ||, laz — a3 || = [[a; — a4 |-

(h) Za proizvoljne vektore a;, a»,as € X, funkcija ®(a,, as,a3) = ||a; +ar +az |* +| a; +
a, — a3 |* = |lai — ar — a3||* = ||a1 — a» + a3 ||* je uvijek neovisna o as.

(i) Za proizvoljne tocke ay, az,as, -+ ,a,€ X, n > 3 takvedajea; +a, +---+a, =0
n n
vrijedi: 3 lla; —a;IF =2n- 3 lla; .
ij=1 i=1

Sada metodom analogije uo¢avamo koji su nuzni i dovoljni uvjeti da 2-normirani pros-
tor (X, ||+, - ||) bude 2 - unitaran prostor. Neka je ¢ € X proizvoljni ne-nul vektor:

(a’) Za proizvoljne vekotre a,b € X takve da je ||a,c|| = ||b,c]|| 1 za proizvoljne realne
brojeve a i § vrijedi:

lea + pb,cl| = ||Ba + ab,c|.

(b’) Izjednakosti ||a+b,c|| = |la—b,c||zaa,b € Xslijedi || a+b,c|* = ||a,c|?+]| b, c|?.

(c’) Postoji konstanta @ # 0, +1 takva da ako za a,b € X vrijedi ||a + b,c|| = ||a — b, c||
ondaje |[a + ab,c|| =||a—ab,c]|.

(d’) Postoji konstanta @ # 0, =1 takva da ako za a,b € X vrijedi ||a,c|| = || b, c|| onda je
la+ab,c||=||aa+b,c||.

(e’) Za|la,cl|| = ||b,cll,a,b € X slijedi da za svaki realan broj a # 0, || @a + a™'b,c|| >
lla+b,c|.

(f) Za proizvoljne vektore a;,a,,a; € X takvedajea; +ax + a3 =01illay, c|| =||as, ||
slijedi [|a; — a3, c|l = lay — a3, c||.

(g’) Za proizvoljne vektore a;,ay,as, a4 € X takvedajea; +a +az +as =01 |la, c|l =
laz,cllillas,cll = llas, cll slijedi [[a; — az, c|| = ||a; — as, cll, |laz — a3, c|| = [a; -
as, c||.

(h’) Za proizvoljne vekotre ay,a,,a; € X, funkcija ® (a;,az,a3) = ||a; + a» + asz, c||* +
la, +a, —as,cll* —|lay — as — as, c|* = || a1 — a, + a3, c||* je uvijek neovisna o as.
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(i’) Za proizvoljne tocke a;,a,as, - ,a,€ X,n > 3 takvedajea; +a, +---+a, =0
n

n
vrijedi: ), ||a; — aj,cll2 =2n- 3 |la;cl|P.
ij=1 i=1

Teorem 2.1.4. 2-normirani prostor (X, |-, - ||) je 2-unitarni prostor ako i samo ako su uvjeti
(a), (), , (") zadovoljeni za svaki ne-nul vektor ¢ € X.

Dokaz. Prema (a) zaa.,b. € X, ||a.|lc = |b:|lc1Va,B€R
= |leac + bl = || Bac + ab, |l (2.3)

Uvjet || ac|l. = || be || prelazi u oblik ||a,c|| = || b, c||, a uvjet (2.3) prelazi u oblika || aa +
Bb,c|| = ||Ba + ab,c||, a to je upravo uvjet (a’). Ostali slucajevi se dokazuju na analogan
nadin. O

Koristeci ¢injenicu da je ||a, b || = ||a,@a + b|| za proizvoljan realan broj @ dolazimo do
sljedece tvrdnje:

Propozicija 2.1.2. Neka je (X, (-, - | -)) 2-unitaran prostor. Za svaki a, b, c € X vrijedi:

la+b,b+c||=|la—c,b+c]|=]|la+b,a—c]|| 2.4)
la+b,b—cl|l=lla+c,b—cl|l=|la+b,a+c]| (2.5)
la—b,b+c||=|la+c,b+cl|=]|la-b,a+c]|| (2.6)
la-b,b—cl|l=lla-c,b-cll=|la-b,a-c]l. (2.7)
Dokaz. Znamo da prema propoziciji|l.2.1|zaa,b € X vrijedi||a,b|| = || a, @a+ b || za svaki
realan broj @. Neka je @ = —1. Tada uzmajuci u obzir svojstva 2-norme imamo:
la+b,b+c|l=la+b,—-1-(a+b)+b+c|

=|la+b,—a—-b+b+c|
=lla+b,—(a-o0)ll
=|-1|lla+b,a-c|l
=|la+b,a—-c]|.

Isto tako:

la+b,b+cl|l=|b+c,a+bl|
=|lb+c,-1-(b+c)+a+Db]|
=|lb+c,a—c]|
=l|la-c,b+c].
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Time smo dokazali tvrdnju (2.4). Analogno, za (2.5] imamo:

la+b,b—cl|=|b-c,a+bl]
=|lb-c,—-(b—c)+a+Db]|
=||b-c,a+c||
=|la+c,b—c|.

la+b,b—cl|l=]la+b,—(a+b)+b-c]|

=|la+b,—a—-c||
=|la+b,—(a+0o)ll
=|la+b,a+c]|l.

Tvrdnje (2.6) i (2.7) dokazuju se takoder analogno.

Propozicija 2.1.3. U 2-unitarnom prostoru vrijedi:

la+b,b+cl> =S +2@ab|c)-2(a,c|b)+2(b,c|a),
la+b,b—cl> =S +2@ab|c)+2(a,c|b)-2(b,c|a),
la-bb+cl>=S-2(@bl|c)+2(a,c|b)+2(b,c|a),
lva—b,b—c|? =S -2(a,b|c)-2(a,c|b)—2(b,c|a).

pri Cemu je S = Na,b|> +|la,c|? + b, c|>

Uocimo, zbrajanjem (2.8)), (2.9), (2.10)), (2.11)) dobivamo da vrijedi:

la+b,b+clP+la+b,b—c|P+lla=bb+c|?+|la=bb—-c]|?=45S.

Zbrojimo li pak (2.8) i (2.9) te oduzmemo zbroj (2.10)) i (2.11)) dobivamo:

(2.8)
(2.9)
(2.10)
2.11)

(2.12)

lla+b,b+cl?+la+b,b-cl*1-1lla=b,b+cl| +lla—-b,b-c|*] =8(a,b]|cY2.13)

Dakle, u 2-unitarnom prostoru vrijede (2.12)) i (2.13). Vrijedi i obrat, to jest ako u 2-
normiranom prostoru vrijedi (2.12)), tada je taj prostor ujedno i 2-unitarni. Dakle, (2.12) je
nuzan i dovoljan uvjet da 2-normirani prostor postane 2-unitarni. DokaZimo tu tvrdnju.

Teorem 2.1.5. 2-normirani prostor (X, || -, - ||) je 2-unitarni prostor ako i samo ako je tvrd-

nja (2.12)) istinita. 2-skalarni produkt je tada dan s ([2.13)).
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Dokaz. Ako je X 2-unitarni prostor tada smo u pretodnom postupku dokazali da vrijedi
(2.12). Dokazimo obrat.
Pretpostavimo da u 2-normiranom prostoru vrijedi (2.12), to jest da vrijedi:

la+bb+c|P+la+bb—c|?P+|la=bb+c|>+|la=b,b—cl|*=4S.

Kada u (2.12) umjesto a stavimo ¢ + b, umjesto b stavimo a i umjesto ¢ stavimo ¢ — b
dobivamo:

4(lc+b,alP +lla,c =bIP +lc+b,c~bIP)

=llc+b+a,a+c—-b|*+|lc+b+a,a—c+b]|?
+llc+b-a,a+c—b|P+|lc+b-—a,a—c+b|?
=|lb+@+c)(a+c)=blF+llc+(@+b,a+b—c|P+|lc-=(a-b),a—b+c|?
+lb-(a-c)a—c+b|

Sada na svaki od navedenih pribrojnika primijenimo propoziciju (I.2.1) (i7). Kada u pro-
poziciji (I.2.1)) (if) umjesto a stavimo a + ¢, a umjesto b b dobivamo:

lc+b+a,a+c—DblIP=|l(@a+c)+b,(a+c)-bl>=Qlla+c,bl)? =4|la+cb|?

Ako pak u propoziciji (I.2.1) (if) umjesto a uvrstimo a + b, a umjesto b uvrstimo ¢ dobi-
vamo:

lc+b+a,a—c+bl?=|(@+b)+c,(a+b)—c|?=Q|la+b,c|) =4]a+b,c]|?
Uvrstimo li u propoziciju (I.2.1)) (if) umjesto a ¢, a umjesto b uvrstimo b — a dobivamo:
lc+b-a,a+c—blf=|lc+(b-a),c—b-a)l*=Qllc,b-al)*=4|ve,b—alP.

I konacno, ako u propoziciju (1.2.1)) (ii) umjesto a uvrstimo b, a umjesto b uvrsitmo ¢ — a
dobivamo:

le+b-a,a=c+blP=lb+(c-a)b-(c-a)l’ =Q2lbc—al)=4lb,c—-all.
Kada sve dobiveno uvrstimo u gornju jednakost imamo:
4(lc+b,al’ +lla,c=bIP +llc+b,c~bIP)

=4(lb,a+clP+le,b+al’ +llc,a=bIP +llb,a—clP). (2.14)



POGLAVLIJE 2. POVEZANOST 2-UNITARNIH I 2- NORMIRANIH PROSTORA 21

Sli¢no, kada u (2.12)) umjesto a stavimo ¢ + a 1 umjesto ¢ stavimo ¢ — a dobivamo:

4lc+a,blP+llc=a,blP +llc+a,c—alP)

=llc+a+bb+c—alf+|lc+a+bb—-(c-a)l
+llc+a-bb+c—av’+llc+a-b,b—c+al?
=lb+c)+a,b+c)—alP+la+b+c,b+a—c|P+|lc—b—-a),b—a+c]|?
+lla=b-c),b-c+al’

Sada na svaki od navedenih pribrojnika primjenimo propoziciju (I.2.1) (if). Kada u propo-
ziciji (1.2.1) (it) umjesto a stavimo b + ¢, a umjesto b stavimo a dobivamo:

lc+a+bb+c—alP=|lb+c)+a,b+c)—alP=QIb+c,al)*=4|b+c,al

Ako pak u propoziciji (I.2.1) (if) umjesto a uvrstimo a + b, a umjesto b uvrstimo ¢ dobi-
vamo:

lc+a+bb—(c—a)l=|(@a+b)+c,(a+b)—cl|*=Q2lla+b,c|*) =4|la+b,cl|

Uvrstimo li u propoziciju (i7) umjesto a ¢, a umjesto b uvrstimo b — a dobivamo:
lc+a-b,b—c+alf=|lc=0b-a),c+b-a)|*=Q2llc,b-al) =4|c,b-al’

I konacno, ako u propoziciju (I.2.1)) (if) umjesto b uvrstimo b — ¢ dobivamo:
la=b+c,b—c+alf=lla=®B-c)a+b-0)|*=Q2lla,b—c|)? =4|a,b-c|*

Kada sve dobiveno uvrstimo u gornju jednakost imamo:

A(lc+a,bl?+llc—a,b|?+|lc+a,c—al?
=4(la,b+c|?+llc,b+al*+|le,b-al?+la,b—c|?. (2.15)
Zbrojimo li sada i imamo:
4(||b, a+clP+|lc, b+alP+lc, a=blP+||b, a—c|?+4(||a, b+c|P+lc, b+al*+||c, b—al+||a, b—c|]?
= 4(llc + b,all’ + lla,c = BIP + |lc + b, ¢ = bII*) + 4(llc + a, bI* + |lc — a, bI* + |lc + a, ¢ — al?
16, a+c|?+lic, b+all? +lc, a=b|*+|b, a—c)|P+lla, b+cl2+|lc, b+al*+llc, b—al* +|la, b—)|?

= lla, b + ¢l + lla, (b = Ol + llc + b,c = bI* + Ib,a + cl* + (b, ~(a = )| + llc + a, ¢ - al?
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lle, b+ all> + |lc,a — b + llc, b + all> + |lc,b — al* = ||c + b,c = b||> + |Ic + a,c — al]?
2llc,a + bII* + lic,a = bl + llc, =(a = b)I* = 4llc, bII* + 4|c, all?

2(llc;a + bl + llc, a = bIP?) = 4(llc, bIP* + lic, all®)

lla + b, c|* + lla = b, cll* = 2[lla, c|l* + |Ib, cIl*].

Prema teoremu [2.1.2]zaklju¢ujemo da je to ujedno i 2-unitarni prostor u kojem je 2-skalarni
produkt definiran ovako:

1
(@.ble) = Z(la+ b.cl? =lla=b,c|P).
Iskoristimo li sada ponovno tvrdnju (2.12)) za vektore a + b, b + ¢ i b — ¢ imamo:

d(la+b,b+cl?+la+b,b—cl|?>+]b+c,b-cl|?)

=la+2b+¢,2b|P +|la+2b+c,2¢|P +la=c,2b|? +||a-c,2c]

Sada na svaki od navedenih pribrojnika primijenimo propoziciju (7). Kada u propo-
ziciji [[.2.1] (i) umjesto a stavimo 2b, a umjesto b stavimo a + ¢ dobivamo:

la+b,2b|| =|2b,a+cl|l=12b,1-2b+a+cl|))=12b,2b+a+c|=|la+2b+c2b|.

Kada kvadriramo dobiveni izraz i primijenimo svojstva 2-norme, dobivamo

4lla+c,b|? =|la+2b+c,2b]|.
Sli¢no, ako u propoziciju (i) umjesto a uvrstimo 2¢, a umjesto b uvrstimo a + 2b
dobivamo:

1
||a+2b,2c||:||2c,a+2b||:||2c,§~2c+a+2b|| =|[2¢c,c+a+2b|=|la+2b+c, 2|

Ako kvadriramo dobiveni izraz i primijenimo svojsta 2-norme, imamo
4)la +2b,cl||*> =||a+2b+c,2c|.
Kvadriranjem i koriStenjem svojstava 2-norme dolazimo i do jednakosti:

lla=c,2b|? =4lla-cbl
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I konacno, ako u propoziciju (i) umjesto a uvrstimo 2¢, a umjesto b uvrstimo a
dobivamo

— - -1 - -
’ - - -5 - - - - .
la,2c|| =112¢c,all =12¢,5 - 2c + all = ||2¢,—c + all = |la — ¢, 2¢]]
Kvadriranjem i koriStenjem svojstava 2-norme dolazimo do jednakosti:
la—c 2| =4lla,c|P

Kada sve dobivene jednakosti uvrstimo u gornju jednakost imamo
A(la+b,b+c|?+|la+b,b—cl?+|b+c,b—c|P?)
=4(lla+c, bl +lla+2b,clP +lla—c,bl* +lla,clPl. (2.16)
Iskoristimo li pak tvrdnju (2.12)) za vekotre a — b, b + ¢ 1 b — ¢ imamo:
4(la=b,b+c|?+lla=b,b—c|?+|b+c,b—c]|P)
=lla+c,2blP +lla+c,2c|P+lla=2b—c,2b|* +1la—2b-c,2c|P.

Kvadriranjem i koriStenjem svojstva 2-norme dolazimo do jednakosti: ||a + ¢,2b|]*> =
4lla+c,b|?.

Sada ponovno iskoritimo propoziciju (7). Umyjesto a uvrstimo 2¢, a umjesto b uvr-
stimo a + ¢ 1 dobivamo:

lla+c,2c|l =12c,a+cl|l = ||2c,_7l 2c+a+c|=12call =la,Z2cl.

Kvadriranjem i koriStenjem svojvstva 2-norme dobivamo:

la+c,2c|*> =4|a,cl?
Umjesto a uvrstimo 2b, a umjesto b uvrstimo a — 2b — ¢ u propoziciju[I.2.1] (i) i dobivamo:
la—2b—-c,2b|| =2b,a=2b—c||=12b,1-2b+a—-2b—c|| =|2b,a—c|| =|la—c,2D]|.
Ponovno kvadriranjem i koriStenjem svojstava 2-norme dolazimo do sljedece jednakosti:

la—2b-c,2b|>=4|la-c,b|?

Analognim postupkom ako za a uvrstimo 2¢, a umjesto b uvrstimo a — 2b — ¢ dobivamo;

la—2b—c,2c||=|2¢c,a=2b—c|| =112¢,% - 2c+a-2b—c| =||2¢c,a-2b| = ||a—2b, ]
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Konaéno imamo ||a —2b — c¢|> = 4]la -2, c|]*.
Kada sve dobivene jednakosti uvrstimo u gornju jednakost imamo

4(la=b,b+c|?+|la=b,b—c|?+|b+c,b—c|P)
=4llla+c, bl +lla,clP+lla=c,bI? +lla=2b,c|P]. (2.17)
Dakle, sada imamo sljedece jednakosti:

la+b,b+cl?>+la+b,b—cl?P+]|b+c,b-cl|?
=lla+c,b|? +lla+2b,cl*+|la-c,b|* +]|a,cl?

la=b,b+c|?+|la=b,b—c|?>+ |b+c,b—c|?
=lla+c,bIF +lla,cl*+lla—c, bl +la-2b,c|P

Oduzimanjem tih jednakosti dobivamo:
la+bb+clP+la+bb—c|?>=lla=b,b+c|>—=|la=b,b—cl|*=|a+2b,c|?-]a-2b,c]|>

Transformiramo desnu stranu te jednakosti 1 to tako da u formulu za 2-skalarni produkt
stavimo ¢ = ¢, a = a1 b = 2b te dobivamo:

la+2b,c|?>=|la=2b,c|>=4(a,2b]|c)=28(a,b]|c).

Drugim rije¢ima, pokazali smo da za 2-skalarni produkt vrijedi (2.13). Time je dokaz
teorema gotov. m|

Teorem 2.1.6. 2-normirani prostor (X, || -, -||) je 2-unitarni prostor ako i samo ako za sve
a,b € X, N(s,t) = || sa + b, b + tc||? je kvadratna funkcija po realnim varijablama s i t.

Dokaz. Neka je (X;|-,-|) 2-normirani prostor. Pretpostavimo da je i 2-unitarni prostor.
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Tada za sve a, b € X i realne brojeve s, t slijedi:

N(s,1) = || sa+b,b + tc|
=(sa+b,sa+b|b+tc)
=(sa,sa+b|b+tc)+(b,sa+b|b+tc)
=(sa+b,sa|b+tc)+(sa+b,b|b+tc)
=(sa,sa|b+tc)+ (b,sa|b+tc)+ (sa,b|b+tc)+ (b,b|b+tc)
=b+te,b+1tc|sa)+ (sa,b|b+1tc)+ (sa,b|b+tc)+(b+1tc,b+tc|b)
=(b,b+tc|sa)+ (tc,b+tc| sa)+2s(a,b|b+tc)
+ (b,b+tc|b)+ (tc,b +1tc|b)
=(b+tc,b|sa)+ (b+tc,tc| sa)+2s(a,b|b+tc)
+ (b+te,b|b)+ (b+tc,tc|b)
= (b,b | sa) + (tc,b | sa) + (b,tc | sa) + (tc,tc | sa) +2s(a,b | b + tc)
(b,b | b) + (tc,b | b) + (b,tc | b) + (tc,tc | b)
s*(b,b | a) + s’t(c,b | a) + s°t(b,c | a) + s°* (c,c | a) + 25 (a,b | b + tc) + £* (c,c | b)
s*lla,b | + 257t (b,c | a) + s*|la,c|I* + 25 (a,b | b + tc) + £ || b, c |,

I +

Prema (2.13) (a, b | b + tc) mozemo zapisati na sljedeci nacin:

1
(a,b | b+tc) = §[||a+b,b+b+tc||2+||a+b,b—b—tc||2]

1
- g[lla—b,b+b+tc||2+||a—b,b—b—tc||2]

= é[lla+b,2b+tc|l2+||a+b,—tc||2]—%[Ila—b,2b+tc||2+||a—b,—tc||2]
= é[lla+b,2b+tc|l2+||a+b,tc||2] -~ %[lla—b,2b+tc||2+||a—b,tc||2].

Pri ¢emu, po propoziciji 2.1.3] slijedi:

la+b,2b+1c|f = 4||a+b,b+%c||2

t t t t t
=4 2 —c|P —c|?+2 —c)-2(a, = 2(b, =
Wa. bl +1la, el + 110, 5el” +2(a.b | 7¢) = 2(a, 5c [ b) + 2 (b, Sc [ a)]

=4lla,b|? +lla,cl?+ 2 b,c|?+ 2 (a,b| c)—4t(a,c|b)+4tb,c|a).
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Nadalje:

la+b,tc|? =(a+b,a+b|tc)
=(a,a+b|tc)+ (b,a+b]|tc)
=(a+b,al|tc)+(a+b,b|tc)
=(a,a|tc)+ (b,a|tc)+ (a,b]|tc)+ (b,b]| tc)
= |la,tc|? +2(a,b | tc) + || b, tc|)?
=lla,cl* + 2 (a,b|c)+ 2| b, c|

Isto tako

la-b,tc|? = (a@a-b,a-b| tc)
=(a,a—-b|tc)+ (-b,a—b|tc)
=(a—-b,al|tc)—(a—-b,b|tc)
= (a,a|tc)—(b,a|tc)—(a.b|tc)+ (b,b]|tc)
=|la,tc|? =2 (a,b | tc) + || b, tc|)?
=lla,cl* =2 (a,b|c)+ b, c|

Ponovno, po propoziciji [2.1.3] imamo:
t
la=b,2b+tc|> =4lla-b,b+ 5c||2

t t t t t
=4 2 —c|P —c|? -2 —c)+2(a, = 2(b, -
Wa b1° +lla, seli” + 116, 5ell” = 2(a, b | 50) + 2(a, 5¢ 1 ) + 2(b, 5¢ | a)]

=4lla,b|? + 2 lla,clP+ 2 b,cl? -2 (a,b | ¢)+4t(a,c | b)+4t(b,c|a).
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Konac¢no dobivamo:
1
N(s, 1) = s*|la,b|? + 2s°t (b, c | a) + s*F ||a,c|]* + 2s - 3 [|| a+b2b+tc|? +|la+b,tc ||2]
1
- 2s-g[Ila—b,2b+tc||2+||a—b,tc||2] +21b,c|P]

= s*|la,b|* + 25t (b,c | a) + s’ || a, c|* + %s[4|la,b|l2 + 2 b,cl + £ lla,cl?
+ 2 (a,b | c) = 4t(a,c|b)+4t(b,c|a)+ £ |la,c|+ 2 (a,b | c)+ | b, c|*]
- %s[4|la,b|l2+t2||b,c||2+t2||a,c||2—2t2(a,b|c)+4t(a,c|b)+4t(b,c|a)
+ 2la,c|? =22 (a,b | c)+ 2| b,c|*1+ 21 b, c|f

1 1
= s*|la,b|* +25*t(b,c | a) + s*Clla,c|* + s|la,b|* + Zstz b, el + Zstz lla,cl?

1 1 1
+ =s(a,b|c)—st(a,c|b)+stb,c|la)+—-sl|la,cl?+=Fsab]c)

2 4 2
1 1 1 1
+ L—LtZSIIb,CII2 —slla,b|* - ZSt2 1b, | - Zstz lla, ¢l + Etzsw,b | o)

1 1 1
— st(a,c | b)—st(b,c|a) - Zstzlla,cllz+ Etzs(a,b | ¢) — Zstzllb,c||2+t2||b,c||2

=% |la,b|? + 25 (b,c|a)+ s*C||a,c|? +2s(a,b | c) - 2st(a,c | b) + || b, c|],

to jest, N(s,t) = || sa + b,b + tc||* je kvadratna funkcija po s i ¢, pri emu su s i ¢ realni
brojevi.
Obrnuto, pretpostavimo da je N(s,t) = || sa + b, b + tc||* kvadratna funkcija po s i ¢, pri

¢emu su s i ¢ realni brojevi. To znaci da je oblika:

N(s,t) = ms*t* + Is’t + ks + dst*> + et> + fst.

Trebamo dokazati da je (X, |-, - ||) 2-unitarni prostor.
UvrStavanjem konkretnih realnih brojeva s 1 t dobivamo:

N, 1) =|la+b,b+clf

N(1,1) =la+b,b—-c|?
N-LD = —a+bb+clP=lla-bb+c|?
N-1-D=]|-a+bb-c|?=|la-b,b-c|

Zbrojimo i vrijednosti funkcije N u gornjim to¢kama dobivamo:
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N(1,1)+ N(1,-1)+ N(-1,1) + N(-1,-1)

=(m+l+k+d+e+f)+(m-Il+k+d+e—-f)+(m+Il+k—-d+e—-f)
+(m—-Il+k—-d+e—f)

=4m+ 4k + 4e

=4m+k+e). (2.18)

Isto tako koriste¢i propoziciju[I.2.1] (i) zaa = 1
N(1,0) = |la+b,bI = |la,b]P.
Kad u propoziciju [[.2.1) (i) stavimo @ = 1, @ = b i b = ¢ imamo:
N©,1) = lb,b+c|? = lb,cll*
S druge strane:
N(1,0)=m-1-0+1-1-0+k-14+d-1-0+e-0+f-1-0=k
NO,1)=m-0-1+1-0-14+k-0+d-0-1+e-1+f-0-1=¢

Kako je:
2
N(s, 1) _ || sa + b,b + tc|| “la+ é’l_7+C”2
s212 5212 st
B ms*t* + Is’t + ks> + dst*> + et® + fst
B s212
I k d e f
=m+-+—=-+—-—+—=+=,
t 2 s s st
slijedi da je:
) b b
la,clP = lim |la+ == +c|?
5,t—+00 s t

| sa+b,b+ tall*

= lim
$,t—+00 52[2
. I 'k d e
= lim (m+—+—2+—+—2+i)
S,t—+00 t t s s St
=m

Kadau (2.18), tj. uizraz 4(m+k+e) = N(1,1)+ N(1,-1)+ N(-1, 1)+ N(-1, —1) uvrstimo

sve $to smo izracunali dobivamo

4(|la, bIP* + |Ib, cl* + lla, cll*)
=lla+b,b+cl?+|la+b,b—cl?+]|la-b,b+c|?+]|a-b,b-c]|

Sto po teoremu [2.1.5|povlaci da je (X, |-, -|) 2- unitaran prostor. O
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2.2 Poopcenje 2-skalarnog produkta i 2-norme

Upravo opisani 2-skalarni produkt ima svoje prirodno pooc¢enje [11,, str.229].

Definicija 2.2.1. Neka je n prirodan broj, X vektorski prostor dimenzije vece ili jednake n.

Neka je (-, | -, ...,-) realna funkcija definirana na X"*' = XxX - - -x X sa ovim svojstvima:
l. (a,a | as,...,a,) = 0O, pri cemu je (a,a | a,...,a,) = 0 ako i samo ako su
a,a, . ..,a, linearno zavisni vektori,

2. (a,blas,...,a,) = (b,alay,...,a,),

3. (a,blay,...,a,) =(a,b|a,,...,a;) za sve permutacije (ip, . ..,i,) od (2,...,n),

4. Akojen >0, tada (a,a | ay,...,a,) = (@, as | as,...,a,),

5. (aa,b| ay,...,a,) =(a,b|ay,...,a,), za svaki a realan broj,

6. (a+ad.,blay,...,a,)=(,blay,...,a,)+ @, ,b|ay,...,a,).
Funkcija (-,- | -,...,-) naziva se n-skalarni produkt, a uredeni par (X,(-,- | +,...,*)) n-
unitarni prostor.

Kada je n = 1, tada govorimo o (klasi¢nom) skalarnom produktu (-,-). Kada je n = 2,
tada se radi o upravo razmatranom 2-skalarnom produktu.
Mnoga svojstva koja smo dokazali za 2-skalarni produkt mogu se dokazati i za n-skalarni

produkt.

Navedimo prvo jedan primjer n-skalarnog produkta.
Primjer:

Neka je funkcija (-, | -, ..., ) definirana na X"*! ovako

(alb) (alay) ... (alan)

(a,blas,...,a,) = (Clz.| b) (az | a) ... (a2 | ay) |

(an | b) (an | aZ) oo (an | an)

Ova je funkcija jedan n-skalarni produkt.

Od svojstava istaknimo Cauchy - Schwarz- Bunjakovskijevu nejednakost za n-skalarni
produkt.

Teorem 2.2.2. Za a,b,ay,...,a, € X vrijedi

| (a,b|ay,...,a,) < (a,alay,...,a)\b,b|ay,...,a,).
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I koncepti norme i 2-norme mogu se generalizirati.

Tako n-normom na X nazivamo funkciju || -, ..., || na X" koja zadovoljava sljedeéa svoj-
stva:

1. ||ai,...,a,|| = 0 ako i samo ako su ay,...,a, linearno zavisni,

2. llai,...,a,ll = lai,...,a, |l za sve permutacije (i, ...,i,) od (1,...,n),

3. laay,...,a, |l =l a|l|la,...,a,l, za sve realne brojeve «,

4. llay +aj,az,...,a, |l < lay,ao,...,a, | +la},az, ... a, ]l

Prostor X s ovako definiranom n-normom naziva se n-normirani prostor. Svaki n-skalarni
produkt prirodno je generiran n-normom ovako:

lai,as,...,a,l ;= V(a,a | a,...,a,).



Poglavlje 3

Heronovo preslikavanje

3.1 Heronovo preslikavanje u unitarnim prostorima

U ovom odjeljku prikazat éemo Heronovo preslikavanje za unitarne prostore i neka svojstva
Heronove formule. Potom ¢emo definirati 2-skalarni produkt koriste¢i upravo Heronovo
preslikavanje .

Definicija 3.1.1. Neka je (X, || - ||) normirani vektorski prostor. Heronovno preslikavanje
je preslikavanje A : X X X X X — [0, +00) za koje vrijedi:

A(x,y,2) = \s(s —a)(s = b)(s = ¢) (3.1)

a+b+c
2

Koristeci (3. 1)) algebarskim transformacijama dolazimo do sljedeca dva teorema:

pricemujea=|lx=-yllb=llx-zl.c=lly-zllis=

Teorem 3.1.2. Neka je A Heronovo preslikavanje. Tada:
1. A(x,y,z) je invarijantno s obzirom na redoslijed toc¢aka x,y, z.
2. Ax+u,y+u,z+u) =Ax,y,2), za svaki u € X.
3. A(px, py, pz) = p* - A(x,y,2), za svaki realan broj p .

Dokaz. Pokazimo prvo da je Heronovo preslikavanje A invarijantno s obzirom na redos-
lijed tocaka x,y,z. Drugim rijeCima pokazat ¢emo da vrijedi A(x,y,z) = A(x,z,y) =
A, 2, x) = Az, y, X) = Az, X, ) = A(y, X, 2).

Koristeci svojstva norme lako se pokaze da vrijedi:

lx=zll=ll —@=0)=]=-1llz=x[=[lz - xI].

31
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Sada koristeci definiciju Heronovnog preslikavanja i asocijativnost zbrajanja i mnoZenja i
gore navedenu tvrdnju dobivamo:

A(x,y,2)* = s(s —a)(s — b)(s — ¢) = s(s — b)(s — a)(s — ¢)

_lx=yl+lix—zl+lly =zl (Ilx=yl+lx=zl+ly=z]

- : - . ~llx =zl
lx=yll+lx =zl +ly -zl lx=yll+llx=zll+lly -zl

- . - llx=yll)- . LRl

_ lx =yl +llx=yl+lz=yl (Ix=yl+lx=yl+lz=yl

= : - : ~llx =zl

2 2

lx=yll+llx=yll+Iz=yll lx—yll+llx=yll+Iz=yll
. —llx=yll|- =y -zl

= A(x,z, )%

Sli¢no se pokaze da vrijede i ostale jednakosti.
Pokazimo sada da vrijedi: A(x + u,y + u,z + u) = A(x,y,2), zasvaki u € X.
Prema definiciji Heronovog preslikavanja

AXx+u,y+u,z+u)* = s(s —a)(s — b)(s —c)

pricemujea=|x+u—-(Qy+uwll=lx+u-y—-ull=lx-yll,b=llx+u-(z+ull =
. a+b+c
lx+u—z—-ull=llx—zl,a=lly+tu-GC+uwll=lly+tu—-z-ull=|ly-zllis = ———

UocCavamo: A(x +u,y+u,z+u) = A(x,y,7), za svaki u € X. Pogledajmo ¢emu je jednak s
za A(px, py, pz):

‘o lpx—pyll+llpx—pzll+llpy—pzll _lIpx=yl+llpx—2)+ |l p(y -2l
- 2 B 2 '

Iskoristimo li svojstva norme dobivamo:

oo e l-dlx =yl +llx =zl +1ly - zll)
> :
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Koristeci ponovno svojstva norme i gore navedenu jednakost za s imamo:

o _ pldlx =yl +llx=zll+lly—zI) (lpldlx=yl+lx—zll+lly—zID
A(px, py, p2)” = > . > —lplllx =yl
Ipldlx =yl +llx=zll+ly -zl
: > = Iplllx =zl
lpldlx —yll+llx—zll +1ly -zl
: > —lpllly =zl
_ afUlx=yll+llx=zll+lly—zID) (Ux=yll+llx—zll+lly-zl)
=p 3 ’ 3 —llx—=yll
(lx=yll+llx=zll+1lly -zl
: > —llx -zl
(lx =yl +1x=zll+lly—zlD
: 5 —lly—zll).
ZakljuCujemo, A(x, y,z) = p?A(x, y, z), za svaki realan broj p. O

Formulu (3.1)) moZemo zapisati i na sljedeci nacin:

Teorem 3.1.3. Neka je (X, || - ||) unitaran prostor i neka je A preslikavanje dano sa (3.1).
Tada je:

1
A(x,y,2) = 1 V—a* — b* — ¢* + 2(ab? + ac? + b2c?)

1
=7 V=@ = b? = 2)? + 4b2c2.
Dokaz. Neka je A Heronovo preslikavanje, tada vrijedi:

A(x,y,2) = /s(s —a)(s = b)(s — ¢)

a+b+cfa+b+c a+b+c b a+b+c
2 2 “ 2 2 ¢

_ fla+tb+tco)(-at+b+c)a-b+c)a+b-c)
16

= i\/[(a+b+c)(a+b—c)]-[(a—b+c)(—(a—b)+c)]

:i«W+W—&yW—m—m%

1
= Z\/(a2+b2+2ab—c2)-(cz—a2+2ab—b2)

1
=7 V=a* = b* — ¢t + 2(a?b? + a2 + D2c?).
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Izraz pod korijenom u zadnjem retku mozemo grupirati na sljedeci nacin:

1
=7 V=(a* + b* + c* = 2a2h? — 2a2c? + 2b2c?) + 4b32

1
=7 V=@ = b* — 22 + 4h2c2,

U nastavku ovog poglavlja A oznacava Heronovo preslikavanje dano sa ).

Teorem 3.1.4. Neka je (X, || - ||) unitaran prostor. Tada vrijedi:

1
1 A(x,y,2) = A%, 3,00 + A(0,y,2)* + A(x,0,2)* + UG 12) = (x[y)ll2 %)
+ (G 1 0E 0= 01 XIP) + @)Y = @l P12,

1 1
2. A(x.y.0) = 5 [InPIyIP = e [y
3. A(x,y,0) = A(x, —y,0),
4. A(x,x,0) =A(x,0,0) =0.

Dokaz. Prema teoremu [3.1.3]i po definiciji Heronovog preslikavanja imamo:

1
A(x,y,2) = Z[—((llx—yllz)2 +(lx=zIP*+ly = zIPDH + 2l x =yl x = z |
+ 2||x—y||2||y—z||2+2||y—z||2||x—z||2]%
1
= Z[—[(x—ylx—y)2+(x—z|x—z)2+(y—z|y—z)2]

+2@=-ylx-y - (x-2x-2+2x-ylx=--zly-2)
+2(y-zly-x—zlx-2)]

1
= Z[—[((XIx)—2(XIy)+(y|y))2+((XIx)—2(x|z)+(z|z))2+((y|y)

2019+ @1’ T+2(((x 1) =2 [N+ @I - ((x10)-2(x 12D +(z]2))
+2((x [0 =2 [N+ - -2012+z]2)
F2((0 1) -2019+ @) (|0 -2(x [+ @D
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= %[—[(xlx)2—4(XIx)(xly)+4(XIy)2+2(x|X)(yly)

—4x YOI+ @040 +4x]2*+2(x|0)(]2)

—4x D@D+ @I+ —401NGID+40 127 +20 1) (] 2)
—431GEID+ @D +2@x D)) —4(x]|x)(x[2)+2(x|x)(z]2)
—4x &I +8x N[ —4x[NE|D+20[y)(x]x)
—40INEID+201MNEID+2 )@Y -4 )G +2(x]0(z]2)
—4x[D@IN+8xNOID-4xINEID+201INO 1Y)

401N +20INGEID+20INEI) =40 INEID+2031y)(]2)
-4 +80 (X 2)-40 12 E@ID+2@|)(x[x)—4(z|2)(x]2)
+2@E1DGE )

1
= Z[—II%II“+4||x||2(x|y)—4(xIy)2—2||x||2||y||2 +4x DIV IE =yl =1l

+ 4l xlPxl2) =41 2” =202 Pz IP + 4T DNz lP =Nzl =1y IF + 41y PO T2) -4 (1 2)°
=20y IPIzIPO+ 4G 1D lzIP =z l* + 2112l = 41 xIPCxe | 2) + 21 x Pl 2P = 40 | ) TP

+8(x |y (x 1= 4Nz + 20y IPlIxI? =4y IPCe | 2) + 21y Pzl + 21 x [Py 2

— 4P+ 202 Pz P =4 I DY IP+8x I G2 =4 InNzIP+ 20yl

=4Iy IPG T2+ 21y IP 1P+ 20y IP X IP = 41y 1P T2 + 20y 1Pz P =4O 12l

+8( 1)1 —4@ 1 DlzIP+ 20 zIPIxIP - 4l zIPex | 2) + 202l

= 411[_4(x|y)2 —4(x12? =40 12" =8llzIP(x|y) = 8lIxIP(y | 2) = 8llylP(x2)

+AlxIP Uzl + 4y PP+ 40y IPIzIP+8 (1) ([ +8(x [ ) (D) +8([2) (x| )]

= % U Py IP = eIy + My Pz P = 01 2* + 2P lx]P = (e 2)

“2[(x NG 1D = EIDIZID + @101 -0 TN + (@) @1y = G 10 IIPI?
iz Cega slijedi (2), (3) i (), a koriste¢i tvrdnju (2)) dolazimo i do tvrdnje (). O
Korolar 3.1.1. Neka je (X, || - ||) unitarni prostor. Tada:

A%, y,2) + A(x,y = 2)* = 2[A(x, 3,00 + A(0,y,2)* + A(x, 0,2)°] + (x | ) (v | 2) = (x | Pl 2.

Dokaz. Promatrajuéi (1)) i (3) teorema [3.1.4]i koristeci invarijantnost Heronovog preslika-
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vanja s obzirom na redoslijed toc¢aka dolazimo do:

A(x,y,2)° + Alx, 2 = A(x,,0)* + A0, ,2)° + A(x,0,2)° + %[((X D012 = &Izl
+ (@D EID =@l + (@ 1) 1Y) = @101y IP)] +Ax,y, 0y
1
+ AQ0,y, =2)" + A(x,0,-2)" + SUE =) O =2 = (Il I”)

+(O10EID=01=-DIxIP) + (=21 x|y = (=21 0 1yIP]
= 2[A(x,5,0)° + A(0,y,2)° + A(x,0,2)’ 1+ (x | 2 (¥ | 2) — (x [ W | zI*.

Korolar 3.1.2. Neka je (X, || - ||) unitarni prostor. Tada vrijedi:
A ()c+y,y+z,0)2 +A(x+y,y—z,0)2 —A()c—y,y+z,0)2 —A(x—y,y—z,O)2
=2((xInlzIP - (x 120 12) (3.2)

Ax+y,y+2,0° +A(x+y,y—2,07 + A(x —y,y +2,0)* + A(x —y,y —2,0)°
= 4(A(x,y,0)* + A(0,y,2)* + A(x,0,2)). (3.3)
Dokaz. Za Heronovo preslikavanje A vrijede sljedece jednakosti:
Ax+y,y+2,0) = A(x, -y, 2),
A(x+y,y—2,0) = A(x, -y, —2),
Ax=y,y+2,0) = Alx =y, -z = y,0) = A(x, y, =2),
Ax=y,y=20) = Alx - y,2-y,0) = A(x,y,2).
Pokazimo istinitost prve nejednakosati. Ostale jednakosti dokazuju se na slian nacin.

Prema definiciji Heronovog preslikavanja A(x + y,y + z,0) = Vs(s — a)(s — b)(s — ¢), pri
cemu je

a=lx+y-0-2Il=Ilx-zl

b=llx+y-0[=x+yll

c=ly+z=-0l=1lly+zll
a+b+c

S:T

Analogno dobivamo da je A(x, —y,z) = Vs(s — a)(s — b)(s — ¢), pri ¢emu je
a=|lx=CE=»l=1x+yl,
b=lx-zl

c=|l-y=zll=ll-@0+al=1-1Ully+zll=Ily+zll
a+b+c

2
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Iskoristimo li asocijativnost zbrajanja i mnoZenja vidimo da vrijedi A(x + y,y + z,0) =
A(x, -y, 2).
Koriste¢i korolar i gore navedene jednakosti dobivamo:

A(x+y,y+z,0)2 +A(x+y,y—z,0)2 —A(x—y,y+z,0)2 —A(x—y,y—z,O)2
= A(x, —y,2)" + A(x, =y, —2)” — A(x,y,—2)> — A(x,y,2)°
= 2[A(x,y,0)* + A(0, y,2)* + A(x,0,2)°] - [A(x,y,2)” + A(x,y, —2)’]
= 2[A(x,,0)* + A(0,,2)" + A(x,0,2)’] + (x | 2)(=y | 2) — (x | =) | 2|
— [2[A(x,y,00* + A(0,y,2) + A(x, 0,21 + (x | 2)(y | 2) = (x [ W) 1 zI°]
=2[(xInlzIP = x 12 2)]
A(x+y,y+z,0)2 +A(x+y,y—z,0)2 +A(x—y,y+z,0)2 +A(x—y,y—z,0)2
= A(x,=y,2)" + A(x, =y, =2)* + A(x, 5, —2)" + A(x, y,2)°
= 2[A(x,y,0)* + A0, y,2)* + A(x,0,2)*] + A(x, v, 2)* + A(x, y, —2)°]
= 2[A(x,y,0)" + A(0,y,2) + A(x,0,2)’1 + (x| 2) (=y | 2) = (x | =) | zI*
+ [2[A(x,y,0)° + A(0,,2)° + A(x, 0,21 + (x | D) (v | 2) = (x | W I 2]
= 4[A(x,y,0)* + A(0,y,2)* + A(x,0,2)°].
O

Teorem 3.1.5. Neka je (X,|| - ||) unitaran prostor. Tada za 2-skalarni produkt (-,- | -)
definiran u teoremu vrijedi

1
(x5 y12) = STAG+3,y + 2,00 + A +3,y = 2,00 = A(x =3,y + 2,00 — A(x =3,y = 7,00°]
Za odgovarajucu 2-normu vrijedi: || x,y|| = 2 A(x,y,0).

Dokaz. Koristeci (3.2) dobivamo:

1
5[A<x+y,y+z,0)2 +Ax+y,y - 2,00 - A(x -,y +2,0? - A(x - y,y — 2,0)*]

1
== 2 (@INlzIP - @120 12) = (@ INIIP - 1)@ 12) = (xy]2).

2
Prema definiciji 2-norme i 2-skalarnog produkta vrijedi:
lx,yll = V(xx[y)

= V&I 0NyIP-xly)(x]y)
= VIxIPlIyIP = (x )2,
Sto je po teoremu [3.1.4]jednako A(x, y, 0). |
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3.2 Superaditivnost i monotonost 2-normi generiranih sa
skalarnim produktom

Neka je X realan vektorski prostor i (- | -); (i = 1,2) skalarni produkti na X. Ti skalarni
produkti generiraju 2-skalarne produkte (-,- | -); : X> — R i 2-norme ||-,-|; : X> - R
ovako:

(a,blc)i=(alb)lcli—(alc)®]c) (3.4)

BI—=

la,bll; = [a.a | b)]* = [lal?lIb]? - (a| b)] (3.5)

Definiramo novu funkciju kao zbroj dva skalarna produkta. Nju ¢emo oznacavati s (- | -)3.
Dakle,

ClBn=CTn+C1)n
DokazZimo da je (- | -); takoder skalarni produkt.

Dokaz. (x| x); >0 < (x| x);+ (x| x), >0. Buduéidasu(-|-)1( |-), skalarni
produkti navedena nejednakost vrijedi za svaki elementi x € X.

Iy =&Ii+@&ly=01x)1+[x)2=(]x);zasvaki x,y € X.

(ax|ys =(ax|yh+(@x|yr=alx|y+ |yl =alx|y);zasvaki x,y € Xiza
svaki @ € R.

x+ylas=CG+yl+G+y[=C& [N+ 1+ [22+0 22 =
[(x 121+ (x[2D2] + [ 121+ | 22] = (x[2)3 + (] 2)3 zasvakix, y,z € X. O

Za skalarni produkt (-, -); imamo i odgovarajuéi 2-skalarni produkt (-, - | -); kao i odgo-
varajucu 2-normu ||-, -||; definiranu pomocu (3.4) i (3.5).

Teorem 3.2.1. Za 2-normu || -, - ||; definiranu na gore naveden nacin vrijedi:
la,blls > lla,blli +la,bll (3.6)

za sve a,b € X. Tvrdnju ovog teorema moZemo smatrati nekom vrstom superaditivnosti
norme.
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Dokaz. Zaa,b € X vrijedi:

la,blls = llalZ 15 - (a | b);
= (lallf +1alB) AT +11515) = [(a] b + (a | b),]
= lalfIbI5 +lalf 1B 15+ 1al3 61T + Ial31b15 - (a | b) —2(al by (al b, —(a | b))
=lla, bl +1la.bl3 +lal} 1613 -2 | byl by +lal} bR

Pokazat ¢emo da je:

lali N5 =2(a | by (a| by, +lalZIIF = 21la, bl lla, bl (3.7)
Promotrimo prvo sljedecu nejednakost:

(mn — pg)* = (m* = p*) (0’ = ¢°) (3.8)
Nejednakost (3.8) ekvivalentna je s:
m2n® = 2mnpq + p*® = Mt + p*qt — miqt — np?
Sto je ocito ekvivalentno s:
(mn — np)2 > 0.

Zaklju¢ujemo da nejednakost (3.8)) vrijedi za sve realne brojeve m, n, p, g.
Zamijenimo li sada u nejednakosti 3.8) msa ||all, | o]l;, nsallall|lbll, psa(alb)ig
sa(a | b), dobivamo sljedecu nejednakost:

Alallf 61 = @ oD AlalzIb1; = @1 5);) < dlalli 1Bl lall 1b 1l = (a | b (a | b)),
Iz Cega slijedi:

AllalZIbIE = @b AlalR IR - (a] b))
<21 Ulalilblhllall bl - (a| b (a] b)) |
=2(lalh 151 lall b1l = (a | b) (a | b))

Prema Cauchy - Schwarz - Bunjakovski nejdnakosti u unitarnim prostorima vrijedi
lallillblli = (alb),i=1,2.
Konacéno, promatrajuéi nejdnakost

2(lalli bl lalalibll = (@ | b)i (@] b)) < lali bl =2 (a | b (@l by +lalz LI,
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koja je ekvivalentna s
(lallIbll = llallz1161h)?* = 0
i nejednakost slijedi i uz to je
la, bl = lla, b} +lla, bl +2lla,bllilla,bll = (la, bl + lla,bl)?,
Sto pokazuje da nejednakost vrijedi. O

Definicija 3.2.2. Za dva skalarna produkta (- | -), i (- | ), na X vrijedi (- | -); > (- | -); ako
Jellxllz > llxlli, Yx € X\{0}.

Definiramo novo preslikavanje
Cl)a=Cl2=Cln. (3.9)
Akoje (-]-), > (- | )1, tada je (- | -),; skalarni produtk na X.

Dokaz. (x| x)21 = (x| x), — (x| x); >0zasvaki x € X jerje (x| x), > (x| x); 1jer su
(-] )1 1( ] ), dva skalarna produkta.

XYo=&y =&Ii=@1x2= @1 x)1 = x); zasvaki x,y € X.

(@x | )21 = (ax |y —(ax | )1 = al(x | y)2 = (x| 1] = alx | y)1) za svaki
x,y € X1izasvaki a € R.

x+ylDur=@+yl 22— x+y D) =2+ Q22 -[x D1+ | 21] =
(x| 2)2,1 + (v | 2)2,1 zasvaki x,y,z € X. o
Teorem 3.2.3. Neka je (-,-)> > (-,+). Tada za svaki a,b € X vrijedi

lla,bll2 > lla,bll;. (3.10)

Odnosno, preslikavanje || -, - || je padajuce kao preslikavanje generirano skalarnim produk-
tom.

Dokaz. Jednakost povladi da je
Clde=C1)+C L.
Sada, primijenimo li teorem [3.2.1] zaklju¢ujemo
la.blla 2 1la,bll2y + lla,blli = 1la,blh,

pri ¢emu smo u zadnjoj nejednakosti koristili nenegativnost norme || -, - |[»;. |



POGLAVLJE 3. HERONOVO PRESLIKAVANJE 41

U nastavku poglavlja navest ¢emo nekoliko primjera 2-normi generiranih skalarnim
produktom koji zadovoljava nejednakost (3.10).

Primjer 1:
Neka je A : H — H pozitivno definiran linearni operator na Hilbertovom prostoru (H, (- |
-)) nad poljem R i neka postoji m > 0 takav da A zadovoljava sljedecu relaciju:

(Ax | x) > ml|| x]|]%, (3.11)

za svaki x € H\{0}.
Preslikavanja (- | -)4, (- | ) : H X X — R definirana na sljedeci nacin:

(x| y)a = (Ax|y),
(x | y)m = m(x | )’),

za svaki x,y € H, su skalarni produkti na H i kako je (- | )4 > (- | ), po (3.11) za
x € H\{0} imamo:

Ixlla = VAx ] x) > Vmllx|P =11 [l

Sada moZemo konstruirati 2-skalarne produkte (-,- | )4, (-,- | )m : H> — R na sljedeéi
nacin:

(5, y|2)a = (Ax[y) (Az]2) = (Ax [ 2) (Ay | 2),
5y 1 D = m [x I NzIP = ([ ¢ ] 2],

kao 1 odgovarajuée 2-norme

2,1l = [(Ax | x) (Ay | y) - (Ax | y)*12,
1,y e = m X IP I IP = x| 94 = mllxyll.

Uocimo, iskoristimo li teorem [3.2.3] vidimo da vrijedi:

I, ylla = mllx, yl (3.12)
Primjer 2:
Neka je A strogo pozitivan linearni operator na H, A > 0, koji zadovoljava sljedecu nejed-

nakost:

(Ax,x) < M || x| (3.13)
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za svaki x € H\{0}, pri ¢emu je M > O konstanta. Sli¢no kao u primjeru 1 moZemo
zakljuciti da vrijed nejednakosti:

X, ylla < Mllx,yli (3.14)

za svaki x,y € H.

Primjer 3:
Neka je A : H — H ograniCeni linearni operator na Hilbertovom prostoru (H, (- | -)) i neka
je

Al = sup {[[Ax]| : |l x]| = 1}

norma od A. Pretpostavimo jos da je A injektivno preslikavanje tj. da Ax = 0 povlaci x = 0.
Preslikavanje [- | -]4 : H X H — R definirano s

[x]yla = (Ax | Ay)

je skalarni produkt na H koji generira normu ||| x||[4 = ||Ax]||, Vx € H.
MoZemo konstruirati i 2-skalarni produkt povezan s [- | -]4 na sljedeéi nalin:

[x,y | zla = (Ax | Ay) | Az|* = (Ax | Az) (Ay | A2),
kao 1 pripadnu 2- normu
o yllla = DIAx P LAY IP = (Ax | Ay)].

Buduci da je A ograni¢en, imamo:

Ixllla = 1AxI < ANl x 1 = VIAIPTxI? = Gl 0pap = 1xlljap
itadaje [- | -J4 < (-] -)jap- Iskoristimo li ponovno teorem 3.2.3] zakljucujemo da je
lxylla < NAIPHx Yl (3.15)

Vx,y € H.

Teorem 3.2.4. Neka je (X, || - ||)) unitarni prostor i neka su x,y,z € X takvida je x # y # Z.
Definiramo

(x=y,y—2)
lx=ylllly -zl

cosd = (3.16)
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za svaki 0 € [0, ir).
Tada vrijedi:

_ llx=ylllly —zl[sin6
> :
Dokaz. Po teoremu znamo da u normiranom prostoru za sve a, b, ¢ € X vrijedi

A(a,b,c) = A(a—b,b-c,0),

A(x,y,2) (3.17)

dok po teoremu (2.) znamo da u svakom unitarnom prostoru je

1
A%(w,u,0) = Z(IIWII2 | = (w,u)?),

zasve w,u € X.
Sada imamo

Az(y,x,Z) = Az(x_y’y _Z’O)
1
= L—t(llx—yllzlly—zll2 - (x=yy-2).
Iz [3.16] slijedi
(x=y,y=2)=llx=ylllly - zllcosé,
primjenom te jednakosti dolazimo do
1
AX(x,y,2) = L—L[le—yllzlly—zll2 ~(lx=ylllly = zllcos 6)*]
1
= Z[” x=ylPlly = zIP(1 = cos® )]
1 .
= lex—yllzlly—ZIIZSle@
¢ime je tvrdnja teorema dokazana. O

U nastavku poglavlja istaknut ¢emo neka svojstva superaditivnosti i monotonosti He-
ronovog preslikavanja u unitarnim prostorima.

Teorem 3.2.5. Neka su (- | -)1, (- | -)2 dva skalarna produkta na X i neka je (- | -)3 = (- |
1+ (| )2 Tada za sve x,y,z € X vrijedi:

As(x,y,2) 2 Ai(x,y,2) + As(xX, ¥, 2), (3.18)
pricemu je Ai(x,y,2) = [Si(si_ai)(si_bi)(si_ci)]%: a; = || x=y|li bi = llx=zlli, ¢; = ly—zlli
is; = % i = 1,2,3 iz ¢ega slijedi da je Heronovo preslikavanje superaditivno kao

preslikavanje koje ovisi o skalarnom produktu koji ga generira.
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Dokaz. Uz gore navedene oznake slijedi:

Aj(x,y,2) = Af(x =,y — 2,0)

1
Z(IIX—yII,-ZIIy—Z||,~2 ~(x=y,y=2))

1 2
= lex—y,y—zll,--

Tada je Ai(x,y,2) = % lx—-y,y—-zlii =123, gdje je ||, |l; kanonski zapis 2-norme
generirane s skalarnim produktom (-,-);, i = 1,2, 3. Koristeci teorem [3.2.1| u kojem smo
dokazali da je preslikavanje |-, -|| superaditivno kao preslikavanje koje ovisi o skalarnom
produktu koji ga generina, dolazimo do zakljucka da je nejednakost iskazana u teoremu
istinita. =

Sli¢no, promatrajuci teorem [3.2.3]dolazimo do sljedeceg svojstva monostonosti:

Teorem 3.2.6. Neka je (- | ), > (- | -)1. Tada za svaki x,y,z € X vrijedi

Ar(x,y,2) =2 Ai(x,y,2). (3.19)

3.3 Superaditivnost i monotonost nekih funkcionala
povezanih s 2-skalarnim produktom

Sada na prirodan nacin koriste¢i Cauchy - Bunjakovskoy- Schwartzovu nejdenakost mozemo
definirati funkcional u ovisnosti o 2-skalarnom produktu (-, - | -)

o((,- [N (a,b,c) =lla,cllllb,cll—(a,b] o)l =0, (3.20)
pri demu su a,b,c € X 1|, || 2-norma pridruZena 2-skalarnom produktu (-, - | -).
U nastavku poglavlja istaknut ¢emo neka svojstva superaditivnosti i monotonosti za pres-
likavanje ¢ () kao preslikavanje ovisno o 2-skalarnom produktu (-, - | -).

Teorem 3.3.1. Neka su (-, | ); : X> — R dva 2-skalarna produkta na X (i = 1,2). Tada za
sve a,b,c € X vrijedi

(G- [+ Coe 12 (@b, 0) 2 o(C5- | D) (@, b,0) + 9 (C,- | )2) (@, b,0). - (3.21)

Preslikavanje ¢ (-) je superaditivno kao preslikavanje ovisno o 2-skalarnom produktu koji
ga generira.
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Dokaz. Prema Cauchy - Bunjakovsky - Schwarzovoj nejednakosti vrijedi
2+ )+ > xz+ vt (3.22)

zasve x,y,z,t € R.
Prema definiciji 2-norme generirane s 2-skalarnim produktom vidi se da je

(o 191+ e 1)) @ bo) = (lasclP + la, eI b, c|E +11b,cl?)? = (@b | e + (ab | c)l.

Sada, ako odaberemo x = ||a,c||1, ¥y = ||a,cl, z=||b,c|l11t = || b, c||> 1 uvrstimo u (3.22)
dobivamo:

@G- 11+ G192 (@, b, o)
2 (la, clli b, cll) + (la,cll | b, cll2) = I(a, b | e)1 + (a,b | o)
> (la,cllilib,cll) = I(a, b [ enl + (la, cll 1D, cll2) = (@, b | o)
=@ (- 1)@ b,o) + (- 1)) (a,b,¢)
za sve a, b, c € X 1 time je superaditivnost preslikavanja ¢(-) dokazana. O

Sli¢no kao kod unitarnih prostora, imamo sljedecu definiciju:

Definicija 3.3.2. Neka su (-,- | -); : X — R dva 2-skalarna produkta na X (i = 1,2).
KaZemo da je (-, | ), > (-, | -)1 ako je ||a,b|l, > ||a, b, za sve lineano nezavisne vektore
a,bulX.

Primjetimo, ako pretpostavimo da je (-,- | -)» > (-,- | )1 , tada preslikavanje (-, | )2 :
X? — R definiramo na sljede¢i nadin:

Cor I D21 =G )2 =Gl
Preslikavanje (-, - | -)2.1) je takoder 2-skalarni produkt na X.

Teorem 3.3.3. Neka su (-, | ); : X> — R dva 2-skalarna produkta na X (i = 1,2) takva da
vrijedi (-, | )2 > (-, | )1. Tada za sve a, b, c € X vrijedi

()D ((a . | )2) (aa b’ C) > ‘70 ((9 ° | )l) (Cl, b’ C), (323)
tj. preslikavanje ¢(-) je montono kao preslikavanje generirano 2-skalarnim produktom.

Dokaz. 1z definicije (-, | -); slijedi da je (-, | )2 = (-, | )21 + (-, | ©);. Primjenom
teorema dobivamo:

SD((’ . | ')2)(0, ba C) > SD((’ . | ')2’1)(61, ba C) + SD((’ . | ')1)(61,[9, C)
2 ‘10((’ | ‘)])(Cl,b, C)

za sve a, b, c € X 1 time je teorem dokazan. O
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Definirajmo sada joS jedan funkcional koji je prirodno povezan s 2-skalarnim produk-
tom (-, - | -) 1 ovisi 0 njemu:

O (.- | ) (@b,o) = [la.clPlb.c|? - (a.b | )] (3.24)

pri emu su a,b,c € X 1|, -|| odgovarajua 2-norma pridruZena 2-skalarnom produktu.

Slijedi svojstvo superaditivnosti za preslikavanje ®.
Teorem 3.3.4. Neka su (-,- | -); : X — R dva 2-skalarna produkta na X (i = 1,2). Tada je
Oy [+ 1))@ b,e) 2@, | )i (a,b,c) + D, [ )2) (@, b,c)  (3.25)

za sve a,b,c € X, tj. preslikavanje ®(-) je superaditivno kao preslikavanje koje ovisi o
2-skalarnom produktu koji ga generira.

Dokaz. Zasve a,b,c € X vrijedi:
O (- | )+ (- 1)) (@, b, )
= (la,clf +lla,clB) (1B, cll; +11b,¢l3) = [(a, b | o) + (@, b | c)]
=lla.clilib.cli = [a, bl +lla.clzlb.cll3 - [(a,b | )]
+lla,cllfl1b,cll3 = 2(a,blo)i(ablcy+llaclzlb.cll
= Q% (- | ) (@b, 0) + D*((,- | ) (@, b, c)
+lla,cllfl1b,cli3 = 2(a,b] o) (a,b| ) +lla,cliz|1b,cl} (3.26)

Promotrimo li sada nejednakost (mn — pq)> > (m* — p*)(n*> — ¢*) koja vrijedi za sve
m,n,p,q € Riuvrstimo liunjum = |la,cllib,clli, n = lla,cll|b,cll2, p = (a,b | o)1 1
q = (a,b | c¢), dobivamo:
(la,clilIb,cllf = (a,b | Dla,clz b, cll; = (@b c)3)

< (la.clillb.clhlla,clalb.cll = (a,b | e) (a,b | ¢))?
Sto nas dovodi do

2(la, BN b, el = (@b | Dg (la clPlb. el — @b c2]? < 2(la.clli b, el llacll b, cll
—(a,blc)(a,b]c)). (3.27)

Propozicija[I.1.2]povlaci da je ||a, c||; || b, cll; > (a,b | ¢); zai = 1,2.

Konacéno, ako promotrimo sljedecu nejednakost

2la,clilib,cliilla,cllz 1b el = (@, b | €)1 (a,b ] ¢)) < lla,clfIb,cll; = 2(a,b | )i (a,b ] ¢)

2 2
+ lla, cliz 1D, cll;
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1 (3.28) imamo:

la,clf b, cll; = 2(a, bl o) (a,b | ey +lla,clzlb,cllf =20 (.- | 1) (@b, D, - | -)2) (a, b, ).
Stoga, ako iskoristimo jednakost (3.27]) dobivamo:

D*((+ [ )1+ G 2@, b, 0)

> (Dz ((’ ' | ')l)(a’ b’ C) + q)Z ((’ ' | )2) ((1, b’ C)
+20(C,- [0 @b, )@, | )2 (a, b, c)

zasve a,b,c € X , ¢cime smo dokazali traZenu nejednakost. O

Teorem 3.3.5. Neka su dana dva 2-skalarna produkta za koja vrijedi (-,- | )2 > (-, | )1,
tada je

Q (¢, [)2)(a,b,0) 2 @ (- | 1) (a, b, 0), (3.28)

za sve a,b,c € X, to jest preslikavanje O (-) je rastuce na klasi 2-skalarnih produkata
definiranih na X.

Koriste¢i rezultate poglavlja [3.2]i svojstvo monotonosti preslikavanja ¢ i ® dolazimo
do sljedecih nejednakosti:

1) Neka je A : H — H pozitivan operator na Hilbertovom prostoru (H, (- | -)) nad po-
ljem realnih brojeva R. Pretpostavimo da A zadovoljava sljedecu nejednakost:

(Ax | x) > ml| x|,
za svaki x € H\{0},m > 0. Tada je

[(Ax | X) (Az | 2) - (Ax | 271 [(Ay | ¥) (Az | 2) - (Ay | 22]° — [(Ax | ) (Az | 2) - (Ax | 2) (Ay | 2)|
> m*{[J|xIP |21 = (.22 [y IRz IP = 0,227 =l Iz IP = (e 12 6 2l > 0.

[(Ax | x) (Az| 2) = (Ax | )] [(Ay | y)(Az | 2) = (Ay | 2] | (Ax | y) (Az | 2) = (Ax | D) (Ay | 2) I
>m{llxIPNzIP = 12Ty IPIzIP = 0 1221 =l InlzIP = (12D G 1 2 = 0

zasve x,y,z € H.
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3.4 Heronovo preslikavanje u 2-normiranom prostoru

U ovom poglavlju prikazat ¢emo Heronovo preslikavanje u vektorskom 2-normiranom
prostoru na slican nacin kao u poglavlju|3.3

Neka je (X, || - ||)] 2-normirani prostor. Za proizvoljne vektore x,y, z,# € X definiramo

A(x.y.z| 1) = [s(s = a)(s = b)(s = )], (3.29)
pricemujea = ||x—y,tll,b=|lx—ztll,c=ly—zr|is= =
Neka od svojstava su sljedeca:
1. A(px, py, pz | t) = p*A(x,y,z | 1), za svaki realan broj p,
2. Ax+u,y+u,z+ult) =AMy, z| 1), Vu e X,
3. Ay, z| ) =A(x—y,y—20]1).
Neka je (X, (-, | -)) 2-unitarni prostor i neka je ||, || odgovaraju¢a 2-norma generirana
2-skalarnim produktom (-,- | -). Tada, koristeéi sliéne argumente kao u teoremu (3.1.4}
dobivamo:
1
[A(x,y,0| D] = L—t[llx,tllzlly,tll2 — (x| 1] (3.30)

za svaki x,y,t € X.

Teorem 3.4.1. Neka je (X, (-, | -)) 2 -unitarni prostor i neka su vektori x,y, z,t € X linearno
nezavisni u X. Definiramo

(x—y,y—zl1)
lx—=y,tlllly —zzll

cos ¢ =

za sve ¢ € o, n). Tada A moZemo prikazati na sljedeci nacin:

lx=y.tlllly -z tllsing

Alx,z,y | D) = >

(3.31)

Dokaz. Promotrimo li sljede¢u jednakost A(x,y,z|t) = A(x—y,y—2,0]?) i iskoristimo li
tvrdnju (3.31)) dobivamo:

AXxy,z]0) = AXx-y,y=20]1)

1
Z[le—y,tllzlly—z,tllz—(x—y,y—z|t)z]
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Iz tvrdnje teorema slijedi

(x=y,y=zl|0)=cospllx=y.tlllly =z 1]l

Iskoritimo li tu jednakost dobivamo:

AX(x,y,z| 1) = i[llx—y,tllzlly—z,tllz—||x—y,t||2||y—z,t||2-cos2¢]
= 0=y 1Py =5, - cos’))
= %le—y,tllzlly—z,tlf'Sin2¢
¢ime je tvrdnja teorema dokazana. m|

Istaknimo joS neka svojstva superaditivnosti i monotonosti Heronovnog preslikavanja
na 2-unitarnom prostoru.

Teorem 3.4.2. Neka su (-,- | )1, (-, - | )2 dva 2-skalarna produkta na X i neka je (-, | -); =
Coo |1+ G0 | ). Tada vrijedi:

As(x,y,z 1) 2 Ai(x,y, 21 1)+ Ax(x,y, 2] 1)

za svaki x,y,z € X, pri Cemu je Ai(x,y,z) = [si(si—an)(si—b)(si— )17, a; = | x=y,tli,bi =
. a; +b; +c; . . . .
lx—ztllici=ly—ztliis;= — o wi= 1,2, 3, pa je Heronovo preslikavanje

superaditivno kau funkcija ovisna o 2-skalarnom produktu koji ju generira.

Dokaz. Uz gore navedene oznake imamo:

Aj(x,y,z|1) = A (x—y,y - 2,010

1
Z[le—y,tllflly—z,tll,-z—(x—y,y—z|t)?]

1 2 2
N x =y, tlFlly -zt
4|| vty =z tll;

1z toga slijedi

1
Aixy.z| 0= Sllx=y.tllilly =zt

i =1,2,3, gdje je ||, -||; kanonski zapis 2-norme generirane 2-skalarnim produktom (-, - |
-). Koristeci teorem u kojem smo pokazali da je ||, - || superaditivno dolazimo do

nejednakosti nasSeg teorema. Time je teorem dokazan. O
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Teorem 3.4.3. Neka je (-,- | -)2 > (-, | *)1, tada vrijedi
AZ(X,)”Z | t) > AI(X,)”Z | t)

za svaki x,y,z,t € X, pa je Heronovo preslikavanje rastuce kao funkcija koja ovisi o 2-
skalarnom produktu koji ga generira.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu definirali smo 2-skalarni produkt odnosno 2-unitarni prostor.
Dokazana su svojstva 2-skalarnog produkta te neke od karakterizacija. Definirana je i pri-
padna 2-norma, te su takoder iskazana i dokazana neka njena svojstva. U zadnjem poglav-
lju definirano je Heronovo preslikavanje u unitarnim prostorima te u 2-normiranom pros-
toru. Navedene su neke primjene Heronovog preslikavanja. Takoder je prikazano svojstvo
superaditivnosti i monotonosti nekih funkcionala povezanih s 2-skalarnim produktom.



Summary

In this thesis, we define 2-inner product and 2-inner product space. The properties of
the 2-inner product and some of the characterizations are proved. Also we define the
corresponding 2-norm and 2-normed space and prove some of its properties.

The last chapter is devoted to Heron’s mapping in an inner space and in a 2-normed space.
Some applications of Heron’s mapping are described. We also show superadditivity and
monotonicity for some funcionals associated with 2-inner products.
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