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Uvod

Kao uvod u razmatranja opisana u ovom radu, promotrimo jedan jednostavan primjer dis-
kretno vremenskog slucajnog procesa. Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor te neka je
{Y, : n € N} familija nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli definiranih na
tom istom vjerojatnosnom prostoru. Definiramo proces {X,, : n € Ny} kao

Xo =0,
X, = ZYk, n>1.
k=1

Proces (X)), nazivamo sluCajnom Setnjom na R te je ona jedna od prvih objekata koji se
promatraju u teoriji slucajnih procesa.

Promotrimo koja osnovna svojstva ima slucajna Setnja. (i) Odmabh je iz definicije jasno
da proces krece iz nule P-g.s. (i7) Nadalje, kako su sve varijable Y,,n € N jednako distri-
buirane, za m < n vrijedi sljedece

X, - X, = Z YkiZYk:Xn_m

k=m+1
pa za slucajnu Setnju kaZzemo da ima stacionarne priraste. (ii7) Konacno, zar < m < n

vrijedi da

X, =
k

r n
Yo Xy=Xp= ) Y
=1 k=m+1
a kako su varijable Y,,n € N medusobno nezavisne, to su medusobno nezavisne i X, te
X, — X, pa za slucajnu Setnju kaZzemo da ima nezavisne priraste.

Lévyjevi procesi su neprekidno-vremenska generalizacija diskretnih slucajnih Setnji
gdje od takvih procesa prirodno zahtijevamo nasljedivanje svojstava (i), (ii), (iii). U prvom
poglavlju uvodimo formalnu definiciju Lévyjevih procesa te s njima povezanih beskonacno
djeljivih distribucija. Koristeci se osnovnim tehnikama u teoriji vjerojatnosti konstruiramo



SADRZAJ 2

1 dajemo tri najvaznija primjera Lévyjevih procesa: Poissonov toCkovni proces, sloZen
Poissonov proces te Brownovo gibanje.

U drugom poglavlju iskazujemo i dokazujemo fundamentalan teorem Lévy-Itove de-
kompozicije. To ¢inimo paZzljivom konstrukcijom apstraktne Poissonove slucajne mjere te
dalje prirodno gradimo teoriju.

U treCem poglavlju promatramo neopadajuce Lévyjeve procese, tzv. subordinatore.
Uvodimo pojmove potencijalnih mjera i mjera obnavljanja te pomocu njih dokazujemo
Dynkin-Lampertijevu asimptotiku.

U Cetvrtom poglavlju promatramo slucajne kompozicije i particije nenegativnih cije-
lih brojeva, tzv. kompozicijske strukture te primjenjujemo teoriju subordinatora na takve
strukture.



Poglavlje 1

Lévyjevi procesi i osnovni primjeri

1.1 Lévyjevi procesi i beskonac¢no djeljive distribucije

Sada je na redu da matematicki precizno izreCemo razmatranja iz uvoda. Neka je (Q, ¥, P)
vjerojatnosni prostor. Formalna definicija Lévyjevog procesa je sljedeca:

Definicija 1.1.1. Slucajan proces X = {X, : t > 0} koji je definiran na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) nazivamo Lévyjevim procesom ako zadovoljava sljedeca svojstva

(i) Trajektorije t — X,(w) su P-g.s. neprekidne zdesna s limesima slijeva.
(ii) Xo =0P-g.s.
(iii) Za 0 < s < t, slucajna varijabla X, — X je po distribuciji jednaka X,_;.
(iv) Za 0 < s < t, slucajna varijabla X, — X je nezavisna od familije {X, : r < s}.

Iako je definicija Lévyjevog procesa prili€no jasna 1 intuitivna, ona zapravo ne daje ap-
solutni pregled o bogatsvu klase koju Cine takvi procesi. Talijanski matemati¢ar De Finetti
je 1929. godine uveo na prvi pogled jednu Siru klasu beskonacno djeljivih distribucija i
pokazao njihovu usku vezu s Lévyjevim procesima.

Definicija 1.1.2. KaZemo da slucajna varijabla Y ima beskonacno djeljivu distribuciju

ako za svaki n € N postoji niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli
Yins ..., Yo takvih da je

d
Y=Y, + -+ Y,

. d . TP
pri cemu = oznacava jednakost po distribuciji.
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Prethodna se definicija mogla alternativno zadati preko zakona razdioba. Naime, kazemo
da je zakon razdiobe uy slucajne varijable X beskonacno djeljiv ako za svaki n € N postoji
zakon razdiobe u, takav da je ux = w;" pri Cemu je u,;" n-terostruka konvolucija zakona
razdiobe u,,.

Iz Definicije 1.1.1., svojstva (ii1) i (iv) slijedi da za Lévyjev proces (X;);»0, proizvoljan
indeks 7 > 0 1 prirodan broj n € N vrijedi da

Xi = Xin + Xogn — Xipn) + -+ (Xs = Xiw—1yt/n) (1.1)

pa je X; beskonacno djeljiva distribucija. Uocimo sada povezanost Lévyjevog procesa i
sluc¢ajne Setnje na R. Neka je n € N fiksan. Ako se Lévyjev proces biljezi samo u diskret-
nim vremenskim trenucima m/n, m € Ny, slijedi da je proces (X, men, slu¢ajna Setnja na
R.

Medutim, postavlja se sljedecCe pitanje: ako je dana sluCajna varijabla Y s beskonacno
djeljivom distribucijom, postoji li Lévyjev proces (X;)»o takav da X; ima distribuciju kao
1 Y u nekom trenutku 7, na primjer + = 1?7 Iako je odgovor na ovo pitanje afirmativan,
on nije sasvim jednostavan te zahtjeva posebnu konstrukciju koju promatramo u drugom
poglavlju.

1.2 Karakteristicne funkcije

Izravan rad s funkcijama distribucija slucajnih procesa moze biti jako tezak. Stoga se
koriste pripadne karakteristi¢ne funkcije koje opCenito u teoriji vjerojatnosti predstavljaju
vrlo snazan tehnicki aparat za prelazak s apstraktnog vjerojatnosnog prostora na probleme
kompleksne analize. Neka je u neka vjerojatnosna mjera na (R, B(R)).

Definicija 1.2.1. Karakteristicna funkcija od u je preslikavanje ¢ : R — C definirano s

@(0) = f e u(dx) = f cos(Ox)u(dx) + i f sin(0x)u(dx). (1.2)
R

R R

Primjetimo kako je funkcija @ — ¢™* neprekidna te da vrijedi [¢*| = 1. Stoga je funk-
cija ¢ dobro definirana. Ako slu¢ajna varijabla X ima zakon razdiobe u s karakteristicnom
funkcijom ¢, tada kaZzemo da je ¢ karakteristi¢na funkcija sluCajne varijable X. U tom
slu¢aju moZemo pisati

ox(0) = f e u(dx) = B(e®™), 6eR.
R

Promotrimo sada kako se karakteristi¢ne funkcije ponasaju na linearne transformacije slucajnih
varijabli te na zbroj nezavisnih slucajnih varijabli. O tome govori sljedeca propozicija.
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Propozicija 1.2.2. Ako je X slucajna varijabla i a,b € R, tada vrijedi

Paxo(0) = P px(af), 6 €R. (1.3)
Ako su X, ..., X, nezavisne slucajne varijable, tada vrijedi
exivx, @ = | | ex (0, oeRr. (1.4)

=1
Dokaz. Za prvu jednakost imamo da
Gaxn(0) = B(e™D) = ¢PB(eY) = ™ py(ad),

dok za drugu jednakost koristimo Cinjenicu da je oCekivanje produkta nezavisnih slucajnih
varijabli jednako produktu njihovih ocekivanja, pa je stoga

S0X1+...+X”(9) — E(eiH(X1+...+Xn)) — E(l_[ eiQXj) — 1—[ E(eiQXj) = 1—[ QDXJ(H)

J=1 J=1 J=1

O

Uvodimo i pojam karakteristicnog eksponenta slucajne varijable X s beskonac¢no dje-
ljivim zakonom razdiobe uy. Za 6 € R definiramo

¥(0) = — InE(e™Y)
pa se u tom slucaju karakteristi¢na funkcija moZe zapisati kao
0@ =e 9 peR.

Jednostavno sada slijedi da X ima beskonacno djeljivu distribuciju ako za svaki n € N
postoji karakteristi¢ni eksponent ¥, nekog zakona razdiobe takav da

Y() =n¥,(0), 6Ok

Ono Sto se moZemo zapitati jest koji su nuzni i dovoljni uvjeti na karakteristi¢nu funkciju
da pripadna distribucija bude beskonacno djeljiva. O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 1.2.3. (Lévy-Hincin) Zakon razdiobe uy realne slucajne varijable X je beskonacno
djeljiv s karakteristicnim eksponentom Y ako i samo ako postoji trojka (a, o, 1) gdje je
a € R, o > 0i Il mjera koncentrirana na R \ {0} koja zadovoljava fR(l A xHI(dx) < oo
takva da
. 1 50 iox
¥(6) = iaf + 5076 + (1= € +i6x1 1)) TT(d) (1.5)
R

za svaki 6 € R.
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Dokaz prethodnog teorema je tehnicki 1 popriliéno dugacak te se on moZze pronaci u [9]
ili u [8] kao Teorem 14.9. Mjera I1 se naziva Lévyjevom (karakteristicnom) mjerom. Neka
je sada V¥, karakteristi¢ni eksponent varijable X; u Lévyjevom procesu (X;),»o. Koristeéi
relaciju (1.1) imamo da za svaka dva prirodna broja m, n vrijedi

m%¥,(0) =¥, (0) = n%¥,,/,(0)
pa stoga za svaki racionalni broj ¢ € Q, vrijedi
Y.(0) = t¥1(0). (1.6)

Ako je t iracionalan broj, uzmimo niz racionalnih brojeva (¢,), takav da ¢, N\, t kad n — oo.
Kako proces (X;);>o po definicijskom svojstvu (i) ima P-g.s. zdesna neprekidne trajektorije,
to implicira neprekidnost zdesna od > e~ ¥ (lako se vidi koristeéi teorem o dominiranoj
konvergenciji). Dakle, slijedi da izraz (1.6) vrijedi za svaki r > 0. Stoga smo pokazali da
Lévyjev proces ima svojstvo da

E(e®) = ™0 vt >0,

pri ¢emu W¥(0) := ¥,(0) definiramo kao karakteristi¢ni eksponent od X;. Kako on u potpu-
nosti odreduje cijeli proces, njega zovemo karakteristi¢nim eksponentom Lévyjevog pro-
cesa.

Sada iskazimo teorem koji je fundamentalan teorem o egzistenciji Lévyjevog procesa. Na-
ime, on garantira da se i1z beskonac¢no djeljive distribucije moZe generirati Lévyjev proces.
To je svojevrsni obrat rezoniranja u prvom dijelu ovog poglavlja. Teorem u ovom trenutku
ostavljamo bez dokaza, on ¢e direktno slijediti iz konstrukcije u drugom poglavlju koja ée
dati detaljnije informacije o strukturi Lévyjevih procesa.

Teorem 1.2.4. (Lévy-Hincinova formula za Lévyjeve procese) Neka je a € R, o > 0 i neka
je Il mjera koncentrirana na R \ {0} takva da fR(l A x)I(dx) < 0. Za tu trojku (a, o, 11) i
0 € R definirajmo

1 |
Y(9) = iab + ~026" + f (1= € +i0x1 o)) TT(d).
2 R

Tada postoji vjerojatnosni prostor (Q, ¥ ,P) na kojem postoji Lévyjev proces takav da mu
Jje karakteristicni eksponent V.

1.3 Poissonovi procesi

U iduca dva potpoglavlja promatramo tri mozda najbitnija primjera Lévyjevih procesa. To
su Poissonov tockovni proces, sloZzeni Poissonov proces te Brownovo gibanje.
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Poissonov to¢kovni proces

Poissonov tockovni proces je najintuitivniji i najjednostavniji nedegenerirani slucajni pro-
ces. U praksi se koristi kao model za pradenje broja nezavisnih i istovjetnih dogadaja u
nekom fizickom prostoru, npr. broj prometnih nesreca na autocesti po dionicama ili sli¢no.
Formalna definicija je sljedeca.

Definicija 1.3.1. Slucajan proces (X,)»o na R je Poissonov tockovni proces s parametrom
A > 0 ako je on Lévyjev proces te ako za svaki t > 0 vrijedi da X, ima Poissonovu distribu-
ciju s parametrom At.
Promotrimo Poissonov zakon razdiobe s parametrom A > 0. On je zadan s
A
= He - 1y, (k)

Lako se vidi da je Poissonova razdioba beskonacno djeljiva jer vrijedi

i i /1k _ _ (ﬂeie)k _ e _A(1—et
Zeekm({k})zzeekﬁeaze/lz o :e/l.e)(?:e/l(l 0

k>0 k>0 k>0
= (et

pa({k})

Sto znamo 1 od ranije jer je suma od n nezavisnih Poissonovih varijabli s parametrom f
upravo Poissonova varijabla s parametrom A. Stoga, moZemo uzetia = o = 01 Il = A9,
gdje je 6, Diracova mjera koncentirana u jedinici. Isto tako vrijedi fR(l A x2)A81(dx) =
A < oo, pa prema Teoremu 1.2.4. postoji Lévyjev proces (X;),»o takav da je karakteristican
eksponent tog procesa ¥(6) = A(1 — ¢) za 6 € R. Sada se lako vidi da X, ima Poisso-
novu distribuciju s parametrom Af pa je (X;);so zaista Poissonov proces. Stoga, definicija
ima smisla. Medutim, cilj ovog potpoglavlja je dati konstrukciju Poissonovog tockovnog
procesa pomocu slucajne Setnje navedene u uvodu. To nam daje sljedeci teorem.

Teorem 1.3.2. Neka je (W,),en, slucajna Setnja na R definirana na nekom vjerojatnosnom
prostoru (Q, ¥, P) takva da su T, = W,—W,_| nezavisne i jednako distribuirane varijable s
eksponencijalnom distribucijom s parametrom A > 0. Definiramo proces (X;)»o na sljedeci
nacin

X(w)=n & W,(w) <t < Wy(w) (1.7)

Tada je proces (X,)=o Poissonov tockovni proces s parametrom A.

Dokaz. Primjetimo kako slucajna Setnja (W,), teZi u beskonacnost gotovo sigurno. Naime,
za prozivoljan t imamo da

PW,<t)<P(T<t,.... T, <t) =T, £1)" -0, n— o
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Slika 1.1: Trajektorija Poissonovog tockovnog procesa

pa je X,(w) dobro definiran za gotovo svaki w € €. Primjetimo kako odmah imamo
Xo = 0 g.s., pa proces zadovoljava uvjet (i1) iz definicije 1.1.1. Kako je W, u suStini
zbroj n nezavisnih i jednako distribuiranih varijabli s eksponencijalnom distribucijom s pa-
rametrom A, slijedi da W, ~ I'(n, 4). Odredimo sada distribuciju od X,. Za n € N; imamo
da

P(X - n) - P(W << Wn+1) - P(Wn << W + Tn+1) - P((Wna Tn+1) € A)

gdje definiramo A := {(x,y) : 0 < x <t < x + y}. Klju¢no je da su W, 1 T, nezavisni, pa
slijedi

/ln+1
P((Wm Tn+1) € A) = f an(x)fT,;+1(y)dXdy = 1)' ff xn_le_/lxe_/lyd)(dy

/ln+l . A (/ll‘)n
- x Ay
T f K le dx‘[xe dy = —

Stoga je X, ~ Pois(Af). Na slican nacin kao i u prethodnom racunu se pokaze da je

PW,y >t+ 81X, =n)=e ¥ (1.8)
zat>0,5s>0. Zam > 1 oznaCimo s a := P(W, <t < W,,) te uzmimo sy,..., s, = 0.
Vrijedi
PWo—t>81,Th2> 50, Toom > SulXs = n)
=PW, <t,Wo1 —t>5851,Th2> 82,0, Tosm > Sw)/a

=PW, <t,Wy1—t>8s)P(Ty2> 82, .., Tpam > Sp)/a
=PW,—t> 511X, =n)PT 2 > 52, oo, T > Sp)
=P(T, > s1)P(T2 > s52,..., T, > Sp)

=P(T > s1,T2> 82,00, T > Si)
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gdje smo u Cetvrtoj jednakosti koristili relaciju (1.8) te jednaku distribuiranost varijabli 7;.
Dakle, slu¢ajan vektor (W1 — ¢, Tp12, ..., Thim) uvjetno na {X, = n} ima istu distribuciju
kaoi(Ty,...,T,). KoriStenjem te ¢injenice, imamo da

PX;=nX.s— X, =m)=PX,=nX ., =n+m)
=PX; = n)P(X;ys = n+ m|X; = n)
=PX; =n)PW, o <t +5 < WypmalX, = n)
=PX; =n)P(W,, < s < W,41)
= P(X; = n)P(Xy; = m)

gdje smo dogadaj {W,,,, <t + s < W1} zapisali kao
(W1 =+ T+ -+ T <s<Wooy =+ Thin + -+ Thpmat -
Zakon potpune vjerojatnosti nam daje da
P(Xi+s — X; = m) = P(X; = m)

pa proces zadovoljava uvjet (iii) iz definicije Lévyjevog procesa. Na sli¢an na¢in dobivamo
daza0 <ty <t <--- <t vrijedi

P(Xto = nO’th _Xto =ng,... ’th _th—l = nk)
:P(Xto :I’lo,X,] :l’l0+n1,...,th :n0+---+nk)

= P(Xlo = nO)P(th—to =np,... ’th—t() =n+---+n)
pa induktivno slijedi da

P(Xto = RNy, le - Xt() =ny,... ,th - Xlkfl = nk)
= P(Xto = nO)P(th—to = nl) .. 'P(th—tk,l — nk)
= P(Xl‘g = no)P(X[] -_ X[O = ”1) . .P(th _ Xlk—l - nk)

¢ime smo pokazali da proces ima nezavisne priraste, odnosno, da zadovoljava uvjet (iv) iz
definicije 1.1.1. U konacnici, trajektorije procesa (X;), su step funkcije sa skokovima visine
1 koje su u tockama prekida neprekinde zdesna s limesima slijeva. Stoga je zadovoljen i
uvjet (i). Time smo pokazali da je proces (X;), Poissonov tockovni proces. O

Slozen Poissonov proces

SloZen Poissonov proces je generalizacija Poissonovog tockovnog procesa u kojem visine
skokova nisu deterministicki jednake jedan, nego su one slucajne, nezavisne i jednako
distribuirane. Prvo, uvodimo pojam sloZene Poissonove distribucije.
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Definicija 1.3.3. Neka je N ~ Pois(A) te neka je {& : i € N} niz nezavisnih i jednako
distribuiranih slucajnih varijabli (nezavisnih i od N) s funkcijom distribuije F koja nema
mase u nuli. Tada za slucajnu varijablu Y = YN | & kaZemo da ima sloZenu Poissonovu
distribuciju.

IzraCunajmo sada karakteristicnu funkcija od Y iz gornje definicije. Koriste¢i zakon
potpunog ocekivanja, imamo da

py(0) = ]E(eiezﬁlf") = iE(eiezfvl‘f"‘N = n) P(N = n)
n=0

:ZE(eiez;;ff|N_n Z 192,1& g
n=0 n=0 !

=e A Z % = exp (—/1(1 - g (6’))) = exp (_/1 f(l _ €i9x)F(dx)).
n=0 ' R

Sada vidimo da je Y beskonacno djeljiva distribucija gdje sua = —4 f0<|x|<1 xF(dx),oc =0
1 [1(dx) = AF(dx). Sada dajemo definiciju sloZenog Poissonovog procesa.

Definicija 1.3.4. Neka je (N,)»o Poissonov proces s parametrom A > 0 te neka je {&; :
i € N} niz nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli (nezavisnih i od procesa
(N))s0) s funkcijom distribucije F koja nema mase u nuli. Definirajmo proces (X,)=0 na
sljedeci nacin

Tada taj proces nazivamo sloZenim Poissonovim procesom.

Sli¢no kao 1 u prethodnom potpoglavlju pokazujemo konstrukciju slozenog Poisso-
novog procesa pomocu Poissonovog tockovnog procesa i sluajne Setnje. Ona je dana
sljedecim teoremom.

Teorem 1.3.5. Neka je (N;)»o0 Poissonov proces s parametrom A > 0 te neka je (S ,;)nen,
slucajna Setnja definirana na tom istom vjerojatnosnom prostoru. Neka su procesi (N,), i
(S ). nezavisni te dodatno pretpostavimo kako je P(S| = 0) = 0. Definirajmo proces (X;);
s

Xi(w) = S nw)(w). (1.9)

Tada je (X,); sloZen Poissonov proces.
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Slika 1.2: Trajektorija sloZzenog Poissonovog procesa

Dokaz. Dokaz ovog teorema je slican kao 1 dokaz Teorema 1.3.2. te ga ovdje ne navodimo.
On se moZe pronaci u [9]] kao dokaz Teorema 4.3. |

Pretpostavimo kako nas ne zanima samo broj automobilskih nesreca, nego nas zanima
i njihov ukupan intezitet. Ako pretpostavimo kako su inteziteti nesreca slucajni, nezavisni
i jednako distribuirani, tada ukupan intezitet nesrec¢a upravo modeliramo sloZenim Poisso-
novim procesom. On ¢e nam biti od klju¢ne vaznosti u drugom poglavlju.

1.4 Brownovo gibanje

Brownovo gibanje ili Wienerov proces je, grubo receno, slucajni proces u kojem je pozicija
u vremenu ¢ opisana normalnom razdiobom. ViSedimenzionalno Brownovo gibanje se
Cesto koristi kako bi se opisalo nasumicno gibanje Cestice. Definicija takvog procesa je
sljedeca

Definicija 1.4.1. Slucajni proces (X;)»0 na R definiran na nekom vjerojatnosnom prostoru
(Q, 7, P) se naziva Brownovo gibanje (bez drifta) ako je taj proces Lévyjev proces te ako
X, ima normalnu distribuciju s parametrima ocekivanja 0 i varijance ts* za neki s > 0.

Neka je Z ~ N(0, 1). Zakon razdiobe u; jednak je

1 2
Uz(dx) = ——e 2 dx.

V2r
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Slika 1.3: Trajektorija Brownovog gibanja

Karakteristi¢nu funkciju od Z ratunamo na sljedeci nacin

ox)<) 1 2
¢Z(9)—fe “uz(dx) = f —e 2dx—fR[k 0 (zk)!c) ]\/—z_ﬂe_2dx

© < @0 g (i9>2k (2k)!‘i(—9—2)k 1_ =
e k! \/ﬂ i (2k)! 2kk! i\ 2] Kk

gdje smo u (x) koristili teoreom o dominiranoj konvergenciji jer je podintegralna funkcija
dominirana s

a to je integrabilna funkcija (po varijabli x) na R. U (*x*) smo koristili da standardna nor-
malna distribucija ima neparne momente jednake nuli, a parne momente jednake E(Z*) =
(2k — 1)!!. Ako sada uzmemo Y = sZ, tada je Y ~ N(0, s*), a po Propoziciji 1.2.2. imamo
da

20 G\
wy(0) = pz(s) = e 2 = (e‘ 2 ) (1.10)

pa vidimo da Y ima beskonacno djeljivu distribuciju gdje u Lévy-Hincinovoj formuli uzi-
mamo a = 0, o = s1 Il = 0. Po Teoremu 1.2.4. postoji Lévyjev proces (X,), takav da X;
ima distribuciju N(0, s?). Stoga definicija 1.4.1. ima smisla. Medutim, treba napomenuti
kako postoji 1 konstrukcija Brownovog gibanja na sli¢an nacin kao i u prethodnim primje-
rima. Ona se moZe pogledati u [8] kao Teorem 15.21. Promotrimo sada neka svojstva
Brownovog gibanja. Prvo, navedimo jednu propoziciju koja nam za razne transformacije
Brownovog gibanja garantira da je novodobiven proces opet Brownovo gibanje.
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Propozicija 1.4.2. Neka je (X,);»o Brownovo gibanje. Tada je
(i) proces (—X,);=0 Brownovo gibanje.
(ii) za svaki ¢ > 0 proces (c™""*X.;);s0 Brownovo gibanje.
(iii) proces (Y,);so definiran kao Y, = tX,-1 za t > 0i Yy = 0 Brownovo gibanje.
Dokaz. Vidi u [9] kao dokaz Teorema 5.4. O

Sljedeéa dva teorema nam govore na koji nacin se ponasaju Brownova gibanja u gra-
ni¢nim slu¢ajevima. Prvo razmatramo $to se dogada s Brownovim gibanjem kako vrijeme
ide u beskonacnost.

Teorem 1.4.3. Neka je (t,),en niz realnih brojeva takav da t, /" . Tada vrijedi
(i) limsup, , X, =0 g.s.
(ii) liminf, , X, = —o0 g.s.
1/2

Dokaz. Po prethodnoj propoziciji dio (ii), imamo da X, 4 t,’“X(1). Stoga je za prozivoljan
KeR

n— oo

1
P(X, > K) = P(X(1) > £,'?K) — 5

zbog £,'* \, 0. Sada je

1
P(limsup X,, > K) = E(limsup 1ix, >x)) > limsup E(1x, >x)) = 3

n—o0 n—090 n—o0

gdje smo koristili Fatouovu lemu. Kako to vrijedi za proizvoljan K, zbog monotonosti
vjerojatnosti na padajuce dogadaje imamo

1
P(limsup X; = c0) > 7 (1.11)
Sada, dodefinirajmo 7y = O te ozna¢imo varijable Z, = X, — X, ,. Tada su tako definirane
varijable Z, medusobno nezavisne te mozemo pisati X, = Z; + --- + Z,. Za proizvoljan
m € N imamo da

n—oo n—oo

{lim sup X, = oo} = {lim sup(X;, — X;,) = oo} € 0(Zms1,ZLims2s - -+ )
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pa je gornji dogadaj repni dogadaj jer ovisi o o-algebri generiranoj varijablama Z; od ne-
kog mjesta pa nadalje. Prema Kolmogorovljevom zakonu 0-1 (vidi [8], Teorem 12.5.),
vjerojatnost svakog repnog dogadaja je 0 ili 1. Zbog (1.11) nuZzno mora vrijediti

Pdimsup X;, = c0) =1

n—o00
te smo time pokazali prvi dio ovog teorema. Dio (ii) se dokazuje sasvim analogno. O

Sljedeci pak teorem govori o ponasSanju Brownovog gibanja za t-ove blizu nuli, od-
nosno, o vremenu prvog izlaska iz stanja 0. To vrijeme je gotovo sigurno jednako nuli, tj.
Brownovo gibanje odmah izlazi iz stanja 0.

Teorem 1.4.4. Neka su

To(w) = inf{r > 0 : X;(w) > 0}
T)(w) = inf{t > 0 : X,(w) < 0}

za w € Q (pri Cemu uzimamo inf () = o). Tada vrijedi Ty = 0 g.s. i T =0 g.s.

Dokaz. Uzmimo niz realnih brojeva (z,), takav da ¢, N\, 0. Prema Propoziciji 1.4.2. dio
(iii) imamo da je proces Y; = tX,-1 Brownovo gibanje. Stoga, vrijedi sljedece

P(limsup X, > 0) = P(limsup#,”'X, > 0) = P(limsup ¥, - > 0) = 1
gdje smo u posljednjoj jednakosti koristili prethodnu propoziciju, dio (i). Kako je X, za
beskona¢no mnogo indeksa veéi od nule gotovo sigurno, nuzno je 7y = 0 s vjerojatnosti
jedan. Sli¢no se pokazuje i druga tvrdnja. O

Pokazimo jednu vrlo interesantnu ¢injenicu 0 monotonosti trajektorija Brownovog gi-
banja. Naime, koji god interval [a,b] C [0, o0) uzeli, s vjerojatnosti jedan trajektorije
promatrane na tom intervalu nece biti monotone. Drugim rije¢ima, gotovo sigurno sve
trajektorije u proizvoljnom vremenskom intervalu imaju beskona¢no mnogo lokalnih eks-
trema.

Teorem 1.4.5. Neka je [a,b] C [0, ). Tada je preslikavanje t — X,(w) nemonotono na
tom intervalu gotovo sigurno.

Dokaz. Neka je [a, b] C [0, co) te neka je Qy € Q skup na kojem su trajektorije neprekidne
zdesna s limesima slijeva (definicijsko svojstvo Lévyjevog procesa). Definirajmo

Al = () € Q : X (w) je rastuéa po t € [a, b]}.
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Zelimo pokazati da je to skup vjerojatnosne mjere nula. Za thx=a+k- b;—“ definirajmo
A ={lweQ: X, (w) <X, (w)}eF.

U tom slu¢aju imamo da se Al**! moZe zapisati kao

Alebl = ﬁ ﬂ A €F.

n=1 k=1

Primjetimo da znamo izraCunati vjerojatnost dogadaja A, ;. Naime, primjetimo kako je
Ik — thik-1 = b%“, pa zbog definicijskih svojstava (ii7) 1 (iv) Lévyjevog procesa imamo da

P(A.) = P(X,,, — X, 20) =P(X;,,—,,., 20) = P(X? >0) ==

zbog toga Sto je X ba normalno distribuirana slucajna varijabla s o¢ekivanjem 0. Nadalje,

zbog svojstva (iv) 1 imamo da j je familija dogadaja {A, : k = 1,...,n} nezavisna, pa je
P(ﬂ An,k] =] [P0 =
k=1 k=1
Iz toga slijedi da je P(A“?) = 0. O

Vrlo se Cesto u praksi promatraju nesto opcenitija Brownova gibanja s driftom gdje je
oc¢ekivanje varijable X; jednako af za neki a € R. Takav proces je i dalje Lévyjev proces jer
je pozicija u vremenu ¢ = 1 opisana normalnom distribucijom N (a, 0%) koja je beskona&no
djeljiva distribucija. Lako se pokaZe da je karakteristicni eksponent takvog procesa

1
P(O) = —iab + 50292

pa je i ovdje Lévyjeva mjera II identicki jednaka nuli. Naravno, vrijedi i obratna tvrdnja:
ako je Lévyjeva mjera identic¢ki jednaka nuli, tada je Lévyjev proces nuZno Brownovo
gibanje (s driftom). Ono $to ¢e u idu¢em poglavlju biti jasnije jest da je Lévyjeva mjera
IT izvor diskontinuiteta u trajektorijama Lévyjevih procesa. Stoga su trajektorije gotovo
sigurno neprekidne ako i samo ako I = 0. Time smo pokazali da je Brownovo gibanje (s
driftom) jedini Lévyjev proces Cije su trajektorije gotovo sigurno neprekidne.



Poglavlje 2

Lévy-Itova dekompozicija

Prije daljnjih razmatranja, navedimo jednu vrlo vaznu lemu koju ostavljamo bez dokaza.

Lema 2.0.1. Neka su (X;)»0 | (Y;)=0 dva nezavisna Lévyjeva procesa definirana na is-
tom vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P) s pripadnim karakteristicnim eksponentima Yy i
Yy. Tada je proces (Z;)so definiran s Z, := X, + Y, takoder Lévyjev proces s pripadnim
karakteristcnim eksponentom Wz(6) = Yx(0) + ¥y(6), 6 € R.

Glavni je cilj ovog poglavlja ustanoviti strukturu trajektorija Lévyjevih procesa. To
¢emo napraviti tako Sto ¢emo iskazati i dokazati jedan od glavnih rezultata ove teorije
koji kaze da je opCeniti Lévyjev proces suma tri nezavisna generirajuca Lévyjeva procesa
gdje svaki od ta tri procesa ima drugacija svojstva. Promotrimo karakteristi¢ni eksponent
naveden u Teoremu 1.2.4. On se nakon krace reorganizacije moze zapisati kao

_ ) 150 3 R I1(dx)
P6) = {1a0+ S0’ } + {H(R\( 1,1)) . (1 e )—H(R\(_L 1))}

+ {f (1 — el 4 iex) H(dx)}, geR
0<|x|<1

za neke parametre a € R, o > 0 1 Il mjeru na R \ {0} takvu da fR(l A xz) II(dx) <
co. Primijetimo kako posljednji uvjet na Lévyjevu mjeru garantira kako je II(A) < oo za
svaki A Borelov takav da je 0 € IntA°¢. Specijalno je tako II(R \ (-1, 1)) € [0,00). Ako
je TI(R \ (—1,1)) = 0, tada je druga zagrada u izrazu (2.1) jednaka nuli. Oznacimo te
tri zagrade sa ¥V, ¥® i Y& Vidimo kako je ¥V karakteristi¢ni eksponent Brownovog
gibanja s driftom X = (X"),5, definiranog s

2.1)

XV =oB —at, t>0, (2.2)

16
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gdje je (B;), jedini¢no Brownovo gibanje bez drifta. Nadalje uo¢avamo kako je ¥ karak-
teristi¢ni eksponent sloZenog Poissonovog procesa X = (X,Q)),Zo definiranog s

N,
X7 =& 120, (2.3)
i=1

gdje je (IV,), Poissonov to¢kovni proces s intezitetom II(R \ (-1, 1)), a varijable (&;);cy su
nezavisne 1 jednako distribuirane sa zajednickom razdiobom IT(dx)/II(R \ (-1, 1)) koncen-
triranom na ITI(R\ (-1, 1)) (pri éemu uzimamo X® = 0 u slu¢aju kada je II(R\ (-1, 1)) = 0).

U konacnici, dokaz egzistencije opéenitog Lévyjevog procesa svodi se na dokaz egzis-
tencije procesa X® s karakteristi¢nim eksponentom W®. Primijetimo kako ¥ moZemo
zapisati kao

¥ (g) = f (1 —ei"X+iex)H(dx)
0<|x|<1

A (2.4)
= E {/1’1 f (1 _ ele) Fn(dx) + 19/1,1 (f XFn(dX))}
2~ |x|<2 2-(m+D<|x]<27n

n>0

gdje su A, = H({x 2 270D <y < 2‘”}) i F,(dx) = II(dx)/A, pri ¢emu opet podrazumi-
jevamo kako je n-ti integral jednak nuli u slucaju 4, = 0. 1z (2.4) mozemo naslutiti kako
je X® superpozicija najvise prebrojivo mnogo sloZenih Poissonovih procesa s pripadnim
intenzitetima i driftovima.

Sada smo spremni precizno iskazati Lévy-Itovu dekompoziciju. Kao Sto 1 samo ime
dekompozicije kaze, najveci su doprinos tom dijelu teorije dali francuski i japanski mate-
maticari Lévy (1954) i It6 (1942) (vidi [6]]).

Teorem 2.0.2. (Lévy-Itéva dekompozicija) Neka su a € R, o > 0 i mjera 11 koncentrirana
na R\ {0} takva da

2 oo,
L(le)H(dx)<

Tada postoji vjerojatnosni prostor na kojem su definirana tri nezavisna Lévyjeva procesa
XD, XP i XO gdje je X'V Brownovo gibanje definirano s (2.2), X je sloZen Poissonov
proces definiran s (2.3), a X® je kvadratno integrabilan martingal s najvise prebrojivo
mnogo skokova na proizvoljnom konacnom vremenskom intervalu, s veli¢inom skokova
manjom od 1 po apsolutnoj vrijednosti te s karakteristicnim eksponentom W®. Nadalje,
proces X = XD+ X 1+ X je Lévyjev proces s karakteristicnim eksponentom koji je jednak

1 .
P(6) = iaf + 50292 + f (1= € +i0x1 ;) TI(dx), O €R.
R
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Prema Teoremu 1.2.3. znamo da je svaka beskonacno djeljiva distribucija jednoznacno
zadana s parametrima a € R, o > 0 i mjerom II koncentiranom na R \ {0} takvom da fR(l A
x)I(dx) < co. Ono §to Lévy-Itdva dekompozicija tvrdi jest da se iz svake beskona¢no
djeljive distribucije moZe generirati Lévyjev proces X takav da X; ima upravo tu bekonacno
djeljivu distribuciju. Time smo pokazali kako je Teorem 1.2.4. direktna posljedica Lévy-
Itove dekompozicije.

2.1 Poissonova sluc¢ajna mjera

Poissonova slu¢ajna mjera kljucan je pojam potreban za opisati strukturu skokova Lévyjevog
procesa. Prije no Sto damo definiciju opéenite Poissonove slu¢ajne mjere i prouc¢imo njena
svojstva, promotrimo jedan neSto konkretniji primjer. Neka je (X))o sloZzen Poissonov
proces s driftom

N
X[:at+Z'fi, IZO
i=1

gdje sua € Ri{& : i € N} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli sa
zajednic¢kom funkcijom distribucije F. Neka su {7 : i € N} vremena dolazaka Poissonovog
procesa N = (N;);»0 s parametrom intenziteta 4 > 0. Neka je A € B[0, ) X B(R \ {0})
izmjerivi pravokutnik u [0, co) X R \ {0}. Promatramo preslikavanje

N(A) = C&I‘d{i >0: (Tia‘fi) € A} = Z 1((7“1’&)@\) (25)
i=1

koje broji koliko se dogadaja sloZenog Poissonovog procesa dogodilo u vremenu i pros-
toru odredenom s A. Kako proces X ima najvisSe prebrojivo mnogo skokova u kona¢nom
vremenskom intervalu, slijedi N(A) < oo g.s. za A izmjerivi pravokutnik u [0,7) X R \ {0}.
Lako se pokaZe da je N(A) zaista sluCajna varijabla. Sljedeca propozicija nam daje vrlo
lijepa svojstva tako definiranih slu€ajnih varijabli.

Propozicija 2.1.1. Neka je k > 1 te neka su Ay, ...,A; medusobno disjunktni skupovi u
B0, 0) X B(R \ {0}). Tada su slucajne varijable N(A,), ..., N(A;) medusobno nezavisne
s Poissonovim razdiobama s pripadnim parametrima A; = A fA‘ dtx F(dx), i = 1,...,k

Nadalje, za gotovo svaki w € Q preslikavanje N : B[0, 00) X BR \ {0}) - Ny U {oo} je
mjera.

Intuitivno, prethodna nam propozicija kaze da je distribucija broja tocaka koje upadnu
u vremensko-prostorni okvir odreden skupom A Poissonova, te ako su dva takva okvira
medusobno disjunktna, tada broj to¢aka koji upadne u prvi ne utjeCe na broj tocaka koji
upadnu u drugi.
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Dokaz. Pretpostavimo kako se dogodilo {N; = n}. Lako se pokaZe da tada slucajni vek-
tor (T4,...,T,) ima istu razdiobu kao uredeni slucajni uzorak iz uniformne distribucije na
[0, 7]. Kako su (&;);en opéenito nezavisne i jednako distribuirane s distribucijom F (neza-
visne i od vremena dolazaka po konstrukciji sloZenog Poissonovog procesa), uvjetno na
dogadaj {N; = n} imamo da je zajednicka razdioba slu€ajnih parova {(7,&) : i =1,...,n}
jednaka razdiobi n medusobno nezavisnih slu¢ajnih parova sa zajedni¢kim zakonom raz-
diobe t~'ds x F(dx) na [0,7] X R \ {0} uredenih u vremenu. Stoga, za proizvoljni A €
B0, 1] x B(R \ {0}) vrijedi kako uvjetno na {N, = n} slu€ajna varijabla N(A) ima binomnu
razdiobu s parametrom veli¢ine 7 i vjerojatnosti uspjeha

f ds x F(dx).
A

Promotrimo sada slucajnu k-torku (N(Ay),...,N(Ax)) gdje su Ay,...,A; medusobno di-
sjunktni iz B[0, 1] X B(R \ {0}). Definiramo Ay := {[0, ] X R\ {0}} \ {A; U ... A}. Za izbor

nenegativnih cijelih brojeva n;, i = 1,...,k, takvih da je Zf.‘zl n; < n takoder definiramo
ng :=n-— Zf.‘:l niidy:= on Ads x F(dx) = At — >}; 4;. Slicnim se rezoniranjem kao i u
slu¢aju samo jednog skupa A argumentira kako (N(Ay), ..., N(Ax)) uvjetno na {N, = n} ima

multinomijalnu razdiobu

k "
P(N(A)) = ny.....N(A) = mN, = n) = ”—'ﬂ(i) .

l’lo!l’ll! .. .I’lk! :
Koristeci zakon potpune vjerojatnosti, dobivamo da

PN (A)) = ni,....N(A) = np)
D> BIN(A) = n,...,N(AY) = mIN, = m) BN, = n)

n>yk n
_ n! ST A
B nzgm nolng!...ng! E)[(Z) € N
Z oo (/10)("72{;]”[) (ﬁ e_/li(/l;)ni)
oY (n — le nl-)! R n;!
e
L n;!
te je time pokazano da su N(A;), ..., N(Ay) nezavisne sluCajne varijable s Poissonovom

distribucijom s pripadnim parametrima intenziteta A; kao iz tvrdnje propozicije.
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Pretpostavimo sada kako nema vremenskog ogranicenja [0, 7]. Neka su Ay, ..., A; pro-
izvoljni medusobno disjunktni skupovi iz B[0, o) X B(R \ {0}). Tada se A; moZe zapisati
kao najviSe prebrojiva unija medusobno disjunktnih vremensko ograni¢enih skupova. Ko-
riste¢i ¢injenicu da prebrojiva suma medusobno nezavisnih Poissonovih varijabli takoder
ima Poissonovu distribuciju s parametrom intenziteta koji je jednak sumi reda pojedinacnih
parametara (pri Cemu taj red mozZe biti jednak oo pa je u tom slucaju prebrojiva superpozi-
cija Poissonovih varijabli jednaka +co gotovo sigurno), dobivamo rezultat i za proizvoljne

medusobno disjuntkne skupove A;,i = 1,...,k. U konacnici, posljednja tvrdnja propozi-
cije daje N gotovo sigurno mjera slijedi odmah iz definicije jer je N gotovo sigurno brojeéa
mjera. O

Propozicija 2.1.1. navodi nas na apstraktnu definiciju Poissonove sluc¢ajne mjere te od-
mah vidimo kako preslikavanje N navedeno u toj propoziciji zadovoljava tu definiciju.

Definicija 2.1.2. Neka je (S, S, n) o-konacan prostor s mjerom te neka je N : S — NyU{oo}
preslikavanje takvo da je {N(A), A € S} familija slucajnih varijabli definiranih na nekom
vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P). Tada N nazivamo Poissonovom slu¢ajnom mjerom na
(S, S, n) (ili jednostavnije Poissonovm slucajnom mjerom na S s intenzitetom n) ako zado-
voljava sljedeca tri uvjeta:

(i) za medusobno disjunktne Ay, ...,A, € S varijable N(A,), ..., N(Ay) su nezavisne,

(ii) za svaki A € S varijabla N(A) ima Poissonovu razdiobu s parametrom intenziteta
n(A) € [0, 0],

(iii) N je P-gotovo sigurno mjera na izmjerivom prostoru (S, S).

Napomenimo samo kako u uvjetu (ii) podrazumijevamo ako n(A) = 0, tada je N(A) =
0 g.s. ili ako n(A) = oo, tada je N(A) = oo g.s. Ono $to nije apriori jasno jest postoji li
Poissonova slu¢ajna mjera na apstraktnom o-kona¢nom prostoru s mjerom. Ispostavlja se
kako ona zaista postoji, a dokaz te ¢injenice pociva na lemi koja je posljedica generalizira-
nog Kolmogorovljeva teorema o egzistenciji (vidjeti [8] kao Teorem 9.6. za slu¢aj u kojem
je zadana suglasna familija funkcija distribucija).

Za preslikavanje X : (Q, F) — (E, G) kaZemo da je slucajni element ako je to preslika-
vanje izmjerivo u paru o-algebri (¥, G). Pojmovi zakona razdioba i nezavisnosti slucajnih
elemenata prirodno se poopcuju.

Lema 2.1.3. Neka je dan niz vjerojatnosnih mjera n; na izmjerivim prostorima (E;, G;), i >
1. Tada postoji vjerojatnosni prostor (Q, ¥, P) na kojem je definiran niz nezavisnih slucajnih
elemenata X; : Q — E;, i > 1 takav da je zakon razdiobe od X; upravo n;.
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Sada smo spremni dokazati spomenutu egzistenciju Poissonove slu¢ajne mjere. Mnoge
detalje dokaza izostavljamo jer su veoma sli¢ni tehni¢kim detaljima dokazanima u uvodnoj
propoziciji u ovom potpoglavlju.

Teorem 2.1.4. Postoji Poissonova slucajna mjera N kao u Definiciji 2.1.2.

Dokaz. Pretpostavimo za pocetak kako je (S, S, n) prostor konacne mjere, to jest n(S) <
co. Prema Lemi 2.1.3. postoji vjerojatnosni prostor (2, ¥,P) na kojem je definiran niz
nezavisnih slu¢ajnih elemenata {N, v, v,,...} gdje N ima Poissonovu distribuciju s para-
metrom 7(S), a svaka od varijabli v; ima zakon razdiobe n(dx)/n(S) na §. Za A € S
definiramo

N
N(A) = ) 1en.
i=1

Kako je A € S, tako su varijable 1,,c4) F -izmjerive, pa je tako i preslikavanje N(A) slu¢ajna
varijabla.

Ako su Ay,...,A; € S medusobno disjunktni, racun sli¢an kao i u Propoziciji 2.1.1.
pokazuje da

k
PN (A) =ni,...,N@AY=n) =] |e

i=1

-1(A;) n (Ai)ni
I’l,’!

gdje suny,...,n; proizvoljni nenegativni cijeli brojevi. Sada je jasno da je ovako definirano
preslikavanje N Poissonova slu¢ajna mjera u smislu Definicije 2.1.2.

Promotrimo sada opceniti slu¢aj u kojem je (S, S, n7) o-konacan prostor s mjerom. Defi-
nicija o-kona¢nog prostora podrazumijeva da postoji najvise prebrojiva particija By, Bs, . . .
od § takva da 0 < n(B;) < oo za svaki i > 1. Definiramo mjere n;(-) :=n(- N B;) zai > 1.
To su sve redom kona¢ne mjere, pa po prvom dijelu ovog dokaza za svaki i > 1 postoji
vjerojatnosni prostor (Q;, ;, P;) na kojem postoji Poissonova slu¢ajna mjera N; na prostoru
(B, S N B;, n;). Definiramo produktni vjerojatnosni prostor

@ F.P) = | [@. 7B
i>1
te na njemu promatramo preslikavanje
NG = ) N(-NB)

i>1

gdje je Ni(- N B) prosirenje preslikavanja N;(- N B;) na cijeli produktni prostor, Ni(- N
B)(w) := N;(- N B;)(w;). Radi kompaktnijeg zapisa, od sada pa nadalje podrazumijevamo
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takvo proSirenje te ne koristimo nove oznake - jednostavnije piSemo ]V,-(~ N B;) = N;(- N B;).
Koristec¢i Tonellijev teorem (vidi u [8]] kao Teorem 10.16., dio (a)) imamo da za medusobno
disjunktne skupove A, A,, --- € S vrijedi

N[UA,] - ZNi[LjJAJ-mB,-] - ZZN(AjﬂBi)

=1 i>1 >l j>1
=D 2. N@AnB)=) N(4)
720 i1 >0

pa je N P-gotovo sigurno mjera. ZaA € Sii > 1 imamo da N;(A N B;) ima Poissonovu dis-
tribuciju s parametrom 7;(A N B;). Lako se pokaze da tada na produktnom vjerojatnosnom
prostoru N(A) ima Poissonovu distribuciju s parametrom n(A). Konac¢no, za Ay, ..., A, € S
medusobno disjunktne imamo da je

N(ajnB):i=12,.. ij=1,.. .k

familija nezavisnih slucajnih varijabli pa su stoga i N(A,), ..., N(Ax) nezavisne slucajne
varijable. Time je pokazana egzistencija opéenite Poissonove slucajne mjere. O

Za kraj ovog potpoglavlja, navedimo jo$ dva korolara koji ¢e nam biti korisni u daljnjoj
konstrukciji.

Korolar 2.1.5. Neka je N Poissonova slucajna mjera na (S, S,n). Tada je za svaki A € S
N(-NA) Poissonova sluc¢ajna mjera na (S NA,SNA,n(-NA)). Ako su A, B € S disjunktni,
tada su N(- N A) i N(- N B) nezavisne.

Korolar 2.1.6. Neka je N Poissonova slucajna mjera na (S, S, n). Tada je nosac od N P-
gotovo sigurno prebrojiv. Ako je n(S) < oo, tada je nosac od N P-gotovo sigurno konacan.

2.2 Funkcionali Poissonove slu¢ajne mjere
Neka je N Poissonova slu¢ajna mjera na prostoru (S, S, n) opisana u prethodnom potpo-

glavlju. Kako je N P-gotovo sigurno mjera na (S, S), teorija integrala i mjere navodi nas
da promatramo

fs J(X)N(dx) (2.6)

Sto je slucajna varijabla za izmjerivu funkciju f : § — [0, o) ili za izmjerivu funkciju
f : S — R gdje je barem jedan od integrala funkcija f* ili f~ P-gotovo sigurno konacan. Iz
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konstrukcije Poissonove slucajne mjere iz prethodnog potpoglavlja vidimo kako je slucajni
integral (2.6) po distribuciji jednak
> Feom,

xell

gdje je I' nosa¢ od N (koji je prema Korolaru 2.1.6. P-gotovo sigurno prebrojiv pa gornji
izraz ima smisla), a m, kratnost tocke x (koliko se puta Poissonova slu¢ajna mjera realizi-
rala u toCki x). Ako je n mjera takva da nema masu niti u jednoj izoliranoj tocki, tada je
m,=0ilim,=1zaxeSs.

Postavlja se pitanje pod kojim uvjetima slucajni integral (2.6) apsolutno konvergira.
Kako je (2.6) slucajna varijabla, pitamo se koja je njena karakteristicna funkcija te cemu
su jednaki prvi i drugi moment (ako postoje). O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 2.2.1. Neka je N Poissonova slucajna mjera na (S,S,n) te nekaje f : S — R
S-izmjeriva funkcija. Tada je

X = ﬁ Sf(x)N(dx)
P-gotovo sigurno apsolutno konvergentna ako i samo ako je
fs (1 Af(0)Dn(dx) < co. (2.7)
Nadalje, ako je uvjet (2.7) zadovoljen, tada je

E (e") = exp {— fs (1-e") n(dx)} (2.8)

za proizvoljan t € R. Ako je fs |f(x)In(dx) < oo, tada ocekivanje od X postoji te je ono
Jjednako

E(X) = f; JOn(dx). (2.9)

Ako je fs f(x)’n(dx) < oo, tada postoji i drugi moment te je on jednak

E(x?) = fs f<x>2n<dx>+( fs f(x)n(dx))

Dokaz. Dokaz provodimo tzv. Lebesgueovom indukcijom. Neka je f jednostavna funkcija

2

(2.10)

n

Fo) =" fila(

i=1
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gdje su f; realni brojevi i A;,i = 1,...,n, medusobno disjunktni skupovi u § takvi da
nA;U---UA,) < co. U tom slucaju je

x= > finea
i=1

Sto je P-gotovo sigurno konacno jer N(A;) ima Poissonovu distribuciju s parametrom 7(A;)
koji je konacan.
Ako je Z ~ Pois(1), tadaje za 8 > 0

(o)

_ o A _
Ble ™)=Y e ¢ = e - )
k=0 :

pa vrijedi

gdje prva jednakost slijedi iz ¢injenice da su A; medusobno disjunktni skupovi (pa iz toga
slijedi nezavisnost od N(A;)), dok druga jednakost slijedi iz ¢injenice da N(A;) ima Poisso-
novu distribuciju s parametrom 77(4;). Kako je 1 — e %™ = (0 za svaki x € (A; U---UA,)",
vrijedi

B(e)=exp(- [ (1)),

Neka je sada f proizvoljna nenegativna funkcija. Tada postoji neopadajuci niz nenegativnih
jednostavnih funkcija (f,).s0 takvih da je lim,_. f, = f n-skoro svuda. Kako je N P-
gotovo sigurno o-kona¢na mjera, teorem o monotonoj konvergenciji implicira

lim f f(x)N(dx) = f f(X)N(dx) = X
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P-gotovo sigurno. Za 6 > 0 vrijedi

E(e‘gx) = E(exp {—9 f f(x)N(dx)})
S
— imE -0 | £f,(0)NM
tim2(exp {0 [ omian))

= lim exp {— f (1= ) n(dx)}

S

_ _ _ a0
exp{ fs(l e )n(dx)}

gdje smo u drugoj jednakosti primijenili teorem o dominiranoj konvergenciji (integrandi
dominirani s e”? jer su f, nenegativne, pa je i slu¢ajni integral P-gotovo sigurno nenegati-
van), dok smo u posljednjoj jednakosti koristili teorem o monotonoj konvergenciji.
Primijetimo kako je fs (1 — e (")) 1n(dx) ili beskonaan za svaki 6 > 0 ili kona¢an za
svaki 8 > 0. Tada je ili X = oo s vjerojatnosti jedan ili s vjerojatnosti strogo manjom od
jedan (respektivno). Medutim, pokazuje se da je u drugom slucaju ta vjerojatnost jednaka
nuli. Zaista, pretpostavimo kako je fS (1 - e‘”f(x)) n(dx) < oo za svaki 8 > 0. Tada je

2.11)

(1 —e ¥ ()‘)) < (1 —e/ (")) za svaki x € § 1zasvaki 6 € (0, 1), pa po teoremu 0 dominiranoj
konvergenciji imamo

; _ a0f _
lim S(l e ™) n(dx) = 0.

Primjenjujuéi teorem o dominiranoj konvergenciji jos jednom, dobivamo

o —0X\ _ 1; _ _ o0/ _
P(X < 00) = L%E(e )= g%exp{ fs(l e )n(dx)} 1
paje P(X = o) = 0.

Dakle, pokazali smo da je X < oo ako i samo ako je fS (1 —e (x)) 1n(dx) < co. Lako se
pokaze ekvivalencija

f (1-e@)n(dx) < o & f (1 A f(x)n(dx) < oo, (2.12)
S S

pa vrijedi prva tvrdnja u slucaju nenegativne funkcije f. Nadalje, ako u jednakostima (2.11)
zamijenimo 6 s 6 — i za 5 € R i pustimo 6 ~, 0 dobivamo i drugu tvrdnju za nenegativnu
funkciju.

Sada pretpostavimo kako je f proizvoljna izmjeriva funkcija. Tada f moZemo zapisati
kao f = f* — f~. Primijetimo kako u tom sluc¢aju X mozemo zapisati kao X = X* — X~
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gdje su

Xt = f FON*(dx), X = f F(X)N~(dx)
S S

iNt*=NE-N{f>0})te N~ = N-N{f <0}). Prema Korolaru 2.1.5. znamo da su N* i
N~ Poissonove slucajne mjere na S s intenzitetima (- N {f > 0}) i n(- N {f < 0}) te da su
one nezavisne. To implicira da su X* i X~ nezavisne varijable. U konacnici, X konvergira
apsolutno P-gotovo sigurno ako i samo ako X* i X~ obje konvergiraju apsolutno P-gotovo
sigurno te vidimo iz analize nenegativne f (zbog ekvivalencije (2.12)) da se to dogada ako
1 samo ako

f(l Alf(x)Dn(dx) < oco. (2.13)
s

Time smo pokazali prvu tvrdnju ovog teorema za opcenitu funkciju. Pretpostavimo sada
kako je posljednji integral konacan. U tom slu¢aju, zbog nezavisnosti od X* i X~ i analize
karakteristicne funkcije za nenegativne f imamo da

E () =E (") B (e™™) = exp {— f (1-e7) ”(dx)}
{f>0}

, _ 1 — e 9 @Y pd }: {_ f 1 — &™) ned }
exp{ L(O}( e )77( X) exp S( e )r]( X)

pa je time dokazana i druga tvrdnja za op¢enitu funkciju.

Dokaz trece i Cetvrte tvrdnje preskacemo jer je on vrlo slican dokazu prve dvije tvrd-
nje - pokaze se tvrdnja prvo za jednostavne, zatim za nenegativne i na kraju za opcenite
izmjerive funkcije za koje su zadovoljeni uvjeti iz teorema. O

2.3 Kbvadratno integrabilni martingali

Od sada pa nadalje promatramo konkretan prostor s mjerom ([0, co)XR, B[0, c0) X B(R), drx
I1(dx)) gdje je II mjera koncentrirana na R \ {0}. Promatramo slucajne integrale

f f xN(ds x dx)
(071 JB

gdje je B € B(R). Glavna je ideja da iskoristimo Teorem 2.2.1. za ovaj konkretan slucaj.
Sljedeca propozicija je svojevrsni obrat Propozicije 2.1.1. jer se ovdje pomocu Poissonove
slucajne mjere generira sloZen Poissonov proces.



POGLAVLIJE 2. LEVY-ITOVA DEKOMPOZICIJA 27

Propozicija 2.3.1. Neka je N Poissonova sluc¢ajna mjera na ([0, c0)XR, B[0, c0)xB(R), drx
[1(dx)) gdje je Il mjera koncentrirana na R\ {0} i neka je B € B(R) takav da I1(B) € (0, 00).
Tada je slucajni proces (X,);»o definiran s

X; = f fo(ds xdx), t=>0 (2.14)
[0./] JB
sloZen Poissonov proces s intenzitetom I1(B) i distribucijom skokova I1(dx)/I1(B) koncen-
triranom na B.

Dokaz. Prije svega, primijetimo kako je

tf(l A |xDII(dx) < oo
B

za svaki t > O jer se integrira ograniCena funkcija na skupu konane mjere. Stoga je

prema prvom dijelu Teorema 2.2.1. integral zadan s (2.14) P-gotovo sigurno apsolutno
neprekidan. Kako je II(B) < oo, prema Korolaru 2.1.6. slijedi da se X, moze zapisati kao
suma u kona¢no mnogo tocaka. Iz tog razloga proces (X;),»o ima trajektorije koje su zdesna
neprekidne s limesima slijeva. Nadalje, za 0 < s < t < oo vrijedi

f fo(ds X dx)
(s,1]

Sto je nezavisno od familije {X, : u < s} jer su u tom slucaju intervali [0, u] i (s, ?]
medusobno disjunktni. Takoder, iz drugog dijela Teorema 2.2.1. slijedi da za 6 € R vrijedi

i0X,\ _ _ _ ibx
E (e )—exp{ rj;(1 e )H(dx)}. (2.15)

Kako (X;),»o ima nezavisne priraste, tada vrijedi

' E eiBX,
E (e‘O(XI—XS)) _ . Eeiex 2

= exp( (t—5) f — ‘Hx H(dx))

=E (e“’x’*)

pa vidimo da su prirasti stacionarni. Dakle, (X;)»o je Lévyjev proces. 1z (2.15) uoavamo
kako Lévy-Hincinov eksponent procesa (X;)»o odgovara eksponentu sloZzenog Poissono-
vog procesa s intenzitetom I1(B) 1 distribucijom skokova I1(dx)/II(B) koncentriranom na
B. Time smo pokazali kako je (X;),»o sloZen Poissonov proces s pripadnim parametrima iz
iskaza propozicije. m|
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Sada uvodimo pojam neprekidno vremenskog martingala. Jednostavno receno, to su
procesi koji imaju svojstvo da najbolje §to moZemo reéi o stanju u buduénosti jest da e
ono biti jednako kao i sadaSnje stanje. Neka je (Q, ¥, F,P) filtrirani prostor. Formalna
definicija je sljedeca.

Definicija 2.3.2. KaZemo da je proces (X;);»o P-martingal u odnosu na filtraciju F ako je
(i) za svakit > 0 X, F,-izmjeriva,
(ii) za svakit > 0 X, integrabilna,
(iii) za sve s < t vrijedi
E(X/|Fs) = X;.
KaZemo da je martingal kvadratno integrabilan ako su varijable X, € L*(Q,F,P) za

svakit > 0. Sljedeca propozicija daje konstrukciju sloZzenog Poissonovog procesa s driftom
koji je martingal.

Propozicija 2.3.3. Neka je N Poissonova slucajna mjera na ([0, c0)xXR, B[0, c0)xB(R), drx
[1(dx)) gdje je Il mjera koncentrirana na R\ {0} i neka je B € B(R) takav da I1(B) € (0, 00).
Pretpostavimo dodatno kako je fB |x|[TI(dx) < oco. Tada je sloZeni Poissonov proces s driftom

(M,),>o definiran s
M, = f fo(dsxdx)—tfo(dx), t>0
[0, VB B

P-martingal s obzirom na filtraciju
F.=0(N(A) : A eB[0,t] x B(R)), t>0 (2.16)

gdje moZemo uzeti Fy = {0, Q). Nadalje, ako je dodatno fB |x|*TI(dx) < oo, tada je (M),
kvadratno integrabilan martingal.

Dokaz. U duhu prethodne propozicije je jasno da je (M,);»o sloZen Poissonov proces koji
je adaptiran s obzirom na filtraciju (¥ : ¢t > 0). Za ¢ > 0 vrijedi

E (M) < E(f flxlN(ds X dx) + thle(dx)) ,
[0.7] VB B

a kako je fB |x|TI(dx) < oo, tada je prema Teoremu 2.2.1. izraz s desne strane konacan.
Koristeci Cinjenicu da (M,)»( ima stacionarne i nezavisne priraste, za 0 < s < t < oo
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vrijedi

EM; - M|7,) =E (M)

:E(f fo(dsxdx))—(t—s)fo(dx):0
[s.1] VB B

gdje smo u posljednjoj jednakosti ponovno koristili tre¢i dio Teorema 2.2.1. Time smo
pokazali da je (M,),>o martingal.
Pretpostavimo sada kako je fB |x*TI(dx) < 0. Tada je

2 2
E((Mt + tfo(dx)) ) = E((f fo(ds X dx)) ]
B [0,/]] VB
2
=t f X*TI(dx) + £ ( f xH(dx)) < o0
B B

pa iz toga slijedi da je i E(M?) < co. i

Postavlja se prirodno pitanje: kakve Borel izmjerive skupove B moZzemo promatrati u
gore navedenim propozicijama. Na primjer, bez obzira na izbor mjere Il mozemo proma-
trati skupove oblika B, := (-1, —&) U (g, 1) zaneki € € (0, 1) jer je u tom slucaju 0 € IntA°.
Medutim, ne moZemo direktno promatrati skup B = (-=1,0) U (0, 1). Naime, ako uzmemo

TI(dx) = 1.ox 3dx + 1,0l 2dx

lako se pokaZe da je u tom slucaju fB |x[TI(dx) = oo iako fo2H(dx) < oo0. Ono §to je
sljedeci cilj jest ustanoviti ponasanje martingala generiranih skupovima B, u grani¢nom
slucaju kada € ~\, 0. Prije toga vazno je podsjetiti se nekih osnovnih svojstava prostora
kvadratno integrabilnih martingala.

Neka je T > O fiksan. Promatramo filtrirani prostor (Q, 7, {F," : t € [0,T]},P) gdje
je {F : t € [0,T]} potpuna filtracija (svaka o-algebra sadrzi sve ¥ -izmjerive skupove
P-mjere nula) i zdesna neprekidna u smislu 7" = (., F.".

Definicija 2.3.4. Neka je T > 0 fiksan. Definiramo Mz = Ma(Q, F {F, : t € [0, T1},P)
kao skup svih kvadratno integrabilnih martingala definiranih u konacnom vremenskom
periodu [0, T].

Zbog gore navedenih pretpostavki na filtraciju {#,” : > 0} imamo da je svaki kvadratno
integrabilni martingal (s obzirom na tu filtraciju) P-gotovo sigurno jednak martingalu Cije
su trajektorije gotovo sigurno neprekidne zdesna s limesima slijeva (vidjeti [/] pod VI, T4).
O strukturi prostora M2 govori sljedeca propozicija.
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Propozicija 2.3.5. M2 je Hilbertov prostor s obzirom na skalarni produkt (X, Y) = BE(Xr Yr).

Napomena 2.3.6. Kako bismo u prethodnoj propoziciji zaista dobili Hilbertov prostor, u
sustini promatramo klase ekvivalencije kvadratno integrabilnih martingala. Naime, za dva
martingala X i Y definirana u konacnom vremenskom periodu (0, T'| (na istom vjerojatnos-
nom prostoru) ¢emo reci da su ekvivalentni ako je skup {w € Q : At € [0,T] t.d. X,(w) #
Y, (w)} izmjeriv i mjere nula. Medutim, taj detalj u dokazu propozicije zanemarujemo, ali
valja ga imati na umu.

Dokaz. Lagano se provjeri da je preslikavanje (-,-) : M3 X M% — R zaista skalarni pro-
dukt. Jedina Cinjenica koja nije toliko oCigledna jest stroga pozitivna definitnost. Naime,
ako je M € M3 takav da (M, M) = 0, tada je prema Doobovoj maksimalnoj nejednakosti

0 SE(sup Mf) <4E(M7)=0

0<s<T

iz Cega slijedi supy,.; M? =

¢ = 0 P-gotovo sigurno. Kako za M moZemo uzeti reprezentaciju
u kojoj ima zdesna neprekidne trajektorije, tada je nuzno M, = 0 P-gotovo sigurno za svaki
te[0,T].

Jedina netrivijalna Cinjenica koja se zaista mora pokazati je potpunost. Neka je stoga

(M"),en Cauchyjev niz u M2, to jest neka za njega vrijedi

lim E[(Mp - 37| =o.

Medutim, tada je i niz sluajnih varijabli (M7),cy Cauchyjev niz L*(Q, F,,P). Kako je taj
prostor potpun, postoji My € L*(Q, 7, P) takav da

1/2

lim E [(M} - Mr)*| " = 0.

n—oo

Generiramo martingal M pomocu slu¢ajne varijable M7 na nacin
M, = E(Mr|F,), 1€[0,T]

te uzmemo njegovu verziju gdje su trajektorije gotovo sigurno neprekidne zdesna (Sto je
opet moguce zbog spomenutih pretpostavki na filtraciju). Odmabh iz definicije je jasno kako
je ||[M"—M]|| — 0 (gdje kao i obi¢no uzimamo normu generiranu gore navedenim skalarnim
produktom) te prema Jensenovoj nejednakosti vrijedi

E(M?) =E(E(MqIF,))) <B(E(M}F)) = E(M}) <

jer je My € L*(Q, Fr,P). Dakle, M2 je uistinu Hilbertov prostor. O
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Sada smo spremni iskazati 1 dokazati najvazniji teorem ovog potpoglavlja.

Teorem 2.3.7. Neka je N Poissonova slucajna mjera kao u Propoziciji 2.3.3. i neka je
fH , ¥I(dx) < 0. Za & € (0, 1) definiramo martingal

My = f f xN(ds X dx) — tf xIl(dx), >0
[0,7] VB, Be

gdje je B: = (=1,—g) U (g, 1) te neka je filtracija (¥, )0 upotpunjenje filtracije navedene
u (2.16) (to jest ¥,* = (\; Fs). Tada postoji martingal (M,),so sa sljedecim svojstvima:

(i) za svaki T > 0 postoji niz realnih brojeva (g!),aq sa svojstvom €1\, 0 takav da

2
P(lim sup (Mfg - MS) = O) =1,

=00 0<s<T

(ii) (M,)i»0 je adaptiran s obzirom na filtraciju (F,")»o,
(iii) trajektorije su P-gotovo sigurno neprekidne zdesna s limesima s lijeva,

(iv) ima P-gotovo sigurno najvise prebrojivo mnogo skokova na intervalu [0, T] te
(v) ima stacionarne i nezavisne priraste.

Ukratko rec¢eno, Teorem 2.3.7. tvrdi da postoji Lévyjev proces koji je martingal s
najviSe prebrojivo mnogo skokova u svakom konaénom vremenskom intervalu te da za
svaki 7' > 0 niz martingala M? konvergira uniformno gotovo sigurno na [0, 7'] (na odgova-
raju¢em podnizu).

Dokaz. (i) NekajeO <np <& < 1teT > 0. Promatramo pripadne martingale M7 i M?.
Sli¢no kao i u dokazu Propozicije 2.3.3. dobivamo

2
B((M; - M;)Z) —E { f f xN(ds dx)} =T f 2TI(dx).
[0.T] Jn<|xl<e n<lxl<e

Kako je f(—1,1)

malen. Dakle, {M?, & € (0, 1)} je Cauchyjeva familija u M2.. Kako smo pokazali da je to
Hilbertov prostor, iz toga slijedi da postoji M = (M,),ej0.1) € M3 takav da

x*TI(dx) < oo, tako je za neki izbor 1 i & izraz s desne strane proizvoljno

lim||M° — M]| = 0.
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Doobova maksimalna nejednakost implicira da
lir%E( sup (M, — Mf)z) < 41in3E((MT - M;)) =0 (2.17)
& 0<s<T &=

Pokazimo sada kako grani¢ni martingal M ne ovisi o T. Zaista, pretpostavimo kako ovisi
te s MT ozna¢imo grani¢ni martingal u ovisnosti o T'. Tada je za 0 < T’ < T sli¢no kaoiu
(2.17)

0,

lim]E( sup (Mf - MST')z)

e=0 \o<s<77

a isto tako vrijedi 1

iy | s (0 0

< limE[ sup (M;9 - MST)Z] =0

-0 |0<s<T

gdje je navedena nejednakost posljedica skupovne inkluzije. Vrijedi da

1/2 1/2 1/2

' 2 N2 2

E(sup (MST—MST)) sE(sup (Mf—MST)) +E(sup (Mf—MST))
0<s<T’ 0<s<T’ 0<s<T’

gdje smo koristili osnovne nejednakosti sa supremumima te nejednakost Minkowskog.

Ako pustimo & — 0, tada desna strana teZi u 0, pa stoga i lijeva. Dakle, procesi M7 i

M7 su ekvivalentni kvadratno integrabilni martingali. Kako su 7’ i T bili proizvoljni,

grani¢ni martingal M zaista ne ovisi o izboru kona¢nog vremena 7' > 0.
Iz (2.17) vidimo da

sup (M, — M?)> — 0 (L")

0<s<T
kada &€ — 0. Konvergencija u L! povla¢i konvergenciju po vjerojatnosti, pa gore navedeni
niz konvergira k nuli i po vjerojatnosti. Kako konvergencija po vjerojatnosti povlaci egzis-

tenciju podniza koji konvergira gotovo sigurno, tada postoji podniz (&1),.cn, €1 N\ 0 takav
da

2
lim sup (Mf’{ — Ms) =0
£ \0 0<s<T

P-gotovo sigurno.

(if) Za 0 < t < T je slucajna varijabla Mf’{ ¥/ -izmjeriva. Prema (i), niz (M;8 " ). konver-
gira gotovo sigurno k M,, pa je stoga 1 M, ¥, -izmjeriva.

(iii) Kako su trajektorije procesa M? gotovo sigurno neprekidne zdesna s limesima sli-
jeva, gotovo sigurno uniformna konvergencija na kona¢cnom vremenskom intervalu povlaci
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da i grani¢ni proces M takoder ima takve trajektorije. Zaista, ako promatramo pros-
tor zdesna neprekidnih funkcija s limesima slijeva f : [0,1] — R (oznacimo taj skup s
RCLL(f)) i metriku na tom prostoru d(f, g§) = sup, 1y 1/(#) — g(?)l, tada teorija metrickih
prostora pokazuje da je (RCLL(f), d) zatvoren metricki prostor.

(iv) Prema Korolaru 2.1.6. znamo da je nosa¢ od N gotovo sigurno najvise prebrojiv.
Nadalje, kako mjera d7 X II(dx) nema mase u izoliranim tockama, N gotovo sigurno u svim
izoliranim tockama postiZe vrijednosti O ili 1. Kako svaki skok procesa (M,),»o odgovara
nekoj tocki u nosacu od N, iz toga slijedi da M ima najviSe prebrojivo mnogo skokova na
[0, T].

(VWZa0<u<v<s<t<Ti6,0, € Rimamo da

0 (M‘E'{ ME’{ ) i (Mé{ MEZ )
H : v v iy l iy
E(6191(MV—Mu)ele(Mt—MS)) = lim ]E[e ! e 2 )

n—oo

ST . ET
= lim B (e B (e

n—oo

-E (eiele_u) B ( eiezM,_s)

pri ¢emu smo u drugoj i ¢etvrtoj jednakosti koristili teorem o dominiranoj konvergenciji,
L. . .. T . . . . . .

a u trecoj jednakosti smo koristili da M® ima nezavisne i stacionarne priraste. [z gornjeg

raCuna vidimo da M ima nezavisne i stacionarne priraste. |

2.4 Dokaz dekompozicije

Sada smo spremni dokazati Lévy-Itovu dekompoziciju.

Dokaz Teorema 2.0.2. Kao Sto smo napomenuli u potpoglavlju 1.4., postoji vjerojatnosni
prostor na kojem je definirano Brownovo gibanje X" kao u (2.2) zanekia € Rio > 0.
Oznacimo taj prostor s (Qq, 71, Py).

Neka je sada mjera I1 kao u iskazu Lévy-Itdve dekompozicije. Prema Teoremu 2.1.4.,
postoji Poissonova sluc¢ajna mjera N na ([0, 00) X R, B[0, 00) X B(R), dt x [1(dx)). MoZemo

definirati proces X¥ s
X,(Z) = f f xN(dsxdx), >0
[0,1] JIx=1

koji je prema Propoziciji 2.3.1. sloZen Poissonov proces s intenzitetom II(R \ (=1,1)) 1
distribucijom skokova I1(dx)/II(R\ (-1, 1)) koncentriranom na R\ (-1, 1). Jasno je da smo
ovdje pretpostavili kako je I[I(R \ (-1, 1)) > 0. Ako je kojim slucajem II(R \ (-1,1)) = 0,
tada za X® uzimamo proces koji je identi¢ki jednak nuli.
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Za 0 < & < 1 definiramo familiju procesa X®® s

X% = f f xN(ds x dx) — ¢ f Al1(dx), > 0
[0,f] Je<|xl<1 e<|x|<1

koji su prema Propoziciji 2.3.3. sloZeni Poissonovi procesi s driftom i1 martingali s ob-
zirom na filtraciju zadanu s (2.16). Koriste¢i Teorem 2.2.1. moze se lako pokazati da je
karakteristi¢ni eksponent procesa X jednak

pGo(g) = f (1 — e 4 i0x) II(dx)
e<lx|<1

za 0 € R. Ako pretpostavimo kako je f x*TI(dx) < oo, tada prema Teoremu 2.3.7.

(-L1)
znamo kako postoji Lévyjev proces X® koji je kvadratno integrabilni martingal definiran

na nekom vjerojatnosnom prostoru (Q,, %>, P,) prema kojem procesi X konvergiraju
uniformno na [0, 7] (konvergiraju uniformno na odgovaraju¢em podnizu (g1),). T ovdje
smo pretpostavili da je IT((—1, 1)) > 0 jer u suprotnom uzimamo X® kao proces koji je
identicki jednak nuli. Jasno je kako je karakteristi¢ni eksponent procesa X dan s

PO(g) = f (1 —ei9x+i9x) T(dx)
|x|<1

za 6 € R. Kako su [0, 7] X (—1,1)1 [0, 7] Xx R \ {0} disjunktni za svaki ¢ > 0, prema Korolaru
2.1.5. procesi X® i X® su nezavisni.
U konacnici, definiramo vjerojatnosni prostor

(Q’ 7:’ P) = (Qlaﬁ,Pl) X (QZa %’ PZ)

te na njega prosirimo procese X, X® i X®. Jasno je iz konstrukcije da su ta tri procesa
medusobno nezavisna. Definiramo proces X s

X=X+ X4+ x®
koji je prema Lemi 2.0.1. takoder Lévyjev proces s karakteristicnim eksponentom
P(©) = PO + Y2 0) + ¥O©O)

1 .
= iaf + 6" + f (1= & +i0x1 1)) TT(dx)
2 R

te smo time dokazali Lévy-Itévu dekompoziciju. O



Poglavlje 3

Subordinatori

3.1 Procesi ograniCene varijacije i subordinatori

Neka je f : R — R proizvoljna funkcija te neka je [a,b] C R. Za particiju P segmenta
la,b], P={a=1t) <t < - < 1 <t = b} definiramo varijaciju funkcije f na particiji P
kao

k
V(f.a,b,P) = Y 1f(t) = f(tin). 3.1)
i=1

Sada Zelimo definirati varijaciju na segmentu [a,b]. Ideja je uzimati sve finije i finije
particije P segmenta [a, b] te definirati varijaciju na segmentu kao limes varijacija na par-
ticijama. Formalna definicija je sljedeca:

Definicija 3.1.1. Neka je f : R — R, [a,b] C R te neka je zadana norma na skupu svih
particija ||P|| := max <« |t; — t;_1|. Varijacija funkcije f na segmentu [a, b] se definira kao

V(f,a,b) = ||Iloi”rlflo V(f,a,b,P)

gdje je V(f,a,b, P)kaou (3.1). Za f kaZemo da je ogranicene varijacije na segmentu [a, b]
ukoliko je gornji limes konacan, a ako je limes beskonacan kaZemo da je f neogranicene
varijacije.

Vazno je istaknuti jednu vrlo vaznu Cinjenicu. Naime, ako je funkcija f monotona na
[a, b] (nerastuca ili neopadajuca), tada vrijedi

V(f,a,b) = |f(b) = f(a)|.

Dakle, svaka monotona funkcija ima ogranic¢enu varijaciju.

35
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Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor te neka je X = (X;)»o slucajni proces definiran
na tom prostoru. Neka je 7 > 0 fiksan. Za particiju P={0 =1ty <t; <--- <t <ty =T}
promatramo

k
VT, P) = ) [X, - X, |. (3.2)

i=1

Primjetimo kako V(X, T, P) nije opéenito konstantan jer ovisi o w € € te je on slucajna
varijabla jer je Borel-izmjeriva funkcija slucajnih varijabli X, , ..., X,,. Sada uvodimo de-
finiciju varijacije procesa X.

Definicija 3.1.2. Neka je (QQ, F,P) vjerojatnosni prostor, neka je X = (X,)»o slucajni pro-
ces definiran na tom prostoru te neka je T > 0 fiksan. KaZemo da proces X ima varijaciju
na segmentu [0, T'| ukoliko donji limes postoji P-g.s. te ju definiramo kao

VIX,T) := ||}3i||m0 V(X,T, P) P-g.s.

gdje je V(X, T, P) kao u (3.2). KaZemo da proces X ima ogranicenu varijaciju na segmentu
[0, T'] ako je ona P-g.s. konacna.

Promotrimo sada koji su nuzni i dovoljni uvjeti da bi opceniti Lévyjev proces X zadan
Lévy-Hincinovom trojkom (a, o, IT) imao ogranicenu varijaciju na segmentu [0, 7']. Prema
Lévy-Itovoj dekompoziciji, proces X moZemo rastaviti kao X = XD + X@ + X gdje je
X Brownovo gibanje s parametrima a € R i o > 0, X» sloZen Poissonov proces te X®®
grani¢ni martingal. Poznata je Cinjenica kako netrivijalno Brownovo gibanje (o > 0) ima
neogranicenu varijaciju (vidjeti u [5] komentar ispod Problema 5.12.). Stoga, kada bi kod
X parametar o bio strogo veéi od nula, tada bi taj proces imao neogranicenu varijaciju.
Dakle, nuzno je o = 0. Nadalje, lako se pokaze da proizvoljan sloZeni Poissonov proces
ima ogranicenu varijaciju (jer sloZen Poissonov proces na svakom kona¢nom vremenskom
intervalu ima P-g.s. konaCan broj skokova, a jednostavno je za pokazati da je njegova
varijacija jednaka zbroju apsolutnih visina skokova).

Ako se podsjetimo kako je definiran proces X©®, prirodno se zapitati pod kojim uvje-

tima na mjeru II postoji
f f xN(ds x dx)
[0, Joslal<1

lim f f xN(ds x dx) = f f xN(ds x dx)
N0 J10,1 Je<ial<1 [0,1] JO<)x/<1

te da vrijedi
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P-gotovo sigurno. Teorem 2.2.1. kaZe da je nuzan i dovoljan uvjet f0<|x|< | XIII(dx) < oo.
Stoga se X mozZe zapisati kao

X9 = f f xN(ds x dx) — ¢ f xI1(dx)
[0,1] JxI<1 Ix|<1

zat > 0. Nadalje, X® je u tom slu¢aju ogranicene varijacije ako i samo ako fo<|x|<1 |x|TI(dx) <
co. Time smo pokazali sljedecu propoziciju.

Propozicija 3.1.3. Lévyjev proces X zadan Lévy-Hincinovom trojkom (a, o, I1) ima ogranicenu

varijaciju ako i samo ako o =0 i

f(l A |x)II(dx) < oo. (3.3)
R

Primijetimo kako nam konacnost integrala u (3.3) dozvoljava da se u tom slucaju ka-
rakteristi¢ni eksponent moze zapisati kao

W) = —idh + f (1 - ei"X) T(dx), (3.4)

R

gdje je d € R definiran u terminima konstante a i Lévyjeve mjere I kao

d=—- (a + f xH(dx)).
|xl<1

Dakle, ako je X Lévyjev proces ograni¢ene varijacije, tada se on moze zapisati kao

X, =dt+ f fo(ds xdx), t>0. (3.5)
[0.1] JR

Izraz (3.5) navodi nas na sljedecu propoziciju.

Propozicija 3.1.4. Lévyjev proces X je sloZen Poissonov proces s driftom ako i samo ako
jeo =0ill(R) < co.

Dokaz. Neka je X sloZen Poissonov proces s driftom. Tada sli¢nim raunom kao u prvom
poglavlju vidimo da je karakteristi¢ni eksponent takvog procesa oblika kao u (3.4) gdje je
dodatno II(R) < oo. Obratno, ako je o = 0 1 ako je Il konacna mjera, tada Propozicija
2.3.1. daje konstrukciju trazenog slozenog Poissonovog procesa s driftom. O

Sada uvodimo formalnu definiciju subordinatora koji ¢ine vrlo bogatu i vaznu klasu
Lévyjevih procesa.
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Definicija 3.1.5. Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor te neka je X = (X;)»0 slucajni pro-
ces definiran na tom vjerojatnosnom prostoru. Za X kaZemo da je (regularni) subordinator
ako je on Lévyjev proces te ako vrijedi P(X, > 0) = 1 za svaki t > 0.

O subordinatorima valja razmisljati kao o Lévyjevjevim procesima koji mogu poprimiti
samo nenegativne vrijednosti. 1z Definicije 1.1.1. odmah je jasna sljedeca karakterizacija
subordinatora.

Propozicija 3.1.6. Slucajni proces X je subordinator ako i samo ako je on Lévyjev proces
s P-gotovo sigurno neopadajucim trajektorijama.

Dokaz. Tvrdnja automatski slijedi iz relacije

P(X, > X;) = P(X, - X; > 0) = P(X,—; > 0)

za0< s <t O

Zbog prethodne propozicije svaki subordinator ima ogranicenu varijaciju. Postavlja
se pitanje: koji dodatan uvjet trebamo postaviti kako bi proces ogranicene varijacije bio
subordinator. Odgovor nam daje sljedeca propozicija.

Propozicija 3.1.7. Lévyjev proces X je subordinator ako i samo ako I1(—c0,0) = 0, f( 0 oo)(l A
NI(dx) < 0, 0 =0ted =—(a+ f(OI)xH(dx)) > 0.

Dokaz. Pretpostavimo kako je X subordinator. Tada je nuzno [1(—co0,0) = 0 (ne smije
postojati moguénost za negativne skokove). Nadalje, X prema prethodnom razmatranju
ima ogranicenu varijaciju, pa je prema Propoziciji 3.1.3 f(o’m)(l A x)I1(dx) < o0, 0 =0 te
se lako vidi da je d > 0 iz (3.4).

Pretpostavimo sada kako vrijede uvjeti iz propozicije. Tada iz dokaza Lévy-Itove de-
kompozicije je jasno da pripadni Lévyjev proces ima samo nenegativne skokove. Kako je
dodatno f(O,m)(l A 0II(dx) < 00, 0 = 0ted > 0, jasno je iz izraza (3.5) da proces X ima
nenegativne trajektorije. Dakle, X je subordinator. O

Sada uvodimo pojam ubijenog subordinatora. To su subordinatori koji se do slu¢ajnog
trenutka ponasSaju kao regularni subordinatori, a nakon tog trenutka se apsorbiraju u stanje
0 koje nazivamo grobljem. Formalna definicija je sljedeca:

Definicija 3.1.8. Neka je Y subordinator te neka je e, eksponencijalno distribuirana slucajna
varijabla s parametrom n > 0 nezavisna od Y. Tada proces X definiran s

X = Y,, akot<e,
710, akor>e,

nazivamo ubijenim subordinatorom.
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Ponekad za X kazemo da je po distribuciji jednak subordinatoru Y ubijenom s intenzi-
tetom 7. Ako proSirimo prethodnu definiciju za n = 0, dobivamo e, = oo gotovo sigurno,
pa regularne subordinatore mozemo smatrati posebnom vrstom ubijenih subordinatora.

U prvom poglavlju uveli smo pojam karakteristicne funkcije koja je svojevrsna tran-
sformacija vjerojatnosne mjere. Ono Sto se pokazuje jest da je kod subordinatora korisno
promatri Laplaceovu transformaciju.

Definicija 3.1.9. Neka je u mjera na [0, 00). Laplacova transformacija mjere u je presli-
kavanje

Lu(®) = f e " u(dx)
[0,00)

za 0 > 6y := inf {9 eR: e u(dx) < 00}.

[0,00)
Primijetimo kako je u slucaju kona¢ne mjere gore navedeni 6, konacan te kako vrijedi
6y < 0. Ako nenegativna slucajna varijabla X ima zakon razdiobe y, tada mozZemo pisati

Lu(9) = Ee™™).

U praksi se vrlo Cesto radi s Laplaceovim eksponentom koji je analogon karakteristicnog
eksponenta navedenog u prvom poglavlju. Naime, Laplaceov eksponent slucajne varijable
X se definira kao preslikavanje 8 — ®(6) za koje vrijedi

E(C—HX) — e—d)(a)

za sve 0 > 6. Primijetimo kako je u tom slu¢aju ®(6) = — In E(e%%).

Ako je X = (X;)»0 subordinator, tada se slicno kao i u prvom poglavlju pokazuje
da je cijeli proces jedinstveno zadan s Laplaceovim eksponentom od X; te da vrijedi
®,(0) = t®(0). U tom slucaju piSemo @ := @, te ga nazivamo Laplaceovim eksponentom
subordinatora X. Primjetimo kako za ubijeni subordinator X te za 6 > 0 vrijedi

®@) = —InE(e™) = ~nE (e L)) = n - InE(e™™) =  + V(i)
gdje je ¥ karakteristi¢ni eksponent subordinatora Y, a treCa jednakost je jednostavna pos-
ljedica jednakosti
. E(e™le, > 1) E(e™™)
]E (e m l{en>l}) = 1 = — .
P(e, > 1) e

KoriStenjem Lévy-Hin¢inove formule za ¥ danom u (3.4) dobivamo da je Laplaceov eks-
ponent ubijenog subordinatora X jednak

D) = +do + f (1 - ) 1idx)

(0,00)

gdje sud > 0111 takva da f(o (1A DI(dx) < co.
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3.2 Potencijalne mjere i mjere obnavljanja

Neka je X ubijen subordinator te neka je ¢ > 0. Tada se na izmjerivom prostoru (R, , B(R,))
definira g-potencijalna mjera (u oznaci U?) u diferencijalnoj formi kao

U@(dx) = E(f e_qtl(xtedx)dl) = f e P (X; € dx) dzr.
0 0

Ako je g = 0 jednostavno pisemo U = U. O g-potencijalnoj mjeri treba razmisljati
kao o mjeri koja daje ocekivano (diskontirano) vrijeme koje ubijen subordinator X provede
u odredenom prostornom intervalu. Jednostavno se pokaze kako je g-potencijalna mjera
ubijenog subordinatora (ubijenog s intenzitetom 1 > 0) jednaka (g + n7)-potencijalnoj mjeri
poletnog regularnog subordinatora. Nadalje, za svaki g > 0, (g + 1)U je vjerojatnosna
mjera na ([0, ), B[0, o)) te je preslikavanje x — UP(x) := U?[0, x] za x > 0 zdesna
neprekidno.

Potencijalne mjere imat ¢e kljuénu ulogu u analizi vremena prijelaza subordinatora
iznad odredenog stanja. Stoga u ovom poglavlju promatramo svojstva potencijalnih mjera
te na koji na¢in su povezane s mjerama obnavljanja.

Definicija 3.2.1. Neka je F funkcija distribucije koncentrirana na [0, o). Tada se mjera V
na ([0, 00), B[0, 00)) definirana u diferencijalnom obliku kao

V(dx) = Z F*(dx)

k>0

naziva mjerom obnavljanja distribucije F.

Podsjetimo se, F** oznacava k-terostruku konvoluciju distribucije F, pri ¢emu je F*°
Diracova mjera koncentrirana u 0. Koristimo sli¢nu notaciju V(x) := V[0, x], pa za V
ponekad kaZzemo da je funkcija obnavljanja.

Za podskup realnih brojeva A kazemo da je reSetkast (eng. lattice) ako se moze zapisati
kao A = {a+nh : n € Ny} zaneke a > 01 h > 0. Nadalje, za funkciju s : R - R
kaZzemo da je direktno Riemann integrabilna ako gornje i donje Riemannove sume na ci-
jeloj neograni¢enoj domeni konvergiraju prema istom kona¢nom limesu. Sada iskazujemo
fundamentalni teorem u teoriji obnavljanja, ali dokaz preskacemo. On se moze pogledati

u [3].

Teorem 3.2.2. (Teorem obnavljanja) Neka je V funkcija obnavljanja kao i ranije te dodatno
pretpostavimo kako je u = f(o o) xF(dx) < oo.
(i) Ako F nema reSetkast nosac, tada za sve y > 0 vrijedi

lim [V + ) = V() = Y,
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(ii) Ako F nema resetkast nosac i ako je h : R — R direktno Riemann integrabilna
funkcija, tada

. X 1 00
tim [ - pVien = [ o
X7 Jo K Jo
(iii) Bez ikakve restrikcije na nosac od F vrijedi

Vo) o1
lim — =
x/ 0 X M

Zanima nas na koji nacin su povezane g-potencijalna mjera generirana subordinatorom
1 mjera obnavljanja. Odnos je dan sljedecom propozicijom.

Propozicija 3.2.3. Neka je X regularni subordinator, neka je zadana funkcija distribucije
F s F(x) = UV(x) (gdje je UV I-potencijalna mjera generirana subordinatorom X) i neka
je V mjera obnavljanja generirana funkcijom distribucije F. Tada je V(dx) jednaka mjeri
0o(dx) + U(dx) na [0, o).

Dokaz. Za 6 > 0 koriStenjem Tonellijevog teorema dobivamo

f e UM (dx) = f dr-e™ f e P (X, € dx)
[0,00) 0 [0,00)

o 1
_ dp . e-(1+0O) _
fo © 1+ d0)

gdje je @ Laplaceov eksponent od X te smo u zadnjoj jednakosti koristili da je ®(8) > 0.
Na sli¢an nacin racunamo i Laplaceovu transformaciju mjere V pa za 6§ > 0 imamo

k
_Hxv(d ): (f —GxU(l)(d ))
f{o ety =3[ et

k>0

_Z( 1 k_ 1 =1 L
“2Z\Trom) T1-a+ro0) o0

k>0

gdje smo koristili da je 1/(1 + ®(0)) < 1.

S druge pak strane, na vrlo sli¢an nacin izraCunamo Laplaceovu transformaciju mjere
0o(dx) + U(dx) te se pokaze da je ona takoder jednaka 1 + 1/®(6). Kako je operator
Laplaceove transformacije injektivan (vidjeti [[10]), nuzno je da su mjere V(dx) 1 do(dx) +
U(dx) jednake. O

Prethodna propozicija sugerira kako ¢e teorem obnavljanja biti ukljucen nesto kasnije
kada ¢emo promatrati asimptotsko ponasanje od U. Specijalno, kao korolar teorema ob-
navljanja dobivamo
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Korolar 3.2.4. Neka je X regularan subordinator takav da p := E(X;) < oo.

(i) Ako U nema resetkasti nosac, tada je zay > 0

Hm{U(x +y) - U(x)} = 2
x,/ o0 M

(ii) Bez ogranicenja na nosac od U vrijedi

o Ux 1
lim — = —
x/'0 X M

Dokaz. Primijetimo kako je
W= f xUP(dx) = f e E(X,)dt = f te”'E(X))dt = E(X))
[0,00) 0 0
te kako U ima isti nosa¢ kao i UV, Sada tvrdnja direktno slijedi kao posljedica Teorema

3.2.2. O

Od interesa nam je promotriti na koji nacin potencijalne mjere nasljeduju nosa¢ od
generirajueg subordinatora. MozZe se pokazati da potencijalna mjera ima reSetkast nosac
u slucaju kada je X sloZzen Poissonov subordinator. Sljedec¢i nam teorem daje odgovor na
to pitanje.

Teorem 3.2.5. Neka je X ubijen subordinator s pripadnom Lévyjevom mjerom I1.
(i) Ako je TI(0, 00) = oo, tada za sve g > 0, U nema atoma.

(ii) Ako je T1(0, 00) < oo i Il nema resetkast nosac, tada za sve g > 0, U nema resetkast
nosac.

(iii) Ako je T1(0,00) < oo i Il ima reSetkast nosac, tada za sve q > 0, U'? ima jednak
reSetkast nosac.

Dokaz. (i) Podsjetimo se definicije od U?

U?9(dx) = E(f e_qtl(xledx)dl)-
0

Kako X ima neopadajuce trajektorije, tako se atom pojavljuje u nekoj tocki x > 0 ako i
samo ako X s pozitivhom vjerojatnosti ostane u stanju x u nekom vremenskom intervalu
(t1,1,) gdje su 0 < 1; < £, < co. Medutim, kako je II(0, c0) = oo, pokazuje se da je takvo
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nesto nemoguce jer je u tom slucaju skup vremena skokova subordinatora X gotovo sigurno
gust u [0, 00).

(i) 1 (ii7) Kako je T1(0, 0o) < oo, pretpostavimo kako je X slozen Poissonov subordinator
s pripadnom distribucijom skokova F i intenzitetom A > 0 koji je ubijen s intenzitetom
n > 0. Tada je, kao Sto je pokazano u prvom poglavlju, IT = AF. Uvjetovanjem na broj
skokova do trenutka ¢ > 0 imamo da

P (X, € dx) = Z P (X, € dx|N, = k) P(N, = k)

k>0
_ —nt wk —/lt( ) —t —/lt(/u)k xk
kzo]'fﬂcl) "g “Fhaw

gdje smo u drugoj jednakosti koristili da, uvjetno da se do trenutka ¢ dogodilo k skokova,
distribucija pozicije procesa X jednaka k-terostrukoj konvoluciji od F (ukoliko je proces
joS uvijek ziv). Sada imamo da

U“9(dx) = f e P (X, € dx)dt
0

= Z P f e Wi ankdr = £ Z P F*(dx)

k>0 k>0

gdje smo, radi kompaktnijeg zapisa, definirali p = Druga i treca tvrdnja teorema

A+n+q
sada proizlaze iz prethodnog izraza za U?. Naime, ako F nema reSetkast nosac, tada ga
nema niti F** za bilo koji k > 1, pa ga nema niti U?. S druge strane, ako F ima reSetkast
nosac, tada ga ima i F** za bilo koji k > 1. (Zbroj k nezavisnih varijabli s reSetkastim

nosacem takoder ima resetkast nosac). O

Za kraj ovog potpoglavlja, primjetimo jednu vrlo bitnu ¢injenicu koja slijedi iz pret-
hodnog teorema. Naime, jasno se vidi da skaliranje Lévyjeve mjere Il — cIlI za neki ¢ > 0
ne utjece na egzistenciju atoma u potencijalnoj mjeri.

3.3 Procesi obnavljanja, prebacaj i podbacaj

Neka je F funkcija distribucije koncentrirana na (0, co) te pretpostavimo kako imamo niz
nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli (¢;);»; s funkcijom distribucije F. Za
svaki k > 1 definiramo T = Zle ¢&;. Tada se proces obnavljanja definira na sljedeéi nacin.

Definicija 3.3.1. Neka su F, (¢)ien | (Ti)is1 kao gore. Proces obnavljanja je slucajni
proces N = (Ny),so definiran kao

Ny=supli: T; < x}
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za svaki x > 0.

Varijable (&;); ponekad nazivamo meduvremenima obnavljanja, a varijable 7; trenu-
cima obnove. Primijetimo u slucaju kada je F' ~ Expo(A1), da je tada N niSta drugo nego
Poissonov tockovni proces.

Promotrimo sada vezu subordinatora i procesa obnavljanja. Pretpostavimo kako je
X = (X))o sloZzen Poissonov proces s intenzitetom A > 0 i nenegativnim skokovima koji
imaju zajedniCku funkciju distribucije F. Tada je projekcija grafa ¢t — X,(w) na vertikalnu
(prostornu) os upravo proces obnavljanja. Primijetimo da tako generiran proces obnavlja-
nja zanemaruje ¢injenicu koliko vremena subordinator provodi u nekom stanju x, a veli€ine
skokova od X postaju njegova meduvremena obnavljanja.

Neka je (N,) =0 proces obnavljanja generiran pomocu sloZzenog Poissonovog subordi-
natora te uzmimo (7)i>; kao gore. Dodatno definiramo 7, = 0. Neka je x > 0 neko
stanje. Slu€ajna varijabla T ,; — x oznacava koliko je jo§ vremena ostalo do iduce ob-
nove iz perspektive stanja x (gledanje u buduc¢nost). S druge pak strane, varijabla x — Ty,
oznacava koliko je ve¢ vremena proSlo od prethodne obnove iz perspektive stanja x (gle-
danje u proslost).

Prisjetimo se kako je vrijeme zaustavljanja (vrijeme prvog prolaska preko stanja x)
definirano s

70 =inf{r>0:X, > x}.

Tada se prebacCaj prvog prolaska preko stanja x definira kao X+ — x, odnosno za koliku
veli¢inu skoka proces X preskoci stanje x. Podbacaj prvog prolaska preko stanja x definira
se kao x — X;+_, odnosno koliko je proces X bio udaljen od stanja x prije nego li ga je
preskocio. Lako se vidi da za tako definirane varijable vrijedi

Xer—x=Ty1—x, x—Xpr_=x-Ty, (3.6)

jer je prostorna komponenta procesa X upravo vremenska komponenta generiranog procesa
obnavljanja.

Ono S$to nas zanima jest distribucija prebacaja i podbacaja te ¢emo u iduéem poglav-
lju promatrati njihova asimptotska svojstva. Prije no Sto iskazemo distribuciju prebacaja i
podbacaja u slu€aju opCenitog subordinatora, pokazat ¢emo specijalnu verziju za sloZene
Poissonove subordinatore jer moZemo vrlo efikasno iskoristiti relaciju (3.6) i teoriju pro-
cesa obnavljanja.

Lema 3.3.2. Neka je N proces obnavljanja s meduvremenima obnavljanja s distribucijom
F te neka je V mjera obnavljanja generirana s F. Tada vrijedi sljedece.

(i) Zau>0i0 <y < xvrijedi
P(Ty41 —xedu,x— Ty, €dy) = V(x—dy)F(du +y). (3.7)
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(ii) Pretpostavimo kako F generira integrabilnu slucajnu varijablu s ocekivanjem p.
Tada zau > 01iy > 0 vrijedi

| B
ImP Ty —x>ux—Ty, >y) = —f F(z)dz
x,/"00 u+y
gdje je F(z) = 1 = F(2).
Dokaz. (i) Za k > 0 vrijedi {N, = k} = {Ty < x < Ty41}. Stoga vrijedi
P(TNXH —X>U,X— TNX >y,N, = k) =P(Tiyq—x>u,x—T; >y, T, <x< Tii1)
=P(T >x+u,Ti <x =y, Ti Sx<Tpy) =P(Ti + &1 —x>u,x =T > y)

:f P(fkﬂ>X—V+Max—)’>V)F*k(dV)=f F* A F(x - v+ u).
[0,x=y)

[0,x=y)
gdje smo u tre¢oj jednakosti iskoristili

{Tis1 > x +u} C{Thyy > x}
{Ty < x—y} Cc{Ty < x}.

Koristeci zakon potpune vjerojatnosti te zamjenom varijabli z = x — y dobivamo
P(Ty41—x>ux—Ty >y) = f V(x —dz)F(z + u)
(.2

Sto je to¢no u iskazu prvog dijela leme u diferencijalnom obliku.
(if) Koristimo prvi dio ove leme. Zau > 010 < y < x imamo da

P(Ty41—x>ux—Ty >2y)= f V(dv)F(x —v +df)
[0,x—y)

(u,00)
= f F(dr) V(A1 (5t x-) Lveo,x—y1)
(0.00) [0,%)

= f F(dr) V(@)1 s usx—nLe(o,c—y
(0,00) [0,)

gdje smo u drugoj jednakosti napravili zamjenu varijabli # = 6+ x—v. Uveli smo indikatore
kako bismo osiguralidav > max(u + x —t,0)teu+ x —t < x — y.
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Sada integracijom dobivamo
P(Tn41—x>u,x—Ty, >y) =

= f F(dn){max(V(x —y) = V(u + x = 1), 0} 24y
(0,00)

= f FAD){V(x —y) = V(u+ x = D 1<usx)
(u+y,00)

+ f Fdn)V(x—-y).
(u+x,00)

Koriste¢i Teorem 3.2.2., dio (iii), dobivamo da za svaki € > 0 i dovoljno veliki x

!
f FnV(x—y) < —2 f tF(df) — 0
(u+x,00) M

(u+x,00)

kada x — oo zbog pretpostavke u = f(o o) tF(dr) < oo.
Pretpostavimo kako je X sloZen Poissonov subordinator s jedinicnim intenzitetom te
distribucijom skokova F. Tada za taj subordinator vrijedi

E(r}) = fooP(T; > t)dr = me(X, < x)dr =V(x)
0 0

gdje je druga jednakost posljedica skupovne jednakosti {r} > ¢} = {X, < x}, a treca jedna-
kost slijedi iz

fwP(X,Sx)dt:fwfo(X,Eds)dt:fxfwP(X,eds)dt:fo(ds):U(x)
0 0o Jo 0 Jo 0

te iz Cinjenice da za sloZen Poissonov subordinator vrijedi (pogledati dokaz Teorema 3.2.5.)

U =5 0 F w0 = ) i = v

k=0 k>0

gdje za X specijalno uzimamo da ¢ = n = 0 te imamo 4 = 1. Ako primijenimo jako
Markovljevo svojstvo na 7} (pogledati [2]], poglavlje 1.2.), dobivamo da

Vx+y) =E(r5,) = E(r] + Ex; (75,)) SE@) +E (7)) = V(x) + V().

to jest subaditivnost funkcije V. Sada, imamoda V(x —y) - V(u+x—-t) < V(t—-u—y), pa
neprekidnost zdesna od V i Teorem 3.2.2., dio (iii), daju kako je integrand F(df){V(x—y) —
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V(u + x — )}1(<y+r) dominiran s tF(dr). Kako je f(o o0) tF(dt) < oo, teorem o dominiranoj
konvergenciji zajedno s Teoremom 3.2.2., dio (i), daju

lim FAD{V(x =) = VG + x = D e
2700 J(u+y.00)
1 |
= - (t—u—-y)F(dr) = — F(n)dt
H (u+y,00) H u+y
gdje je druga jednakost posljedica parcijalne integracije. O

Zelja nam je sada progiriti Lemu 3.3.2. na opéenite ubijene subordinatore. Medutim,
tu se javljaju razni problemi. Prvo, za razliku od slozenog Poissonovog subordinatora,
opceniti subordinator moZe biti ubijen prije nego Sto uopce dode do nekog stanja x. Stoga
je za ocekivati kako prebacaj opéenito moZe poprimiti vrijednost co s pozitivnom vjerojat-
nosti. Nadalje, ako je II(0, c0) = oo, tada ¢e u svakom kona¢nom vremenskom intervalu
biti beskona¢no mnogo skokova. I trece, ako distribucija skokova F ne iskljucuje masu u
izoliranim toCkama, tada se s pozitivnom vjerojatnosti moze dogoditi da subordinator pre-
sko¢i neko stanje tako da ga u stvari pogodi. Takav slu€aj se naziva puzanje preko fiksnog
stanja, ali ga u ovom radu neemo promatrati.

Pokazuje se da za opceniti ubijen subordinator vrijedi vrlo sli¢na tvrdnja kao prvi dio
prethodne leme. Stoga je sljedeci teorem proSirenje prvog dijela prethodne leme.

Teorem 3.3.3. Neka je X ubijen subordinator. Tada zau > 01iy € [0, x] vrijedi
P(Xe — x € du, x = Xpy_ € dy) = U(x - dy)II(y + du). (3.8)

Dokaz. Pretpostavimo kako su f 1 g pozitivne, neprekidne i ograni¢ene funkcije. Dodatno
pretpostavimo kako je f(0) = f(co) = 0. Posljednji uvjet na funkciju f osigurava da je
produkt f (XT; -Xx)g (x — X;+_ ) strogo pozitivan ako 1 samo ako X prilikom prvog prelaska
preko stanja x isti strogo preskoci prije trenutka njegova ubijanja. Stoga mozemo zapisati
ocekivanje od f (XT; - x) g (x - Xr;—) u terminima pripadne Poissonove slucajne mjere.
Pretpostavimo kako je ubijen subordinator X po distribuciji jednak regularnom subordina-
toru Y koji je ubijen s intenzitetom 1 > 0. U tom slucaju je

B(f (Xe: —)g(x—Xei-)) = E ( [ [ emoonxan
[0,00) (0,00)

gdje definiramo funkciju (¢, 6) — ¢(¢,60) s

&(t,0) =1y, <ol soonf Y +0-x)g(x=Y,).
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Ideja da iskoristimo kompenzacijsku formulu navedenu u Teoremu 4.4. u [6]. Lako se vidi
da funkcija ¢ zadovoljava sve tri pretpostavke navedenog teorema, pa imamo

f 46) S@P (XT; —xedu,x— X € dy)
[0.x] (0,00)

=E (foo dr- ey, <ng (x = Y,) fYi-+6-x) H(d9))
0

(x=Y;-,00)

=E (foo dt-e M y<ng(x—7Y,) fY,+6-x) H(d@))
0

(x—Y;,00)

= f glx—2) f(z+ 60— x)II(d) foo dt-e P (Y, € dz)
[0,x] (x—z,00) 0

. f sa-2 [ feto-0EnUd)
[0,x] (x—2z,00)

= j[:) ] g(y) f@I(du + y)U(x — dy)

(0,00)
gdje posljednja jednakost slijedi iz zamjene varijabli y = x — z te zatim u = § — y. Kako
su f i g bile proizvoljne funkcije (iako s nekim pretpostavkama), imamo iz prethodnih
jednakosti

P(XT; —x€du,x—X+_ € dy) = [I(du + y)U(x — dy)
te je time pokazana trazena tvrdnja. O

Pokazimo da Lema 3.3.2 zaista slijedi iz prethodnog teorema. Zaista, za sloZzen Po-
issonov subordinator imamo da U(dx) = 1/4V(dx) na (0, co) te isto tako vrijedi [1(dx) =
AF(dx), pa je stoga U(x — dy)II(du + y) = V(x — dy)F(u + dy). Ako uzmemo f(-) = 1., 1
g(-) = 1,y dobivamo tvrdnju Leme 3.3.2 iz prethodnog teorema.

Nakon generalizacije prvog dijela Leme 3.3.2, moZemo se zapitati Sto je s generalizaci-
jom drugog dijela. Zaista, vrijedi sljedeci teorem kojeg ovdje samo iskazujemo, no dokaz
je adaptacija dokaza drugog dijela navedene leme uz pomo¢ Korolara 3.2.4.

Teorem 3.3.4. Neka je X regularni subordinator s konacnim ocekivanjem u = E(X)) te
pretpostavimo kako U nema resetkasti nosac. Tada za u > 0 iy > 0 u smislu slabe
konvergencije mjera vrijedi

lim P (Xe; — x € du, x = Xy € dy) = ldyn(y + du).

x,/" 00 M
Napomena 3.3.5. Neka su p, p1, fa, . .. konacne mjere na (R, B(R)). KaZemo da niz mjera
(Un)n>1 Slabo konvergira prema mjeri u ako vrijedi

fim [ fdu, = f fdu
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za svaku realnu, ogranicenu, neprekidnu funkciju f. Pokazuje se kako se slaba konvergen-
cija mjera moZe okarakterizirati na razne nacine, vise o tome u [8] kao Teorem 13.12.

3.4 Dynkin-Lampertijeva asimptotika

U ovom potpoglavlju promatramo grani¢no ponasanje zajednicke distribucije relativnog
prebacaja i podbacaja. Kako bismo to uspjesno analizirali, ispostavlja se kako klju¢nu
ulogu imaju spora varijacija te s njima povezani tauberijanski teoremi.

Definicija 3.4.1. Za funkciju f : [0,00) — (0, ) kaZemo da regularno varira u nuli s
indeksom p € R ako za svaki A > 0 vrijedi

fx)
e =

Ako prethodni limes vrijedi kada x ,/ oo, tada za f kaZemo da regularno varira u be-
skonacnosti s indeksom p. Ako je p = 0, tada za f kaZemo da varira sporo u nuli (ili u
beskonacnosti).

Nije teSko za pokazati da se svaka regularno varirajuca funkcija f moZze zapisati u
obliku

Jf(x) = ¥"L(x)

gdje je L neka sporo varirajuca funkcija. Kako je bilo koja funkcija koja ima strogo poziti-
van 1 konacan limes u beskonacnosti sporo varirajuca u beskonacnosti, vidimo da je klasa
regularno varirajuéih funkcija neprazna.

Uvodimo notaciju f ~ g ako lim,_,, f(x)/g(x) = 1 za neki naznaceni a € [—oo, 0], to
jest ako f'1 g imaju slicno grani¢no ponasanje u nekoj zadanoj tocki. Neka je U neka mjera
na [0, o) te s LU oznacimo njenu Laplaceovu transformaciju. Sljedeca dva teorema nam
daju vezu izmedu grani¢nog ponaSanja U i njezine Laplaceove transformacija LU preko
sporo varirajuée funkcije L.

Teorem 3.4.2. Neka je L sporo varirajuca funkcija u beskonacnosti, p € [0, 00) i U mjera
na [0, 00). Tada je ekvivalentno:

(i) LUBO) ~ 60PL(1/0) kada 6 \, 0.
(ii) U(x) ~ x*L(x)/T'(1 + p) kada x / oo.

Ako je mjera U apsolutno neprekidna u odnosu na Lebesgueovu mjeru, tada s ¥ moZemo
oznaciti njezinu gustou (Radon-Nikodymovu derivaciju) . Za funkciju g : R — R kazemo
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da je zavrSno monotona na svojoj domeni ako postoji neki M > 0 takav da je ona monotona
na (—oo, —M) te na (M, oo). Sljedeci teorem daje sli¢nu tvrdnju kao i onaj prethodni, samo
sada umjesto U promatramo njezinu gustoéu u.

Teorem 3.4.3. Neka je L sporo varirajuca funkcija u beskonacnosti, p € (0,00) i U mjera
na [0, 00) koja ima zavrsno monotonu gustocu u. Tada je ekvivalentno:

(i) LU@O) ~6PL(1/0) kada 6 \, 0.
(ii) u(x) ~ x*~'L(x)/T(p) kada x / .

Prisjetimo se kako je gama funkcija poopéenje faktorijela te da za nju vrijedi I'(1+p) =
pl'(p). Stoga je Teorem 3.4.3. prirodna posljedica Teorema 3.4.2. Intuitivho govore(i,
asimptotika derivacije od U je sli¢na asimptotici derivacije funkcije s kojom U ima slicno
ponaSanje u beskonacnosti (naravno, pod uvjetom da U ima gustocu te da je ona zavr§no
monotona). Vrlo sli¢no vrijedi i sljedeci korolar.

Korolar 3.4.4. Izjave Teorema 3.4.2. i Teorema 3.4.3. su i dalje istinite ako zamijenimo
6 — oo u (i) te x — 0 u (ii).

Prethodna dva teorema i korolar necemo dokazivati, ali njihovi se dokazi mogu pronaci
u [6] pod oznakama Theorem 5.13. i Theorem 5.14.

Sada smo konacno spremni iskazati Dynkin-Lampertijev teorem. On naime kaZe da je
za asimptotsko ponaSanje zajednicke razdiobe relativnog prebacaja i podbacaja dovoljno
pretpostaviti regularnu varijaciju pripadnog Laplaceovog eksponenta subordinatora.

Teorem 3.4.5. Neka je X subordinator s Laplaceovim eksponentom ® koji regularno varira
u nuli (ili u beskonacnosti) s indeksom a € (0, 1). Tada, u smislu slabe konvergencije mjera,
vrijedi

a sin ma

€ du,
X X

(XT+ - X x— X
P X X

€ dy) — 1-y* ' y+uw*dydu (3.9

zau>0iyel0,1)kada x / oo (ili x \, 0).

Lako se iz (3.9) pokaZe da je konvergencija marginalnih razdioba jednaka

X+ —x i
P( - € du) - Slnmyu‘"(l +u) 'du
X Vi

zau>0te

X — XT+— i
P(—* e dy) o ST ma(g —yyelgy
X T
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za'y > 0 u smislu slabe konvergencije kada x ” oo (ili x ™\ 0). Ovi limesi se ponekad nazi-
vaju generaliziranim zakonom arkus sinusa gdje je klasi¢an zakon arkus sinusa specijalan
slucaj za a = 1/2.

Prije nego Sto dokaZzemo Teorem 3.4.5., pokazimo neka svojstva regularno varirajueg
Laplaceovog eksponenta subordinatora. KoriStenjem teorema o dominiranoj konvergenciji
lako se pokaze da je ® diferencijabilna beskonacno mnogo puta i striktno konkavna. Do-
datno imamo @’(0+) = E(X;) € (0,00], ®(0) = 0 te (o) = —InP(X; = 0). 1z zadnje
jednakosti vidimo da je ®(c0) < oo ako i samo ako je X sloZen Poissonov subordinator.
Pokaze se da takoder vrijedi i

lim 26) =d
0/ 6
gdje je d parametar drifta subordinatora.

Ako ® regularno varira u nuli s indeksom a € R, tada ®(0) = 0 nuzno implicira & > 0.
Ako je E(X;) < oo, tada je pak ®(0)/6 ~ E(X;) kada 6 ™\ 0, pri ¢emu nuzno imamo a = 1.
S druge strane, ako je E(X;) = oo, tada ®(6)/6 tezi u beskonacnost kada 6 \, 0, stoga je
nuzno @ < 1. U svakom slucaju imamo da je nuzno « € [0, 1].

Pretpostavimo sada kako ® regularno varira u beskonacnosti s indeksom « € R. Kako
je ®(c0) > 0, opet imamo a > 0. Nadalje, kako ®(6)/6 tezi prema konstanti d kako 8 oo,
nuzno slijedi @ < 1. U svakom slucaju i ovdje imamo da je a € [0, 1].

Prije nego Sto dokaZemo Teorem 3.4.5., dokazimo prvo jednu pomoénu tvrdnju. Pri-
sjetimo se kako je U potencijalna mjera generirana subordinatorom.

Lema 3.4.6. Neka subordinator X ima Laplaceov eksponent ® koji regularno varira u nuli
(ili u beskonacnosti) s indeksom a € [0, 1]. Tada za sve A > 0 vrijedi

(i) UAx)D(1/x) = A%/T(1 + @) kada x / oo (ili x \ 0),
(ii) ako je a € [0, 1), tada 11(Ax, 00)/D(1/x) = A7*/T'(1 — @) kada x /" oo (ili x \, 0).

Dokaz. (i) Vrijedi da U ima sljedecu Laplaceovu transformaciju

_ —gx __L

LU(q) j{; . e *U(dx) @)

Pretpostavimo da @ regularno varira u nuli s indeksom « € [0, 1]. To znaci da ®(6) ~

0“L(1/0) kako 8 ~, 0 gdje je L sporo varirajuéa u beskonacnosti. To mozemo izreci i

ovako: 1/®(1/x) ~ x*/L(x) kada x /" co. Lako se pokaZe da je funkcija 1/L i dalje sporo

varirajuca u beskonacnosti, pa Teorem 3.4.2. implicira da U(x) ~ x*/(L(x)['(1 + @)) kada
x /" co. Sada dobivamo

U(M)@(1) L) Q%X P

) T Lowrd+a)  TA+a)
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jer je L sporo varirajuca funkcija. Sli¢no se pokaZe i za slucaj kada je ® regularno vari-
raju¢a u beskonacnosti.
(if) Lako se pokaze da

oIC)
L =d+ f e "TI(x, 0o)dx
6 [0,00)

pa vidimo da je ? u biti Laplaceova transformacija mjere doy(dx) + Il(x, co)dx. Pret-

postavimo 1 ovdje kako ® regularno varira u nuli s indeksom o« € [0,1). Stoga imamo
da ®(0)/6 ~ 6~ L(1/6) za neku funkciju L koja sporo varira u beskonacnosti. Teorem
3.4.3. sada implicira da I1(x, c0) ~ x™*L(x)/T'(1 — @), pa se sli¢no kao i u racunu u dijelu
(i) pokaze da

II(Ax, c0) . A
D(1/x) I'ada-a

te je time pokazana tvrdnja (if). Sli¢no se pokaze i za slucaj kada je ® regularno varirajuca
u beskonacnosti. O

Primijetimo kako u drugom dijelu prethodne leme zahtjev a € [0, 1) implicira d = 0.
U slucaju strogo pozitivnog drifta imali bismo @ = 1. Sada smo konacno spremni dokazati
Teorem 3.4.5.

Dokaz. Dajemo dokaz za slucaj kada x ,” co. Dokaz za x ~\, 0 je vrlo slican ovom.
Krec¢emo od tvrdnje Teorema 3.3.3.,paza 6 € (0,1] 1 ¢ > 0 imamo da

X+ — X x — X
P( Xx € do, P € d@) = U(x(1 — dO))II(x(6 + dg¢)).

Stoga,za0 <a<b < 1ic >0 vrijedi

(XT+ -x
P X
X

x— X
> c, — € (a, b)) = f II(x(8 + ¢), 0)U(x(1 — dB))
X (a,b)

(3.10)
_ f NG =0+ 0, 09) gt /x)
(1-b,1-a)

D(1/x)

gdje je druga jednakost jednostavna zamjena varijabli § = 1 — n. Iz prethodne leme, dijela
(i), imamo da
dn

a—1
U(xdn)®(1/x) — n @
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u smislu slabe konvergencije. 1z dijela (i) te iste leme imamo da

o Mo =g+ 0).00) _ (L-n+o”
0 D(1/x) T T(-a)

Kako je II(x(1 — n + ¢), c0) monotona u r, moZe se pokazati da je gornja konvergencija
uniformna na (1 — b, 1 — a). Stoga desna strana u relaciji (3.10) konvergira prema

1-n+o0)" na—l 1 3 y
dn = 6 1-6)'dg
L—w—w M-0) T@ " Tard-o Ju, 70 177

kada x / oo, a to je ekvivalentno

X+ —x x— X
Pl— € du, — edy| —
X X

(v +u) (1 = y)* 'dydu

@
T(a)[(1 — a)

u smislu slabe konvergencije. Konac¢no, ako iskoristimo svojstvo gama funkcije 1/(I'(@)I'(1—
«)) = (sinz)/m, dobivamo

lim P I 3+ 1) (1 = y)*~ dydu

x,/o0

(XT+ -X x— X
- € du, -

edy):

X

te je time dokazan Dynkin-Lampertijev teorem. O



Poglavlje 4

Regenerativne strukture

U ovom posljednjem poglavlju promatramo tzv. kompozicijske 1 particijske strukture. Da-
jemo osnovne alate kako 1th moZemo konstruirati, a jedan od njih su i subordinatori.

4.1 Konstrukcija uredene kutije

Kao uvod u daljnja razmatranja valja se podsjetiti nekih osnovnih pojmova iz podrucja
kombinatorike. Kompozicija nenegativnog cijelog broja n je uredeni niz 2° = (4,..., A)
nenegativnih cijelih brojeva takvih da [1°] := }};4; = n. O kompoziciji treba razmiSljati
kao o nizu n loptica gdje izmedu svake dvije moze stajati zid te se na taj nacin tvori jedna
kompozicija. Uredena kompozicija cijelog broja n dodatno enumerira loptice brojevima od
1 do n.

Ako zanemarimo poredak u kompoziciji (1, ..., ;) dobivamo particiju A' nenegativ-
nog cijelog broja |1|. KaZemo da u tom sluc¢aju kompozicija (44, . .., 4;) ima oblik particije
AL

Definicija 4.1.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajna kompozicija nenega-
tivnog cijelog broja n je preslikavanje «, iz Q u skup svih mogucih kompozicija broja n.
Slucajna particija nenegativnog cijelog broja n je preslikavanje rt,, iz Q u skup svih mogucih
particija broja n.

Primijetimo kako u prethodnoj definiciji nije potrebno zahtijevati izmjerivost navede-
nih preslikavanja jer su skupovi u kodomeni konacni, pa su sva preslikavanja izmjeriva u
odnosu na ¥ i partitivni skup svih kompozicija/particija broja n.

Postoji mnogo nacina na koji moZemo konstruirati slucajne particije ili kompozicije,
no u ovom radu promatramo tzv. konstrukciju uredene kutije. Neka je R slucajan zatvoren
podskup od [0, 1]. Relativni komplement R® = (0,1) \ R je otvoreni skup u (0, 1), pa
postoji njegova kanonska reprezentacija u obliku prebrojive unije medusobno disjunktnih

54
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otvorenih intervala koje nazivamo raskoracima od R. Neka su Uy, U,,... nezavisne i
jednako distribuirane slu¢ajne varijable s uniformnom distribucijom na (0, 1), nezavisne i
od R. Tocke U; grupiramo u klastere na sljede¢i naCin: U; i U; pripadaju istom klasteru
ako se realiziraju u istom raskoraku od R. Ako se kojim sluc¢ajem U, realizira u R, U; tvori
jedinicni klaster sam sa sobom. Za n € N, prebrojimo s lijeva na desno koliko ima varijabli
Ui,..., U, usvakom klasteru te na taj naCin formiramo slu¢ajnu kompoziciju «;,.

Kako bi bila malo jasnija gornja konstrukcija promotrimo jedan konkretan primjer.
Ako k¢ poprimi vrijednost (3, 1,2), to znaci da su se tri varijable od Uy,..., Ug realizirale
u istom raskoraku na taj nacin tvoreci klaster, jedini¢ni klaster koji je nastao tako da se, ili
jedna od Uy,..., Ug realizirala u jednom raskoraku, ili se neka U realizirala u R, te ako
postoje dvije U; u istom raskoraku.

U regularnom slucaju R ima Lebesgueovu mjeru jednaku nuli P-g.s., pa je U; € R
dogadaj vjerojatnosti nula. U neregularnom slucaju R moze imati strogo pozitivnu Lebe-
sgueovu mjeru s nekom pozitivnom vjerojatnosti.

Ako s j oznaCimo lopticu koja odgovara varijabli U; dobivamo sluCajnu uredenu par-
ticiju K, broja n. Ovako definirana slucajna uredena particija je izmjenjiva, u smislu da
permutacija oznaka loptica ne mijenja distribuciju od K,. Stoga, sve uredene particije
broja n koje odgovaraju istoj neuredenoj kompoziciji nuzno imaju istu vjerojatnost. Ako u
K, izuzmemo lopticu s oznakom 7, dobivamo neku uredenu particiju broja n — 1. Na taj
nacin vidimo da je niz (K,,);" , konzistentan. Takva konzistentnost se prirodno poopcuje na
niz (k) ;-

(9]

Definicija 4.1.2. Niz slucajnih kompozicija (k). , se naziva kompozicijskom strukturom
ako vrijedi sljedece: za svaki n > 1 uvjetno na k, = (Ay,...,4,) slucajna kompozicija
Kn—1 Ima istu distribuciju kao i kompozicija koja se dobije tako da se u (y,...,4,) dio 4;
reducira za 1 s vjerojatnosti A;/n.

Glavni rezultat ovog potpoglavlja je sljedeci teorem o egzistenciji (i jedinstvenosti)
slu¢ajnog zatvorenog skupa R koji generira zahtijevanu kompozicijsku strukturu. Teorem
navodimo bez dokaza, a ideja se moze vidjeti u [4] pod oznakom Theorem 2.2.

Teorem 4.1.3. Za svaku kompozicijsku strukturu k = (k,),., postoji jedinstvena distri-
bucija slucajnog zatvorenog skupa R koja generira kompozicijsku strukturu « u smislu
konstrukcije uredene kutije.

Definiramo kompozicijsku vjerojatnosnu funkciju (oznaka CPF iz eng. composition
probability function) p° kompozicijske strukture x kao

p’A°) =Pk, =2, |A°|=nn=12,...
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Za fiksni n to je upravo distribucija slu¢ajne kompozicije «,. Konzistencija kompozicijske
strukture implicira jednakost

PP = (1) p° () (4.1)
-
gdje u° prolazi svim mogucim oblicima uredenih particija broja n + 1 koji se mogu dobiti
tako da dodamo jedinicu u neki A4; u uredenu particiju oblika 1°, a ¢ (4°,u°) oznaCava
pripadnu vjerojatnost prelaska s p° na A°.

Ako zanemarimo poredak dijelova u kompozicijskoj strukturi « dobivamo particijsku
strukturu # = (7,)”, gdje m, ima oblik «,. Lako se pokaZze da particijska struktura za-
dovoljava slicnu konzistenciju kao 1 kompozicijska struktura u Definiciji 4.1.2. Particijska
vjerojatnosna funkcija (oznaka PPF iz eng. partition probability function) p se definira kao

p(/ll) ::P(nn :/ll), |/1l| =nn=12,...

gdje p zadovoljava sli¢nu rekurzivnu relaciju kao p° u (4.1).

4.2 Regenerativne kompozicijske strukture

Neka je « = (k,), kompozicijska struktura. Definicijsko svojstvo konzistencije kaze da se
k, moZe dobiti kao reducirana kopija od k1. To svojstvo prosirujemo u sljedecoj definiciji.

Definicija 4.2.1. Kompozicijska struktura k = (k,), naziva se regenerativnom kompozicij-
skom strukturom ako za sve 1 < m < n vrijedi sljedece svojstvo izbacivanja: uvjetno na
informaciju da je prvi dio od k, jednak m, izbacivanjem prvog dijela iz k, dobiva se ostatak
koji je po distribuciji jednak k,_,,.

Sli¢na definicija se moZe primjeniti 1 na sluc¢ajnu uredenu particiju K = (K,,), pri cemu
moramo prenumerirati loptice u skladu s rastu¢om bijekcijom ostatka numeracije i skupa

{1,...,n—m}.
Oznacimo s F,, prvi dio od «, te ozna¢imo s g(n : m) njegovu distribuciju

qg(n:m):= Z p°(A%).
[2°|=n,A1=m

Odmabh iz definicije slijedi da je x regenerativna kompozicijska struktura ako i samo ako
njezina CPF ima sljedeci produktni oblik

k
P, a0 = a(As:4), 4.2)

J=1
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gdieje Aj =A;j+---+A4zal < j<k Skupg = (g(n : m),1 < m < n) nazivamo
dekremencijskom matricom kompozicijske strukture x. Kako je p° jedinstveno odredena
iz g, dekremencijska matrica u potpunosti odreduje distribucije od «, te distribucije od
pripadnih slucajnih uredenih particija K.

Za danu regenerativnu kompozicijsku strukturu « neka = = (m,), oznacava pripadnu
particijsku strukturu (vrijedi 7, = Kb). Za particiju A* broja n i za svaki m € A' definiramo
Jjezgru izbacivanja

d(/ll,m) = P(Fn =m|r, = AL)

koja daje vjerojatnost da je prvi dio slucajne kompozicije «, jednak m uvjetno na infor-
maciju da kompozicija ima oblik A'. Svojstvo izbacivanja regenerativne kompozicijske
strukture « implicira da PPF particijske strukture m zadovoljava

p (/ll) d(/ll, m) =q(n:m)p (/1l \ {m})

gdje se distribucija prvog dijela F,,, g(n : -), moZe izraziti u terminima jezgre izbacivanja

qn:m)= Z d(/ll, m)p (/ll) .

(AL V| =n,mel)

Sada ¢emo promatrati dva nacina na koji moZemo konstruirati slu¢ajan zatvoren skup
R. To su konstrukcija lomljenja Stapica i konstrukcija pomocu subordinatora.

Konstrukcija lomljenja Stapica

Neka su (W;);>; nezavisne kopije neke sluCajne varijable W s nosacem na (0, 1]. Ideja
je sljedeca: Stapi¢ jedini¢ne duljine prelomimo na slu¢ajnom mjestu odredenom s prvom
kopijom od W u dva dijela. Lijevi dio zamrznemo, dok desni dio Stapi¢a shvatimo kao
Stapi€ jedini¢ne duljine te ga opet prelomimo u skladu s drugom kopijom od W te se na taj
nacin postupak iterira dalje u beskonacnost.

Ako s Y;, kK > 1 oznacimo tocke u kojima smo prelomili originalni Stapié, vrijedi
sljedece

k

Ye=1-]]a-wy, k=1
i=1

gdje dodatno definiramo Yy, = 0. Jasno jedaje O < Y, < 1 zasve k > 1 te je niz (¥;);
neopadaju¢ P-g.s. Zato uzimamo R = U;?,{Y}}, pa stoga imamo vrlo prakti¢nu strukturu
raskoraka R = U2 ) (Y, Yiyp).

Ako je P(W = 1) > 0, tada s vjerojatnosti jedan kad-tad odaberemo zavr$nu tocku na
Stapicu, pa je tocaka prijeloma kona¢no mnogo gotovo sigurno. U suprotnom je broj tocaka
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prebrojiv gotovo sigurno te se one gotovo sigurno gomilaju prema desnom rubu Stapica. 1z
induktivne konstrukcije skupa R vrijedi sljedece regenerativno svojstvo
RN, 1D -Y) 4
1-7

R, 4.3)

to jest, ako skaliramo skup R samo na dio desno od prvog prijeloma te adekvatno normi-
ramo dobivamo po distribuciji pocetni skup.

Neka je sada k = (k,), kompozicijska struktura dobivena iz R. Ako interval (0, Y;)
sadrzi barem jedan U, tada je prvi dio kompozicije k, jednak broju U ;-ova koji su upali u
taj interval. U suprotnom, uvjetno na Y; svi U;-ovi su iz uniformne distribucije na [Y;, 1].
Zajedno s (4.3) imamo da

g(n = m) = (:1) E(W"(1 = WY™) + E(1 — WY'q(n : m)

pa je zakon veliCine prvog dijela u kompoziciji «, jednak

(7) Ew™(1 - wy=m)
E(l-(1-Wy)

g(n:m) =

zam=1,...,n.

Gornja konstrukcija je poznatija pod nazivom Bernoullijevo sito. Krecemo od n lop-
tica. U prvom koraku izaberemo i fiksiramo W te ozna¢imo ili ne ozna¢imo svaku lopticu
s vjerojatnosti W nezavisno jednu od druge. Sve koje smo oznacili uzimamo da ¢ine prvi
dio u kompoziciji te ih viSe ne koristimo dalje u postupku. Ako kojim slu¢ajem nije bila
oznacena niti jedna loptica, korak zanemarujemo te procesuiramo dalje. U sljede¢em ko-
raku opet izaberemo 1 fiksiramo W te nastavljamo dalje postupak sve dok ne potroSimo sve
loptice. Kako je W > 0 P-g.s. jasno je da ovakav postupak zavrSava u kona¢no mnogo
koraka.

Uzmimo sada jednu konkretnu razdiobu za W. Pretpostavimo kako W ima beta distri-
buciju s parametrima y, 6 > 0, tj. neka je distribucija zadana s

711 - x)dx
B(y.6)

gdje je s B(:,-) oznaena beta funkcija. Za takav specifi¢an izbor distribucije od W dobi-
vamo pojednostavljenje izraza za dekremencijsku matricu

n) VIn(On-m
m) (y +6), = (0),

v(dx) =

q(nim)=(
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gdje je (2)r = z(z—1)---(z — k + 1). Pretpostavimo dodatno da je vy = 1. Tada se dekre-
mencijska matrica svodi na

( ) n\ (0),-.m!
n:m)= —_—
7 m) @+ Dyin
UvrStavanjem u (4.2) dobivamo da je CPF jednaka
On! 147 1
00 A1y ) = —. 4.4
Po,a( 1 %) ), || A, 4.4)

Kompozicijska struktura s kompozicijskom vjerojatnosnom funkcijom jednakom kao u
(4.4) poznatija je pod nazivom Ewensova regenerativna kompozicijska struktura.

Konstrukcija pomocu subordinatora

Primijetimo kako smo u konstrukciji lomljenja Stapica imali lijepo svojstvo da se raskoraci
mogu poredati s lijeva na desno: (0, Y;), (Y1, Y>),... Medutim, tome ne mora uvijek biti
slucaj, tocke od R mogu se gomilati oko nule pa nemamo direktno svojstvo (4.3).

Za dani zatvoreni R C [0, 1] definiramo desnu toCku u odnosu na x € [0, 1] kao
Z, := min{R N [x, 1]}, to jest, desni rub raskoraka u kojem se x nalazi. U iduéoj defi-
niciji proSirujemo regenerativno svojstvo skupa.

Definicija 4.2.2. Za slucajan zatvoren R C [0, 1] kaZemo da je multiplikativno regenerati-
van (m-regenerativan) ako vrijedi:

(i) Z, je nezavisan od (1 — Z,)"'(R N [Z, 1]) — Z,),
(ii) Uvjetno na Z, < 1 vrijedi sljedeca distribucijska jednakost

(R N [Zx, 1]) - Zx
1-Z,

4R

za svaki x € [0, 1).

Za m-regenerativan R, svojstvo izbacivanja generiranog « dobivamo ako promotrimo
raskorak u kojem se nalazi U,y = min(Uy,...,U,). Tada je g(n : -) distribucija rednog
broja najvece uredene statistike koja se zadnja realizirala u tom raskoraku.

Neka je (S;)»0 (ubijen) subordinator jedinstveno zadan s parametrima drifta d > 0 1
Lévyjevom mjerom ¥ pomocu Laplaceovog eksponenta

®@=m+f (1= ™) (dx).
(0,00]
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Neka je R = {S, : t > 0} zatvara¢ slike subordinatora. Zbog nezavisnosti i stacionarnosti
prirasta od (S )0 slijedi da je R regenerativan. Naime, ako za y > 0 promatramo njegovu
pripadnu desnu toCku Z,, uvjetno na Z, < oo, sluCajan skup (7% - Zy) N [0, o] je jednako
distribuiran kao i R te je nezavisan od [0, Z,] N Ri Z,. Moze se pokazati da vrijedi i obrat:
svaki regenerativan skup je zatvorena slika nekog subordinatora gdje je taj subordinator
jedinstveno zadan s parametrima (d, ¥) do na mnoZenje pozitivnim realnim brojem.

Proces (1 —exp (—S,),t > 0) nazivamo multiplikativnim subordinatorom. To je jasno
neopadajuéi proces te s R = 1—exp(—R) ozna¢imo njegovu sliku. Kako je R regenerativan,
slijedi da je R m-regenerativan.

Kako vrijeme prolazi, multiplikativan subordinator prolazi od 0 do 1. Stoga je prirodno
transformirati Lévyjevu mjeru ¥ u multiplikativnu verziju v na (0, 1] pomocu preslikavanja
y = 1 —e7. Mjera v je neprekidno-vremenski analogon postupka koriStenog u konstruk-
ciji lomljenja Stapica: ako je duljina preostalog dijela Stapica jednaka z, tada lomimo dio
dugacak z(1 — x) s intenzitetom v(dx).

U nastavku mjeru v nazivamo Lévyjevom mjerom (kada nema dvosmislenosti s origi-
nalnom Lévyjevom mjerom). U tom slucaju Laplaceov eksponent mozemo zapisati kao

1
D(O) = 6d + f (1 —(1 - x)") v(dx). (4.5)
0

Za 1l < m < nuvodimo binomne momente od v
n 1
O(n:m) = ( )f X"(1 = x)"""v(dx) + 1{(m)nd
mj Jo

gdje je 1,(m) jednak jedan ako i samo ako m = 1 (u suprotnom je jednak nuli). Iz definicije
od ®(n : m) jasno se vidi da vrijedi ®(n) = 3" _, P(n : m).

Interpretacija je sljedeca: sjetimo se kako ®(6) predstavlja intenzitet s kojim subordina-
tor prolazi kroz (slucajnu) razinu, eksponencijalno distribuiranu s intenzitetom 6 nezavisnu
od (S ,)>0. Sli¢no, ®(n) je intenzitet s kojim multiplikativan subordinator prolazi kroz U;
te ®(n : m) predstavlja intenzitet s kojim multiplikativan subordinator prolazi od razine is-
pod U » do neke razine izmedu U, 1 Ugpir,n). Stoga, dogadaj u kojem prvi prolazak
kroz U, ,) obuhvati to¢no m od n razina odredenih s uniformnim varijablama U je jednak
dogadaju da je prvi dio kompozicije «, jednak to¢no m pa imamo

O(n :m)

o0 (4.6)

g(n:m) =

Sto je generalna reprezentacija dekremencijske matrice regenerativne kompozicijske struk-
ture odredene s m-regenerativnim skupom.
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Primjer 4.2.3. U slucaju d = 0 i konacne Lévyjeve mjere ¥ znamo da je pripadni subordi-
nator zapravo sloZen Poissonov proces bez drifta. Ako skaliramo v na vjerojatnosnu mjeru,
u tom slucaju je slika pripadnog multiplikativnog subordinatora skup toc¢aka dobiven kons-
trukcijom lomljenja Stapica gdje W ima zakon razdiobe v.

Pokazuje se da vrijedi i obrat prethodnih razmatranja: svaka se regenerativna kompo-
zicijska struktura moze generirati iz konstrukcije uredene kutije pomocu slike multiplika-
tivnog subordinatora.

Teorem 4.2.4. Neka je k proizvoljna regenerativna kompozicijska struktura. Tada postoji
Jjedinstveni multiplikativni subordinator odreden parametrima drifta d > 0 i Lévyjeve mjere
v koji generira k pomocu konstrukcije uredene kutije.

Napomena 4.2.5. Jedinstvenost u prethodnom teoremu podrazumijeva jedinstvenost do na
pozitivnu multiplikativnu konstantu parametara.

Dokaz. Konzistencija i regenerativno svojstvo implicira da je prvih n redova minore (g(n’” :
-),n’ < n) jedinstveno odredeno zadnjim redom od g(n : -) preko formula

’ /) _ q0 (n, : m/)

qg(n’ :m l<m<n 4.7)

T l-go( 0y T T

gdje je go(n’ : -) zadan s

go(n' :m’) = Z q(n : m)w, O<m' <n'. (4.8)
m=1 (n/)
O «, treba razmiSljati kao o postavljanju F, loptica u kutiju oznacenu s B te n — F,, loptica
u preostale kutije. Formula u (4.8) daje distribuciju broja loptica preostalih u B nakon
Sto smo slucajno izvadili n — n” loptica pri ¢emu smo uzeli u obzir mogucnost m’ = 0
u slucaju da u potpunosti ispraznimo B. Formula u (4.7) kaZe da je distribucija od F,,
jednaka distribuciji broja loptica koje su ostale u B uvjetno na to da je barem jedna loptica
preostala.
Ako u (4.7) uvrstimo n’ = n — 1 dobivamo

q(n : m) ~m+1 n+1

—m
= 1: D4+ — 1:m),
g+l s arpdatlim+ e =r==qn+1:m

a zamjenom g(n : m) = ®(n : m)/P(n) te koristenjem O(n) = Y, _, ®(n : m) dobivamo
linearnu rekurziju

+1 -m+1
Onm) = 2 dn+1l m+ D)+ T D+ 1 m).
n+1 n+1
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Iteriranjem te rekurzije unazad dobivamo da
®O(n:m) = (H)Z(_l)/“(n?)d)(n -m+j), 1<m<n.
m) < J

Kako je ®(n : m) > 0, to je niz (®(n)), potpuno alternirajudi, to jest, njegove iterirajuce
razlike takoder imaju alternirajuce predznake. Iz toga slijedi da je niz (®(n + 1) — ®(n)), u
potpunosti monoton, pa prema Hausdorffovom teoremu o momentima (vidjeti [[1], poglav-
lje 4.) postoji konacna mjera na [0, 1] ¢iji su momenti upravo ®(n).

Iz toga slijedi izraz (4.5) za nenegativne cijele brojeve 6 za neke parametre d > 0 1
mjeru v. Medutim, (4.5) vrijedi i za proizvoljni 8 > 0 zbog jedinstvenosti interpolacije. O
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Sazetak

U ovom radu promatramo Lévyjeve procese, subordinatore te primjene u regenerativnim
strukturama. U prvom poglavlju uvodimo formalnu definiciju Lévyjevih procesa te s njima
povezanih beskonacno djeljivih distribucija. Uvodimo karakteristi¢ne funkcije te iska-
zujemo osnovni teorem o karakteristicnom eksponentu beskonacno djeljive distribucije.
Konstruiramo i dajemo tri najvaznija primjera Lévyjevih procesa: Poissonov tockovni pro-
ces, sloZzen Poissonov proces te Brownovo gibanje.

U drugom poglavlju iskazujemo i dokazujemo fundamentalan teorem Lévy-Itove de-
kompozicije. To ¢inimo konstrukcijom apstraktne Poissonove slu¢ajne mjere te integraci-
jom odgovarajucih determinstic¢kih funkcija s obzirom na Poissonovu slu¢ajnu mjeru.

U treCem poglavlju promatramo neopadajuce Lévyjeve procese, tzv. subordinatore.
Uvodimo pojmove potencijalnih mjera i mjera obnavljanja. Promatramo vezu subordina-
tora i procesa obnavljanja te dokazujemo asimptotiku relativnog prebacaja i podbacaja.

U Cetvrtom poglavlju promatramo slucajne kompozicije i particije nenegativnih cije-
lih brojeva, tzv. kompozicijske strukture te koristimo teoriju subordinatora kako bismo
izgradili takve strukture.



Summary

In this master’s thesis, we study Lévy processes, subordinators and their applications in
random combinatorial structures. In the first chapter we introduce formal definition of
Lévy processes and infinitely divisible distributions that are related to them. Characteristic
functions are widely implemented in this thesis. Therefore, we state basic theorem about
the characteristic exponent of infinitely divisible distribution. Three most important exam-
ples of Lévy processes are given: Poisson point process, compound Poisson process and
Brownian motion.

Lévy-1tdo decomposition is the essential topic of second chapter. We prove that theorem
using construction that involves Poisson random measures and integration of non-random
functions with respect to Poisson random measure.

In third chapter we investigate non-decreasing Lévy processes, subordinators. Intro-
ducing potential measures and renewal measures, we examine the connection between
subordinators and renewal processes and we prove the asymptotic behaviour of relative
overshoot and undershoot.

Random composition and partition structures represent key concepts of the concluding
chapter. Subordinator theory is used to construct regenerative composition structures.
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