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Uvod

Dinamicka modalna dekompozicija (DMD) je algoritam redukcije dimenzionalnosti i ana-
lize strukture dinamickih sustava koji je razvio Peter Schmid 2008. godine. DMD je
algoritam treniran podacima (data driven) koje dobijemo ili numericki ili eksperimentalno
1 za DMD metodu nije potrebno poznavati jednadZbe koje opisuju dinamiku promatranog
sustava, tj. kazemo da je equation free metoda, te kao takva pronalazi primjenu u raznim
podruc¢jima, ukljucujuéi mehaniku fluida, procesiranje videa, neuroznanost, epidemiolo-
giju, financijska trzista itd.

Dinamicka modalna dekompozicija nudi dekompoziciju visoko-dimenzionalnog kom-
pleksnog dinamic¢kog sustava u prostorno i vremensko ovisne strukture koji dominiraju u
danim podacima i koje se kasnije koriste npr. za predvidanje buduceg stanja samog sustava.
DMD je prvo nastala kao alat za proucavanje dinamike fluida, tj. kao metoda za dekom-
poziciju kompleksnog toka u jednostavnije reprezentacije. Kasnije je dokazano da je s
nelinearnom dinamikom povezana preko teorije Koopmanovog operatora ili tzv. operatora
kompozicije.

U prvom poglavlju ovog rada ponovit cemo neke osnovne pojmove i metode koje Ce
se kasnije provlaciti kroz rad. U drugom poglavlju éemo detaljno opisati DMD, njegovu
matematicku pozadinu i formulaciju DMD algoritma. U treCem poglavlju ¢emo opisati
Koopmanove operatore, dati uvid u spektralnu teoriju Koopmanovih operatora te pokazati
vezu sa DMD metodom. U Cetvrtom poglavlju ¢emo prikazati primjenu DMD metode kod
procesiranja videa, tj. razdvajanju pozadine od prvog plana i u petom poglavlju ¢emo dati
ideje kako poboljsati DMD algoritam i kako pomo¢u DMD algoritma rekonstruirati uzorke
promatranog dinamickog sustava.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Objasnit ¢emo ukratko pojmove koji ¢e se spominjati u radu. Pocet ¢emo s definicijom
dinamickog sustava, zatim ¢emo spomenuti neke dekompozicije matrica i dati kratak opis
metoda koje se baziraju na tim dekompozicijama.

1.1 Dinamicki sustav

U ovom radu centralnu ulogu imaju dinamicki sustavi te njihova rekonstrukcija mate-
matickim modelom. Za kratak opis dinamiCkog sustava koristit ¢emo [10]. Dinamicki
sustav je sustav u kojem funkcija opisuje vremensku ovisnost to¢ke u geometrijskom pros-
toru. Neka je zadan skup pocetnih polozaja E C R”", dinamicki sustav nam opisuje gibanje
tog skupa kroz vrijeme.

Definicija 1.1.1. Autonomni dinamicki sustav je sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
koje ne ovise eksplicitno o nezavisnoj varijabli.

Definicija 1.1.2. Neka je E C R" otvoren skup. Dinamicki sustav na skupu E je funkcija
¢ =¢(t,x): RX E — E klase C' tako da

1. ¢(0,x)=x, x€ E

2. ot +s,x) =, 9(s,x), t, se€R, x € E.

Ako uvedemo oznaku ¢'(x) = ¢(t, x) svojstva dinami¢kog sustava mozemo zapisati kao
1. ¢° =id

2. ¢ = ¢ o .
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Primjer 1.1.3. Pogledajmo definiraju li sljedece funkcije dinamicki sustav:
1. o : R >R, @t x)=4t+x;
2.n1:R*> >R, n(t,x)=2t+3x.
Promotrimo prvo funkciju ¢, naime ¢(0, x) = x 1 vrijedi
o(t,o(s,x) =4t + (s, x) =4t +4s+x =41+ 5) +x = @t + 5, %)

pa vidimo da funkcija ¢ definira dinamicki sustav. Za funkciju n vrijedi (0, x) # x pa
funkcija i nije dinamicki sustav.

Teorem 1.1.4. Neka je zadan dinamicki sustav ¢ : R X E — E. Neka je x(t) = ¢(t, xo) za
neki xo € E i neka je

_%
f) = =20, ).

Tada je funkcija x rjeSenje inicijalnog problema

x' = f(x)

20) = xo. (1.1.1)

Dokaz. Prema prvom svojstvu dinamickog sustava imamo x(0) = ¢(0, xy) = xo a prema
drugom svojstvu imamo

d 0 0 0 0
d—);(f) = 5,0 x0) = =0 + 1. x0) = =40, ¢, x0)) = =¢(0, X)) = f(x())  (1.1.2)

1 time je dokaz gotov. |

Primjer dinamickog sustava je Lorenzov sustav. Lorenzov sustav je nelinearan, trodi-
menzionalan i glasi

X' =aly-x)
Y =Bx—y—xz (1.1.3)
7 =—yz+xy

gdje su a, B, y parametri sustava. Karakterizira ga leptiroliki oblik.
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Slika 1.1: Ilustracija Lorenzovog dinamickog sustava s parametrima ¢ = 10, § = 28 i

y=3

1.2 Dekompozicije matrica i primjene

Prilikom matematickog analiziranja nekog dinamickog sustava, primjerice toka fuida, praksa
je da izdvajamo bitne karakteristike sustava te pomocu njih opisujemo dinamiku sustava.
Prvi korak u tome je dekompozicija matrica. Jedan od nacina dekompozicije matrica je
SVD i QR dekompozicija, te kasnije koristeci njih razvijamo algoritme POD i DMD.

Spektralna dekompozicija matrice

Dekompozicija pomoc¢u svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice nam daje
smjerove duZ kojih matrica djeluje na vektor Sto je ekvivalentno mnoZenju vektora ska-
larom. Za neku matricu X € C™", vektor v € C", v # 0 i skalar A € C zovemo svojstveni
vektor 1 svojstvena vrijednost (redom) matrice X ako vrijedi

XV = Av. (1.2.1)

Ako je v svojstveni vektor tada je i av svojstveni vektor za @ € C, @ # 0. Skup svih
svojstvenih vrijednosti matrice X zovemo spektar matrice X. Ako matrica X ima » line-
arno nezavisnih svojstvenih vektora v; sa odgovarajuom svojstvenom vrijednosti A; tada
imamo

XV =VA

gdjieje V = (v;...v,) € C™" a A = diag(A,, ..., A,) € C™". MnoZeéi zdesna s V= dobijemo

X = VAV™!
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1 to zovemo svojstvena ili spektralna dekompozicija matrice X. Ovakva dekompozicija je
moguca samo za dijagonalizabilne matrice. Mi ¢emo dalje u radu raditi s matricama koje
su dijagonalizabilne pa ovo vrijedi.

Dekompozicija singularnih vrijednosti

Dekompozicija singularnih vrijednosti (SVD) (eng. Singular value decomposition) je ge-
neralizirani oblik sprektralne dekompozicije opisane prethodno te vrijedi za svaku matricu
X e Cmm,

Definicija 1.2.1. Neka je dana matrica X € C™" za n,m € N. Dekompozicija singularnih
vrijednosti (SVD) matrice X je dana kao X = UZV*, gdje je U € C"", ¥ e R™" |
V e C™™. V* oznacava konjugirano transponiranu matricu matrice V. Matrice U i V
su unitarne tj. vrijedi U'U = UU* = I, V'V = VV* = [, ¥ je dijagonalna matrica,
X = diag(o 1,02, .o, Omintnmy) &dje su o singularne vrijednosti matrice X i vrijedi oy >
02 2 .. 2 Ominum = 0. Stupce matrice U nazivamo lijevi, a stupce matrice V desni
singularni vektori matrice X (redom).

POD

Prava ortogonalna dekompozicija (POD) (eng. Proper orthogonal decomposition) je pos-
tupak redukcije dimenzije tako da se konstruira potprostor koji najbolje aproksimira dane
vektore u smislu najmanjih kvadrata. POD ekstraktira podatke koji sadrZe najviSe ~ ener-
gije ’ﬂ sustava. Konstruira se naj¢esce koriStenjem SVD matrice. Naime, neka je X € C™"™"
matrica ranga r < min(n,m). Tada, prema definiciji znamo da postoje matrice

U e C™ 1V e C™™ tako da vrijedi

D 0

UXV:(O 0

) =%, D =diag(oy,...0,), o01=..20,>0.

Sada umjesto X = UXZV* mozemo pisati X = U,DV; gdje su U, i V, dobivene tako da
uzmemo prvih r stupaca matrica U 1 V redom. Vidimo da stupce matrice X moZemo
zapisati u bazi koju ¢ine stupci matrice U,. Sada ¢emo iskazati teorem koji pokazuje da je
ta baza optimalna u smislu najmanjih kvadrata.

Teorem 1.2.2. Neka je X € C™™ i neka je s X = UZV™ dan SVD matrice X. ¥ =
diag(ai);’i’f("’m), 01 2 oo 2 Opingumy = 0. Za r € {1, ..., min(n, m)} definirajmo U, = U(:
A2 =20 :1n1:1),V, =V 1:niX, = UZXV,. X, jeoptimalna aproksimacija
matrice X rangaru || | iull-||g:

minrang(N)Sr”X - N”Z = ”X - Xr||2 =0r41 (122)

'Ono $to smatramo “energijom” sustava ovisi o promatranom sustavu
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min(n,m)
> a2 (1.2.3)

i=r+l1

minrang(N)Sr”X - N”F = ”X - Xr”F =

gdje || - ||» predstavlja najvecu singularnu vrijednost matrice, tj. ||All; = 0ux(A) za neku

matricu A, a || - ||r je Frobeniusova norma koja je jednaka ||A||r = \/Z;le Dt lag P

Stupci matrice U, razapinju najbolji r-dimenzionalni potprostor koji zahvaca podatke
u smislu najmanjih kvadrata pa vidimo da POD bazu moZemo dobiti raCunanjem SVD
dekompozicije matrice.

Rayleigh-Ritzova metoda

Jedna od metoda za priblizno racunanje svojstvene dekompozicije matrice je Rayleigh-
Ritzova metoda. Ona se bazira na generiranju potprostora ‘W koji sadrzavaju aproksima-
cije trazenih svojstvenih vektora. Neka je XV = VA svojstvena dekompozicija matrice
X € C™ gdje je V matrica svojstvenih vektora a A = diag(4,, ...,4,) gdjesu A;,i = 1,...,n
svojstvene vrijednosti. Neka je X matrica Ciju dekompoziciju traZimo, Rayleigh-Ritzova
metoda pruza aproksimaciju (A, V) para (A, V) na sljedeéi nadin:

1. izra¢unamo ortonormalnu bazu W € C™* potprostora ‘W
2. izratunamo S = W*XW, S € Ck*

3. izratunamo svojstvenu dekompoziciju matrice S; SZ = ZA, gdje je Z = (z1, - . ., 2)s
amatrica A = diag(4,, ..., ) tako da za A; vrijedi Sz; = Aiz;, i=1,...,k

4. V=wz
Matricu S zovemo Rayleighev kvocijent. Vrijednost A; se zove Ritzova vrijednost a vektor

v; = Wz; zovemo Ritzov vektor i vrijedi Xv; = Av;.

Pseudo-inverz matrice

Pomocu SVD dekompozicije moZemo racunati pseudo-inverz matrice. Pogledajmo prvo
Sto je pseudo-inverz.

Definicija 1.2.3. Pseudo-inverz je poopceni oblik matricnog inverza za matrice koje nisu
kvadratne. Zove se jos§ Moore-Penroseov inverz. Neka je X € C™" matrica, njezin pseudo-
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inverz je jedinstvena matrica X' € C™" tako da vrijedi:

XXX =X
X'xx" =X

(XX = xx" (1.24)
X' Xy =X'X.

Neka je X = UXV* SVD dekompozicija matrice X ranga r. Generalizirani inverz matrice
oblika

s gy ... 0
Z:(Ol)eRmX”,mandjejezlz ,0'1Z...ZO’,>O’,+1:...:O',1:0;
0 On
je matrica
O'I ... 0
ZT:(ET O)ERnxm, iT:
0 o)

gdje je 0'? = 1/o; ako je o; > 0 O'j = 0 ako je o; = 0. Sada je pseudo-inverz matrice X
dan s X" = VETU* € C™™". Ako je X kvadratna regularna matrica tada je X' = X7\

Pseudo-inverz se najcesc¢e koristi za raCunanje rjeSenja problema najmanjih kvadarata
min, = ||Ax — b|| gdje je x = A'b rjeSenje problema koje je i samo najmanje || - ||, norme.

QR dekompozicija

Definicija 1.2.4. Neka je dana matrica X € C™", n > m. QR dekompozicija matrice X je
rastav matrice X na produkt X = QR pri emu je Q € C™" unitarna matrica, tj. vrijedi
0*0 = Q0" = I,, a R € C™ gornje trokutasta. Stovise, vrijedi:

X =0R= Q(’f;) =(01.0) (’f;) = QiR

gdje se zadnjih (n — m) redova matrice R sastoje samo od 0, stoga je Ry € C™™ gornje
trokutasta matrica, Q; € C™" i Q, € C™0"™ i stupci matrica Q, i Q, su ortogonalni i
medusobno okomiti.



Poglavlje 2

Dinamicka modalna dekompozicija
(DMD)

2.1 Uvod

Dinamicka modalna dekompozicija je dekompozicija koja izdvaja iz visoko-dimenzionalnog
sustava osnovne podatke niZeg ranga, Sto omogucéava bolje i preciznije interpretiranje u
prostorno-vremenskoj ovisnosti. DMD nam vra¢a modove (prostorne) kao i njima pri-
dodane vrijednosti koji opisuju frekevenciju oscilacije i brzinu Sirenja koja je zapisana u
pripadnoj svojstvenoj vrijednosti. Bazira se na prostornoj redukciji (POD) linearnog opera-
tora A koji najbolje aproksimira dinamiku sustava. Zbog velike pretpostavljene dimenzije
n dekompozicija matrice A moZe nekad biti teSka za raCunanje stoga prvo projiciramo po-
datke na potprostor niZeg ranga razapet POD modovima i kasnije pomocu njih racunamo
aproksimaciju nizeg ranga.

2.2 Matematicka pozadina

Fokus DMD metode su dinamicki sustavi. Kao §to smo rekli u prvom poglavlju, dinamicki
sustav nam opisuje evoluciju fizikalnih varijabli preko diferencijalnih jednadzbi koje su
vecinom nelinearne. Neka nam je zadan neki dinamicki sustav

d
d_’: = f(x, 15 1) 2.2.1)

gdje je x(¢) € R",n > 1 je vektor koji predstavlja stanje promatranog dinamickog sustava
u vremenu ¢, tj. on nam predstavlja uzorak dinamickog sustava u vremenu ¢ (eng. snap-
shot) a u sadrzi parametre sustava. Sustav (2.2.1) je neprekidan i kao takvi se oni prirodno
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pojavljuju ali radi prakti¢nijeg raCunanja u praksi se promatra vremenski diskretiziran sus-
tav jer se i sami podaci o sustavu prikupljaju na taj nacin. Vremenskom diskretizacijom
sustava (2.2.1) dobijemo nove vrijednosti vektora x; = x(kAf), k € N gdje je At korak
diskretizacije sustava. Neka je F preslikavanje dobiveno evolucijom sustava za At

Xk+1 = F()Ck). (222)

Napomena 2.2.1. Preslikavanje F moZe biti rezultat mjerenja, modeliranja ili primjerice
numericke simulacije gdje F predstavlja neki softverski paket.

Mjere promatranog sustava su opisane nekom funkcijom y, = g(x;) u vremenu #; no
vedinom mjera sustava u vremenu #; je upravo stanje sustava u tom vremenu ukoliko ne-
mamo neke parametre sustava, tj. y; = x; 1 pomocu njih aproksimiramo dinamiku sustava
jer Cesto ne znamo desnu stranu sustava (2.2.1). Neka nam je sada dana lokalna linearna
aproksimacija sustava (2.2.1):

d
f —Ax AecC™ (2.2.3)

s pocetnim uvjetom x(0) = xy. Neka je sada AZ = ZQ svojstvena dekompozicija matrice
A (pogledati poglavlje 1). Rjesenje (2.2.3) je x(f) = e xg = Ze*¥*Z ™' x; tj. imamo

x(t) = Z e by, (2.2.4)
k=1

gdje su koeficijenti b, koordinate pocetnog uvjeta u bazi svojstvenih vektora. Sada vre-
menskom diskretizacijom sustava (2.2.3) za vremenski korak Ar imamo:

Xee1 = x((k + DA = MEDA g = AR oAy = oA x (kKAL) = e x; pa dobijemo
sustav:

Xk+1 = Axk (225)
gdje je A = e Rjesenje ovog sustava je oblika :

n
o= z;dkb; = ZA' (2.2.6)
j=1
gdje su 4; svojstvene vrijednosti a z; svojstveni vektori matrice A a b; kao i prije, koefici-
jenti pocetnog uvjeta u bazi svojstvenih vektora.

DMD nam daje svojstvenu dekompoziciju matrice A koja dobro aproksimira odgovarajuce
podatke x;, k = 1,...,m u smislu najmanjih kvadrata, tj. vrijednost

lIxk1 — Axill2 2.2.7)
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je minimalna za svaki k. Ako sada vektore stanja posloZimo po stupcima u matrice:

Xz(xl X2 ... xm)

Y:(.X2 X3 ... xm+1)

te matrice Ce biti visoke i mrsave (n > m). U terminina ovih matrica sada moZemo zapisati
(2.2.5) kao:
Y ~ AX (2.2.8)

Cije rjesenje je dano s

A=vXx' (2.2.9)
gdje f oznacava Moore-Penroseov pseudo-inverz (definicija [I.2.3). Ovako dano rjeSenje
minimizira greSku

Y — AX||r (2.2.10)
gdje je || - llr Frobeniusova norma [|X|lr = (/X X0l ij.k. Po (2.2.8) vidimo da vrijedi
XTAT = YT, pa sada po definiciji i poopéenju primjene pseudo-inverza kao alata za

racunanje rjeSenja problema najmanjih kvadrata, vidimo da zaista vrijedi AT = (X7)"Y7?,
tj. za matricu A vrijedi A = X'Y.

Definicija 2.2.2. Dinamicka modalna dekompozicija: Pretpostavimo da imamo zadan
dinamicki sustav p
X
e ’ t;
prIRR A
i dva skupa podataka
X=(x x . X (2.2.11)

Y=(y » - Yu) (2.2.12)

gdje su x;, € R™ vektori stanja a y, = F(x;) za k = 1, ...,m gdje je F preslikavanje tako
da vrijedi xi,1 = F(xy) koje odgovara evoluciji sustava (2.2.1) za vrijeme At . Dinamicka
modalna dekompozicija racuna vodecu svojstvenu dekompoziciju linearnog operatora A
koji najbolje opisuje podatke Y ~ AX :

A=YX" (2.2.13)

DMD modovi (dinamicki modovi), su svojstveni vektori matrice A i svaki DMD mod odgo-
vara jednoj svojstvenoj vrijednosti matrice A
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2.3 Formulacija DMD

DMD nam daje spektralne informacije o matrici A lineariziranog diskretnog dnamickog
sustava (2.2.5). Zbog velike dimenzije n problema nailazimo na poteskoce u direktnoj ana-
lizi matrice A stoga koristimo reducirani SVD matrice aproksimirajuc¢i matricu podataka X
matricom niZeg ranga u terminima POD modova (poglavlje 1.2).

Neka su matrice X, Y kao u (2.2.11) 1 (2.2.12).

1. U prvom koraku DMD algoritma trazimo SVD matrice X € C"™:
X=UZV". (2.3.1)

Kako radimo reduciranu SVD dekompoziciju ranga r matrice, reducirane matrice iz
singularne dekompozicije su U, € C™, Z, € C™" i V, € C™. Stupci matrice U, su
POD modovi i ¢ine ortonormalnu bazu potprostora koji sadrzi traZene aproksimacije
svojstvenih vektora matrice A.

2. Sada kada imamo ortonormalnu bazu Zelimo rxr aproksimaciju matrice A = YV~ U*
koju dobijemo kao

S,=UAU, =UYV,XZ . (2.3.2)

Zaista, kako vrijedi AX = Y imamo AUZV* = Y, tj. AU = YVZ! pa (2.3.2) zaista
vrijedi. Matrica S, predstavlja Raylieghev kvocijent (poglavlje 1.2)

3. Racunamo svojstvenu dekompoziciju matrice S ,
S W, =W.A, (2.3.3)

gdje su stupci matrice W, svojstveni vektori matrice S, a dijagonalni elementi ma-
trice A, pripadne svojstvene vrijednosti.

4. U zadnjem koraku sada rekonstruiramo svojstvenu dekompoziciju matrice A. Svoj-
stvene vrijednosti matrice A su dani u matrici A,, a svojstvene vektore, tj. DMD
modove dobijemo kao stupce matrice Z, = U,W,, ti modovi predstavljaju Ritzove
vektore (poglavlje 1.2).
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Sazmimo sada prethodne korake u algoritam:

Ulaz: X = (x;...x,), Y = (x3...X,,+1); matrice podataka
1zlaz: Z,., A,
1: [U,Z,V] = svd(X)
odredi parametar redukcije r
U =UG1:n,%2=20:r1:r,V.=V(1:r)
S, =UYvx!
[W,, A, = eig(S,)
Z.=UW,

SANANE I

Algoritam 1: DMD

Napomena 2.3.1. Zasad cemo se zadrZati na ovoj formulaciji DMD algoritma, kasnije u
poglavlju 5 ¢emo dati ideje kako poboljsati algoritam.

Primjer 2.3.2. Nasumicno smo generirali podatke, prvo smo generirali vektor x; dimen-
zije 1000 X 1 pomocu Matlabove funkcije rand, zatim matricu A, 1000 X 1000 kao A =
exp(—inv(B)), gdje je B = rand(1000) i skalirali A = A/||A||. Zatim smo gradili matricu
podataka po stupcima kao x;.1 = Ax;, i = 1, ..., 199. Kao parametar redukcije koristili smo

r =50.

0.015 ; -
eig(A)
o | © DMD |

0.01

0.005 |

00051 o

001
C.

0015 i i L L i i L )
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

Slika 2.1: Na slici su prikazane svojstvene vrijednosti dobivene DMD algoritmom kao
i usporedba sa svojstvenim vrijednostima matrice A koju smo dobili pomoéu Matlabove
funkcije eig() .



POGLAVLIJE 2. DINAMICKA MODALNA DEKOMPOZICIJA (DMD) 13

107

A xﬁj\” fﬁ*’%\fi

6 5 10 15 20 2-5 30 35 40 45 50
Slika 2.2: Na slici su prikazani reziduali koje smo dobili egzaktno, koriste¢i matricu A;
lAz; — Aizill.

Vratimo se sada na formulaciju DMD algoritma. Nakon Sto izratunamo niZe-dimenzionalnu
aproksimaciju ranga r svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora rjeSenje (2.2.6) moZemo
konstruirati za sva buduéa vremena. Kako je A = ™', svojstvene vrijednosti operatora A
1 matrice A su povezane relacijom wy = In(A;)/At 1 imamo aproksimaciju rjesenja:

x(f) ~ Z 2e™by (2.3.4)
k=1

gdje su matrice Z, = (z1,...,2,) 1 A, = (44,...,4,) matrice opisane u formulaciji DMD
metode. Matricu svojstvenih vektora Z, i svojstvenih vrijednosti Q = diag(w;, ..., w,)
znamo kako konstruirati, pa za racunanje rjeSenja sad joS preostaje odrediti koeficijente
by pocetnog uvjeta. U pocetnom vremenu ¢ = 0 imamo zadan pocetni uvjet x; pa nam
(2.3.4) daje x; = Z,b tj. vektor koeficijenata b moZzemo izracunati kao

b=2Zx (2.3.5)

gdje je Z Moore-Penroseov pseudoinverz matrice Z,. Sada moZemo upotpuniti prethodni
algoritam:
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Ulaz: X = (x;...x,), Y = (x3...X,,4+1); matrice podataka
dt; korak vremenske diskretizacije
Izlaz: Zr’ Ar7 XDMD

1. [U,Z, V] = svd(X);
2. odredi parametar redukcije r;
3.3, =U0¢1:n,2,=20:r1:r,V,=V(.,1:0r);
4.8, =UYV.L Y
5. [W,, A1 = eig(S,), (A, = diag(y, ..., 4,));
6.7Z, =UW,
7. w = log(A)/dt;
8.b=2Zx;
9. Za i=I1:m radi
| T(,i) = be“"; (tje vektor vremena; t = (0 : m — 1)dt)
kraj
10. Xpyp = Z,T,

Algoritam 2: DMD

U zadnjem koraku algoritma, matrica Xp,,p predstavlja rekonstruiranu matricu podataka X
dobivenu DMD algoritmom.
Pogledajmo sad sljedeci primjer:

Primjer 2.3.3. Neka su nam dane funkcije fi(x,f) = e 07118 | f(x, 1) = 033 i23
koji predstavljaju signale i funkcija f(x,t) tako da je

f(x, l) — fl (x’ l,) + fZ(x’ l) — 670.7x2716i1.8t + 670.3)(261'2.3[ (236)
gdje jei = V-1.

Funkcije fi, f> 1 f kao 1 aproksimacija funkcije f DMD algoritmom prikazane su na
sljede¢im slikama:
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Slika 2.3: Na slici lijevo prikazan je realni dio signala fi(x, ) a na slici desno realni dio
signala f>(x, ).

Kako je funkcija zadana preko dva razliita signala kao parametar redukcije dimenzije
uzet emo r = 2. Ako promotrimo singularne vrijednosti matrice podataka X, koju smo
generirali funkcijom f(x, ) na slici[2.5] vidimo da sustav lako reduciramo na sustav ranga
2.

Slika 2.4: Na slici lijevo prikazan je realni dio funkcije f(x,?) a na slici desno realni dio
funkcije koju smo dobili rekonstruiranjem funkcije f(x, f) pomocu DMD algoritma.
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Slika 2.5: Na slici su prikazane singularne vrijednosti matrice podataka X koju smo ge-
nerirali funkcijom f(x, ) i vidimo da je opravdano za parametar redukcije dimenzije uzeti
r=2.

Algoritam je takoder vratio svojstvene vrijednosti w; = 0.0000 + 2.3000i i w, =
0.0000 + 1.8000: i vidimo da se podudaraju sa frekvencijama oscilacija signala f; i f>.



Poglavlje 3

DMD i Koopmanov operator

3.1 Uvod

Nelinearne dinamicke sustave Zelimo linearizirati jer onda mozemo koristiti ve¢ poznate
alate za rjeSavanje linearnih sustava. Jedan od nacina pomocu kojeg moZemo to postici je
pomocu Koopmanovih operatora. Koopmanov operator je beskonacnodimenzionalan line-
aran operator koji opisuje kako mjere nekog dinamickog sustava evoluiraju kroz vrijeme,
te mjere su funkcije stanja, tzv. opservacije. Primjerice, ako promatramo tok inkompresi-
bilnog fluida, gibanje tog toka definira neki dinamicki sustav, primjer opservacija su tlak
ili brzina toka ali mogu biti i neke druge matematicke konstrukcije. Koopmanovi opera-
tori se prvi put spominju u ranim 1930-im kao alat za demonstriranje kako Hamiltonove
sustave opisati kona¢no dimenzionalnim linearnim operatorom u prostoru funkcija stanja,
kasnije se proSirio i u dinami¢kim sustavima trenirani podacima. Svodeci tako neline-
arni sustav na linearni, iako beskona¢nodimenzionalni, Koopmanov operator omogucava
primjenu spektralne teorije 1 drugih alata iz numericke linearne algebre. Cilj Koopma-
nove analize je identificirati svojstvene funkcije iz danih podataka koje opisuju koordi-
natni sustav u kojem je dinamika promatranog sustava linearna. Da bismo lakSe racunali s
beskonacnodimenzionalnim prostorima aproksimiramo ih konaénom sumom modova. Te
modove ¢e nam upravo dati DMD. Sljedeca razrada teorije Koopmanovih operatora i spek-
tralne dekompozicije istog preuzeta je iz [8] i [7]].

17
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3.2 Koopmanov operator

Neka je dan autonomni dinamicki sustav

fi(x(®))

dx .

7 fax@)y=1 + | (3.2.1)
Ja(x(1))

gdje je x € ./ stanje u nekoj n-dmenzionalnoj mnogostrukosti .# a f : .# — .# . Neka

je sada ¢' : .# — .# funkcija kao u koja opisuje taj dinamicki sustav, koja stanje
x(t,) preslika u buduce stanje x(y + 1), tzv. funkcija toka. Vrijedi:

to+t

Xty + 1) = ¢'(x(t9)) = x(to) + Jf(x(D)dr.

To

Neka su sada dane funkcije stanja g : .# — C gdje je prostor ¥ > g dan kao Banachov ili
Hilbertov prostor, npr. LP(.# ,u), 1 < p < oo, gdje je u neka mjera. U ovom radu ne¢emo
davati viSe detalja o konstrukciji i svojstvima samog prostora ¥ .

Koopmanov operator K je beskonacnodimenzionalan linearni operator koji djeluje
na sve funkcije stanja dinamic¢kog sustava g tako da

Kpg=go0¢' geF. (3.2.2)

Za Koopmanov operator kazemo joS$ da je operator kompozicije.
Linearnost Koopmanovog operatora slijedi iz linearnosti kompozicije :

Ky(gr+82)=(g1+8)o¢d' =g 0¢' +g0¢" =Kygi + Kygo.
Neka je sada dan vremensko-diskretiziran dinamicki sustav sustava (3.2.1):
X1 = F(x) (3.2.3)

gdjeje F : M — M, x, = x(kt),k € N. Koopmanov operator K = K za diskretiziran
dinamicki sustav se definira analogno:

Kg=goF (3.24)

Kg(xi) = g(F(xp) = g(xxs1)- (3.2.5)

Pretpostavimo sada da nam je prostor funkcija stanja # dan kao Hilbertov prostor L>(.Z, i),
gdje je .# kompaktan i dovoljno velik da sadrzi sva stanja i promotrimo spektralnu dekom-
poziciju Koopmanovog operatora K.
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Neka je ¢; : # — C funkcijai A; € C. Za ¢; kazemo da je svojstvena funkcija
Koopmanovog operatora sa pripadnom svojstvenom vrijednoS¢u A; ako vrijedi:

Keoj = Ap;. (3.2.6)

Pretpostavimo da je g € span{yp;}, tj. mozemo g(x) prikazati kao:

ORI (32.7)
k=1

gdje je v, k-ti Koopmanov mod povezan sa svojstvenom funkcijom ¢,. To neée uvijek
biti moguce ukoliko Koopmanov operator ima kontinuirani spektar no, te detalje ¢emo
preskociti. Sada evoluciju funkcija stanja mozemo opisati ka(ﬂ

Ke(x) ~ K Y gxvi = > Ko = D gpuvi (3.2.8)
k=1 k=1 k=1
Sve ovo mozemo proSiriti i na vektorske funkcije stanja ¢ = (gy,....,8,) : A4 — C",

gj: M — C,j=1,..,n. Definiramo

gioF) (Kg
oF K
K,q = | = :gz . (3.2.9)
gnoF Kgn
Nekajehe€ F,h: . # — C4,
hx))
W =| i =D e
ha(x)) =
gdje je
0o (Vj)l
hi(x) = ) @00 vi=|
= (vj)a
Sada evoluciju funkcije stanja 4 u buduca stanja dobijemo kao:
h(F(x))  ((Kh)(x) 0
h(F(x)) = : = : = (Kag)(x) = Z Ajpi(X)v;. (3.2.10)

ha(F(x)) (Khy)(x) =1

'Tzostavit éemo detalje konvergencije.
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Vidimo da buduce stanje sustava moZemo dobiti samo mnoZze¢i funkciju stanja s Koop-
manovom svojstvenom vrijedno$¢u. Jednakost (3.2.10) zovemo Koopmanova modalna
dekompozicija (KMD) funkcije stanja & a vektor v, je Koopmanov mod funkcije stanja h
sa svojstvenom vrijednoscu A;. Primijetimo da za diskretiziran sustav i x, pocetni uvjet,
iterativno dodemo:

h(x) = K(h(x-1) = KH((h(xe2))) = ... = K ((h(x0))) (3.2.11)
hoa) = K @)y = ) Kooy = D Api(xo)v;. (3.2.12)
j=1 j=1 j=1

3.3 Veza DMD i Koopmanovog operatora

Za raCunanje Koopmanovih modova i opcenito Koopmanovih svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih funkcija izraCunate podatke (uzorke stanja) slazemo u matricu podataka M €
C™ gdje svaki red matrice M predstavlja vrijednosti funkcije stanja kroz vrijeme u kojem
promatramo sustav:

gi(x) gi(x2) .. gi(xm)
g2(x1) g(x2) ... ga(xm)

M = ' ' ' . (3.3.1)

&(x1) gu(x2) ... gu(xm)

Iako radimo na nelinearnom sustavu, Zelimo naéi matricu A € C™" tako da Ag(x;) =
g(Xp+1). Akouzmemo X = M(:,1 :m—1)1Y = M(:,2 : m) takva matrica zadovoljava

AX =Y

Opcenito, matrice X 1 Y su takve da i-ti stupac u matrici ¥ dobijemo djelovanjem Koopma-
novog operatora K na i-ti stupac u X:

X =(gtx) gx) . glm)) (33.2)

Y = (Kg(x) Kex) ... Kglow);¥ =(eF(x) gF(x)) ... gF(xn)). (33.3)

Matrica A je takva da minimizra ||Y — AX||r i moZemo ju dobiti kao A = YX' (pogledati
definiciju [I.2.3). Ako je X punog retcanog ranga tada je optimalna matrica A jedinstvena
a ako je X punog stup&anog ranga tada A = YX' zadovoljava AX = Y egzaktno. Mi éemo
dalje pretpostaviti da X je punog ranga (stupcanog ili ret€anog).

Kao $to smo rekli na pocetku poglavlja, zelimo Koopmanov operator aproksimirati
kompresijom na kona¢no dimenzionalan prostor.



POGLAVLIJE 3. DMD I KOOPMANOV OPERATOR 21

Napomena 3.3.1. Prisjetimo se kako moZemo linearni operator prikazati matricno u nekoj
bazi. Neka je A : X — Y linearni operator i neka su X i Y konacno dimenzionalni vektorski
prostori nad istim poljem. Odaberimo bazu {f, ..., f,} u X i bazu {gi,....,gn} u Y. Tada
rastav Af; = Yis, aij8i j = 1,...,n definira matricu A = (a;;) dimenzija m X n. Ako je
A : X — X onda uzimamo istu bazu.

Transponirajmo sada matricu M” (3.3.1) i izdvojimo matrice X7 i Y7 tako da
X' =M"(1:m-1,:)i YT = M"(2 : m,:) i promatrajmo djelovanje operatora K na prostor
F. C F razapet skalarnim funkcijama g, ..., g,. Sada kada imamo kona¢no dimenziona-
lan prostor moZemo linearni operator K reprezentirati matricno. Matri¢nu reprezentaciju
trazimo od kompresije Y¢, Klr, : F, — Fn, gdje je P#, projekcija sa slikom ¥,. Baza u
kojoj traZzimo reprezentaciju je N' = {g1, ..., g,} pa stoga po napomeni (3.3.1) imamo:

(Kg)(x) = gi(F(x)) = Z kigi(x)+pi(x) i=1,...n xe.. (3.3.4)

J=1

Matricu K = (k;))’; € C™" sada moZemo konstruirati stupac po stupac minimizirajuéi
rezidual p; za sva stanja x:

n

1 « 1 o )
m+1;|9f(x)|—m”;lzkﬂ&(@ gi(F)) I (3.3.5)

=

Jednakost (3.3.5) oznadava L? rezidual s empirijskom mjerom definiranom kao Diracova
mjera (normirana) koncentrirana u stanju x, d,, = ﬁ ke Ox,- Tako konstruirana matrica
K minimizira | XTK — Y7 ||p, tj. K = (XT)'YT = (YX")T = AT i sada iz (3.3.4) djelovanje
Koopmanovog operatora K mozemo zapisati kao

K(81(x)...8n(x)) = (81(X)...gn (XK + (01(X)...pn(X)). (3.3.6)

Nadalje pretpostavimo da je X punog retéanog ranga, to onda znadi da je X’ punog stupéanog
ranga pa K postoji i jedinstvena je. Pretpostavimo jos da je matrica K dijagonalizabilna, tj
postoji matrica Q i dijagonalna matrica A tako da K = QAQ™'. Sada iz (3.3.6) imamo:

K(g1(%).--8n(0)Q = (81(%)...8n(XNKQ + (1 (X)...0n(x))Q =

(81(%)...8ga (X)) QA + (p1(x)...0n(x))Q
pa su aproksimacije svojstvenih funkcija ¢ operatora K oblika (g, ..., g,)O. Neka je sada
(0! = (fi(x)...f,(x)) neka vektorska funkcija stanja i fi(x) = Z?zl v;igj(x) + ei(x), ako je
fie NN ={gi,..,g,) tadajee; = 0, zasvakiiaako je f; = g; tadaje I’ = (y); = I,.
Nadalje, vrijedi
JOT = (€1(1)...ga()T + E(x) = (1(%)...gx(x))QQ™'T + E(x) =
(#1(20)...02())Q™'T + E(x)

(3.3.7)
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gdjeje I = (y);; € C™, E(x) = (e1(x)...e,(x))". Ako sadauzmemo V =T7Q7" = (v;...v,)
imamo

S1(x) ©1x
=T7Q7| . [+ E® =) v +E@ ~ ) vigix). (338

J=1 J=1

Ju(X) @n(x)
Sada ¢emo pretpostaviti da je f; = g;, zasvakiipaje I = I,,tj. V = Q7. Sada imamo

KQ = QA
QTKT — ATQT
QTA — AQT
A=QAQ"
AQTT =Q07A
gdje smo u treéem redu iskoristili to da je K = AT i AT = A. Vidimo da su stupci ma-

trice Q"7 svojstveni vektori matrice A pa je za raunanje Koopmanovh modova dovoljno
izraCunati svojstvene vektore matrice A a to moZzemo pomo¢u DMD metode.

Napomena 3.3.2. Kao Sto smo mogli primijetiti, ovu teoriju smo gradili na izboru funk-
cija stanja g;. Problem kojeg nailazimo prilikom analiziranja Koopmanovih operatora je
upravo kako izabrati funkcije stanja koje razapinju potprostor u kojem trazimo aproksima-
ciju.



Poglavlje 4

Procesiranje videa

U ovom poglavlju objasnit ¢emo kako pomocu DMD algortima mozZemo prilikom procesi-
ranja videa odvojiti pozadinu video (background) i prvi plan (foreground). Usporedit ¢emo
rezultate s rezultatima dobiveno RPCA metodom (Robust Principal Component Analysis),
jednom od najrasprostranjenijih metoda trenutno koja se koristi u separaciji videa na po-
zadinu 1 prvi plan. Kao primjer video procesiranja promatrat ¢emo snimke nadzornih ka-
mera. Nadzorne kamere snimaju 20-30 kadrova (frames) u sekundi, i kao takve su jako
pristupa¢ne za DMD dekompoziciju jer te slike moZemo promatrati kao evoluciju nekog
nelinearnog dinamickog sustava. DMD modovi koji sadrZe frekvencije bliZe izvoru (nuli)
su povezani sa stanjima koji se ili ne mijenjaju kroz vrijeme ili mijenjanju jako sporo pa
kao takvi predstavljaju stacionarni dio video, dok one koji su udaljeni od izvora se mjenjaju
brze kroz vrijeme 1 predstavljaju dinamicki dio videa, tj. prvi plan. Prilikom razrade ovog
poglavlja koristili smo [6] 1 [[7].

4.1 RPCA u procesiranju videa

Analiza glavnih komponenti (eng. Principal component analysis), (PCA) je metoda koja
se koristi u obradi podataka kao alat za redukciju dimenzije problema. To je jednostavna
neparametrizirana metoda koja se koristi za ekstrakciju vaznih informacija (prediktora), tj.
onih koji najbolje opisuju varijabilnosti nekog skupa podataka. RPCA (eng. Robust Prin-
cipal component analysis) je proSirenje PCA, to je dekompozicija matrice X na matricu
nizeg ranga L i rijetku matricu S tako da X = L + S. PCA metoda koristi L?> normu za
optimizacijske probleme zbog pogodnih matemati¢kih svojstava te kao dobar opis “ener-
gije” sustava, no L? norma je osjetljiva na velika odstupanja u podacima i zato PCA moZze
dati krive rezultate davajuci vecu vaznost tim podacima nego Sto Zelimo. Norma pogodna
za takvu obradu podataka je L' norma jer ona bolje regulira teZine koje pridajemo tim
podacima. RPCA algoritam kombinira te dvije norme i1 daje snazniju redukciju dimenzi-

23
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onalnosti za potencijalno rijetke podatke i1 time poboljSava klasi¢ni PCA. RPCA algoritam
radi tako da na osnovu danih podataka, traZi rijetke strukture, dok istovremeno ’nado-
punjuje” ostale podatke podacima nizeg ranga. Ukoliko se ulazni podaci mogu svesti na
niZze-dimenzionalan potprostor i ima rijetke komponente, RPCA algoritam egzaktno raz-
dvaja matricu X = L+ S.

Ovu dekompoziciju moguce je postici rjeSavajuci konveksni optimizacijski problem
PCP (Principal Component Pursuit)

arg min||L||, + A[|S];
LS 4.1.1)
td. L+S =X

PCP minimizira teZinsku kombinaciju nuklearne norme ||M|, = tr( VM*M) i L' norme
IM|ly = X;;lmi;|. Parametar A je nenegativan i kako 4 — 0, struktura niZeg ranga pos-
taje Citav skup danog podatka a kako se A povecava, rijetki dio podataka obuzima sve viSe
pocetnih podataka. Pokazano je da za A = 1/ vmax(n, m), gdje su n 1 m dimenzije ma-
trice podataka X, postoji velika vjerojatnost uspjeha u aproksimaciji matrica L1.S. RPCA
algoritam koji smo Kkoristili u ovom radu rjeSava optimizacijski problem (4.1.1) ADMM
metodom (Alternating Direction Method of Multipliers)

4.2 DMD u procesiranju videa

Za razliku od RPCA koji nam, pod pretpostavkom da je dani skup podataka zaista ovakve
prirode, tj. da leZi na nize-dimenzionalnom potprostoru i sadrZzi rijetke dijelove, daje eg-
zaktnu separaciju na dio niZeg ranga i na rijetki dio, ne moZemo to isto reci i za DMD, no
DMD metoda je brza jer se bazira na samo jednoj SVD dekompoziciji i rjeSavanju jedne
linearne jednadzbe. Prisjetimo se kako smo rekonstruirali rjeSenja dinamickog sustava u
poglavlju 2.3, dobili smo

.
x(t) = Z e ' by
=1

kao rekonstrukciju rjeSenja. Kao Sto smo rekli na pocetku poglavlja, podaci nizeg ranga se
sporo mijenjaju kroz vrijeme pa im je pridruzena frekvencija | wy |~ 0, stoga, kod DMD-a
uspjesnost separacije ovisi o interpretaciji wy frekvencija. Vidimo da matricu niZeg ranga

Kod za RPCA algoritam koriSten u ovom radu se moZe preuzeti na https://github.com/dlaptev/
RobustPCA


https://github.com/dlaptev/RobustPCA
https://github.com/dlaptev/RobustPCA
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L i rijetku matricu S moZemo reprezentirati kao

L~ Z bkzke‘”“

|wk|<e

S ~ Z buzpe™

|wg|>€

4.2.1)
gdje je € < 1 neka zadana tolerancija.

Neka je dan video koji sadrzi m kadrova gdje se svaki kadar sastoji od ny X n, = n
piksela koje vektoriziramo u n X 1 vektore xi, x», ..., x,,. Te vektore slazemo u matrice
kao u (2.2.11) i (2.2.12). Pretpostavimo da smo pomoéu DMD algoritma (algoritam 2)
rekonstruirali video:

Xpup = Z bizie™ (4.2.2)
k=1

Kako je x; = Z,b gdje je Z, = (zy,...,2,) matrica dobivena algoritmom 2, zakljucujemo
da Z,b prikazuje prvi kadar videa s redukcijom dimenzionalnosti odredena parametrom r.
Stoga, dijagonalna matrica svojstvenih vrijednosti Q = diag(w;, ..., w,) odreduje kako se
taj prvi kadar promijeni kroz vrijeme, pa postaje oCito da svaki dio prvog kadra koji se ne
mijenja kroz vrijeme (ili se mijenja jako sporo) ima pridruZzenu vrijednot w; blizu nule.
Pretpostavimo sada daje | w, [ 0, p € {1,2,...,r} i da za svaki k # p, | wy | je “daleko” od
nule. Sada mozemo razdvojiti matricu (4.2.2) kao

Xpmp = bpz,e”r" + Z byzie"! (4.2.3)

k#p

gdje prvi dio sumacije predstavlja ono $to je u pozadini videa a drugi dio predstavlja prvi
plan videa. Matricu nizeg ranga L dobijemo kao:

L= bpzpe“’P’ 4.2.4)
a kako treba vrijediti

X=L+S, 4.2.5)
matricu S moZemo dobiti kao

S=X-|L| 4.2.6)

gdje je | - | modul svakog elementa u matrici. Ovako racunanje matrice S je pogodno jer
time izbjegavamo moguce kompleksne elemente u matrici. Takoder, zbog toga moZze do¢i
do pojave negativnih vrijednost kod rekonstrukcije rijetke matrice, a nema smisla govoriti



POGLAVLIJE 4. PROCESIRANJE VIDEA 26

o negativnim pikselima stoga te negativne vrijednosti moZzemo spremiti u n X m matricu R
koju kasnije dodamo natrag u L:
L— R+ |L|
S« S-R
Na ovaj nacin osiguravamo to da su aproksimacija matrica L 1 S realne vrijednosti i da ne
dode do negativnih piksela.

4.2.7)

Primjer 4.2.1. Pogledajmo prvo na jednostavnom primjeru kako separacija DMD algo-
ritmom funkcionira. Neka nam je dana funkcija

flx, 1) = fi(x) + fo(x, 1) = 0.5 cos(x) + 2sech(x) tan(x)e>® (4.2.8)
gdje jei = V-1.
kao Sto vidimo, funkcija f; ne ovisi o vremenu i o¢ekujemo da ée ju DMD Kklasificirati
kao pozadinu.

(a) (b) (c)

Slika 4.1: Na slici (a) je prikazan realni dio funkcije fi(x), na slici (b) je prikazan realni
dio funkcije f>(x, ¢) a na slici (c) je prikazan realni dio funkcije f(x, 7).

10 - - . .
R S UOO 8]
s} o o 8 o]
3 ’ o0 Ooo ©
R o o] OOC, oc? )
E o o 6 8¢
= 0% o
5 o g O
o
9 o)
10 . P . . .
-14 -12 -10 -8 6 -4 -2 0
real(w)

Slika 4.2: Na slici je prikazana distribucija svojstvenih vrijednosti w; gdje se vidi da sa
samo jednim modom (plavi kruzi¢) moZemo rekonstruirati pozadinu.
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Slika 4.3: Na slici (a) je prikazana ”pozadina” koji nam daje DMD algoritam a na slici (b)
je prikazan ’prvi plan”. Vidimo da je DMD Kklasificirao funkciju f;(x) kao ’pozadinu”, tj.
nesto §to se ne mijenja kroz vrijeme. Na slici (c) je prikazan realni dio funkcije dobivene
rekonstruiranjem funkcije f(x, ) DMD algoritmom.

4.3 Testiranje algoritma

VIRAT Video dataset

Za testiranje algoritma prvo smo koristili snimak nadzorne kamere preuzet iz VIRAT Video
dataset [9]]. Video je u .mp4 formatu, traje 24 sekunde i sadrzi 584 kadrova. Radi lakseg
izvodenja, rezoluciju videa smo reducirali na 96 X 120 te je prebacen iz RGB u grayscale
format.

Prviplan -DMD

Slika 4.4

Slika 4.5: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 45 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena DMD algoritmom, kao parametar redukcije dimenzije uzeli
smo r = 2.

Vidimo da s parametrom redukcije dimenzije r = 2 DMD daje dobru aproksimaciju
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pa smo 1 kasnije u testiranju iste baze koristili isti parametar. Kao parametar 4 u RPCA
algoritmu smo koristili A = 1/ vmax(n, m) gdje su n i m dimenzije ulazne matrice podataka.

Prvi plan - DMD

Kadar 300 Pozadina - DMD

Slika 4.6: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 300 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena DMD algoritmom

Slika 4.7: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 300 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena RPCA algoritmom.
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Kadar 120 Pozadina - DMD

Slika 4.8: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 120 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena DMD algoritmom.

Kadar 120

Slika 4.9: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 120 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena RPCA algoritmom.

Pozadina - RPCA

AVSS Parked Vehicle

Druga baza na kojoj smo testirali algoritam je AVSS “Parked Vehicle ” snimak nadzorne
kamere [[I]]. Video je u .avi formatu, traje 2.54 min. Video smo reducirali na dimenzije 96
x 120 te prebacili iz RGB u grayscale format. Prvih 315 kadrova video smo zanemarili
jer nisu bitne za treniranje algoritma, te nam tako ostane 4010 kadrova videa. Radi lakSeg
racunanja, video smo podijelili u manje videe po 100 kadrova, te s njima trenirali algoritam
i usporedivali sa RPCA algoritmom.
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Prviplan - DMD

Slika 4.10: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 100 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena DMD algoritmom, kao parametar redukcije dimenzije uzeli
smo r = 2.

Vidimo opet da s parametrom redukcije r = 2 dobivamo dobru aproksimaciju pa smo i
dalje u testiranju iste baze koristili taj parametar. Kao parametar A u RPCA algoritmu smo
koristili A = 1/ vmax(n, m) gdje su n i m dimenzije ulazne matrice podataka.

Kadar 100 Pozadina - RPCA Prvi plan - RPCA

Slika 4.11: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 100 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena RPCA algoritmom.
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: 'ﬁ%rﬂﬁﬁ'ﬁn
= - E

Slika 4.12: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 200 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena DMD algoritmom.

-adi
: "F'i:a;én: TgEY
& el=l= i
t i'*:4-'_1!.[ =

Slika 4.13: Na gornjim slikama prikazan je kadar broj 200 u videu i njegova separacija na
pozadinu i prvi plan dobivena RPCA algoritmom.



Poglavlje 5

Varijacije DMD algoritma

U drugom poglavlju prilikom formulacije DMD algoritma rekli smo da koristimo reduci-
rani SVD matrice no nismo davali viSe informacija o tom parametru redukcije. U ovom
poglavlju ¢emo vidjeti kako moZemo odrediti rang r i opéenito kako poboljsati DMD al-
goritam, pokazat ¢emo kako bolje izabrati Rayleigh-Ritzove parove i pokazati da umjesto
SVD mozemo koristit QR dekompoziciju da bismo zadovoljili dodatne uvjete.

5.1 Odredivanje parametra redukcije dimenzije

Parametar redukcije dimenzije r nije trivijalan i cilj je da bude jednak numerickom rangu
matrice podataka X. Po teoremu znamo da stupci matrice U, razapinju najbolji r-
dimenzionalni potprostor koji zahvaca podatke u smislu najmanjih kvadrata. Naime, ako
je W neka n X r matrica tako da W*W = [, tada po|(l.2.2limamo:

lxi = WW*xil[3 = |IX — WW*X)||% > jer je rang(WW*X) < r

=1

1

> IX - UV = IX - UUXIE = > i - UUxlE = ) o7

i=1 i=r+1

Primijetimo da za ovako konstruiran potprostor ne mora vrijediti da je x; u slici matrice
U,. Sada iz numericki rang » moZemo izracunati kao

r=max{i: o; > €0} (5.1.1)

gdje je € € (0,1) zadana tolerancija a o; singularne vrijednosti matrice. Ovakav nacin
odredivanja parametra redukcije r ¢emo koristiti dalje u radu.

32
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5.2 Poboljsani Rayleigh-Ritzovi parovi

Opcenito, nije svaka Rayleigh-Ritzova aproksimacija (4;, z;) dobra aproksimacija trazenog
svojstvenog para matrice A. Ovdje ¢emo dati ideju kao poboljSati te aproksimacije. Za raz-
radu ovog poglavlja koristili smo [4] i [5]. Neka su sada Z, = U, W, i A, matrice dobivene
DMD algoritmom (algoritam 1) gdje je Z, matrica svojstvenih vektora, a A, dijagonalna
matrica svojstvenih vrijednosti.

Cilj je minimizirati rezidual Az; — A;z;:

ri = 1Az = Azilla = IAUW,C, D) = LUWC ) = (1KY V,ESDWG, D) = A(UWC, D)
(5.2.1)
gdje smo u trecoj jednakosti iskoristili AU, = YV, X!, Vidimo da traZeni rezidual moZemo
racunati bez direktnog ra¢unanja matrice A. No vektor z = U,w moZda nije uvijek najbolji
za minimizaciju reziduala (5.2.1), za vrijednost A moZda postoji bolji vektor Z u slici ma-
trice U, koji ima manji rezidual. Smisleno je promatrati sljede¢i optimizacijski problem:

Az— A _AUw - AU, ,
Az =l _ | 14T Mk in AU, = AU Wil (5.2.2)
w2\ lzll w0 U, wll, Ihwllo=1

gdje je %, predstavlja sliku matrice U,. RjeSenje ovog problema je 0,,,,(AU, — AU,) gdje
O min(-) 0znacuje najmanju singularnu vrijednost matrice i ona se postize u desnom singu-
larnom vektoru w, koji odgovara singularnoj vrijednosti o, = 0 (AU, — AU,). Kao re-
zultat toga, poboljSani Ritzov vektor 7 koji odgovara singularnoj vrijednosti A je Z = U,w,
i optimalni rezidual jednak je o,. Sada, minimizaciju reziduala (5.2.1) moZemo dobiti
ratunanjem singularne dekompozicije matrice (AU, — AU,)=(YV,Z-! — AU,) tj. najmanje
singularne vrijednosti i pripadnog singularnog vektora. TroSak racunanja moZemo dalje
smanyjiti, naime, za racunanje reziduala (5.2.1) potrebno je racunati singularnu dekompo-
ziciju matrice n X r, tu dimenziju moZemo dalje reducirati na sljedeci nacin. Promotrimo
QR dekompozicije sljedeée matrice, radi lakSeg zapisa neka je B, = YV, X, !

Runy R“”) (5.2.3)

U, B)=0R, R=
( )= 0 (0 R

gdje su R 1 Rz € C™" a Ry € cr, gdje je ¥’ = min(n — r, r). Sada moZzemo B, — AU,

izraziti kao
B, - AU, = Q( Riiay) _ (R )z OR, (5.2.4)
R 0

gdje je

R, = (RUZ] - ﬂR“”). (5.2.5)
Ri22)
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Sada se problem svodi na raCunanje najmanje singularne vrijednosti i pripadnog vektora
2r X rmatrice Ry, ar <m < n.
Navodimo sada teorem koji nam govori kako moZemo izracunati Rayleighev kvocijent.

Propozicija 5.2.1. U OR faktorizaciji (5.2.3), definirajmo ® = diag((R11))i);_,. Tada je
(D*R[]z] = UjBr = Sr

Dokaz. Ako matricu Q iz (5.2.3) particioniramo kao Q = (Q; Q»), gdje Q; ima r stupaca,
tada je QR faktorizacija matrice U, dana kao U, = Q;R[;;. U, je unitarna matrica, tj.
vrijedi U, U, = I, i kako je QR faktorizacija jedinstvena, ® = Ry je dijagonalna unitarna
matrica. Sada imamo U, = U,Il, = (Q;P)(O*Rpi1y) = (01D)], paje U, = Q,PD. Stoga,
U:B, = ®*Q]B, = ®*Ryyy). O

Prije nego krenemo na sam algoritam, prokomentirat ¢emo podatke sadrZane u uzor-
cima x; 1 njihovo ponaSanje kada sustav aproksimiramo sustavom niZeg ranga. Naime,
vektori x; koji su male norme u odnosu na max; ||x;|| se mogu izgubiti prilikom reduciranja
sustava Sto nije uvijek poZeljno ako nam ti vektori nose vazne informacije. Da bismo to iz-
bjegli, skaliramo ulazne matrice podataka X € C™" i Y € C™. Primjetimo da ako vrijedi
Y = AX, tada za svaku D invertibilnu, dijagonalnu m X m matricu vrijedi (YD) = A(XD).
Kao matricu D moZemo izabrati Dy = diag(1/||X(:, Dl|2)} ili Dy = diag(1/||Y(:, D))

Sumirajuéi prethodne rezultate dobijemo sljedeci algoritam:
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Ulaz: X = (x;...x,), Y = (x3...X,,4+1); matrice podataka
€; tolerancija za odredivanje numerickog ranga

Izlaz: Z,, A,, res,, p,

1.D = diag(JIXC:, D)7, s XV = XD, YV = YDT;

2.[U,Z, V] = svd(XD);

3.odredi parametar redukcije r s tolerancijom e;

4. U, =U0UC1:nN,2. =20 :r1:r,V.=V(,1:7r);

5. B, = YOV, 5,

6. [Q.R] = qr(U. B,);

7.8, = diag(Ri))_,R(1 : r,r + 1 : 2r);

8. A, = eig(§,), (A, = diag(A)_,);

9.Za i=]:rradi

[oa,wal = SVdmin((

W, 0) = wy;
res (i) = oy;
pr(0) = wiS,wy
kraj

10.Z, = U,W,
Algoritam 3: DDMD_R4 {Refined Rayleigh-Ritz Data Driven Modal Decomposition}

b

R1:rr+1:2r)—A4R(1:r1:7) )
R(r+1:2r,r+1:2r)
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Slika 5.1: Na slici je prikazana usporedba svojstvenih vrijednosti dobivenih DMD i
DDMD_R4 algoritmima na nasumi¢no generiranim podacima. Prvo smo generirali ma-
tricu B dimenzija 1000 x 1000 i vektor stanja x; dimenzije 1000 X 1 pomocu Matlabove
funkcije rand, dalje smo matricu A izraCunali kao A = exp(—inv(B)) te skalirali A = A/||All,
i dalje racunali vektore stanja kao x; = Ax;_1,i = 2,...,100. Kao toleranciju za parametar
redukcije koristili smo € = ne, gdje je € = le — 12. Za isti kriterij DM D je sustav reducirao
narang r = 6 a DMD_R4 r = 12. Takoder, kako je poznata matrica A izraCunali smo
svojstvene vrijednosti matrice A pomoc¢u Matlabove funkcije eig.
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Slika 5.2: Na slici je prikazana usporedba reziduala dobivena DM D 1 DDM D _R4 algorit-
mima na nasumicno generiranom podatku kao na slici 5.1. Rezidual smo rac¢unali egzak-
tno; ||Az; — Aizilla

Pogledajmo sada kako dalje mozemo reducirati dimenziju problema. Neka su opet
dane matrice podataka X € C"™" 1Y € C™" tako da Y = AX i neka je QR faktorizacija
sljedeca:

Ruy Rpz)
(X Y) = Qxy 0 R[22] = Qxnyy (526)
0 0
gdje je
R[ll] R12]
R, =
g (0 Rz

a0y =04y, 1:2m).

Neka su matrice R, = R,(1 : 2m,1 : m),R, = R(1 : 2m,m + 1 : 2m), sada vrijedi
X = QxyR 1Y = QX)R U bazi stupaca matrice Qxy moZemo identificirati matrice X = R,,
Y = R, j. moZemo naSe poCetne matrice podataka X i ¥ sada promatrati kao m vektora sta-
njau 2m—dimenzionalnom prostoru. Ako sada na te matrice primijenimo algoritam 3E] dobit
¢emo matricu aproksimacija svojstvenih vrijednosti A, i odgovarajuce svojstvene vektore
kao stupce matrice Z, € C@>r Da bismo prikazali te svojstvene vektore u terminima
polaznih podataka, tj. kao elemente C" moramo pomnoziti Z, = QX}Z i time dobijemo

ITsto to smo mogli primijeniti i na algoritam 1
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kompresiranu verziju algoritma 3 (DDMD_R4_C). Ovim nacinom smo reducirali dimen-
ziju n na mnogo manju dimenziju 2m. Sada dobijemo sljedeéi algoritam:

Ulaz: X = (x;...x,), Y = (x3...X,,4+1); matrice podataka
€; tolerancija za odredivanje numeri¢kog ranga

Izlaz: Z,, A,, res,, p,

L [Qy Ryl=gqr(X Y);

2. Qxy =04, 1:2m), R, = R(1:2m,1 : m), Ry = R,(1 : 2m,m + 1 : 2m);

3. [Z, Ay, res,, p,) = DMD _R4(R,, R, €);

4.7, = 0,2,
Algoritam 4: DDMD R4 _C {Compressed Refined Rayleigh-Ritz Data Driven Modal
Decomposition}

0.015 [ . ' v . . ' v 1 107 F
@ a2 @
001t © 4 103 / TR
; 4 I |
eig(A} [ /
o O DDMD_Ra 10k /
0.005 ® % pOMR R4 C| ] .?*'*——-{., &
0 HEE @ ® 105
® | / —— DDMD_R4
0.005 @ 1 106F / | —S_DOMD_Ra.Cy
a0 @ 1 107 F
@ f
0015 " " L L s " L L J 10,5“ & L s L " 1 L " L
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 0.04 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1

Slika 5.3: Nasumi¢no smo generirali matricu A dimenzija 500 x 500 i vektor x; di-
menzija 500 X 1 pomoéu Matlabove funkcije rand i dalje racunali niz podataka kao
x; = Ax;i_1,i = 2,...,50. Na lijevoj slici su prikazane svojstvene vrijednosti dobivene
DDMD_R4 i DDMD_R4_C algoritmom kao 1 svojstvene vrijednosti matrice A koje smo
izracunali pomocu Matlabove funkcije eig. Na slici desno je prikazan rezidual dobiven
algoritmom. Kao toleranciju za parametar redukcije dimenzije koristili smo € = ne, gdje
je € = le — 12. Parametar redukcije dimenzije u oba algoritma je r = 11.
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Slika 5.4: Na slici je prikazano ukupno vrijeme potrebno za izvrSavanje DDMD_R4 i
DDMD _R4 _C algoritma u sekundama (y-os), na nasumicno generiranim podacima kao
kod slike @ Algoritme smo pokrenuli 100 puta (svaki put na razli¢itim podacima).

5.3 Redukcija dimenzije koristenjem QR dekompozicije

Dosada je svaki prikazani DMD algoritam u ovom radu baziran na SVD-u. No medutim
racunanje SVD-a nekada moze biti skupo i jo§ vaznije, moZe se dogoditi da se uzorci x;
ne nalazi u prostoru koji razapinju stupci matrice U,, tj. x; nije u slici matrice U,, gdje je
U, matrica singularnih vektora dobivena reduciranim SVD-om matrice podataka. Ponekad
je bas od koristi da nam aproksimaciju niZeg ranga razapinju to¢no odabrani uzorci x; a
to moZemo posti¢i ako umjesto SVD primijenimo QR dekompozciju na ulaznu matricu
podataka. Sljedeca razrada poglavlja je preuzeta iz [4]. Mi ¢emo dati kratak opis metode,
za detalje pogledati literaturu.

Nekasu X € C™" 1Y = C™" matrice tako da vrijedi AX = Y. Radimo QR faktorizaciju
matrice X s pivotiranjem:

XII= QR, QeC™ ReC™m (5.3.1)

Koristimo QR faktorizaciju s pivotiranjem da bismo lakSe ocitali rang matrice R. Ako je
numericki rang matrice X jednak » < m tada ¢e R, = R(1 : r,1 : r) biti dominantan dio
matrice R. Najcesce koriStenu strategiju za pivotiranje su razvili Businger i Golub [2] i ona
osigurava
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Stoga, ako matrica X nije punog ranga, tada ¢e R imati sljedecu blok strukturu, za neki
u>0il<r<m

Ry Rz
R = ( 0 . ’ R[ll] € Crxr, I R,, |2 M | Rr+1,r+l |2 ”R[ZZ]HF'

0  Rpy m—r

Kako je numericki rang matrice X jednak r, Ry;; biti malen u usporedbi sa R} pa imamo:
XII~ QR Rpzy) (5.3.2)

gdje je O, = Q(;,1 : r). Sada iz (5.3.1) vidimo da vrijedi X = Q,(Ri Rm])HT, pa iz
toga slijedi da matricu X u bazi matrice Q, moZemo prikazati kao (Rjj;; Ryj)IT” i time
smo odredili ortonormalnu bazu, sada preostaje odrediti Rayleigh-Ritzove parove.

XTI = OR
AXTI = AQR
YII = AQR.

Nekaje R, = R(1 : r,1:r),sadaje (YII), = (YID(, 1 : r) = AQ,R,, iz Cega slijedi
AQ, = (YII),R". (5.3.3)
Sada mozemo racunati Rayleighev kvocijent S, = Q;AQ, kao
Sr = (Q;(YID)R; . (5.3.4)

Ostatak je analogan kao u DMD algoritmu samo sada umjesto U,, £, 1 V, imamo Q,, R,
1 I1, (redom), gdje je I, = II(:, 1 : r). Primijetimo da Q, razapinje isti potprostor kao i
r stupaca matrice X koje odaberemo matricom permutacije I1. Mi éemo dalje nastaviti sa
poboljSanim DMD algoritmom objas$njenim u poglavlju 5.2 (DDMD_R4). TraZene svoj-
stvene vrijednosti bit ¢e svojstvene vrijednosti matrice S, a pripadne svojstvene vektore
dobijemo kao z = Q,w, gdje su w poboljsani Ritzovi vektori dobiveni kao u DDMD_R4
algoritmu.
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Ulaz: X = (x;...x,), Y = (x3...X,,4+1); matrice podataka
€; tolerancija za odredivanje numerickog ranga

Izlaz: Z,, A,, res,, p,

1.D = diag(JIXC:, D)7, s XV = XD, YV = YDT;

2. [0x, R, T1] = gr(X);

. odredi rang r;

.0, =0, 1:n, 11, =1L,:,1 : k),R, =R, (1 :r,1:7);

. B, = (YII)R;

Q. T =qr(Qc  B));

.S, =diag(Ty)_,T(1 : r,r+1:2r) (ili S, = QB,);

A = eig(S (A, = diag(A)_,) ;

.Zai=|],..rradi

O 0 N B~ W

TA :r,r+1:2r—-A4TA :r,1:r
o, wal = SVd'"""(( ( T(r+1: z)r,r+ 1(: 2r) )));
Wi, 1) = wy;
resi(i) = 0 y;
pr(0) = Wy Swa;
kraj

10. Z, = Q, W,
Algoritam 5: DDMD R4 {Refined Rayleigh-Ritz Data Driven Modal Decomposition

using QR with column pivoting}
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Slika 5.5: Nasumicno smo generirali matricu A dimenzija 1000 x 1000 1 vektor x; di-
menzija 1000 x 1 pomoéu Matlabove funkcije rand i1 dalje racunali niz podataka kao
x; = Ax;i_1,i = 2,...,100. Na lijevoj slici su prikazane svojstvene vrijednosti dobivene
algoritmima DDMD_R4 i DDMD_R4_QRCP kao i svojstvene vrijednosti matrice A koje
smo dobili pomoc¢u Matlabove funkcije eig. Na slici desno su prikazani reziduali dobiveni
algoritmima. Kao toleranciju za parametar redukcije dimenzije koristili smo € = ne, gdje
je € = le — 12. Parametar redukcije dimenzije u oba algoritma je r = 9.

5.4 DMDSP

U ovom dijelu ¢emo pokazati kako pomocu rezultata dobivenih DMD algoritmom moZemo
rekonstruirati dinamiku sustava na joS jedan nacin, tj. kako rekonstruirati pojedine uzorke
sustava x;. Razrada ovog poglavlja je preuzeta iz [3]].

Ritzov par (4}, z;) koji nam daje DMD kao aproksimaciju svojstvenog para matrice A
(pogledati algoritam 1) moZemo iskoristiti za rekonstruiranje uzoraka x;. Neka je X =
(x1, ..., X,,) matrica uzoraka, rekonstrukciju uzoraka dobijemo na nacin:

= Zz]a]/l’ Loi=1,..m. (5.4.1)
Kao i dosad, pokuSavamo smanjiti dimenziju problema pa ¢emo pokusati sa $to manjim

brojem modova z; dobro aproksimirati dinamiku. Zelimo odrediti [ < m i indekse ¢; <
.. < { tako da aproksimacija idalje bude dobra:

1
fi= ) L, i=1,.,m. (5.4.2)
j=1
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Nakon $to odredimo najbolji podskup modova, rjeSavamo problem najmanjih kvadrata:
D llxi = il —> min. (5.4.3)
i=1 N

U matricnom zapisu (5.4.1) izgleda kao:

(0] 1 /l] ﬂ’ln_l

(0%) 1 /12 /lm_l
X=(z1 2w 2n) . T (5.4.4)

a, J\1 4, .. A}
Koeficijenti (@), se dobiju kao
@)y =Z"x (5.4.5)
gdje je x; prvi stupac matrice X. Kako je Z = UW (pogledati algoritam 1) i kako vrijedi
U*U = [ imamo
Z'x =W (Ux) (5.4.6)
pa vidimo da koeficijente a; moZemo dobiti bez da direktno primjenjujemo pseudo-inverz
na matricu Z. Cilj reprezentacije (5.4.1) 1 (5.4.4) je vidjeti moZemo li sa Sto manje modova

Sto bolje aproksimirati dinamiku sustava. tj. matricu X. Pitanje je kako odrediti najbolji
| < m tako da vrijedi

@, 1A, . qj
o, 1 Ay o AT

X~ (% 2 - ) @ . Y =apy,. (547)
a\1 A .o

Zelimo odabrati z,, ..., 7, tako da je greska [|IX — Z;D, V|2 $to manja. Jedan od na¢ina
na koji mozemo to postiéi je koriStenjem metoda s rijetko popunjenim ogranicenjima, pri-
mjerice ADMM (Alternating Directions Method of Multipliers) metoda koju koristimo u
Sparsity promoting DMD . Nakon $§to izaberemo najvaZnije modove, umjesto da izabe-
remo koeficijente @,, od potpune rekonstrukcije, rjeSavaju¢i problem najmanjih kvadrata
moZzemo do¢i do novih koeficijenata . 1 tako postici optimalnije rezultate.

DMDSP (Sparsity promoting DMD)

Formulirajmo problem kao problem najmanjih kvadrata s rijetko popunjenim ograni¢enjem:

IX = Z,Do V. lli + Yllallo — min (5.4.8)
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gdje je ||allo broj ne-nul elemenata u vektoru a = (a})._, novih koeficijenata, parametar y >
0 penalizira rijetku popunjenost rjeSenja . Oskudnost ||@||p moZemo izraCunati prakti¢no
koristeci /; normu, ||@||; pa sada imamo konveksni optimizacijski problem:

IX = Z,DoV,lli + llally — min (5.4.9)

koji rjeSavamo ADMM metodom i optimalni @ prorjedujemo postavljajuci one vrijednosti
koji su po modulu manji od nekog zadanog praga, na 0. Neka su sada ji, ..., j; indeksi tih
vrijednosti koje smo postavili na 0 i neka je matrica E matrica ¢iji su stupci stupci identi-
tete s indeksima jy, ..., j;. Tada dobivenu rijetku popunjenost vektora @ mozemo prikazati
kao E'a = 0. Nakon §to odredimo tu rijetku strukturu dalje ratunamo koeficijente «;
rjeSavajuci problem najmanjih kvadrata s ograni¢enjem da je rjeSenje rijetko popunjeno:

IX = Z,D,V,|[3 — min s ograni¢enjem E” o = 0. (5.4.10)

Ovaj korak zovemo tzv. poliranje.

Pogledajmo sada malo detaljnije problem najmanjih kvadrata koji definira koeficijente
@’ u (5.4.2). Pretpostavimo da smo odabrali / modova i posloZili ih tako da su vodeci,
{; = j, j = 1,..,11potraZimo aproksimaciju uzorka x kao u (5.4.2). Neka je par (4;,z;)
Ritzov par dobiven DMD algoritmom (algoritam 1) i Z; = (Z1 z;) = U W, gdje je W,
neka rx/ matrica, [ < k < min(n, m). Zelimo za dane (1 j»Zj) 1nenegativne teZine w; odrediti
a’; tako da

J

m l

D il = > zja A 13 — min, (5.4.11)
.

i=1 j=1

Tezine w; > 0 nam govore koji uzorci su vazniji. PrikaZzimo sada matri¢no (5.4.11)

&, @, 0 0 A A0 .0

o) 0 «& 0 A1 0o A1 .. 0 _
a=| A=, 7 N R T e B B

a, 0 0 ¢« At o .. 0 A
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Sada mozemo (5.4.11) prikazati kao funkciju od
Q@) = IIX - ZiAa (A1 Az ... Ay)IWI; — min (5.4.13)

gdje je W = diag(w)? |, a Z; = (24, ..., 2)- Iskazat emo teorem koji nam daje rjeSenje o
minimizacijskog problema (5.4.8).

T
Teorem 5.4.1. Neka su matrice Z;,V,,, W kao u (5.4.13) i neka je e = (1 1) , je-
dinstveno rjesenje a problema najmanjih kvadrata (5.4.8) je dano kao

@ =1[(Z/Z)o (V,,,,,(WZVZ‘J”)]_1 [(VinW o (Z;XW))e] (5.4.14)

gdje je o Hadamardov produkt matriceﬂ Za dokaz teorema pogledati [3].

Primjer 5.4.2. Pogledajmo sada inkomresibilnu Navier-Stokesovu jednadZbu koja opi-
suje 2D protok kroz Supljinu sa pomicnim vrhom (cavity flow). Inkompresibilna Navier-
Stokesova jednadzba je dana kao

0 1
a—l:+(u-V)u:—Vp+R—eV2u
V-u=0;

Re je Reynoldsov broj, u nasem slucaju Re = 1000. JednadZba je numericki rijesena
Jjednostavnom metodom konacnih diferencija.ﬂ Metoda generira vrijednost brzine u =
(u,v), gdje je u vrijednost brzine u smjeru x—osi a v vrijednost brzine u smjeru y-osi.
Koristili smo mreZu 100 X 100 te vremenski korak diskretizacije dt = 0.01. Podatke smo
skupljali za 400 vremenskih koraka i tako smo za svaki vremenski korak dobili dvije matrice
U iV dimenzija 100X 100. Matrice U i V smo zatim vektorizirali u vektor stupac dimenzije
10000 x 1 za svako vrijeme t, te smo time kao matrice podataka koju smo provlacili kroz
algoritam, dobili nove matrice U = (uy, ...us00) i V = (V1, ..., Va00) gdje su u; i v; vektori
dimenzija 10000 X 1.

2C=AoB; cij = ajjbi;
3Kod koriten za generiranje podataka koriStenih u ovom primjeru se moZe pronaéi na https://
github.com/mathworks/2D-Lid-Driven-Cavity-Flow-Incompressible-Navier-Stokes-Solver



https://github.com/mathworks/2D-Lid-Driven-Cavity-Flow-Incompressible-Navier-Stokes-Solver
https://github.com/mathworks/2D-Lid-Driven-Cavity-Flow-Incompressible-Navier-Stokes-Solver
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Slika 5.6: Radi lak3e intuicije na slici je prikazano gibanje fluida u nasumi¢no odabranim
trenucima.

Slika 5.7: Na gornjim slikama prikazana su prva dva moda matrice U dobivena DMD
algoritmom.
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Slika 5.8: Na slici su prikazane svojstvene vrijednosti matrice U dobivene DMD,
DDMD _R4 i DDMD _R4_QRCP algoritmom. Kao toleranciju za parametar redukcije di-
menzije koristili smo € = ne, gdje je € = le — 12. Parametar redukcije dimenzije za sva tri

algoritma je r = 35.

Pogledajmo sada rekonstrukciju nasumi¢no odabranih uzoraka x; matrice U pomocu
DMDSP metode. Za parametar / koji odreduje s koliko modova Zelimo aproksimirati dina-
miku birali smo / Ritzovih vektora s najmanjim rezidualom kao Sto je opisano u poglavlju

5.2
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Slika 5.9: Na gornjim slikama prikazan je uzorak u#; matrice U te njegova rekonstrukcija.
Na slici (a) je prikazan egzaktni uzorak u;, na slici (b) je prikazana rekonstrukcija uzorka
gdje smo za [ uzeli [ = 5, na slici (c¢) je prikazana rekonstrukcija gdje smo za / uzeli / = 10.
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Slika 5.10: Na gornjim slikama prikazan je uzorak u,3; matrice U te njegova rekonstruk-
cija. Na slici (a) je prikazan egzaktni uzorak u;3;, na slici (b) je prikazana rekonstrukcija
uzorka gdje smo za [ uzeli [ = 5, na slici (c¢) je prikazana rekonstrukcija gdje smo za [ uzeli
[ =10.
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Slika 5.11: Na gornjim slikama prikazan je uzorak u;,, matrice U te njegova rekonstruk-
cija. Na slici (a) je prikazan egzaktni uzorak u,y, na slici (b) je prikazana rekonstrukcija
uzorka gdje smo za [ uzeli [ = 5, na slici (c) je prikazana rekonstrukcija gdje smo za [ uzeli
[ =10.
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Sazetak

U ovom radu opisujemo DMD metodu kao alat za numericku analizu nelinearnih di-
namickih sustava. DMD metoda je metoda trenirana podacima i nije potrebno poznavati
jednadZzbu gibanja promatranog sustava, zbog tih pozeljnih svojstava danas pronalazi pri-
mjenu u raznim podru¢jima. Analiziramo matemati¢ku pozadinu i vidimo da DMD metoda
izdvaja vazne strukture iz visoko dimenzionalnog dinamickog sustava na prostorno i vre-
mensko ovisne podatake. Te strukture su dane u svojstvenim vektorima operatora A koji
opisuje promatranu dinamiku sustava. Operator A je openito nepoznat, no pomocu pri-
kupljenih uzoraka sustava, DMD odreduje linearnu aproksimaciju operatora A, matricu
S, 1 trazi svojstvenu dekompoziciju te matrice. To postize koriste¢i SVD dekompoziciju
matrice i Rayleigh-Ritzovu metodu za racunanje svojstvene dekompozicije.

Pokazujemo kako pomocu DMD algoritma rekonstruirati dinamicki sustav. Zatim de-
finiramo Koopmanove operatore i opisujemo djelovanje Koopmanovog operatora na funk-
cije stanja sustava. Dajemo kratak opis svojstvene dekompozicije Koopmanovih operatora
te povezanost s DMD metodom.

Pokazujemo primjenu DMD metode u procesiranju videa, tj. u odvajanju pozadine vi-
dea od prvog plana videa. Metodu testiramo na dvije baze, te dobivene rezultate usporedujemo
s RPCA metodom koja je trenutno najrasprostranjenija u tom podrucju.

U zadnjem poglavlju dajemo varijacije DMD algoritma. Pokazujemo kako odabrati
parametar redukcije dimenzije, kako poboljSati Rayleigh-Ritzove parove dobivene DMD
algoritmom 1 tako opisujemo jo§ dva nova algoritma: DDMD_R4 1 DDMD_R4_C. Zatim,
pokazujemo kako aproksimirati operator A ako Zelimo da nam prostor u kojem traZimo
aproksimaciju razapinju odabrani uzorci stanja. Vidimo da traZene rezultate moZemo
posti¢i ako umjesto SVD dekompozicije matrice koristimo QR dekompoziciju s pivoti-
ranjem, stoga dajemo opis joS jedne metode, DDMD_R4_QRCP. Zatim pokazujemo jos
jedan nacin kako, koriste¢ci DMD metodu, moZemo rekonstruirati promatranu dinamiku
sustava, tj. kako rekonstruirati Zeljene uzorke sustava (DMDSP). Naposljetku, opisane
metode primijenjujemo na dinami¢kom sustavu koji opisuje Navier-Stokesovu jednadzbu.



Summary

In this paper we study the DMD method as a tool for numerical analysis of nonlinear dyna-
mical systems. The DMD method is data driven and equation free method, hence, with
many applications in many fields of engineering. We analyze the mathematical backgro-
und and show that DMD method extracts important structures from a high dimensional
dynamical system — the so called coherent spatio-temporal structures. These structures are
given in the eigenvectors of an operator A which describes given dynamical system. The
operator A is mostly unknown, but, based on given measurements (observables) of the sys-
tem, the DMD provides a linear approximation of the operator A, the matrix §, and later
finds its eigendecomposition. DMD is based on the SVD of the matrix of the snapshots
and Rayleigh-Ritz method for approximating the eigendecomposition.

We show how to reconstruct dynamical system using DMD algorithm. We define Ko-
opman operator and described its action on the observables. We briefly describe eigende-
composition of the Koopman operator and show its connection to the DMD.

We show DMD application in video processing, that is, we show how to separate bac-
kground and foreground of a video. We test DMD method on two datasets and compare
given results with RPCA method, which is most commonly used nowadays for that pur-
pose.

In the last section we give variations of the DMD algorithm. We present how to deter-
mine parameter of dimension reduction, we analyze how to improve Rayleigh-Ritz pairs
and describe two new algorithms: DDMD_R4 and DDMD_R4_C. We show how to ap-
proximate the operator A if we want for the approximation to reside in the span of selected
snapshots, and we see we can apply the QR decomposition with column pivoting instead
of the SVD, and in that way we obtain another method, DDMD _R4_QRCP. We also show
another way of reconstructing dynamical system in application using the DMD method,
that is, how to reconstruct wanted snapshots (DMDSP). As a final example, we apply the
presented algorithms on a dynamical system given by the Navier-Stokes equation.
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