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Uvod

U ovom se diplomskom radu razmatraju konstrukcije izvodljive samo Sestarom. U prvom
su poglavlju navedeni aksiomi planimetrije i povijesni razvoj jedne od najstarijih grana
matematike, geometrije. U drugom je poglavlju istaknuta teorija o inverznom preslika-
vanju ravnine dok se u tre€em poglavlju objaSnjava pomocu kojih se pomagala provode
geometrijske konstrukcije i Sto se moze konstruirati pomocu tih pomagala.

U Cetvrtom se poglavlju iskazuje 1 dokazuje Mohr-Mascheronijev teorem dok se u pe-
tom poglavlju navode primjeri konstrukcija izvodljivih samo Sestarom.

Dio ovog rada namijenjen je osvrtu na geometrijske konstrukcije u Skolskoj matematici
pa su u petom poglavlju navedeni i primjeri prikladni za Skolu gdje se konstrukcije vrse
iskljucivo Sestarom. Potom slijedi 1 aktivnost za istrazivacku nastavu, koja nije u sustavu
redovne nastave, a koja bi u€enicima mogla pribliZiti ovu temu, a samim time i nauciti ih
provoditi jednostavne konstrukcije samo pomocu Sestara.



Poglavlje 1

Geometrija ravnine i njezina povijest

1.1 Aksiomi planimetrije

Prije samog Mohr-Mascheronijevog teorema, osvrnut ¢emo se na planimetriju, a potom i
na geometrijske konstrukcije opéenito. Kad kazemo geometrija, ve¢inom se podrazumijeva
da govorimo o euklidskoj geometriji. lako postoje 1 neeuklidske geometrije, mi ¢emo se
zadrZati na prvoj. U euklidskoj su geometriji osnovni objekti u ravnini toc¢ke, pravci i
ravnine koji se ne definiraju. Svi se ostali objekti izvode pomoc¢u navedenih osnovnih
objekata. Takoder, postoje aksiomi koji opisuju svojstva osnovnih objekata. Aksiome
¢emo navesti iz [13]. Da bi aksiomi bili valjani, trebaju zadovoljavati odredene principe, a
to su:

1. Princip nezavisnosti
2. Princip neproturjecnosti

3. Princip potpunosti.

Euklidska ravnina, ili krace ravnina, je skup M cCije elemente nazivamo tockama, a
neke njezine istaknute podskupove nazivamo pravcima. Ta dva tipa objekata zadovoljavaju
sljedece aksiome:

Aksiomi incidencije:

Al. Zasvake dvije tocke A, B € M postoji jedinstveni pravac iz M kojemu one pripadaju.
Taj se pravac oznacava s AB.

A2. Na svakom pravcu leZe barem tri razlicite tocke.
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A3.

Postoje tri nekolinearne tocke (tri tocke koje ne leZe na jednom pravcu).

Aksiomi uredaja:

A4.
AS.

Na svakom pravcu u ravnini postoje to¢no dva medusobno suprotna linearna uredaja.

Paschov aksiom: Ako pravac sijeCe jednu stranicu trokuta i ne prolazi niti jednim
vrhom na toj stranici, onda on sijece jo§ barem jednu stranicu.

Aksiomi metrike:

Neka za funkcijud : M X M — R vrijedi:

A6.
AT.
AS8.
A9.
Al0.

d(A,B)>0, A,B€ M.
d(A,B)=0 & A =B,

d(A,B) = d(B,A), A,B € M.

d(A,B) < d(A,C) +d(C,B), A,B,C € M.

Za svaki polupravac (Ou) s vthom u O 1 za svaki realni broj x > 0 postoji (jedin-
stvena) tocka T na tom polupravcu takva da je d(O, T) = x.

Tada funkciju d zovemo metrika na M. KaZzemo da je uredeni par (M, d) sa svojstvima
A6. - A9. metricki prostor.

AKksiomi simetrije:

All.

Al2.

Za svaki pravac p C M postoji jedinstvena izometrija s, : M — M razli¢ita od
identitete, za koju je
sp(T)=T,T € p.

Ta se izometrija zove osna simetrija obzirom na pravac p. Pravac p se zove os
simetrije.
Za svaki par (Ox, Oy) polupravaca s vchom u O postoji barem jedan pravac p takav
da je

s,(0Ox) = Oy.

Aksiom o paralelama:

Al3.

Zadanom to¢kom T izvan zadanog pravca p prolazi najviSe jedan pravac ¢ paralelan
s p.
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1.2 Povijesni razvoj geometrije

Vratimo se malo u povijest i pogledajmo tijek razvoja jedne od najstarijih grana matema-
tike, geometrije [3], [4]. Geometrija se poCela razvijati vrlo rano. Do njenog razvoja, kao
1 do razvoja ostalih grana matematike, doslo je zbog potrebe ljudi za Sto to¢nijim procje-
nama opsega, povrsina, volumena, visina objekata i sl. Smatra se da pocetci geometrije
sezu u doba starog Egipta, a odnose se upravo na racunanje povrsina i volumena konkret-
nih predmeta. Zbog potrebe racunanja opsega kruznice, povrsine kruga i volumena kugle,
razvila se potreba za procjenom broja 7. Tim slozenim problemom bavili su se i ostali
drevni narodi kao npr. Mezopotamci, Kinezi 1 Indijci. Svi su oni pokuSavali naci aproksi-
maciju broja m kako bi mogli Sto to¢nije racunati povrSine kruga i volumene valjka. Buduci
da su se mnogi narodi, ali i pojedinci bavili otkri¢em Sto preciznije aproksimacije broja 7,
postoje razli¢ite metode procjenjivanja broja 7 na nekoliko znamenki. Iako su nabrojani
drevni narodi ostavili svoje doprinose u podru¢ju geometrije, mozemo reci da je geometrija
dozivjela znatniji razvoj tek u starogrckoj matematici.

Prvi poimence poznati matematicar u povijesti bio je Tales iz Mileta (oko 624.-527. pr.
Kr.). Zivio je u jonskom razdoblju (1. razdoblje starogréke matematike) i ostavio je veliki
doprinos na podrucju geometrije. Pripisuju mu se dva bitna torema u geometriji, a to su:
Teorem o obodnom kutu nad promjerom kruZnice i teorem o proporcionalnosti [10].

Teorem 1.2.1 (Talesov teorem o obodnom kutu nad promjerom kruznice). Ako je AB
promjer kruznice, a C bilo koja tocka kruZnice razlic¢ita od A i B, tada je <ACB pravi kut.

Teorem 1.2.2 (Talesov teorem o proporcionalnosti). Paralelni pravci a i b na krakovima
kuta <pOp’ odsijecaju proporcionalne duZine.

Nadalje, Proklo pripisuje Talesu sljedeca Cetiri teorema:
Teorem 1.2.3. Svaki promjer kruga raspolavlja krug.
Teorem 1.2.4. Kutovi uz osnovicu jednakokracnog trokuta su jednaki.
Teorem 1.2.5. Vrsni kutovi su jednaki.

Teorem 1.2.6 (K-S-K teorem o sukladnosti trokuta). Dva su trokuta sukladna ako se
podudaraju u jednoj stranici i dva kuta uz tu stranicu.

Tijekom 5. st. pr. Kr. starogrcki su matematicari poceli zahtijevati da se geometrijske
konstrukcije provode samo ravnalom i Sestarom. Zbog ograni¢enja uporabe geometrijskog
pribora samo na ravnalo i Sestar, poCetkom atenskog razdoblja (2. razdoblje starogrcke
matematike) javila su se tri klasi¢na problema:

1. Problem udvostru¢enja kocke
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2. Problem kvadrature kruga

3. Problem trisekcije kuta.

U doba helenizma (3. razdoblje starogrcke matematike) djelovao je matemati¢ar Eu-
klid ¢ije je najznacajnije djelo pod nazvom Elementi ostavilo neizbrisiv trag u matematici.
Djelo Elementi je sinteza tada poznate matematike u 13 knjiga, a posebno je po stilu pi-
sanja. Naime, tada se prvi puta nastoji Citava matematika izvesti iz malog broja pocetnih
pretpostavki (aksioma i postulata). Zbog toga je opisano djelo predstavljalo uzor za sva
matematicka djela do 20. st. Za ovaj je diplomski rad vazno djelo Elementi jer se upravo
u njemu javljaju pojmovi koje smo zapisali u prethodnom odjeljku. Iako smo naveli da se
tocCka, pravac i ravnina ne definiraju, Euklid ih je u svojim Elementima definirao.

Takoder, Euklid je u Elementima naveo svojih pet postulata, koji imaju ulogu aksi-
oma, (euklidske) geometrije, koji se razlikuju u odnosu na aksiome iz prethodnog odjeljka.
Medu njegovim postulatima najbitniji je onaj koji se po njemu naziva Euklidov peti po-
stulat. Taj je postulat zapravo drugi zapis za aksiom o paralelama, koji je spomenut u
prethodnoj tocki. Aksiom o paralelama, koji je zapisan u prethodnom odjeljku, nazivamo
Playfairov ! oblik Euklidovog petog postulata, a prijevod Euklidove verzije aksioma o pa-
ralelama glasi: Ako pravac sijeCe dva pravca tako da je zbroj unutrasSnjih kutova s iste
strane manji od dva prava kuta, onda se ta dva pravca (ako se dovoljno produze) sijeku na
toj strani. Prijevodi ostala Cetiri Euklidova postulata iz Elemenata glase:

1. Od jedne tocke k drugoj mozemo povuci duZinu.

2. Mozemo proizvoljno produljiti duZinu.

3. Oko proizvoljne tocke mozZemo nacrtati kruznicu proizvoljnog polumjera.
4. Svi su pravi kutovi jednaki.

U Euklidovim su Elementima napisane razne propozicije koje se, izmedu ostalog, od-
nose 1 na razne konstrukcije. Te se konstrukcije provode iskljucivo ravnalom 1 Sestarom,
kao Sto je bio slu€aj i u atenskom razdoblju.

Kako je vrijeme prolazilo, matematicari su pokusSavali rijesiti tri klasi¢na problema, s
veéim ili manjim uspjesima, unaprjedivali su geometriju kao i samu matematiku. Primje-
rice, Apolonije je potpuno razvio teriju konika, Arhimed je opisao 13 tipova polupravilnih
tijela koje po njemu nazivamo Arhimedova tijela.

!John Playfair (1748.-1819.) engleski matematicar. Ponekad se Playfairov oblik aksioma naziva Proklov
aksiom prema starogrckom matematicaru Proklosu (410.-485.).
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S vremenom su se razvile analiticka geometrija, projektivna i nacrtna geometrija, a
javile su se i neeuklidske geometrije. Mnogi su matematicari pokuSavali dokazati peti
Euklidov postulat jer su smatrali da je to teorem koji se moZe dokazati. Medutim, nitko ga
nije uspio dokazati ve¢ su ti pokusaji doveli do neceg sasvim drugog, a to su neeuklidske
geometrije. One su karakteristicne po tome Sto u njima ne vrijedi Euklidov peti postu-
lat. Tako npr. za hiperboli¢ku (neeuklidsku) geometriju vrijedi da kroz svaku tocku izvan
pravca postoji beskonacno mnogo paralela s tim pravcem, a za sfernu geometriju vrijedi
da se kroz toc¢ku izvan zadanog pravca ne moze povudi niti jedan pravac paralelan s tim
pravcem.

Osvrnimo se sada na matematicare koji su zasluzni za teorem koji prou¢avamo u ovom
radu. To su matematicari Georg Mohr 1 Lorenzo Mascheroni.

Kako je navedeno u [11] 1 [12], Georg Mohr (1640.-1697.) je danski matematicar,
roden u Kopenhagenu. Znacajan je matematicar jer je 1672. godine u Amsterdamu na
danskom i nizozemskom jeziku objavio knjigu pod nazivom Euclides Danicus u kojoj se
nalaze rezultati tzv. geometrije Sestara. Mohr je tako postao prva osoba koja je dokazala
tvrdnju da su sve geometrijske konstrukcije izvodljive ravnalom i Sestarom izvodljive samo
Sestarom. Knjiga Euclides Danicus bila je zaboravljena sve do 1928. godine kada su je
Johannes Hjelmslev i1 Julius Pal (pravim imenom Gyula Pal) preveli na njemacki jezik 1
izdali. Mohr je umro 1697. godine u Njemackoj.

Takoder, u [11] je navedeno da je Lorenzo Mascheroni (1750.-1800.) talijanski mate-
maticar i pjesnik, roden u blizini Bergama u pokrajini Lombardija. Kao mlad se zaredio
za svecenika, bio je profesor grékog i poezije u Bergamu, a matematiku je otkrio kasno.
Nakon studija je radio kao profesor algebre i1 geometrije u Paviji. Osim navedenog, bavio
se fizikom 1 matematickom analizom, a po njemu je naziv dobila sljedeca konstanta:

n

1
vy=1lm() ——Inn)=0.57721566...
n—0co k
k=1
Ipak, njegov je najveci doprinos matematici u tzv. geometriji Sestara, a svoje je rezultate
1z tog podrucja opisao u knjizi Geometria del compasso koja je objavljena 1797. u Paviji.
U ovom je djelu Mascheroni dao svoj dokaz tvrdnje koju je dokazao 1 Mohr 125 godina
prije njega. Mascheroni je umro u Parizu 1800. godine.

Bududi da su Mohr i Mascheroni Zivjeli u razli¢itim stolje¢ima, oboje su neovisno jedan
o drugom dokazali isti teorem.



Poglavlje 2

Preslikavanja ravnine

Bududi da ¢e jedan od dva navedena dokaza Mohr-Mascheronijevog teorema ukljucivati
preslikavanje ravnine pomocu inverzije, istaknut cemo osnove teorije o inverziji, koja nam
je potrebna za dokaz. Dokaz pomocu inverzije zahtijeva viSe znanja iz podrucja preslika-
vanja ravnine pa ga smatramo prikladnijim za viSu matematiku.

2.1 Inverzija

Prije definicije inverzije definirat ¢emo izometriju ravnine jer su temeljna preslikavanja
ravnine upravo izometrije. Definicija izometrije ravnine prema [13] glasi:

Definicija 2.1.1. Preslikavanje f : M — M je izometrija ravnine M ako vrijedi
d(f(A), f(B)) = d(A,B), YA, B € M.

Izometrija ravnine preslikava, primjerice, pravce u pravce, a kruznice u kruznice. Inverzija
je preslikavanje koje moze preslikavati pravce u pravce, kruznice u kruznice, ali takoder
moze preslikati i pravac u kruZnicu, odnosno, kruznicu u pravac. Definirajmo inverziju
prema [13]:

Definicija 2.1.2. Neka je M ravnina i O € M ¢vrsta tocka, a R > 0 zadani pozitivan broj.
Preslikavanje
L,: M\{O} > M\{O}, T —» T =1,T),

zove se inverzija s centrom O i radijusom R > 0, ako su tocke O, T i T’ kolinearne, T i T’
s iste strane tocke O i ako vrijedi

|OT| - |0T’| = R>.

Kruznica k = k(O, R) se zove kruZnica inverzije I .

7
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Jedine fiksne tocke inverzije 7, su sve tocke kruznice inverzije i ta je inverzija potpuno
odredena s centrom O i radijusom R, $to moZemo zapisati kao 7. Objasnit ¢emo kako se
konstruira slika 7’ neke tocke T koja nije na kruZnici inverzije.

1. Neka je tocka T unutar kruznice inverzije k. Slika T’ toCke T nalazit ¢e se na polu-
pravcu OT s pocCetkom u tocki O. Oznac¢imo s D sjeciSte kruznice k 1 okomice iz T
na OT. Sada konstruirajmo tangentu 7 u D na k. Presjek tangente ¢ i polupravca OT
je tocka T’, odnosno slika to¢ke T (kao na slici).

T’ je doista tocka pridruzena po inverziji tocki 7" jer zbog sli¢nosti trokuta AOT D 1
AOT'D vrijedi omjer:
OT’| R
R |oOT|

iz Cega slijedi
|0T|- 0T’ = R
2. Neka je tocka T izvan kruznice k. Iz toCke T povucimo tangentu ¢ na kruZnicu k 1

diraliSte tangente i kruZnice oznacimo s D. Slika T’ toCke T dobivena je presjekom
polupravca OT s poCetkom u O i okomice iz D na OT .
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I u ovom slucaju se dobije da vrijedi
|OT| - |0T’| = R*.

Primijetimo da se unutrasnjost kruznice k inverzijom preslikava u njenu vanjstinu, kao
Sto se vanjStina kruZnice inverzijom preslikava u njenu unutrasnjost.

Dokazat ¢emo prema [13] dvije propozicije vezane uz preslikavanje pravca u kruznicu
1 obratno. Za dokaze tih propozicija trebat ¢e nam sljedeca propozicija.

Propozicija 2.1.3. Neka su X, X' i Y, Y’ parovi pridruZenih tocaka pri inverziji I, = IX.

Tada vrijedi
<0XY = <«0Y'X' i <0OYX = <0X'Y'.

Dokaz. Na slici ozna¢imo dane kutove.

YI

Bududi da su toc¢ke X, X" 1 Y, Y’ pridruZene tocke inverzije 7 ,, po definiciji inverzije za
njih vrijedi
l0X|-|0X'| = R?
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|0Y|-|0Y'| = R*.
Izjednacavanjem ovih dviju jednakosti dobivamo
|0X| - 10X'| = |0Y|-|0Y’|
odnosno
|OX| : |0Y]| =10Y’| : |OX’|.

Uocimo da trokuti AOXY 1 AOY’X’ imaju proporcionalne odgovarajuce stranice i za-
jednicki kut u vrhu O pa po S KS poucku o sli¢nosti trokuta slijedi da su ti trokuti sli¢ni.
Sada iz sli¢nosti tih trokuta slijedi tvrdnja koju smo trebali i dokazati, tj. <OXY = <OY’X’
1<0YX = <0X'Y'. |

Propozicija 2.1.4. Pravac p koji ne prolazi centrom O inverzije I, preslikava se u kruzZnicu
kroz O. 1 ,(p) je kruznica kroz O, ali bez tocke O.

Dokaz. Neka je p pravac u ravnini M koji ne prolazi tockom O. Neka je X noZiSte okomice
iz tocke O na pravac p, a X’ = 7,(X), tj. inverzna slika tocke X. Neka je Y bilo koja tocka
pravca p,a Y’ = 7,(Y) njoj inverzna tocka.

"

Kako su X, X’ i Y, Y’ parovi pridruZenih tocaka pri inverziji Z,, po propoziciji 2.1.3
zakljuCujemo da vrijedi <OXY = <OY’X’ = 90°. Sad po Talesovom teoremu o obodnom
kutu nad promjerom kruznice (teorem 1.2.1) zakljucujemo da se tocka Y’ nalazi na kruZnici
p’ kojoj je promjer duzina OX’. Dakle, svaka tocka pravca p se preslikava u tocku kruznice
p’, odnosno pravac se preslikava u kruznicu po inverziji ravnine 7,(X). Tvrdnja slijedi
zbog bijektivnosti inverzije 7. O
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Propozicija 2.1.5. Neka je k kruZnica u ravnini M. Ako k prolazi centrom O inverzije 1,
onda je slika 1 ,(k) pravac koje ne prolazi tockom O. Ako k ne prolazi centrom O, onda je
slika I ,(k) kruZnica koja ne prolazi tockom O.

Dokaz. Dokaz ¢emo podijeliti u dva dijela kako je navedno 1 u iskazu propozicije.

1. Neka je k kruZnica koja prolazi centrom O i OY promijer kruZnice k. Neka je X bilo
koja tocka te kruZnice, a neka su X’ = 7,(X)1 Y = I,(Y) inverzne slike toCaka
X 1Y. Neka je p pravac koji prolazi tockom Y’ i koji je okomit na pravac OY.
Trebamo dokazati da je p = 7,(k). UoCimo da je <YXO = 90°. Kakosu X, X" 1 Y,Y’

parovi pridruzenih toCaka pri inverziji Z,, po propoziciji 2.1.3 zakljuCujemo i da je
<0Y’'X’ = 90° pa je tocka X’ na pravcu p zbog okomitosti pravca p na OY. Buduci
da se svaka tocka kruZnice k po inverziji preslika u to¢ku na pravcu p, zaklju¢ujemo
daje 7,(k) C p. Zbog bijektivnosti inverzije 7 ,, slijedi da je 7 ,(k) = p.

2. Neka je k kruznica koja ne prolazi centrom O, neka je tocka Y na kruznici k 1
Y’ = 71,(Y). Kako je Y, Y’ par pridruzenih tocCaka, po definiciji inverzije vrijedi

|OY]|-|0Y’| = R%. 2.1)

Neka je sada toCka Y, drugo sjeciSte pravca OY 1 kruznice k.
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Promotrimo potenciju to¢ke O s obzirom na kruZznicu k. Tada dobivamo
oY -10Y/| = 7, (2.2)
gdje je r radijus kruZnice k.
Izrazimo i |OY| iz jednadzbi 2.1 1 2.2 1 izjednac¢imo li ih, slijedi
RZ r2
0Y'| |07
odnosno

4 R ?
oy = (] ol

Uocavamao da je tocka Y’ slika tocke Y; pri homotetiji s centrom u O 1 konstantom

3
homotetije (%) . Budu¢i da homotetija preslikava kruZnicu u kruznicu, tvrdnja je
dokazana.



Poglavlje 3

Geometrijske konstrukcije

Kao Sto je spomenuto ranije, geometrijske se konstrukcije u euklidskoj geometriji provode
ravnalom i Sestarom. Ravnalo oznacava jednobridno ravnalo bez istaknutih jedinica mjere
kojim moZemo povuci spojnicu dviju razli¢itih tocaka, tj. konstruirati pravac kroz dvije
razliite tocke. Takoder, smatramo da znamo odrediti sjeciSte dvaju pravaca pri cemu je
svaki od tih pravaca zadan s dvije toCke, a ravnalom znamo nacrtati spojnice tih toCaka.
Sestar oznac¢ava Sestar kojim se oko svake tocke moZe opisati kruZnica s po volji zadanim
polumjerom.

U geometriji, u kojoj konstrukcije izvodimo ravnalom i Sestarom, pretpostavljamo da
znamo odrediti presjek pravca zadanog s dvije tocke 1 kruZnice odredene srediStem i polu-
mjerom tako da vizualno odredimo njihova sjecista nakon $to ravnalom nacrtamo pravac
kroz zadane tocke, a Sestarom kruZnicu oko zadanog srediSta zadanog polumjera. Takoder,
tocka je konstruirana ako je dobivena kao sjeciSte dvaju pravaca, pravca i kruZnice ili kao
sjeciSte dviju kruznica.

Budu¢i da smo u odjeljku 1.2 napravili kratki povijeni pregled geometrije, a u ovom
odjeljku opisali znacajke konstrukcija u euklidskoj geometriji, u iduéem ¢emo poglavlju
iskazati i dokazati Mohr-Mascheronijev teorem.

13



Poglavlje 4

Mohr-Mascheronijev teorem

Teorem 4.0.1 (Mohr-Mascheronijev teorem). Svaka geometrijska konstrukcija koja se
moZe izvesti ravnalom i Sestarom izvodljiva je i samo Sestarom.

Primjecujemo da ne moZemo konstruirati pravce buduci da se ne moze Koristiti rav-
nalo u ovim konstrukcijama. Medutim, neki pravac smatramo konstruiranim ako su nam
poznate njegove dvije tocke.

4.1 Dokaz pomoc¢u inverzije

Za dokaz Mohr-Mascheronijevog teorema [ 13] pomocu inverzije bit e potrebne dvije leme
iz [13]. Stoga ¢emo prvo dokazati te dvije leme da bismo mogli rezultate tih lema upo-
trijebiti za dokaz teorema 4.0.1.

Lema 4.1.1. Ako je zadana inverzija svojim centrom O i kruZnicom inverzije k, onda je za
svaku tocku T # O ravnine moguce samo Sestarom konstruirati njezinu sliku T'.

Dokaz. Dokaz ¢emo podijeliti u tri dijela. U prvom ¢emo promatrati tocku 7 izvan kruznice
inverzije, u drugom toc¢ku 7" unutar kruZnice inverzije koja je bliZza kruznici nego srediStu,
a u treCem toCku 7" unutar kruZnice blizu srediStu kruZnice.

1. Neka je zadana inverzija s centrom O 1 kruZnicom inverzije k i neka je tocka T izvan
kruznice. Slika 7"’ tocke T moZe se konstruirati na ovaj nacin:
Oko tocke T se opisSe kruznica koja prolazi tockom O 1 sijeCe kruZnicu k u toCkama
P i Q. Zatim opiSemo kruznice oko to¢aka P i Q koje prolaze tockom O. Kako se
kruznice oko tocaka P i Q sijeku u tocki O i u jo$ jednoj tocki, ta je druga tocka
traZena toCka T’ (kao na slici). Tocka T je inverzna slika od tocke T.

14
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Po definiciji inverzije mora vrijediti da su toc¢ke O, T 1 T’ kolinearne, T i 7’ moraju
biti s iste strane tocke O i mora vrijediti

|OT| - |OT’| = R>.

Uocavamo da su tocke O, T 1 T’ kolinearne i da toCke T 1 T’ leZe s iste strane tocCke
0. Potrebno je joS pokazati da vrijedi jednakost. Trokuti AOT’P i AOPT su sli¢ni
jer su jednakokracni 1 jer imaju zajednicki kut pri vrhu O. Stoga se podudaraju i u
ostalim kutovima. Zbog sli¢nosti vrijedi:

|OT| : |OP| = |OP| : |OT’|
|OT| - |OT’| = |OP)?
|OT| - |OT’| = R*

jer je P toCka na kruznici inverzije radijusa R. Zakljucujemo da su tocke 7 i 7’ doista
pridruZene tocke.

2. Neka je u ovom slucaju T unutar kruga, bliZe kruZnici nego srediStu, t.

07| > =
x
Trebamo konstruirati tocku 7’ kao u prethodnom dijelu:
Oko tocke T se opiSe kruznica koje prolazi tockom O i sijeCe kruZnicu k u to¢kama
P i Q. Zatim opiSemo kruznice oko to¢aka P i Q koje prolaze tockom O. Kako se
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kruznice oko toCaka P 1 Q sijeku u tocki O 1 u joS jednoj tocki, ta je druga tocka
traZena tocka T’ (kao na slici).

Kao i u 1. dijelu, zbog sli¢nosti trokuta AOT’P i AOPT vrijedi:
|OT| : |OP| = |OP| : |OT’|
0T - |0T’| = |OP’
|OT| - |0T’| = R*

pasuT i T’ pridruZene tocke.

3. Neka je u ovom slucaju T unutar kruga, bliZze srediStu kruznice, tj.
r
OT| < -.
0T 7

Ako bi u ovom koraku proveli konstrukciju kao i u prva dva dijela, kruZnica sa
srediStem u tocki T ne bi sjekla kruZnicu sa srediStem u tocki O pa je potrebno
provesti drugaciju konstrukciju:

Konstruirajmo na polupravcu OT s poc¢etkom u tocki O tocku T tako da vrijedi

|OT,| =2 -|0T]|.

Pomocu Sestara moZemo provesti konstrukciju kao na slici.
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Ovaj postupak ponavljamo kako bi konstruirali tocke 75, T, ..., T, na polupraveu OT
takve da vrijedi:

|OT,| =3 -107T|,...,|0T,| =(n+ 1) - |OT|

i takve da vrijedi

r
oT,| > =.
|OT,| 5

To je moguce uliniti samo Sestarom, a takav n postoji zbog posljedice Arhimedovog
aksioma. Sada moZemo prema 2. konstruirati toCku 7’ jer vrijedi

’
oT,| > —-.
|OT,| >

Za tu tocku vrijedi
|OT,| - |0T!| = K2, |OT| - |OT’| = K

pa slijedi
|OT,| - |0T)| = |OT| - |OT’|.

Bududi da je
|OT,| = (n+ 1) -10T],

uvrStavanjem u prethodnu jednakost dobivamo
|OT'| = (n+1)-10T)).
Drugim rijecima, 7’ dobijemo tako da od to¢ke O (n + 1)-puta nanesemo |OT|.
O

Propozicija 4.1.2 (Arhimedov aksiom). Za a,b € R, a,b > 0 postoji n € N, tako da je
na > b.
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Geometrijska interpretacija Arhimedovog aksioma je ta da ¢emo nanoSenjem male duZine
na veliku duZinu jednom premasiti veliku.

Lema 4.1.3. Neka su A, B, C tri nekolinearne tocke. Moguce je konstruirati samo Sestarom
srediste kruZnice koja prolazi tim tockama.

Dokaz. Neka su zadane tocke A, B i C. Uzmimo inverziju s centrom u A takvu da kruZnica
inverzije k prolazi kroz to¢ku B. Sliku C’ to¢ke C moZemo konstruirati kao u dokazu leme
4.1.1. Za pravac I, koji prolazi tockama B i C’, vrijedi da ga navedena inverzija preslikava
u trazenu kruznicu. Sliku / tog pravca /” moZemo naci tako da odredimo srediSte kruznice
S u koju se preslikava pravac I. SrediSte S te kruznice je inverzna slika zrcalne tocke S
toCke A s obzirom na /’. Konstrukcijom iz dokaza leme 4.1.1 nademo tocku § = S7 1§ je
srediSte traZene kruZnice. O

Konac¢no moZemo prijeci na dokazivanje Mohr-Mascheronijevog teorema (teorem 4.0.1):

Dokaz. Svaka se geometrijska konstrukcija, izvodljiva ravnalom i Sestarom, svodi na tri
temeljne konstrukcije:

1. SjecisSte dvaju pravaca.
2. SjeciSte pravca i kruznice.
3. Sjeciste dviju kruznica.

Da bi vrijedila tvrdnja iz teorema, potrebno je dokazati da je svaka od navedenih te-
meljnih konstrukcija izvodljiva samo Sestarom. OCito je da je konstrukcija pod brojem 3.
izvodljiva samo Sestarom buduci da se kruznice konstruiraju samo Sestarom. DokaZzimo
sada da se konstrukcije pod rednim brojevima 1. i 2. mogu konstruirati samo Sestarom.
Pretpostavljamo da je pravac zadan svojim dvjema to¢kama. Dokazali smo u lemama 4.1.1
14.1.3 da su sljedece dvije konstrukcije izvodljive samo Sestarom:

K. Konstrukcija inverzne slike tocke.
K,. Konstrukcija sredista kruznice koja je zadana sa svoje tri tocke.

Prema tome, da bi do kraja dokazali teorem, potrebno je pokazati da su u ovim sluajevima
temeljne konstrukcije 1.1 2. izvodljive samo Sestarom:
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1. Neka su zadana dva pravca p i g pri cemu je svaki odreden s po dvije tocke. Neka
je pravac p zadan s toCkama A i1 B, a pravac ¢ s tockama C i D. Odaberimo tocku O
koja ne lezi na tim pravcima. Odredimo inverziju s centrom u O bilo kojeg polumjera.
Pravci p i g ne prolaze centrom inverzije pa su njihove slike kruznice koje prolaze
tim centrom. Po K; moZemo odrediti tocke A’, B’, C’ 1 D', tj. inverzne tocke tockama
A, B, Ci D. Po K, mozemo odrediti kruznicu p’ koja prolazi kroz tri to¢ke O, A’
i B’. Analogno, po K, odredimo kruZnicu ¢’ koja prolazi kroz tri to¢ke O, C’' 1 D'".
Sada moZemo odrediti sjeciSte 7’ kruZnica p’ i ¢’, a primjenom K; nademo sjeciSte
T pocetnih pravaca p i gq.

2. Neka je pravac p zadan tockama A 1 B, a kruZnica k s tockama C, D 1 E. Odaberimo
tocku O koja ne lezi niti na pravcu p niti na kruznici k. Ponovno odredimo inverziju
s centrom u O i polumjerom po volji odabranim. Po K; moZemo odrediti tocke A’,
B, C’, D"i E', tj. inverzne tocke tockama A, B, C, D i E. Po K, odredimo kruznicu
p’ koja prolazi tockama O, A’ i B’. Takoder, po K, odredimo i kruZnicu k" koja
prolazi tockama C’, D’ 1 E’. Sada po K, odredimo sjeciSta 7' 1 T, pocCetnog pravca
p i pocCetne kruZnice k preslikavanjem sjeciSta T'| 1 T, dobivenih kruZnica p’ i k'.
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4.2 Direktni dokaz

Kao sto smo vec rekli, dokaz ¢emo provesti na dva nacina. Osim pomocu inverzije, teorem
¢emo dokazati i direktno. Za direktni dokaz nije potrebno dodatno znanje, kao Sto je slucaj
s dokazom pomocu inverzije. Nadalje, postupak koji provodimo u drugom dokazu je vrlo
slican postupku koji provodimo prilikom samog konstruiranja isklju¢ivo Sestarom. Zbog
toga je dobro znati dokazati Mohr-Mascheronijev teorem i na ovaj nacin.

Dokaz. Ovaj dokaz ¢emo provesti prema [12] i [8] tako da konstruiramo samo pomocu
Sestara sljedeca sjecista:

a) sjeciSta pravca 1 kruZnice k pri Cemu taj pravac ne prolazi srediStem O kruZnice &,
b) sjeciSta pravca i kruZnice k pri ¢emu taj pravac prolazi srediStem O kruZnice k,

¢) sjeciSte dvaju neparalelnih pravaca pri ¢emu oni nisu medusobno okomiti,

d) sjeciste dvaju pravaca pri ¢emu su oni medusobno okomiti,

e) sjeciSte dviju kruznica.

Uocimo da Sestarom znamo odrediti presjek dviju kruZznica pa za e) slucaj nije po-
trebno provoditi dokaz. Preostaje nam provesti dokaz za a) — d). Prilikom izvodenja ovih
konstrukcija, provodit ¢emo manje konstrukcije koje ¢emo putem objasnjavati.

a) Neka su dani pravac AB i kruznica k(O, r) pri ¢emu pravac AB ne prolazi to¢kom O.
Odredimo tocku O, simetri¢nu tocki O s obzirom na pravac AB. Toc¢ku O; odredimo
kao presjek kruznice s centrom u A koja prolazi kroz O i kruzZnice s centrom u B
koja prolazi kroz O. Sada konstruirajmo kruZnicu k; sa srediStem u O s polumjerom
jednakim polumjeru kruznice k. Zbog simetrije s obzirom na pravac AB, sjeciSta
C i D kruZnica k i k; su upravo traZena sjeciSta kruZnice k i pravca AB, kao $to je
prikazano na slici.
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b) Neka su dani pravac i kruZnica k(O, r) pri ¢emu pravac prolazi tockom O. Buduci
da u ovom slucaju pravac prolazi srediStem kruZnice, ozna¢imo taj pravac s AQO.
Konstruirajmo kruznicu sa srediStem u A radijusa po volji odabranog tako da sijece
zadanu kruZnicu k u to¢kama X 1 Y, kao Sto je prikazano na slici.

L

Potom konstruirajmo polovista C i D lukova XY na sljedeéi nacin: konstruirajmo
tocke K i L tako da su XYKQO i1 XYLO paralelogrami. K se dobije presjekom kruZnice
oko O radijusa |XY| i kruZnice oko X radijusa |YO|. To¢ku L dobijemo na analogan
nacin. Kako je KO || XY 1 OL || XY, onda su tocke K, L i O kolinearne i vrijedi

|XY|=|KO| =|0L|.
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Konstruirajmo sada kruznice sa srediStima u K i L kojima su radijusi |KY|. One se
sijeku u tocki E, a zbog simetri¢nosti konstrukcije zaklju¢ujemo da je EO L KL.
Zatim konstruirajmo kruZnice ponovno sa srediStima u to¢kama K i1 L radijusa |OE|.

One se sijeku u tockama C i D, koje su ujedno i traZena poloviSta lukova XY.

Pokazimo da je tako konstruirana tocka C upravo poloviste luka XY. Dokaz za tocku
D je analogan. Primjenjujuéi kosinusov poucak imamo sljedece:

IKY|> = [KOI* + |[YOI* = 2|KO| - |[YO| - cos <KOY.

Primjenjujudi trigonometriju pravokutnog trokuta, vrijedi sljedece:

Lixy|
= cos <0OYX
YO
Ako prethodni red pomnozimo s 2 1 primijenimo cos 120° = —cos 60°, dobivamo
sljedece:
XY 2 <KOY.
—— = —2-cos .
YO

Otprije znamo da je |XY| = |[KO| i |XO| = |YO|, dobivamo:
IKY]* = |XOP* +2-|KOP. (4.1)

Kako je |EO| L |KL|, vrijedi Pitagorin poucak, odnosno

|IKE|> = |[KOP* + |OE*. (4.2)
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9)

Zbog konstrukcija kruznica sa srediStima u K, L i radijusa |OE|, vrijedi |OE| = |KC]|,
a vrijedi i |KE| = |KY| pa dobivamo u (4.2)

IKY|? = |KO)* + |[KC|. 4.3)

Iz (4.1) 1 (4.3) slijedi:
KO + |[KC|* = |XO* + 2|KOP?
IKC]* = |XOF + |[KO)? (4.4)
Ponovno primjenjujudi Pitagorin poucak dobivamo:
IKCI* = [KO* +|0C*. (4.5)

Iz (4.4) 1 (4.5) slijedi: |XO| = |0OC|, §to znaci da tocka C lezi na luku XAY. Zbog
sukladnosti kutova <XOK = <LOY, vrijedi da je i <COX = <YOC pa je C poloviste

luka XY.

Sjecista pravca i kruznice iz b) dijela uvijek postoje, dok to nije slucaj u a) dijelu
dokaza.

Prema [7]: Neka su zadana dva neparalelna pravca AB 1 CD koji nisu medusobno
okomiti. Konstruirajmo tocke C; 1 D; koje su simetri¢ne tockama C 1 D s obzirom
na pravac AB (kao na slici).
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OpiSemo kruznice (D1, |CCy]) 1 (C,|CD]) i njihov presjek oznacimo s E. Oznalimo s
X traZenu to¢ku presjeka. Zelimo naéi tu to¢ku X tako da vrijedi
IDE| : |IDDy| = |C1 D] : x,
pri cemu je x = |XD;|. Nadimo duljinu x = |XD,|. Promotrimo dva slucaja:

e |C\D,| < 2|DE|: Konstruirajmo koncentricne kruznice oko odabrane tocke O
polumjera |DE| 1 |DD,|. Odaberemo proizvoljnu to¢ku K na kruznici (O, |DE])
i konstruiramo tetivu KL duljine |C,D;|. Opisemo dvije kruZnice sa sredistima
u K i L proizvoljnog polumjera tako da sijeku kruznicu (O, |DD,|) u to¢kama
K, i L;. Dobili smo trazenu duzinu

x = |K\Li| = |XDy],

$to vidimo 1 na slici.

PokaZzimo da je K L, traZzena duZina. Trokuti AKOK; i ALOL; su sukladni
po SKS poucku o sukladnosti trokuta. Zato je <KOK; = <LOL,. Tada je
i <KOL = <K,0L; pa su trokuti AKOL i AK,OL; sli¢ni po S KS poucku o
sli¢nosti trokuta. Tada vrijedi da je omjer odgovarajucih ostalih stranica jednak,
tj.

IKO| : |K,\Ol = |KL| : |K L]
paje KL, trazena duZina.

e |C\D,| > 2|DE|: Ako je |DD,| < 2|DE| koristimo konstrukciju kao u prethod-
nom slucaju. U protivnom, prvo konstruiramo duZzinu duljine n|DE]| pri emu je
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n toliki da vrijedi |C1D,| < 2n|DE]| (ili [DD,| < 2n|DE]). DuZinu duljine n|DE|
konstruiramo ovako: OpiSemo kruZnicu sa srediStem u E polumjera |DE|. Pre-
sijeCemo ju kruznicom sa srediStem u D istog polumjera. SjeciSte oznacimo
tockom F. Tocka F je sjeciSte kruznica sa srediStima u E i F polumjera |DE|.
Tocka E, koja je kolinearna s tockama D 1 E, je sjeciSte kruZnica sa srediStima
u E i F; polumjera |DE|. Tocka F, je sjeciSte kruznica sa srediStima u E; 1
F, polumjera |DE|, a E, je sjeciSte kruZnica sa srediStima u E; i F, polumjera
|DE|. Uo¢imo da je |DE,| = 2|DE|, a |DE,| = 3|DE)|, $to vidimo i na slici.

Stoga, ako nastavimo ponavljati opisani postupak, dobit ¢emo tocku E,_; tako
da vrijedi |DE,_,| = n|DE| §to smo i htjeli dobiti.

Nastavimo sada provoditi konstrukciju kako bi nasli x. Konstruiramo duzinu
K, L, duljine y tako da vrijedi:

n|DE| : |DDy| = |CiDy| :y
ili
|DE| . |DD1| = |C1D1| L ny.

TraZena duZina duljine x je duZina duljine ny koju konstruiramo analogno kao
n|DE)|.

Sada, kada smo nasli x, vratimo se na glavnu konstrukciju. OpiSimo kruznice (D, x)
1 (D1, x). Njihov je presjek tocka X, Sto vidimo na slici.
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d)

PokaZimo da je sjeciSte X takvo da vrijedi | XD;| = x. Kako je tocka C; simetri¢na
tocki C, a tocka D, simetri¢na tocki D, onda je presjek pravaca AB i CD jednak
presjeku pravaca CD i C\D,. Lik CED,C, je paralelogram pa zbog DE | CC; i
DD, || CC, to¢ke D, D; 1 E leze na jednom pravcu. Zbog sli¢nosti trokuta AEDC 1
ADDX slijedi

|DE| : |DD,| = |CE| : |D; X|.

Kako je
|ICD| = |CE| = |C, D],

onda je x = |XDq| 1 vrijedi

|DE| . |DD1| = |C1D1| X

Neka su AB 1 CD okomiti pravci. Konstruirajmo, postupkom kao u a) dijelu, tocku
C, simetriénu to¢ki C s obzirom na pravac AB. Poloviste X duZine CC, je traZeno
sjeciSte danih okomitih pravaca, a konstruiramo ga ovako: Odredimo to¢ku E tako
da je

|CE| = 2|CCy|.
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Konstruirajmo kruZnicu sa srediStem u E, koja prolazi tockom C. Ona sijece kruZnicu
sa srediStem u C, koja prolazi kroz to¢ku Cy, u dvije tocke. KruZnice sa srediStem u
dobivenim to¢kama, koje prolaze tockom C, sijeku se u tocki X i vrijedi

ICCil = 2|CX],

§to vidimo na slici.

S ovim je dokazan Mohr-Mascheronijev teorem.



Poglavlje 5

Primjeri konstrukcija samo Sestarom

Nakon §to smo dokazali Mohr-Mascheronijev teorem na dva razliita nacina, u ovom ¢emo
se poglavlju baviti konkretnim primjerima koje moZemo konstruirati koriste¢i samo Sestar.

Buduci da je svrha ovog rada i primjena Mohr-Mascheronijevih konstrukcija u Skolskoj
matematici, dobro je reci kako ucenici provode geometrijske konstrukcije u Skoli. Ucenici
se tijekom svog obrazovanja susrecu s tri metode koje koriste kako bi dobili crteZe na pa-
piru. Jedna od metoda je skiciranje, gdje ucenici prostorucno dolaze do crteza. Druga je
metoda crtanja koja dozvoljava upotrebu razli¢itih pomagala (ravnala, trokuta, Sestara, ku-
tomjera...). Na kraju, javlja se i metoda konstruiranja koja zahtijeva da crtez nastaje upotre-
bom samo jednobridnog ravnala i Sestara. UoCavamo da je svaka od ovih metoda sloZenija
bududi da dozvoljava sve uzi skup pomagala kojim moZemo provesti konstrukciju. Reduk-
cijom zadnjeg skupa geometrijskih pomagala (ravnala i Sestara) na skup koji sadrzi samo
Sestar, dolazimo do Mohr-Mascheronijevih konstrukcija. Sada je vidljivo da je trenutna
Skolska geometrija dobra podloga na kojoj ucenici, primjerice na dodatnoj nastavi, mogu
graditi svoje znanje o konstrukcijama samo Sestarom. Pogledajmo jedan primjer prikladan
za Skolu. Ovaj ¢emo primjer zapisati kao aktivnost koja se moZe provesti na nastavnom
satu, koji nije u sustavu redovne nastave. U idu¢em ¢emo odjeljku detaljnije opisati kako
nastavnici mogu obraditi ovu nastavnu temu u Skoli, a ovdje ¢emo se zadrZzati na samoj
konstrukciji koju bi u€enici trebali provesti u sljedeCem primjeru.

Primjer 5.0.1 (Konstrukcija pravokutnika). Neka su zadane duljine duzina a = 5 cm i
b = 3 cm. Konstruirajmo pravokutnik ABCD kojemu su zadane duljine stranica.

Aktivnost: Konstrukcija pravokutnika koriste¢i samo Sestar.

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e na konkretnom primjeru primijeniti i uvjezbati naucene
postupke geometrijskih konstrukcija koristeci iskljucivo Sestar.

Tip aktivnosti: Aktivnost vjeZbe nastavnog sadrzaja.

28
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Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku rada u paru.

Nastavna metoda:

- prema izvorima znanja: metoda rada s tekstom, metoda dijaloga, metoda konstruira-
nja

- prema oblicima zakljucivanja: heuristicka metoda, metoda analogije, metoda analize
1 sinteze

Potrebni materijal:
- ploca, kreda, biljeznice, pribor za pisanje, matematicki pribor za crtanje

Tijek aktivnosti:

Pretpostavimo da su se ucenici prije ove aktivnosti upoznali s na¢inom na koji se pro-
vodi konstrukcija samo Sestarom. Konkretno, pretpostavimo da su ucenici upoznati s tim
da presjek dviju kruZnica znamo odmah odrediti kada su nam poznate kruznice buduci da
je presjek vidljiv. Takoder, neka u€enici znaju postupke potrebne za ovaj primjer koje pro-
vodimo za odredivanje presjeka kruznice i pravca koji prolazi srediStem kruZnice. Postupci
za ove konstrukcije opisani su u direktnom dokazu u odjeljku 4.2.

Nastavnik e pustiti ucenike da u paru probaju rijeSiti dani primjer primjenjujuci me-
tode 1 postupke koji su potrebni kako bi konstrukciju proveli u potpunosti koriste¢i samo
Sestar. Dok ucenici zajednicki diskutiraju o svojim idejama i nacinima na koji bi proveli
konstrukciju, nastavnik ¢e obilaziti po ucionici i promatrati u kojem smjeru oni razmisljaju.
Po potrebi ¢e nastavnik reagirati i usmjeriti ucenike ukoliko kod ucenika uoci veée odstu-
panje od ispravnog nacina razmisljanja ili kod provodenja konstrukcije. Takoder, nastavnik
moze pohvaliti uspjeh onih ucenika koji bez njegove pomoci uspiju rijesiti primjer. Nakon
Sto ucenici pokusSaju rijeSiti primjer u paru, nastavnik ¢e potaknuti ucenike da iznesu svoje
ideje, do kojih su dosli zajednicki diskutirajuéi u paru. Ostali se uenici mogu nadovezati
1 iznijeti razloge svojeg slaganja ili neslaganja s iznesenim idejama. Tijekom rasprave,
provodit ¢e se i1 konstrukcija na plo¢i. Nju ¢e provoditi viSe u€enika, po jedan ucenik za
svaki dio konstrukcije. Pogledajmo sada postupak konstruiranja kojim ¢e ucenici rijesiti
dani primjer.

Rjesenje: Odaberimo proizvoljno tocku A i konstruirajmo kruznicu k(A, 5). Odaberimo
tocku B na konstruiranoj kruzZnici. Zatim konstruirajmo Sestarom pravi kut u tocki A.
Nanesemo kruznicu / bilo kojeg radijusa oko to¢ke A. Trebamo odrediti presjek pravca AB
i kruZznice [. Bududi da pravac AB prolazi srediStem kruznice /, za konstrukciju presjeka
koristimo b) dio iz direktnog dokaza iz odjeljka 4.2. Dakle, konstruiraymo kruZznicu [/
sa srediStem u tocki B radijusa takvog da kruZnica [; sijeCe kruZnicu / u tockama X i Y.

Potom konstruiramo polovista lukova XY. Neka su tocke K 1 L takve da su XKAY 1 XALY
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paralelogrami. Tocka K se dobije presjekom kruZnice oko A radijusa |XY| i kruZnice oko
X radijusa |YA|. Tocku L konstruiramo na analogan nacin. Sada konstruiramo kruZnice
sa srediStima u K i L kojima su radijusi |KY/|, a njihov presjek ozna¢imo s tockom E.
Presijecimo kruznice sa srediStima u K i L radijusa |AE|. Njihov je presjek tocka F, koja
je ujedno presjek pravca AB 1 kruZznice /.

Nastavimo konstrukciju pravog kuta u tocki A. Konstruirajmo kruznicu /, sa srediStem
u tocki F radijusa istog kao Sto je bila kruznica /. Konstruirajmo kruznicu /53 oko presjeka
kruznica / 1 [, istog radijusa. U presjeku kruznica / 1 /5 konstruiraymo kruZnicu l, istog
radijusa. Presjek kruznica /5 1 /4 je tocka G kroz koju prolazi okomica na pravac AB.

Presjekom kruZznice k;(A, 3) i kraka pravog kuta (pravca AG) iz vrha A dobivamo tocku

C. Postupak dolazenja do toCke C je analogan postupku kojim smo odredili tocku F. ToCku
D dobit ¢emo presjekom kruznica k,(C, 5) 1 k3(B, 3), kao Sto je prikazano na slici.

>
-
2

___Stranica AB je duljine a = 5 cm po konstrukciji jer je B odabrana na kruZnici k. Stranice
AC 1 BD su duljine b = 3 cm jer se tocke C i D nalaze na kruZnicama k; i k3, a stranica CD
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je duga a = 5 cm jer je to¢ka D na kruZznici k,. Radi se o pravokutniku jer smo u vrhu A
konstruirali pravi kut, a ostali su unutarnji kutovi pravi jer su nasuprotne stranice sukladne,
a onda i paralelne.

Ova je aktivnost ujedno 1 prilika za formativno vrednovanje jer nastavnik vrlo brzo
moze dobiti povratnu informaciju jesu li u€enici usvojili nastavni sadrzaj vezan uz Mohr-
Mascheronijeve konstrukcije i primjenjuju li odgovarajuce postupke kako bi rijesili kon-
kretni problem koji se stavi pred njih. Takoder, ucenici u diskusiji s ostalim ucenicima
odmah uocavaju jesu li na dobrom putu, tj. vodi i njihov nain razmisljanja do rjeSenja
problema. Od ostalih u¢enika mogu Cuti ideje razlicite od svojih i na temelju svega donose
zakljucke o valjanosti svojih ideja, ali i ideja drugih ucenika.

Primjer 5.0.2 (Teziste trokuta). Neka su zadane duljine duZina a = 6cm, b = 4cm i
¢ = 5cm. Konstruirajmo trokut AABC kojemu su duljine stranica zadane duljine duZina, a
potom konstruirajmo i tefiste tog trokuta.

RjeSenje: Znamo da ovu konstrukciju vrlo jednostavno moZemo provesti koristeéi ra-
vnalo 1 Sestar. Ali, buduc¢i da ne moZemo Kkoristiti ravnalo, a neki pravac smatramo konstru-
iranim ako su nam zadane njegove dvije tocke, onda moZemo konstruirati svaki trokut ko-
jemu znamo duljine stranica. Odaberemo proizvoljno to¢ku A oko koje opiSemo kruZnicu
polumjera ¢. Odaberemo proizvoljnu tocku B na toj kruZnici. Dakle, sada se smatra da
imamo konstruiranu stranicu AB jer znamo dvije krajnje to¢ke te duZine. Opisimo kruZnicu
oko A polumjera b 1 kruZnicu oko B polumjera a. Presjek tih dviju kruZnica daje trecu tocku
trokuta, tocku C, kao Sto je prikazano na slici. Time je gotova konstrukcija ovog trokuta
pomocu Sestara.

Preostaje nam konstruirati teZiSte tog trokuta. Kako je teZiSte presjek pripadnih tezisni-
ca, onda ¢emo teZziSte odrediti postupkom kojim smo odredivali presjek dvaju neparalelnih
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pravaca u dokazu Mohr-Mascheronijevog teorema u odjeljku 4.2. Neka je AD teZiSnica
iz vrtha A na stranicu BC, a BE teZiSnica iz vrha B na stranicu AC. Presjek teZiSnica i
stranica trokuta je tocka koja stranicu trokuta dijeli na dva jednaka dijela. Nju ¢emo dobiti
presjekom stranice trokuta sa simetralom stranice, postupkom koji smo koristili za presjek
dvaju okomitih pravaca u dokazu teorema. Pokazat cemo kako provesti konstrukciju tocke
D kako bi dobili teziSnicu AD, a ostale teZiSnice se analogno konstruiraju. Za simetralu
stranice BC su potrebne dvije tocke koje odredimo presjekom kruznica (C,r) i (B, r), pri
¢emu je r radijus kruZznice dovoljno velik da se te dvije kruZnice sijeku. Neka su presjeci
kruznica (C,r) i (B,r) tocke M i N. Trebamo odrediti presjek okomitih pravaca BC i MN
postupkom kao u 4.2. Tocka N je simetri¢na tocka tocki M obzirom na pravac BC. Po-
loviste D duZine BC, odnosno duZine MN, traZeno je sjeciste danih okomitih pravaca koju
dobijemo na ovaj nacin: Konstruirajmo tocku G tako da vrijedi |MG| = 2|MN|. Konstru-
irajmo kruZnicu sa srediStem u tocki G, koja prolazi tockom M. Ona sijeCe kruZnicu sa
srediStem u tocki M, koja prolazi tockom N, u dvije to¢ke. Kruznice sa srediStima u tim
toCkama, koje prolaze kroz M, sijeku se u trazenoj tocki D.

* G

Za teziSte T je dovoljno odrediti presjek dviju teziSnica. Konstruirajmo tocku B; osno-
simetri¢nu tocki B obzirom na teZiSnicu AD i to¢ku E; osnosimetri¢nu tocki £ s obzirom
na istu teziSnicu. OpiSimo kruznice k;(B1,|EE,|) 1 k,(E,|BE|). Njihov presjek ozna¢imo s
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F. Trebamo naci duljinu duZine x = |T B;|. Budu¢i da vrijedi
|BIE\| < 2|BF],

zaklju€ujemo da smo u slucaju pod prvom tockom u c¢) dokazu u odjeljku 4.2. Prema tome,
provodimo analognu konstrukciju, koja je prikazana na slici kao pomo¢na konstrukcija:
Oko proizvoljne tocke O opisemo koncentri¢ne kruznice polumjera |BB;| i |BF|. Odabe-
remo proizvoljnu to¢ku K na kruZnici veéeg polumjera i nanesemo tetivu KL duljine |BE)|.
Potom konstruiramo kruZnice proizvoljnog polumjera sa srediStima u K 1 L tako da sijeku
manju koncentricnu kruznicu. SjeciSta oznaCimo toCkama K; i L;. Dobili smo duZinu
traZene duljine, tj.
x = |K\Li| = |TByl.

Vratimo se sada na trokut i konstrukciju njegovog tezista. OpiSimo kruZnice k3(B, x)
1 k4(By, x) 1 njihov presjek oznacimo s 7. Odredili smo teziSte danog trokuta, kako je 1
prikazano na slici.

Stranice trokuta su traZene duljine po konstrukciji jer se nalaze na kruZnicama sa
srediStima u vrhovima trokuta, a polumjeri su jednaki duljinama stranica.

Primjer 5.0.3 (Trokut zadan simetralama kutova). Neka su zadani pravcid, e i f, svaki
s po dvije tocke, koji prolaze istom tockom O. Konstruirajmo trokut AABC takav da su mu
dani pravci simetrale kutova.
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Rjesenje: Neka je pravac d zadan toc¢kama O 1 D, pravac e tockama O i E 1 pravac f

tockama O 1 F. Simetrale kutova nas trebaju potaknuti na razmis$ljanje kako bi zadatak
mogli rijeSiti osnom simterijom. Naime, simetrala kuta sluZi kao os simetrije, a tocke s
jedne stranice trokuta mozZemo osnom simetrijom preslikati na pravac na kojem lezi druga
stranica trokuta. Time se oCuva svojstvo simetrale kuta trokuta.
Odaberimo neku to¢ku A na pravcu d, razli¢itu od O. Odredimo tocku A; osnosime-
tri¢nu tocki A obzirom na pravac f i tocku A, osnosimetri¢nu tocki A obzirom na pravac e.

Tocka A, se dobije presjekom kruznica (O, |OA|) i (F,|FA|), a to¢ka A, presjekom kruZnica
(0,|0A)) 1 (E,|EA]). Ovo moZemo vidjeti na slici.
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Definirajmo pravac p kao pravac koji prolazi to¢kama A, i A,. Tocka B bit Ce presjek

pravaca p i e, a tocka C presjek pravaca p i f, kao Sto je prikazano slikom. Postupak
odredivanja tih sjecista je isti kao i u prethodnom zadatku pa ga ne¢emo navoditi.
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Buduc¢i da smo provodili osnu simetriju tocke A obzirom na pravce e i f, zakljucujemo
da je trokut AAA,C jednakokraCan i f je simetrala osnovice AA, tog trokuta pa je ujedno
1 simetrala kuta u vrthu C. Analogno se pokaZe i da je pravac e simetrala kuta u vrhu
B. U zadatku piSe da te dvije simetrale kutova prolaze tockom O, a i pravac d prolazi
tom tockom. Po teoremu o simetralama unutarnjih kutova trokuta znamo da simetrale
unutarnjih kutova trokuta prolaze istom toCkom pa zakljucujemo da je d simetrala kuta u
vrhu A.



Poglavlje 6

Obrada Mohr-Mascheronijevih
konstrukcija u skoli

Kao §to smo ve¢ spomenuli, u ovom ¢emo poglavlju detaljnije razraditi ideju kako ucenici-
ma mozemo pribliZiti ovu temu u skladu s njihovim predznanjem i dobi. Iako se ucenici
ve€ u osnovnoj Skoli susre€u s konstrukcijama pomocu jednobridnog ravnala i Sestara, sma-
tramo prikladnijim obradu Mohr-Mascheronijevih konstrukcija ostaviti za srednjoskolce.
Bez obzira §to je bit Mohr-Mascheronijevog teorema lako razumljiva i niZim uzrastima ako
tom teoremu pristupamo sa stajaliSta kao $to je prikazano u dokazu teorema u odjeljku 4.2,
pa Cak i ako izostavimo dokazivanje, sam postupak konstruiranja sjeciSta obuhva¢a mnoge
korake Sto poprili¢no odstupa od osnovnoskolskog pristupa konstrukcijama.

Kako konstruiranje tocke, tj. sjecista, nije samo po sebi zanimljivo, trebali bismo ukljuci-
ti zadatke koji zahtijevaju konstruiranje objekata. Kad bismo konstruiranje sjecista proSirili,
primjerice, na konstrukciju mnogokuta, ¢iji vrhovi nastaju presjekom pravaca ili presjekom
pravca i kruznice, tada je potrebno provesti vise konstrukcija koje mogu obuhvacati i kom-
binacije razliCitih konstrukcija sjeciSta. Prisjetimo se, u odjeljku 4.2 dokaz smo rastavili
na 4 slucaja, ako isklju¢imo slucaj s presjekom dviju kruznica. Tako smo posebno opisali
konstrukciju za presjek kruznice i pravca koji ne prolazi srediStem kruZnice, konstrukciju
za presjek kruZnice i1 pravca koji prolazi srediStem kruZnice, zatim konstrukciju za presjek
dvaju neparalelnih pravaca koji nisu medusobno okomiti i na kraju konstrukciju za presjek
dvaju pravaca koji su medusobno okomiti.

Sve ovo opisano pokazuje nam da ovu temu moZemo obraditi tek u srednjoj Skoli, ali
s uCenicima s viSe matematickog potencijala, koji su zainteresirani za nova znanja iz po-
dru¢ja matematike. Medutim, uo¢imo da je neke konstrukcije moguce napraviti Sestarom
bez znanja o Mohr-Mascheronijevim konstrukcijama. Ve¢ u 6. razredu osnovne $kole [1]
ucenici uce osnovne konstrukcije trokuta. Primjerice, ucenici tada uce kako konstruirati
jednakostrani¢ni i1 jednakokracni trokut. Ako razmislimo o konstrukciji tih trokuta kada

36
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su poznate duljine svih stranica, uocit ¢emo da se cijela konstrukcija moze izvesti samo
pomocu Sestara. Naime, poznavajuéi duljinu osnovice, jednostavno odaberemo jedan vrh
osnovice, a drugi vrh odabremo proizvoljno na kruZnici sa srediStem u prvom vrhu kojoj
je radijus jednak duljini osnovice. Zatim, poznavajuci duljinu krakova, tre¢i vrh odredimo
kao presjek dviju kruznica istog radijusa opisanih oko ve¢ konstruirana dva vrha trokuta, a
to znamo odrediti bez dodatnih konstrukcija.

Bududi da je tijekom srednje Skole najviSe vremena za gemetriju predvideno u 2. i
3. razredu [5], [6], smatramo da je najbolje u tom periodu srednjoSkolskog obrazovanja
ucenike upoznati s ovom temom na dodatnoj ili izbornoj nastavi. Prije nego Sto izne-
semo konkretan prijedlog za ovu temu, navest ¢emo karakteristike suvremene nastave i
istraZivacke nastave primjerene za Skolu.

6.1 Suvremena nastava

U suvremenoj je nastavi naglasak na aktivnom sudjelovanju ucenika u nastavnom pro-
cesu [9], [2]. Ucenici su oni koji promiSljaju 1 uz navodenja nastavnika otkrivaju nove
sadrzaje. Nastavnici organiziraju nastavu i ostavljaju prostora ucenicima kako bi izni-
jeli svoje obrazloZene ideje koje nastavnici potom argumentirano prihvacaju ili odbacuju.
Upravo je ovo najveca razlika izmedu tradicionalne i suvremene nastave. Takoder, u su-
vremenoj je nastavi pozeljno istraZivati, ne samo proucavajuéi tiskane materijale, vec i
pretraZzivanjem grade na internetskim stranicama, stoga bi u¢enicima trebala biti dostupna
literatura u oba oblika. U tradicionalnoj je nastavi naglasak na nastavniku, koji u¢enicima
iznosi gotove informacije uz objaSnjenja zasSto vrijede odredene tvrdnje. Ovime se ne 0s-
tavlja previSe prostora za inicijativu ucenika i ne poticu se misaoni procesi uc¢enika u onoj
mjeri u kojoj se poti¢u u suvremenoj nastavi. Suvremena nastava nudi nastavnicima mnoge
nacine organiziranja nastave kako bi povecali aktivnost ucenika, a neki od njih su sljedeci:

e Nastava moZe biti jednostavno organizirana tako da nastavnik pitanjima navodi u¢eni-
ke na ispravne zakljucke i obrazlaganje svog misljenja kako bi svi u razredu uvidjeli
razlog donosSenja takvog zakljucka.

e Nastavnik moZe pripremiti aktivnosti otkrivanja u vidu grupnog rada gdje se ocekuje
od svakog ucenika da svojim zalaganjem doprinese ocekivanom otkri¢u. Nakon
grupnih radova, nastavnik poziva grupe da ukratko iznesu svoje rezultate koje po-
tom komentiraju ¢lanovi ostalih grupa uz nastavnikova odobrenja.

e Prikazivanje edukativnih videa vezanih uz nastavni sadrzaj moze biti prilika za raz-
rednu diskusiju.



POGLAVLIJE 6. OBRADA U SKOLI 38

e [zrada opipljivih predmeta, koji olakSavaju shvacanje nastavnog sadrzaja, odlicna
su aktivnost kojom dolazi do izraZaja uCenicka kreativnost i domisljatost. Naime,
ucenicima se moZe prepustiti na izbor odabir materijala za izradu predmeta, odabir
nacina na koji ¢e izraditi predmet itd.

e KoriStenje racunalnih programa ili aplikacija takoder mogu olaksSati shvacanje nas-
tavnog sadrZzaja putem vizualizacije, a uCenici njihovom uporabom razvijaju sposob-
nost snalaZenja i primjene istih na konkretnim primjerima.

e Nastavnici mogu ucenicima zadati domacu zadacu u obliku seminarskog (projektnog
ili istraZivackog) rada ¢ime povecavaju uklju€enost u¢enika u nastavni proces. Jedna
seminarska zada¢a mozZe biti zadana jednom uceniku ili grupi uc€enika. DuZnost je
ucenika obraditi dobivenu temu pomocu nastavnih materijala, a ponekad i pomocéu
dodatnih materijala koja sam pronade. Nakon obrade teme, ucenici ponekad trebaju
svoj rad izloziti pred ostalim ucenicima u razredu.

Postoji mnostvo sliénih primjera primjerenih za aktivno sudjelovanje ucenika u nastavi,
a mi ¢emo se zadrZzati na posljednja dva primjera (projektnom radu i koriStenju racunalnih
aplikacija) uz detaljnije objaSnjenje na konkretnoj temi.

6.2 Istrazivacka nastava opcenito i na primjeru
Mohr-Mascheronijevih konstrukcija

Kod istraZivacke nastave opcenito, nastavnik nije onaj koji uCenicima servira dostupna
znanja, ve¢ je onaj koji organizira grupni rad, zadaje zadatke ucenicima, pusta ih da sami
istraZzuju i usmjerava ucenike da dodu do ispravnih zakljucaka. Zadaca je nastavnika jasno
formulirati problem s jasnim smjernicama i uputama na temelju kojih bi ucenici mogli
samostalno ili u grupama provoditi istrazivanje. Nastavnici trebaju poticati ucenike na kre-
ativno razmiSljanje kako bi dosli do informacija temeljenih na razli¢itim izvorima, vlasti-
tim mislima i prosudbama. Takoder, nastavnik treba biti u stanju dati u¢enicima povratne
informacije o njihovom radu. Da bi to ucinio, treba dobro poznavati izuCavani sadrzaj
kako bi mogao kvalitetno prosuditi ispravnost u¢enikovih zakljucaka, ali treba imati i do-
bre komunikacijske vjeStine kako bi mogao argumentirano objasniti razloge zbog kojih
odredeni zakljucci jesu ili nisu ispravni. Sve su ovo pokazatelji da je za dobro osmisljenu
istrazivacku nastavu potrebno uloziti viSe vremena.

S druge strane, ucenici su odgovorni za uspjeh u istrazivanju. Istrazivacka nastava za-
htijeva angazman ucenika kako bi prikupili informacije pa svi ucenici trebaju aktivno su-
djelovati da bi dosli do rezultata. Njihov uloZeni trud rezultira prikupljenim informacijama,
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a dosadaSnje im znanje pomaZze analizirati informacije i donijeti zakljucke. Prilikom pojave
nejasnoca, nastavnik im pomaze rijeSiti ih. Na ovaj se nacin u€enicima daje sloboda da ko-
riste svoje sposobnosti kako bi odabrali podatke koji ¢e ih dovesti do potrebnog znanja (u
naSem slucaju znanja o konstrukcijama iskljucivo Sestarom za primjenu istih na konkret-
nim primjerima). Isto tako, istraZivacka nastava omogucuje ucenicima uciti, promatrati,
istraZivati, zakljucivati itd.

Prije zadavanja zadataka za istraZivaCku nastavu, nastavnik bi trebao aktivirati po-
stojece znanje kod ucenika koje je potrebno za rjeSavanje problema. To se moZe izvesti
zajednickim ponavljanjem sadrzaja koji ¢e se smatrati poznatim prilikom istrazivanja. Pri-
mjerice, za temu Mohr-Mascheronijevih konstrukcija, neophodno je poznavati, kao §to smo
naveli u poglavlju 3, da se geometrijske konstrukcije vrSe upotrebom jednobridnog ravnala
1 Sestara. Pravac je zadan s dvije tocke, a ravnalom znamo konstruirati spojnice tih tocaka.
KruZnica je zadana svojim srediStem i polumjerom $to znamo konstruirati Sestarom. Tocka
je zadana kao presjek dvaju pravaca, pravca i kruznice ili dviju kruZnica.

IstrazivaCka se nastava sastoji od odredenih etapa [9]. Navest ¢emo ih i objasniti Sto
svaka od njih obuhvaca. Uz to, uklopit ¢emo naSu temu rada u svaku od tih etapa onako
kako smatramo da bi se mogla obraditi u istrazivackoj nastavi.

e Odabir teme: Nastavnik odabire temu pod nazivom Mohr-Mascheronijeve kons-
trukcije.

e Pripreme: U ovoj fazi nastavnik ucenicima zadaje zadatke uz jasne upute, raspore-
duje ih po grupama i odreduje krajnji rok za zavrSetak rada. Upute su okvirne smjer-
nice kako ucenici ne bi izisli iz okvira teme i onoga Sto se od njih ocekuje. Pomocu
njih ucenici ostaju fokusirani na problem.

Za temu Mohr-Mascheronijevih konstrukcija nastavnik moZze rasporediti ucenike,
ovisno o ukupnom broju, u nekoliko grupa s 3-5 ucenika. Krajnji rok za predaju
moZze biti dva mjeseca od zadavanja teme s uputama. Upute za uCenike bi mogle
sadrZavati smjernice ovakvog tipa:

1. IstraZite Sto su Mohr-Mascheronijeve konstrukcije.

2. Proucite 1 ispiSite postupke konstruiranja presjeka pravca i kruznice te presjeka
dvaju pravaca (uocite da za svaki od ovih presjeka postoji viSe slucajeva ovisno
o medusobnom poloZzaju danih objekata).

3. Osmislite zadatak u kojem je potrebno konstruirati objekt, npr. mnogokut, i
rijeSite ga uz opisane korake konstrukcije.

4. Provedite konstrukciju svog zadatka u nekoj od racunalnih aplikacija koje to
omogucuju, npr. Geogebra. Korake svoje konstrukcije spremite kako bi se
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svaki korak prikazao pojedinim klikom. U pisanom radu, uz opisane postupke
konstrukcija, stavite odgovarajuce slike konstrukcija iz Geogebre.

5. Napravite prezentacije u PowerPointu, Prezi ili nekom drugom programu s kraj-
njim rezultatom vaseg rada.

¢ Ispunjavanje zadataka: Ucenici obavljaju razli¢ite zadatke povezane s predmetom
istraZivanja koriste¢i razlicite materijale. Pritom skupljaju informacije, organiziraju
ih koriste¢i dosadasnje znanje koje nadograduju novim. Ucenici rade pojedinacno,
ali 1 u grupama komunicirajuéi jedni s drugima, kao i s nastavnikom kako bi uspo-
redili, sortirali i sistematizirali prikupljene podatke. U ovoj su fazi klju¢ni pojmovi
analiziranje, usporedivanje, definiranje, sistematiziranje, zaklju€ivanje itd.

Sve opisano mozemo primijeniti i u istrazivackoj nastavi vezanoj uz Mohr-Maschero-
nijeve konstrukcije. Naime, Clanovi svake grupe dogovore se oko raspodjele posla.
Svaki je ucenik zaduZen za pretraZivanje 1 skupljanje literature vezane za njegov
dio posla. Nakon proucavanja i izdvajanja informacija, ¢lanovi grupe zajednicki sa-
stavljaju svoj rad. Uz pisani rad, uenici izraduju svoj aplet u raunalnom programu
Geogebra (ili nekom drugom programu), kao $to je opisano u uputama. Na kraju svoj
rad sazimaju u prezentaciji upotrebljavaju¢i PowerPoint (ili neki drugi program). Ti-
jekom cijelog procesa, ¢lanovi iste grupe suraduju i slijede upute nastavnika. Na-
stavnik je takoder uklju€en u cijeli proces na nacin da prati rad ucenika, ukazuje na
dobre i krive zakljucke, ali im i pomaze rijesiti nejasnoce.

e Prezentiranje: Svaki ucenik ili jedan dio ¢lanova grupe prezentira rezultate svog

rada/rada grupe uz zajednicku diskusiju u kojoj sudjeluju svi ucenici s nastavnikom
koji odreduje tijek diskusije.
Nakon §to su ucenici napravili rad s temom Mohr-Mascheronijevih konstrukcija,
Clanovi svih grupa, zajedno s nastavnikom, dolaze na nastavni sat gdje svaka grupa
ima 15-ak minuta za izlaganje svog rada. Buduci da je svaka grupa istraZila postupke
osnovnih konstrukcija, najviSe bi vremena prilikom izlaganja svake grupe trebalo
biti posveéeno prikazu rjeSenja odabranog zadatka s koracima konstrukcije, $to je
prikazano u Geogebri (i PowerPointu).

e Evaluacija: U ovoj fazi u€enici procjenjuju svoj doprinos i uspjeh na temelju steCenog

znanja. Takoder, nastavnik evaluira u¢enicke radove na temelju unaprijed postavlje-
nih kriterija.
U zavr$noj fazi slijedi komentiranje i osvrt na radove s temom Mohr-Mascheronijevih
konstrukcija. Nakon toga, moZe se organizirati da svaka grupa procijeni svoj rad ili
da svaki pojedinac procijeni svoj doprinos ukupnom rezultatu grupe. Slijedi primjer
pitanja na koja treba odgovoriti svaki ¢lan grupe za evaluaciju (samovrednovanje)
tako da stavi kvacicu ili plus u polje koje mu najviSe odgovara.
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Tvrdnje Slazem | Djelomic¢no Ne
se se slazem
slazem se

Rad moje grupe sadrzi sve dijelove bitne za
shvaéanje ove teme.

Nasi opisi konstrukcija su jasni i razumljivi.

Zadatak smo rijeSili detaljno i precizno uz po-
pratne slike iz Geogebre (ili drugog programa).

Svi su ¢lanovi grupe ravnopravno sudjelovali u
izradi rada.

Moj je trud doprinio pronalasku i odabiru po-
trebnih infromacija.

ProSirio/la sam svoje znanje o geometrijskim
konstrukcijama.

Sam/a bih znao/la provesti konstrukciju samo
Sestarom u konkretnom zadatku.

6.3 Didaktika u istrazivacki usmjerenoj nastavi
(matematike)

U suvremenoj nastavi didaktika igra vaZznu ulogu. Ona je grana pedagogije koja se bavi
analizom i planiranjem procesa ucenja i poucavanja koji se ostvaruje u nastavi. Prema
[2], francuski matematicki edukator Guy Brousseau osmislio je teoriju koja je dio didak-
tike pod nazivom Teorija didaktickih situacija. U toj je teoriji iznio faze koje nastavniku
sluZe kako bi bio efikasniji u organizaciji istrazivacke nastave. OsmiSljena situacija za is-
trazivaCku nastavu ili njezin milieu, tj. okruZenje, bi trebala u¢eniku omoguciti dobivanje
povratne informacije o kvaliteti svog rada. Primjerice, ucenik bi trebao znati ide li ili ne
ide njegov rad i1 nacin razmiSljanja u dobrom smjeru. Koliko je zahtjevno osmisliti dobar
milieu koji ¢e dati dobre informacije, toliko je teSko 1 u€eniku samostalno istrazivati. Medu
primjerima miliea, tj. okruZenja, kao najpoznatiji primjer se isticu slagalice (puzzle). Ideja
je da ucenik sastavi slagalicu veéih dimenzija od dobivene slagalice. Ako ucenik ne ide u
dobrom smjeru, ne¢e moci sastaviti slagalicu. Time e se vracati na pocetak kako bi pro-
mijenio nacin razmiSljanja. Ispravnim nacinom razmisljanja doSao bi do to¢nog rjeSenja
¢ime bi uspio sastaviti slagalicu. Slagalice su osmiSljene tako da u€enici samostalno iz-
grade znanje. Slijedi primjer slagalica iz [2] na temelju kojeg ucenici mogu uciti. Nasta-
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vnik u€enicima pokaZze sliku kvadrata podijeljenog na trokute i Cetverokute odgovarajuéih
dimenzija.

Ucenici trebaju napraviti slican kvadrat, ali ve¢i, koji je podijeljen na dijelove kao na
slici pri ¢emu duZina duljine 4 cm na modelu treba odgovarati duZini duljine 7 cm na
novom kvadratu. Nastavnik treba podijeliti uenike u grupe tako da svaki u¢enik moZze iz-
raditi barem jednu ili dvije slagalice koje Ce €initi cjelinu sa slagalicama od ostalih u€enika
iz grupe. Nakon upoznavanja s problemom, ucenici ga pokuSavaju rijesiti bez pomo¢i
ucenika. Samostalno, odnosno grupno, pokusavaju do¢i do pravilnosti (dimenzija) koje ¢e
im omoguciti izraditi svaku slagalicu pa onda i Citav kvadrat traZzenih dimenzija. Ucenici
prilikom rjeSavanja problema nastoje upotrijebiti svoje znanje, ali problem je sastavljen
tako da ucenici uvidaju kako njihovo trenutno znanje ne daje dobre rezultate. Stoga, njihov
rad treba biti usmjeren na otkrivanje novog znanja koje ¢e im olakSati 1 omoguditi uspjesno
rjeSavanje problema. U ovom konkretnom primjeru vazno je da u€enici sami dodu do ideje
upotrebe proporcionalnosti, koja im je u tom trenutku nepoznata. Da bi izradili slagalicu,
koja zadovoljava uvjete zadatka, svi uCenici trebaju do¢i do hipoteze da se duljina svake
stranice geometrijskih likova, od kojih je sastavljen kvadrat, treba pomnoziti faktorom 47'1'
Kao Sto smo naveli u odjeljku 6.2, nakon Sto ucenici rijeSe zadatak, slijedi prezentiranje
svake grupe gdje ucenici iznose svoja otkri¢a. Nakon toga, nastavnik na kraju formulira
ideju proporcionalnosti geometrijskih likova. Tijekom razredne diskusije i zavrSnog osvrta
na problem, osobne ideje ucenika postaju zajednicko znanje slicno onom koje se moze naci
u razlicitoj literaturi.

Sada ¢emo navesti faze procesa ucenja karakteristiCne za istrazivacku nastavu kakve
navodi didaktika [2], a nakon toga ¢emo povuci paralelu s ve¢ opisanim primjerom is-
trazivacke nastave:

1. Faza primopredaje: U prvoj fazi nastavnik prezentira problem ucenicima i daje im
jasne smjernice za rjeSavanje problema. Vazno je da uenici razumiju sva pravila
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kako bi bili u stanju ukljuciti se u aktivnosti koje slijede nakon ove faze. U ovoj fazi
nastavnik ne pruza dodatnu pomo¢ ucenicima.

2. Faza akcije: U ovoj su fazi ucenici ukljuceni u rjeSavanje problema. Oni prilikom
istraZivanja koriste svoja dosadaSnja znanja i iskustva, a otvara im se prostor za nova
znanja koja usvajaju.

3. Faza formulacije: Sada ucenici prezentiraju Sto su postigli u fazi akcije, daju svoje
ideje (npr. za rjeSavanje odabranog zadatka u istrazivackoj nastavi) itd. Ovo se odvija
u ucionici, ali nije uvijek dovoljno samo potaknuti ucenike da sudjeluju u razre-
dnoj diskusiji. Cesto se javlja nekoliko istih u&enika koji Zele izreéi svoje misljenje.
Medutim, potrebno je ostvariti komunikaciju medu svim ucenicima kako bi se obli-
kovalo vlastito znanje svakog ucenika. Ovakvu komunikaciju najlakSe je postici
u manjim grupama. Kad odredeni student iznese tocnu tezu, treba ju i obrazloZiti
matematickim argumentima kako bi ju i ostali uCenici u grupi mogli prihvatiti kao
ispravnu.

4. Faza potvrdivanja valjanosti: Ucenici testiraju svoje strategije ili ideje. To znaci
da ucenici provjeravaju valjanost ili ispravnost svojih ideja, tvrdnji i rezultata bez
uplitanja nastavnika koji bi im mogao re¢i jesu li u pravu ili ne.

5. Faza institucionalizacije: U zadnjoj fazi osobno znanje poprima formu instituci-
onalnog znanja. Ucenik tada saznaje sve pojedinosti 1 gradi kona¢no znanje. Ovu
fazu najcescée provodi nastavnik koji ucenicima predstavlja optimalnu strategiju nas-
talu od prikupljenih ideja saZetih u zajednicku strategiju.

Osvrnemo li se na etape od kojih se sastoji istrazivacka nastava, kao i istrazivacka na-
stava s didaktickog glediSta otkri€a proporcionalnosti geometrijskih likova pomocu slaga-
lica, uvidamo da su one poprili¢no sli¢ne onima koje nalaZe didaktika suvremene nastave,
konkretno istrazivacki usmjerene nastave. Iz toga moZemo zakljuciti kako navedenim obli-
cima istrazivacke nastave obuhva¢amo didakti¢ke smjernice za Sto kvalitetnijom nastavom.
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Sazetak

U ovom radu naglasak je na geometrijskim konstrukcijama izvodljivim samo Sestarom.
Prije iskaza i dokaza Mohr-Mascheronijevog teorema, koji kaze da je svaka geometrijska
konstrukcija izvodljiva ravnalom 1 Sestarom takoder izvodljiva 1 samo Sestarom, navedeni
su aksiomi planimetrije euklidske geometrije, a nakon toga i kratki povijesni razvoj geome-
trije. Jedan dokaz Mohr-Mascheronijevog teorema ukljucuje preslikavanje ravnine pomocu
inverzije pa je u radu ukratko opisana teorija o inverziji. Osim pomocu inverzije, teorem
smo dokazali i direktno. Postupak koji provodimo u direktnom dokazu je vrlo slican po-
stupku koji provodimo prilikom konstruiranja samo Sestarom. Zbog toga je potrebno znati
dokazati Mohr-Mascheronijev teorem 1 na ovaj nacin.

U drugom dijelu diplomskog rada, na konkretnim smo primjerima mogli vidjeti kako
provesti konstrukcije iskljucivo Sestarom. Naveli smo i primjere koji se javljaju u Skolskoj
matematici. Osim toga, predloZili smo nacin na koji se ova tema moze obraditi u skoli, kao
dio istrazivacke nastave. Navedeno o istrazivackoj nastavi potkrijepili smo didaktickom
pozadinom.



Summary

Emphasis in this thesis is on geometric constructions carried out only by compass. Be-
fore a proof of Mohr-Mascheroni theorem, which says that every geometric construction
carried out by compass and ruler can be done without ruler, we provided axioms of plane
Euclidean geometry and stated short historical development of geometry. One proof of
Mohr-Mascehoni theorem includes plane transformation called inversion, so in this thesis
we shortly introduced specification of the theory of inversion. Except by inversion, we pro-
ved theorem directly as well. Process that is carried out in the direct proof is very similar
to process that is used in construction only by compass. That is why it is necessary to know
how to prove Mohr-Mascheroni theorem in this way.

In the second part of this thesis, we saw concrete examples how to carried out construc-
tions only by compass. There are also examples that we can find in school mathematics.
Besides, we suggested method of implementation of this topic in school, for example, as a
part of inquiry based mathematics teaching. Everything about this way of teaching, that is
stated in this thesis, is confirmed by didactic background.



Zivotopis

Rodena sam 24. studenog 1996. u Karlovcu. Prva tri razreda osnovne $kole zavrsila sam
u Osnovnoj $koli Svar&a, a ostalih pet razreda u Osnovnoj skoli Grabrik u Karlovcu. Po
zavrSetku osnovne Skole, 2011. godine, upisala sam op¢i smjer Gimnazije Karlovac koju
sam zavrSila s odliénim uspjehom 2015. godine. Iste sam godine nastavila svoje obrazo-
vanje na Prirodoslovno-matematickom fakultetu u Zagrebu na kojem sam upisala preddi-
plomski studij Matematike, nastavni¢kog smjera. Godine 2018. postala sam sveuciliSna
prvostupnica edukacije matematike i te sam godine upisala diplomski studij Matematike
na istom fakultetu, takoder nastavni¢kog smjera.
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