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1 Uvod

Grayev kod za binarne nizove ciklicki je uredaj na skupu svih binarnih nizova
duljine n kod kojeg se susjedni nizovi razlikuju toéno u jednom bitu. Frank
Gray iz Bell labaratorija patentirao je 1953. godine jedan takav kod s ci-
ljem minimalizacije pogresaka pri pretvaranju analognih signala u digitalne.
Opcenitije, Grayevi kodovi su metode uzastopnog generiranja kombinatornih
objekata kod kojih se susjedni objekti razlikuju minimalno ili na unaprijed
zadan nac¢in. U ovom diplomskom radu cilj je analizirati i implementirati
u programskom jeziku Python algoritme za generiranje Grayevih kodova za
podskupove, kombinacije, permutacije i particije.

U drugom poglavlju definiramo binarni niz i implementiramo dva algo-
ritma za ispis binarnih n-torki u standardnom poretku. Prvi primjer Graye-
vih kodova za binarne nizove je zrcaljeni Grayev kod kojeg generiramo re-
kurzivnim i iterativnim algoritmom. Iduéi je monoton Grayev kod koji ima
dodatan zahtjev na broj jedinica uzastopnih parova binarnih nizova.

U tre¢em poglavlju primjenjujemo ideju Grayevog koda na k-kombinacije
n-Cclanog skupa. Minimalna razlika sada je simetri¢na razlika susjednih kom-
binacija s kardinalitetom 2. Prvi Grayev kod za kombinacije koji proucavamo
generiramo na dva nacina, algoritmom koji koristi zrcaljeni Grayev kod i
revolving door algoritmom. Drugi Grayev kod za kombinacije generiramo
algoritmom minimalnih promjena.

U cetvrtom poglavlju obradujemo algoritme koji generiraju Grayeve ko-
dove za permutacije. Kako se dvije permutacije razlikuju barem na dva
mjesta, minimalna razlika susjednih objekata kod Grayevih kodova za per-
mutacije je jedna transpozicija. U ovom poglavlju obradujemo jedan algo-
ritam za generiranje takvog koda, takozvani Johnson-Trotterov algoritam.
Takoder, u ovom poglavlju obradujemo algoritam koji permutacije generira
na nacin da se svake dvije susjedne razlikuju maksimalno, odnosno na svim
mjestima. Takav kod zovemo kod za permutacije s deranzmanima.

U posljednjem poglavlju obradujemo Grayeve kodove za particije skupova
gdje se susjedne particije razlikuju za premjestanje jednog elementa izmedu
dva susjedna podskupa. Algoritam koji generira takav kod nazivamo Knut-
hovim algoritmom.



2 Grayevi kodovi za binarne nizove

2.1 Definicija Grayeva koda

Binarni niz duljine n je uredena n-torka nula i jedinica (b, bs,...,b,),b; €
{0,1}. Skup svih binarnih nizova je Kartezijev produkt {0,1}" = {0,1} X
{0,1} x ... x{0,1} koji po principu produkta ima 2" elemenata. Prije nego
definiramo Grayeve kodove za binarne nizove, prisjetimo se nekih kombina-
tornih teorema i dokaza.

Teorem 2.1. Skup od n elemenata ima 2" podskupova.

Dokaz 1. Nekaje S = {aq,as,...,a,} proizvoljan n-¢lani skup i neka je P (.S)
njegov partitivni skup. Konstruirajmo bijekciju izmedu P (S) i skupa svih
binarnih nizova duljine n.

Za svaki X C S definiramo funkciju fx : {1,2,...,n} — {0, 1},

. 1, a; € X .
fX(@):{O7 0 X zai=1,2....,n.

Drugim rije¢ima, podskupovima od .S pridruzujemo binarne n-torke, F' :
P(S)—{0,1}", F(X) = fx. Tvrdimo da je funkcija F' bijekcija. To vrijedi
jer ima inverznu funkciju G : {0,1}" — P (5),

G(bl,bg,...,bn) :{ai | bZ: 1,1 SZSTL},
gdje je (b1, ba, ..., b,) binarna n-torka iz skupa {0, 1}". Ocito vrijedi
GoF = idp(g) i FoG= id{071}n,

odnosno kompozicije funkcija G i F' su identitete. Stoga mozemo zakljuciti
da su kardinaliteti skupova P (S) i {0,1}" jednaki. Skup binarnih n-torki
{0,1}" po principu produkta ima 2" elemenata pa je [P (S)| = 2". H

Ako su elementi n-¢lanog skupa S numerirani, kao u prethodnom dokazu,
podskupove od S mozemo izjednaciti s binarnim nizovima duljine n.

Dokaz 2. Dokazimo sada teorem 2.1 pomocu indukcije. Baza indukcije oc¢ito
je zadovoljena za n = 1. Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za sku-
pove s n — 1 elemenata, odnosno da skup od n — 1 elemenata ima 27!
podskupova.

Neka je S skup od n elemenata. Fiksirajmo neki element a € S te podije-
limo podskupove od S u dvije klase: oni koji sadrze a i oni koji ne sadrze a.
Oni podskupovi koji ne sadrze a su podskupovi skupa S = S\ {a} koji ima
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n — 1 elemenata, stoga prema pretpostavci indukcije takvih podskupova ima
2"~ Oni podskupovi koji sadrze a mogu se napisati kao unija od {a} i nekog
podskupa iz S’, stoga i takvih ima 2"~!. Dakle, prema principu sume, broj
podskupova od S je 2771 2771 = 27 ¢ime smo dokazali korak indukcije. [

Napisimo rekurzivni algoritam koji generira binarne nizove na nac¢in kao
u dokazu 2. Algoritam definira pocetne binarne nizove 0 i 1 te dodaje 0 i 1
u prefikse svih binarnih nizova za n = 2,3,.. ..

Algoritam 2.2. Binarne n-torke u standardnom poretku.

def standardni(n):

if n ==
return [’0’, ’1°]

else:
Pom_lista
Rez_lista

standardni(n - 1)

(]

for niz in Pom_lista:
Rez_lista.append(’0’ + niz)

for niz in Pom_lista:
Rez_lista.append(’1’ + niz)

return Rez_lista

U rekurzivnom algoritmu 2.2 koristimo dvije liste. Pod pojmom /lista u
ovom radu podrazumijevat ¢emo ureden skup, odnosno konacan niz nekih
objekata. Pom_lista sadrzi binarne nizove duljine n — 1 dobivene rekurzivno,
a u listu Rez lista spremaju se binarne n-torke. Redoslijed u kojem ovaj
algoritam generira binarne n-torke nazivamo standardnim poretkom. Isti ta-
kav poredak binarnih nizova dobivamo pretvaranjem cijelih brojeva od 0 do
2" — 1 u binarni zapis. NapiSimo sada algoritam koji generira istu listu, ali
tako da pretvara cijele brojeve u binarni zapis.



Algoritam 2.3. Binarne n-torke u standardnom poretku dobivene pretva-
ranjem cijelih brojeva u binarni zapis.

def standardni_cijeli(n):

for i in range(2 ** n):
niz = 7’

for j in range(n):

if i % 2 == 0:

niz = ’0’ + niz
else:

niz = ’1’ + niz
i=1i//2

print(niz)

Algoritam 2.3 izvrSava petlju u kojoj cijele brojeve od 0 do 2" — 1 uzas-
topno dijeli s 2 1 u prefikse zapisuje ostatke.

Za n =5 algoritmi 2.2 i 2.3 ispisuju binarne nizove prikazane u tablici 1.
Uoc¢imo da se u listi binarnih n-torki u standardnom poretku susjedne n-torke
razlikuju za od 1 do n bitova. Ako promatramo odgovarajuce podskupove
n-clanog skupa, broj bitova u kojima se razlikuju dvije n-torke jednak je kar-
dinalitetu simetricne razlike odgovarajué¢ih podskupova. Simetriénu razliku
skupova X 1Y definiramo kao

XAY = (XUY)\ (YUX).

00000 01000 10000 11000
00001 01001 10001 11001
00010 01010 10010 11010
00011 01011 10011 11011
00100 01100 10100 11100
00101 01101 10101 11101
00110 01110 10110 11110
00111 01111 10111 11111

Tablica 1: Binarne petorke u standardnom poretku.



Cilj nam je generirati listu binarnih n-torki ili podskupova n-¢lanog skupa
u kojoj se susjedni elementi razlikuju minimalno, odnosno samo u jednom
bitu. Takvu listu zvat ¢emo Grayevim kodom.

Definicija 2.4. Grayev kod za binarne n-torke (podskupove n-¢lanog skupa
S) je lista koja sadrzi sve binarne n-torke (podskupove od S) takva da se
susjedne n-torke razlikuju tocno u jednom bitu (simetricna razlika susjednih
podskupova je kardinaliteta 1).

Grayev kod je ciklicki ako se njegova prva i posljednja binarna n-torka
(prvi i posljednji podskup) takoder razlikuju to¢no u jednom bitu (elementu).
U tablicama 2 i 3 prikazani su Grayevi kodovi generirani algoritmima koje
¢emo kasnije obraditi. Tablica 2 sadrzi listu binarnih nizova koju nazivamo
zrcaljeni Grayev kod. Uocimo da se prvi i posljednji niz tog koda razlikuju
to¢no u jednom bitu pa je taj kod ciklicki. Monoton Grayev kod prikazan u
tablici 3 nije ciklicki jer mozemo uociti da se prvi i posljednji niz razlikuju u
svih 5 bitova.

00000 01100 11000 10100
00001 01101 11001 10101
00011 01111 11011 10111
00010 01110 11010 10110
00110 01010 11110 10010
00111 01011 11111 10011
00101 01001 11101 10001
00100 01000 11100 10000

Tablica 2: Zrcaljeni Grayev kod za n = 5.

00000 11000 01010 11110
00001 10000 01011 11100
00011 10001 01001 11101
00010 10101 01101 11001
00110 10100 00101 11011
00100 10110 00111 10011
01100 10010 01111 10111
01000 11010 01110 11111

Tablica 3: Monoton Grayev kod za n = 5.



2.2 Povijest i primjene

Americki fizicar i inzenjer Frank Gray (1887.-1969.)
iz Bell labaratorija svojim je patentima i izumima
doprinio medicini i elektrotehnici. Zajedno s ko-
legama sudjelovao je u pocetku digitalne revolucije
koristenjem nove metode pretvaranja analognih sig-
nala u digitalne u raznim uredajima (televizorima
i medicinskim aparatima na osnovi vakuumskih ci-
jevi).

Ideju po kojoj je danas najpoznatiji patentirao
je 1953. godine pod nazivom Pulsni komunikacij-
ski kod, a u originalnoj prijavi koristio je i termin
zrealjeni binarni kod. Do drugog naziva dosao je
zbog §injenice da se kqd mgie generirati iz Stan‘dar.d— Slika 1: Frank Gray
nog binarnog koda koristenjem neke vrste zrcaljenja.  (preuzeto iz [14]).
Kod je kasnije, od strane onih koji su ga koristili, na-
zvan prema Grayju.

F. Gray opisao je zrcaljeni binarni kod kao kod ¢iji je cilj minimalizi-
rati pogreske pri pretvaranju analognih signala u digitalne. Pretpostavimo
da zelimo poslati neki konacan niz bitova koriste¢i se analognim uredajem.
Mozemo uzeti niz bitova, izracunati cijeli broj kojeg odreduje taj niz bitova
i poslati signal. Problem se javlja ako se dogodi mala pogreska u jacini sig-
nala. Tada ¢e se pogreska pojaviti i u zaprimljenom cijelom broju. No, mala
promjena u cijelom broju moze uzrokovati veliku promjenu u njegovom nizu
bitova. Pitanje koje se postavlja je kako povezati cijele brojeve s nizovima
bitova na nacin da mala pogreska u cijelom broju uzrokuje samo male po-
greske u nizu bitova. Jedan odgovor na to pitanje je da napisemo listu nizova
bitova tako da se svaki niz razlikuje od susjednog u jednom bitu. Upravo taj
odgovor je ideja zrcaljenog Grayevog koda.

Mnogi uredaji temelje se na prekidacima koji mogu biti u dva stanja
(upaljeni i ugaSeni). Primijenimo sada prethodno opisanu ideju zrcaljenog
Grayevog koda. Kada bi se signali takvih uredaja temeljili na standardnom
binarnom kodu (tablica 4.a), binarni nizovi 011 i 100 bili bi na susjednim
pozicijama. U prelasku iz jednog stanja u drugo sva tri prekidaca koja pred-
stavljaju bitove mijenjaju svoje stanje. No, malo je vjerojatno da ¢e fizicki
prekidaci sinkronizirano mijenjati svoja stanja. U kratkom periodu, kada
prekidaci mijenjaju svoja stanja, moze do¢i do ocitanja pogresnog signala ili
do ocitanja prijelaznog stanja izmedu dvije pozicije. Zrcaljeni Grayev kod
rjeSava ovaj problem mijenjajuci stanje samo jednog prekidaca na prijelazu
pozicija.




a. Standardni binarni kod b. Zrcaljeni Grayev kod

0 000 000
1 001 001
2 010 011
3 011 010
4 100 110
) 101 111
6 110 101
7 111 100

Tablica 4: Usporedba standardnog binarnog koda i zrcaljenog Grayevog
koda.

Termin Grayev kod prvi se put spominje 1980. godine, a danas se ko-
risti za sve metode kojima se generiraju kombinatorni objekti takvi da se
uzastopni objekti razlikuju na neki unaprijed odreden nacin ili, najcesce, mi-
nimalno. Koristi se u raznim podrucjima, na primjer za ispitivanje strujnih
krugova, sifriranje signala, sortiranje dokumenata, obradu slika i grafika, i
drugdje. Jedna od zanimljivih primjena je svakako u rjeSavanju zagonetaka
kao sto su Kineski prstenovi i Hanojski tornjevi. Naime, ideja koja se koristi
za generiranje zrcaljenog Grayevog koda primijenjivana je u takvim zagonet-
kama prije nego li je postala poznata inzenjerima.

2.3 Kombinatorna interpretacija

Jos jedna interpretacija Grayevih kodova su Hamiltonovi ciklusi u grafovima.
Prije definiranja Grayevih kodova kao Hamiltonovih ciklusa, prisjetimo se
definicije grafa i nekih povezanih pojmova.

Graf definiramo kao uredeni par G = (V, E), gdje je V skup wvrhova, a
E skup dvoclanih podskupova od V' koje nazivamo bridovima. Kazemo da
su dva vrha u grafu susjedna ako postoji brid koji ih sadrzi. Primjer jednog
grafa prikazan je na slici 2.

Setnja u grafu (V, E) je niz vrhova (v1,vs, ..., v,), pri éemu su v; i vy
susjednizai = 1,2,...,n—1. Put je Setnja u kojoj su vrhovi (osim eventualno
prvog i zadnjeg) razliciti, a ciklus je put kojem su prvi i zadnji elementi
jednaki. Put je Hamiltonov ako prolazi kroz sve vrhove grafa. Ukoliko je
Hamiltonov put zatvoren, govorimo o Hamiltonovom ciklusu. Graf koji ima
Hamiltonov ciklus nazivamo Hamiltonovim grafom.



Slika 2: Primjer grafa s n = 5 vrhova.

Definicija 2.5. Graf Q),, c¢iji vrhovi odgovaraju skupu svih binarnih n-torki,
a dva vrha su susjedna ako i samo ako se odgovarajuce n-torke razlikuju u
tocno jednom bitu nazivamo n-kockom.

Promotrimo sada graf ()3 prikazan na slici 3. Put koji zapocinje u is-
hodistu (000), prolazi bridovima kocke i svaki vrh posjeéuje toéno jednom je
Hamiltonov put. Kako se binarne n-torke koje predstavljaju prvi i posljednji
posjeceni vrh takoder razlikuju samo u jednom bitu, taj put je Hamiltonov
ciklus. Hamiltonov ciklus mozemo primijeniti u n-kocki i tada je to upravo
ciklicki Grayev kod za binarne n-torke. Ciklus prikazan na slici 3 odgovara
zrcaljenom Grayevom kodu prikazanom u tablici 4.

100 101

A

110

010

001

b

000

Slika 3: Hamiltonov ciklus u kocki Q5.



2.4 Algoritmi

U tablicama 2 i 3 prikazali smo petorke zrcaljenog i monotonog Grayevog
koda. U ovom poglavlju ¢emo definirati te kodove te napisati algoritme koji
ih generiraju.

Binarni refleksivni Grayev kod ili zrcaljeni Grayev kod osnovni je i naj-
poznatiji primjer Grayevog koda. Neka je .7, lista binarnih nizova duljine
n € N u zrcaljenom Grayevom kodu. Definiramo je rekurzivno:

e Neka je 2 = [0, 1].
e Listu ., dobivamo od liste ., tako da

1. ispisujemo listu %, 1 tako da svakom nizu bitova u prefiks do-
damo 0,

2. ispisujemo listu %, _1 u suprotnom poretku tako da svakom nizu
u prefiks dodamo 1.

Zan =1,2 3,4 dobivamo sljedece liste Grayevih kodova:

2 =z % 2
0 00 000 0000 1100
1 01 001 0001 1101
11 011 0011 1111
10 010 0010 1110
110 0110 1010
111 0111 1011
101 0101 1001
100 0100 1000

Uoc¢imo da se, kao i za n = 5, prvi i posljednji element liste %, takoder
razlikuju u jednom bitu pa rijec je o ciklickom Grayevom kodu. Dokazimo
sada da je definirana lista .%, zaista Grayev kod.

Teorem 2.6. Za svakin > 1, %, je ciklicki Grayev kod.

Dokaz. Dokazimo ovaj teorem indukcijom. Za bazu n = 1 teorem ocito
vrijedi jer je £ = [0,1]. Pretpostavimo da je za neki n > 2 lista %,
takoder Grayev kod.

Lista %, sadrzi svih 2" binarnih n-torki. U prvoj polovici liste ., nalazi
se 2"~ n-torki koje zapoc¢inju brojem 0, a u drugoj polovici 2"~! n-torki
koje zapocinju brojem 1. Preostaje nam dokazati da se susjedni elementi
liste razlikuju u jednom bitu.



Prema pretpostavci indukcije, znamo da se nizovi u prvoj polovici liste £,
razlikuju u jednom bitu jer su dobiveni dodavanjem broja 0 u prefikse nizova
u listi .Z,_1. No, isto vrijedi i za drugu polovicu liste .Z, jer je ona dobivena
dodavanjem broja 1 u prefikse nizova u listi .Z,,_; u suprotnom poretku. Dva
binarna niza koja se nalaze u sredini liste .%, razlikuju se samo u prvom bitu
jer su oba dobivena pomocu posljednjeg elementa liste .Z,, 1, a isto vrijedi i
za prvi i posljednji element liste .Z,. m

Dokazali smo da zrcaljeni Grayev kod zadovoljava definiciju Grayevog
koda za svaki n € N i da je taj kod ciklicki. NapiSimo sada algoritam koji
generira binarne n-torke zrcaljenog Grayevog koda.

Algoritam 2.7. Algoritam zrcaljenog Grayevog koda.

def zrcaljeni(n):

if n ==
return [’0’, ’1°]

else:
Pom_lista = zrcaljeni(n - 1)
Grayev_kod = []

for niz in Pom_lista:
Grayev_kod.append(’0’ + niz)

for niz in list(reversed(Pom_lista)):
Grayev_kod.append(’1’ + niz)

return Grayev_kod

Algoritam 2.7 zrcaljenog Grayevog koda je rekurzivan algoritam koji pamti
cijelu listu £, u memoriji. Iz tog ¢emo razloga promotriti nerekurzivan al-
goritam pravila sljedbenika koji pamti samo jedan binarni niz i generira nje-
govog sljedbenika. Uocit ¢emo da su Grayevi kodovi koje generiraju ova dva
algoritma isti.

Pretpostavimo da smo dogli do odredenog binarnog niza u listi .%,, Graye-
vog koda te zelimo pronadi sljede¢i niz. Drugim rijec¢ima, zelimo pronadi j-ti
bit binarnog niza koji ¢emo zatim promijeniti. Ako je broj jedinica u nizu
paran broj, mijenjamo najmanje znacajan bit. U suprotnom, trazimo s desna
na lijevo u nizu prvu jedinicu koja se javlja te mijenjamo prvi bit lijevo od
pojavljivanja jedinice.
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Za n = 4 Grayev kod generiran pravilom sljedbenika prikazan je u tablici
5. Prvi stupac sadrzi Grayev kod, drugi bitove koji su izmijenjeni, a posljednji
stupac broj jedinica u pojedinom nizu.

Grayev kod j
0000 0
0001 4 1
0011 3 2
0010 4 1
0110 2 2
0111 4 3
0101 3 2
0100 4 1
1100 1 2
1101 4 3
1111 3 4
1110 4 3
1010 2 2
1011 4 3
1001 3 2
1000 4 1

Tablica 5: Grayev kod generiran pravilom sljedbenika za n = 4.

Napisimo algoritam koji generira binarne n-torke prema pravilu sljed-
benika. Algoritam definira pocetni binarni niz koji se sastoji od n nula i
izvrsava petlju 2" — 1 puta. Kako se susjedni binarni nizovi razlikuju totno u
jednom bitu, lako je uociti da je parnost broja jedinica alternirajuc¢a. Drugim
rije¢ima, dovoljno je provjeriti parnost brojaca petlje koja takoder alternira
te ovisno o njoj ispisati idué¢i binarni niz.
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Algoritam 2.8. Algoritam pravila sljedbenika.

def pravilo_sljedbenika(n):
niz = ’0’ * n

for i in range(2 ** n):
print(niz)

if 1 % 2 == 0:
indeks = n - 1

else:
indeks = niz.rfind(’1’) - 1

if niz[indeks] == ’0’:
niz = niz[:indeks] + ’1’ + niz[indeks + 1:]

else:
niz = niz[:indeks] + 0’ + niz[indeks + 1:]

Pokazimo sada jos jedan rekurzivan algoritam za generiranje Grayevog
koda koji su opisali Savage i Winkler [9], a kasnije i Knuth [3]. Neka je gustoca
binarnog niza broj jedinica u tom nizu. Kako se susjedni binarni nizovi u
Grayevom kodu razlikuju to¢no u jednom bitu, njihove se gustoce razlikuju
za 1. Drugim rijecima, za n > 2 Grayev kod ne moze zadovoljiti uvjet da se
gustoca binarnih nizova nikada ne smanjuje. Iz tog razloga prilagodit ¢emo
pravilo za usporedbu gustoca tako da varijablama ¢ i j provjeravamo gustoce
binarnih nizova dvaju parova. Grayev kod zovemo monotonim ako za sve
0 < i < j < n svi uzastopni parovi nizova s gustocama i, ¢ + 1 koji se
pojavlju u kodu prethode uzastopnim parovima s gustocama j, 7 + 1.

Promotrimo tablicu 2 i ispisimo gusto¢e petorki zrcaljenog Grayevog
koda:

0,1,2,1,2,3,2,1,2,3,....

MozZemo uociti da uzastopni par gustoca 2,3 prethodi paru 1,2, sto ne za-
dovoljava uvjet monotonog Grayevog koda. Drugim rijecima, Grayev kod u
tablici 2 nije monoton. U tablici 3 ve¢ smo ranije prikazali monoton Grayev
kod za binarne petorke. Gustoce nizova iz te tablice prikazane su, redom, u
tablici 6.
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Tablica 6: Gustoce n-torki monotonog Grayevog koda za n = 5.

Za generiranje monotonog Grayevog koda potrebno nam je nekoliko poj-
mova iz teorije grafova. Neka je S neki skup od n elemenata i neka je B,
Booleova resetka partitivnog skupa P (S) s uredajem C. Hasseov dijagram
‘H,, resetke B,, je usmjeren graf ¢iji su vrhovi elementi iz B,,, a bridovi uredeni
parovi (X, Y) razli¢itih vrhova iz B,, takvi da je X C Y i ne postoji Z takav
da je X C Z C Y. Hasseov dijagram H,, za n = 5 prikazan je na slici 4. Vr-
hovi u ‘H,, podijeljeni su u razine Vg, Vi, ..., V,, gdje V; sadrzi sve podskupove
od S s 7 elemenata.

g Vo

Vy

vz

V3

V4

{1,2,3,4,5} V5

Slika 4: Hasseov dijagram H.

Monoton Grayev kod za podskupove (binarne n-torke) tada odgovara
Hamiltonovom putu u H,, u kojem bridovi izmedu razina ¢ i ¢ + 1 prethode
bridovima izmedu razina ji 7+ 1, za 0 <7 < j < n. Ideja ovog algoritma je
rekurzivno stvoriti puteve P, ; izmedu razina j i j + 1.

13



Neka je P, ;, 0 < j < n put izmedu razina j i j+1, odnosno lista binarnih
nizova u monotonom Grayevom kodu. Definiramo je rekurzivno:

e Neka je P = [0, 1].
e Nekaje P,; =10, zaj<0ilin <j.
e Listu P, ; dobivamo od lista P, ;_; i P, ; tako da

L. ispisujemo listu P, tako svakom nizu bitova u prefiks dodamo
L,

2. ispisujemo listu P, ; tako da svakom nizu bitova u prefiks dodamo
0.

Ovdje je m, ciklus, a P™ lista P u ¢ijim su nizovima bitovi permutirani za
7. Definicije i teoremi vezani uz permutacije nalaze se na pocetku cetvrtog
poglavlja. Permutaciju m, mozemo izra¢unati rekurzivno, prema formuli za
T, = T2_, o0y, gdje je o, ciklus (n ...21). Izracunajmo prvih nekoliko
slucajeva:

m = (1),

T = (12),
m=(132),
= (14),
ms=(15432)

Na primjer, ako bitove u binarnom nizu 101 permutiramo za 73 = (1 3 2)
dobit éemo novi binarni niz 110. Algoritam monotonog Grayevog koda nije
jedinstven veé¢ daje dva koda zadana s

o
o

n n ?

n,0 Fn,l n,2 Fn,?) I
7OPn,l ,2Pn,3-~'

gdje su ?n,j liste P, ; ispisane u suprotnom poretku. Jedan Hamiltonov put,

odnosno monoton Grayev kod za n = 5 prikazan je na slici 5 i on odgovara

Grayevom kodu u tablici 3.
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# Vo

[

(12} 23} (13} (34 (4 (24 45 {25 @5 15} V2

(1,23} {134} {124} {234} {245} {235} {345} {135} {145} {125} V3

{1,2,3,4) (23,45} {1,3,4,5} {1,2,4,5} {1,2,3,5} V4

{1,2,3,4,5} Vs
Slika 5: Hamiltonov put monotonog Grayevog koda za n = 5.

Napisimo algoritam monotonog Grayevog koda koji ispisuje binarne ni-
zove prikazane u tablici 3. Algoritam se sastoji od tri funkcije: monoton, P i
pi. Funkcija monoton poziva n+ 1 puta funkciju P i sprema dobivene liste u
odgovaraju¢em poretku. Funkcija P je rekurzivna funkcija koja uz varijablu
n prima i varijablu j, provjerava uvjete za n i j i vrac¢a listu binarnih nizova.
Prvi dio liste koju vrac¢a ova funkcija je lista P (n — 1,7 — 1) (ako postoji)
u ¢ijim su binarnim nizovima bitovi permutirani za ciklus p¢ i s dodanim
prefiksom 1. Drugi dio liste je lista P (n — 1,7) (ako ona postoji) ¢ijim je
binarnim nizovima dodan prefiks 0. Funkcija pi(n) je rekurzivna funkcija
koja vraca ciklus m,.

Algoritam 2.9 (Algoritam monotonog Grayevog koda).

def monoton(n):
Grayev_kod = []

for j in range(n + 1):
Pom_lista = P(n, j)

if j % 2 ==
Pom_lista = Pom_listal::-1]

Grayev_kod = Grayev_kod + Pom_lista
return Grayev_kod
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def P(n, j):

ifn==1 and j ==
return [’0’, ’1’]

else:
Lista = []

if j > 0 and j < n:
Pom_lista = P(n - 1, j - 1)
ciklus = pi(n - 1)

for niz in Pom_lista:
perm = ’x’ * (n - 1)

for i in range(n - 1):

if i + 1 in ciklus:
indeks = ciklus.index(i + 1) + 1

if indeks == len(ciklus):
indeks = 0

k = ciklus[indeks] - 1
perm = perm[:i] + niz[k] + perm[i + 1:]

else:
perm = perm[:i] + niz[i] + perm[i + 1:]

Lista.append(’1’ + perm)

if j> 0 and j <n - 1:
Pom_lista = P(n - 1, j)

for niz in Pom_lista:
Lista.append(’0’ + niz)

return Lista
def pi(n):
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if n ==
return [1]

elif n ==
return [1, 2]

else:
Pom_pi = pi(n - 1)
pi_n = []

sigma = list(range(n, 0, -1))

s =1
t =1

for j in range(n):
indeks = sigma.index(t) + 1

if indeks ==
indeks = 0

t = sigma[indeks]

if t in Pom_pi:
indeks = Pom_pi.index(t) + 2

if indeks >= len(Pom_pi):
indeks = indeks - len(Pom_pi)

t = Pom_pi[indeks]

if s != t and s not in pi_n:
pi_n.append(s)
s =t
else:
s += 1
t =s

return pi_n
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3 Grayevi kodovi za kombinacije

Osim za podskupove, Grayevi kodovi primijenjuju se za kombinacije sku-
pova. Kombinacija skupa S je svaki podskup sa zadanim brojem elemenata.
Katkada se k-¢lani podskup skupa S naziva k-kombinacijom skupa S.

Teorem 3.1. Neka je S skup od n elemenata. Broj k-kombinacija (0 < k <
n) od S je (2) = —k!(”!

n—k)!*

Dokaz. Odaberimo k elemenata iz skupa S. Postoji n moguénosti za odabir

“prvog” elementa, n — 1 moguénosti za odabir “drugog”,..., te n — (k — 1)
mogucnosti za odabir “k-tog” elementa. Prema principu produkta tada pos-
tojin-(n—1)---(n—k+1) = (n%'k), mogucénosti za odabir k elemenata iz

n-clanog skupa.

No, kako u podskupu elementi nisu uredeni, ne razlikujemo redoslijed
kojim su odabrani. Drugim rije¢ima, dobiveni broj moramo podijeliti brojem
razlic¢itih redoslijeda k elemenata koje smo izabrali. Ponovimo li postupak
s pocetka ovog dokaza, imamo k izbora za “prvi” element, k — 1 izbora za
“drugi” element, itd. Dakle, ukupno imamo k! izbora za taj redoslijed. Time
smo dokazali teorem. O

Kako smo podskupove skupa S ranije povezali s binarnim n-torkama,
tako njegove k-kombinacije mozemo predstaviti binarnim n-torkama s tocno
k jedinica.

Definicija 3.2. Grayev kod za k-kombinacije n-¢lanog skupa S (binarne
n-torke s to¢no k jedinica) je lista koja sadrzi sve k-kombinacije od S (bi-
narne n-torke s tocno k jedinica) takva da je simetricna razlika susjednih
podskupova kardinaliteta 2 (susjedne n-torke razlikuju se za dva bita).

Grayeve kodove za kombinacije mozemo generirati iz zrcaljenog Grayevog
koda. Neka je .%, zrcaljeni Grayev kod iz kojeg uklanjamo sve one n-torke
koje nemaju to¢no k jedinica (ne odgovaraju podskupovima s tocno k eleme-
nata). Ono §to ostaje je lista svih n-torki s to¢no k jedinica (podskupova s
tocno k elemenata) poredanih tako da se susjedne n-torke razlikuju toctno u
dva bita (simetri¢na razlika susjednih podskupova je kardinaliteta 2).

Teorem 3.3. Neka je %, zrcaljeni Grayev kod. Lista dobivena uklanjanjem
svih n-torki koje nemaju tocno k jedinica je Grayev kod za kombinacije.

Dokaz. Oznacimo s £, ;,0 < k < n,n € N listu dobivenu iz .Z,, uklanjanjem
svih n-torki koje nemaju to¢no k jedinica te dokazimo ovaj teorem indukcijom
po varijabli n. Baza indukcije je .2 x, gdje je £ = [0, 1], i to je oc¢ito Grayev
kod za kombinacije za k =0, 1.
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Pretpostavimo da je .7, _1 Grayev kod za kombinacije. Lista %, do-
bivena je rekurzivno, dodavanjem prefiksa 0 i 1 binarnim nizovima iz liste
%,_1. Tada, kako bi broj jedinica u binarnim nizovima ostao k, prvi dio liste
2, dobivamo dodavanjem prefiksa 0 na binarne nizove iz liste .%;,_; 5. Drugi
dio liste ¢ine nizovi u suprotnom poretku, s prefiksom 1. Drugim rije¢ima, iz
liste .%,,_1 sada uklanjamo nizove koji nemaju tocno k—1 jedinica i dobivamo
listu %1 x—1 koja je, prema pretpostavci, Grayev kod za kombinacije.

Sada je potrebno dokazati da se nizovi dobiveni posljednjim elementom
liste .Z,_1 % i prvim elementom liste .Z,,_; ;_; razlikuju u tocno dva bita. Oba
niza dobivena su pomoc¢u posljednjih nizova s k, odnosno k — 1 jedinica u
listi .Z, 1. Kako je %, 1 Grayev kod za binarne nizove, posljednji nizovi s k
i k — 1 jedinica su uvijek susjedni i razlikuju se u toé¢no jednom bitu. Drugi
bit u kojem se susjedni nizovi razlikuju je najznacajniji bit, odnosno dodani
prefiks. O

Napisimo algoritam koji poziva funkciju iz algoritma 2.7, provjerava broj
jedinica u binarnom nizu i ispisuje one nizove koji imaju to¢no k jedinica.

Algoritam 3.4. Algoritam Grayevog koda za kombinacije generiran pozi-
vom funkcije iz algoritma 2.7.

def k_kombinacije(n, k):
for niz in zrcaljeni(n):

if niz.count(’1’) == k:
print(niz)

Ekvivalentan algoritam za generiranje Grayevog koda za kombinacije je
revolving door algoritam. Zamislimo da u jednoj prostoriji imamo k osoba,
a u drugoj n — k osoba. Izmedu tih dviju prostorija nalaze se rotirajuca
vrata kroz koja istovremeno prolaze dvije osobe, po jedna osoba iz svake
prostorije. Njihovim prolaskom kroz vrata u svakoj prostoriji ostaje isti broj
osoba. Ovaj algoritam mozemo shvatiti na analogan nacin, k osoba u prvoj
prostoriji predstavljaju bitove na kojima se nalaze jedinice, a n — k osoba u
drugoj prostoriji predstavljaju bitove na kojima se nalaze nule.

Neka je @7, ., n € N, k € Ny, k < n lista binarnih n-torki s toéno & jedinica
u revolving door Grayevom kodu. Definiramo je rekurzivno, na sljedec¢i nacin:

e Neka je &4 o = [0].
e Neka je 4 1 = [1].
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e Listu .o, dobijemo od listi 7,1 1 <,_1 1 tako da

1. ispisujemo listu .7, tako da svakom nizu bitova u prefiks do-
damo 0,

2. ispisujemo listu &,_;,—1 u suprotnom poretku tako da svakom
nizu bitova u prefiks dodamo 1.

Dokazimo da je tako dobivena lista zaista Grayev kod za kombinacije.
Najprije ¢emo dokazati dvije leme koje odreduju prvu i posljednju binarnu
n-torku liste <7, 1.

Lema 3.5. Za svakin € N,k € Ny, k < n prvi binarni niz u listi <7, ima
jedinice na k nagjmangje znacajnih bitova.

Dokaz. Dokazimo ovu propoziciju indukcijom po varijabli n. Baza indukcije
je 4o =[0], @1 = [1] i ona ocito vrijedi. Pretpostavimo da je za fiksiran k
takav da je 1 < k < n prvi binarni niz u listi <7, ; j oblikaa; =0...011...1,
odnosno da ima jedinice na k najmanje znacajnih bitova.

Budu¢i da se prvi binarni niz u listi 47, generira tako da se nizu a;
u prefiks doda 0, ocito je da ¢e i prvi binarni niz liste @7, ; biti oblika
00...011...1. m

Lema 3.6. Za svakin € N,k € No, k < n posljednji binarni niz u listi o7,
ima jedinicu na najznacajnijem bitu 1 na k — 1 najmange znacajnih bitova.

Dokaz. Za svaki 1 < k < n posljednji binarni niz u listi 47, ; je prvi binarni
niz u listi #,_; ;-1 kojem je dodan prefiks 1. Iz leme 3.5 znamo da prvi
binarni niz u listi 7,1 ;1 ima jedinice na k — 1 najmanje znacajnih bitova.
Dakle, posljednji element liste @7, ;, bit ¢e oblika 100...011...1. O]

Propozicija 3.7. Za svaki n € N,k € Ny, k < n, o, je Grayev kod za
kombinacije.

Dokaz. Dokazimo ovu propoziciju indukcijom po varijabli n. Baza indukcije
je @ = [0], @11 = [1] i ona ocito vrijedi. Pretpostavimo da je 7,1
Grayev kod za kombinacije za neki k takav da 1 < k < n.

Prvi dio liste .7, ), ¢ini (";1) binarnih nizova koji su dobiveni ispisivanjem
liste .o7,_; ) s prefiksom 0. Po pretpostavci se susjedni nizovi iz te liste raz-
likuju to¢no u dva bita. Nakon toga slijedi (Zj) binarnih nizova dobivenih
ispisivanjem liste 47, 1 1 dodavanjem broja 1 u prefiks. Prema pretpos-
tavci, 7,1 je Grayev kod za kombinacije za proizvoljan k pa je onda i za
k — 1. Dakle, susjedni binarni nizovi u drugom dijelu liste 7, ; se takoder
razlikuju toéno u dva bita.
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Preostaje nam dokazati da se (”;1)—ti element i ((";1) +1)-ti element

takoder razlikuju u dva bita. Oznac¢imo ih a; i a;y1, redom. Iz leme 3.6
znamo da su oblika:

a; = 0100...011...1 aj+1 = 1100...011...1,

—— ——
k-1 k—2

odnosno razlikuju se u to¢no dva bita, najznacajnijem bituiu (k — 1) .-vom
bitu s desne strane. ]

Napisimo rekurzivan algoritam koji koristi revolving door pravilo i ispisuje
liste prikazane u tablici 7.

Algoritam 3.8. Algoritam revolving door Grayevog koda.

def revolving_door(n, k):

if n == 1 and k ==
return [’1°]

elif n == 1 and k == 0:
return [’0°’]

else:
Grayev_kod = []

ifn >k and n > 1:
Pom_lista = revolving_door(n - 1, k)

for niz in Pom_lista:
Grayev_kod.append(’0’ + niz)

if k > 0:
Pom_lista = revolving _door(n - 1, k - 1)

for niz in list(reversed(Pom_lista)):
Grayev_kod.append(’1’ + niz)

return Grayev_kod

Algoritam 3.8 poziva rekurzivne funkcije, ovisno o vrijednostima varijabli
n ik, a nakon toga dodaje 0 ili 1 u prefikse binarnih nizova.
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U tablici 7 prikazani su Grayevi kodovi za kombinacije dobiveni algorit-
mima 3.4 i 3.8. Iz tablice i lema 3.5 i 3.6 lako se moze uociti da je ovaj
Grayev kod ciklicki.

3.3 43 5.3
111 0111 00111
1101 01101
1110 01110
1011 01011
11001
11010
11100
10101
10110
10011

Tablica 7: Grayevi kodovi za kombinacije generirani algoritmom 3.4 i revol-
ving door algoritmom.

Jo§ jedan algoritam za generiranje Grayevih kodova za kombinacije je
algoritam minimalnih promjena. Za razliku od revolving door algoritma,
ovaj algoritam ima jedan dodatan uvjet za binarne n-torke: izmedu bitova
u kojima se susjedne n-torke razlikuju nema jedinica. Neka je %, i,n €
N, k € Ny, k < n lista binarnih n-torki s to¢no k jedinica u Grayevom kodu
s minimalnim promjenama. Definiramo je rekurzivno:

o Neka je 4, lista koja sadrzi n-torku s n nula.
e Neka je %, , lista koja sadrzi n-torku s n jedinica.
e Listu %, dobijemo od listi #,,_1 %, Bn-2k-1 1 Bn—2—2 tako da

1. ispisujemo listu %, _; tako da svakom nizu bitova u prefiks do-
damo 0,

2. ispisujemo listu %, _5 ;1 u suprotnom poretku tako da svakom
nizu bitova u prefiks dodamo 10,

3. ispisujemo listu %,,_s;_2 tako da svakom nizu bitova u prefiks
dodamo 11.

Napisimo sada algoritam koji generira Grayev kod za kombinacije s mi-
nimalnim promjenama.
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Algoritam 3.9. Algoritam Grayevog koda za kombinacije s minimalnim
promjenama.

def minimalna_promjena(n, k):

if k == 0:
return [’0’ * n]

elif n ==
return [’1’ * n]

else:
Grayev_kod = []

if n >k and n > 1 and k >= 0O:
Pom_lista = minimalna_promjena(n - 1, k)

for niz in Pom_lista:
Grayev_kod.append(’0’ + niz)

ifn >k and n > 1 and k > O:
Pom_lista = minimalna_promjena(n - 2, k - 1)

for niz in list(reversed(Pom_lista)):
Grayev_kod.append(’10’ + niz)

if n >k and n > 2 and k > 1:
Pom_lista = minimalna_promjena(n - 2, k - 2)

for niz in Pom_lista:
Grayev_kod.append(’11’ + niz)

return Grayev_kod

Algoritam 3.9, ovisno o vrijednostima varijabli n i k, poziva rekurzivne
funkcije, a zatim dobivenim binarnim nizovima u prefiks dodaje 0, 10 ili
11. Grayevi kodovi za kombinacije generirani revolving door algoritmom i
algoritmom s minimalnim promjenama prikazani su u tablici 8.
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5.3 B3

00111 00111
01101 01011
01110 01101
01011 01110
11001 10110
11010 10101
11100 10011
10101 11001
10110 11010
10011 11100

Tablica 8: Grayev kod za kombinacije 4% 3 generiran revolving door algo-
ritmom i Grayev kod za kombinacije %53 generiran algoritmom minimalnih
promjena.
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4 Grayevi kodovi za permutacije

U n-¢lanom skupu S poredak elemenata nije vazan. No, elemente skupa
uvijek mozemo poredati tako da kazemo koji je element prvi, koji je drugi
itd. Takve uredene n-torke zovemo permutacijama.

Definicija 4.1. Neka je S konacan skup. Permutacija od S je bijekcija skupa
S u samog sebe.

Permutaciju 7 : {ai,...,a,} — {ai,...,a,} najcesée zapisujemo kao
uredenu n-torku
(m(ar),...,m(ay)),

gdje vrijedi a1 — 7 (a1), ... , a, — 7(a,). Katkad koristimo i zapis

aq Ce Qyp,
w(ay) ... w(a,))"
Teorem 4.2. Broj permutacija n-célanog skupa je n!.

Dokaz. Dokazimo ovaj teorem kombinatorno. Pretpostavimo da je zadan
n-clani skup {1,...,n}. Tada je permutacija tog skupa uredena n-torka
brojeva 1,...,n. Za izbor prvog elementa postoji n moguénosti, za izbor
drugog elementa n — 1 mogucnosti, itd.

Konaé¢no, prema principu produkta, broj permutacija n-clanog skupa je

n-(n—1)---2-1=nl
[

Drugi nac¢in zapisa permutacije je ciklicki zapis. Kazemo da je permuta-
cija ciklus ili ciklicka permutacija i pisemo (ay as .. .a;) ako preslikava

ay = Qg — -+ — ag +—r ag,

gdje su ay,...,ar € S medusobno razli¢iti, a ostali elementi skupa S su
fiksni. Mozemo uociti da u ciklickoj permutaciji nije bitno koji je element
prvi, ve¢ je bitan samo ciklicki poredak elemenata. Vrijedi a — a1 pa je
(a;...ap ay...a;_q) isti ciklus kao i (a; ag...a).

Permutacija (7 (a1),...,7 (an)) je transpozicija ako postoje 1 < i < j <
n, takvi da je 7 (a;) = aj, 7 (a;) = a; 1 7 (ar) = ax, za sve k # 1, j, tj. ako je
ciklus duljine dva.

Prikazimo sada na skupu {as, ..., a,} kompoziciju dviju permutacija.



Prvo djeluje preslikavanje na desnoj strani pa vrijedi (o o ) (a1) = o (7 (a1)),
.., (com)(a,) =0 (7 (a,)) . Kompoziciju tada mozemo napisati na sljedeci
nacin

com = <U (Wa(lal)) U(Wa€an)>> ‘

Skup svih permutacija skupa S s obzirom na kompoziciju je grupa. Ta se
grupa naziva simetriénom grupom.

Svaka se permutacija moze zapisati kao kompozicija ciklusa na medusobno
disjunktnim skupovima. Taj je zapis jedinstven, do na poredak ciklusa i
odabir pocetnih tocaka ciklusa.

Svaku permutaciju mozemo zapisati kao kompoziciju transpozicija. Taj
zapis nije jedinstven. Na primjer, ciklus (1 2 3) mozemo zapisati kao kom-
poziciju transpozicija na dva nacina, (1 2)o (2 3)1(23)o (1 3).

Permutacije nekog skupa najcesée ispisujemo u leksikografskom poretku.

Kazemo da je permutacija (a,as,...,a,) manja od (by,by,...,b,) ako je
a; < by ili a; = by, ay = by, ..., a;1 = bi_1,a; < b;, zaneki i € {2,...,n}.
Pretpostavimo da nam je poznata neka permutacija 7 skupa {1,...,n} te da

zelimo pronaci permutaciju koja joj slijedi. Algoritam koji pronalazi idu¢u
permutaciju u leksikografskom poretku definiramo na sljedec¢i nacin:

e Pocevsi od predzadnjeg elementa, trazimo najvedi ¢ takav da vrijedi

7)) <m(i+1)>nm(+2)>...>7(n).

e Pocevsi od zadnjeg elementa, trazimo najveci j > i takav da je 7 (j) >
7 (). Tada mijenjamo mjesta elementima 7 (2) i 7 (j).

e Elemente 7 (i +1),...,7(n) zapisujemo u suprotnom redoslijedu.

Napisimo algoritam koji ispisuje sve permutacije n-¢lanog skupa u lek-
sikografskom poretku. Algoritam 4.3 definira poc¢etnu permutaciju kojoj su
elementi uredeni u rastu¢em poretku. Nakon toga izvrSava se petlja koja
generira i ispisuje idu¢u permutaciju prema prethodno opisanim koracima,
sve dok ne dode do posljednje permutacije u leksikografskom poretku.
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Algoritam 4.3. Algoritam koji ispisuje permutacije skupa u leksikografskom
poretku.

def permutacije_leksikografski(n):

pi = list(range(1, n + 1))
print(pi)
i=n-2

while i >= O:
i=mn-2
]

n-1

while pi[i] > pil[i + 1]:
i-=1

if i >= 0:

while pil[i] > pil[j]:

j =1
s = pilil
pilil = pilj]
pilj]l = s

pomocni = pi[i + 1:]
pili + 1:] = pomocnil[::-1]
print(pi)

U tablici 9 prikazana je lista permutacija koju algoritam 4.3 ispisuje za
n=3J.

Tablica 9: Permutacije skupa {1,2,3} u leksikografskom poretku.

Permutaciju smo definirali kao bijekciju koja preslikava neki skup u samog
sebe pa je ocito da se dvije permutacije razlikuju u najmanje dvije pozicije.

27



Teorem 4.4. Neka su m @ w9 dvije permutacije skupa S. One se razlikuju u
onoliko mjesta koliko je nefiksnih tocaka u kompoziciji w5 ' o 7.

Dokaz. Neka su dane permutacije

= (o ) Tty )

Vrijedi (1) = 72 (i) ako i samo ako vrijedi (73" o) (i) = 4, tj. ako je i

fiksna tocka permutacije 7, ' o 7. O]

Ako je komporzicija 7,! o 7 transpozicija, onda se permutacije 7 i mo
razlikuju na totno dva mjesta. Drugim rije¢ima, ako se dvije permutacije
razlikuju na to¢no dva mjesta, onda postoji jedna transpozicija koja zamje-
njuje ta dva mjesta. Sada mozemo promatrati listu permutacija gdje se
susjedne permutacije razlikuju na tocno dva mjesta.

Definicija 4.5. Grayev kod za permutacije je lista koja sadrzi sve permuta-
cije n-clanog skupa takva da se svake dvije susjedne permutacije razlikuju za
to¢no jednu transpoziciju.

Jedan od nacina generiranja takvog Grayevog koda je da se susjedne per-
mutacije razlikuju do na zamjenu dva susjedna elementa. Da takav Grayev
kod postoji zasebno su dokazali Johnson [2] i Trotter [12] pa ¢emo naéin ge-
neriranja takvog koda zvati Johnson-Trotterov algoritam. Neka je %Z,,,n € N
lista permutacija n-¢lanog skupa u Grayevom kodu generiranom Johnson-
Trotterovim algoritmom. Definiramo je rekurzivno:

e Neka je Z; = [1].

e Listu #,, dobivamo od liste %,,_ tako da u svaku permutaciju dodamo
element n na svaku poziciju. Prvoj permutaciji dodajemo n na svaku
poziciju pocevsi od desne strane prema lijevoj, drugoj permutaciji do-
dajemo n na svaku poziciju pocevsi od lijeve strane prema desnoj, itd.

Napisimo algoritam za generiranje takvog Grayevog koda za permutacije.

28



Algoritam 4.6. Johnson-Trotterov algoritam Grayevog koda za permuta-
cije.

def johnson_trotter(n):

if n ==
Grayev_kod = [[1]]

else:
Pom_lista = johnson_trotter(n - 1)
Grayev_kod = []
i=0

for perm in Pom_lista:

if 1 == 0:
for j in range(n - 1, -1, -1):
pomocna = list(perm)
pomocna.insert(j, n)
Grayev_kod.append (pomocna)
i=1

else:
for j in range(n):
pomocna = list(perm)
pomocna.insert(j, n)
Grayev_kod.append (pomocna)
i=0

return Grayev_kod

Algoritam 4.6 je rekurzivan algoritam koji za n = 1 definira listu [1], a
inace poziva funkciju s vrijednosti n—1 i za svaku permutaciju u vra¢enoj listi
izvrSava petlju u kojoj se na svaku poziciju u permutaciji dodaje n. Element n
dodaje se naizmjenicno s desna na lijevo, odnosno s lijeva na desno. Rezultat
ovog algoritma za n = 2, 3,4 prikazan je u tablici 10. Mozemo uociti da je
ovaj Grayev kod za permutacije ciklicki, odnosno da se prva i posljednja
permutacija takoder razlikuju na to¢no dva mjesta.
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12 123 1234 4321
21 132 1243 3421
312 1423 3241

321 4123 3214

231 4132 2314

213 1432 2341

1342 2431

1324 4231

3124 4213

3142 2413

3412 2143

4312 2134

Tablica 10: Grayev kod za permutacije generiran Johnson-Trotterovim algo-
ritmom.

Suprotan pristup generiranju svih permutacija n-clanog skupa je da se
svake dvije susjedne permutacije 7y i o razlikuju na svakom mjestu, odnosno
da permutacija 7, ' o 7; nema fiksnih tocaka.

Definicija 4.7. Deranzman nekog skupa je permutacija tog skupa bez fiksnih
tocaka.

Teorem 4.8. Broj deranZmana n-célanog skupa je dan formulom

Dokaz. Neka je A skup svih permutacija skupa S = {1,2,...,n}. Ozna¢imo
s A;, i =1,2,...,n skup svih permutacija 7 € S za koje je 7 (i) = i. Tada
je ocito d (n) = |A_1 NA,N...N A_n’ pa ¢emo koristiti formulu ukljucivanja i
iskljucivanja.

Permutacije 7 u skupu A; suoblika (1,as, . ..,a,)iimaih |A;| = (n — 1)!.
Analogno vrijedi i |4;] = (n—1)! za ¢ = 1,...,n. Permutacije u skupu
Ay N Ay su oblika (1,2,a3...,a,) 1 ima ih |A; N As| = (n — 2)!. Analogno
|A;N Al =(n—2)zal<i<j<n. Opcenito, za bilo koju k-kombinaciju
{ar,a9,...,ax} C {1,2,...,n} vrijedi |4y, N A, N...NA, | = (n—Fk)L
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Kako k-kombinacija u n-¢lanom skupu ima (Z), to vrijedi

d(n) = (g)n' - (’f) (n—1)! + <Z) (n—2)! 4+ (=1)" (Z) (0)!

Preostaje nam dokazati drugi dio jednakosti, d (n) = L%’J Vrijedi

n! (-1 &K (=) = (—1)F
€_d(”>_"!<z(k!) _Z(k!)>_"!<z (k:!) )

k=0 k=0 k=n+1

Sada je dovoljno dokazati da je ’”;' —d (n)‘ < % Izlué¢ivanjem —— iz sume

‘ ' . (n+1)!
s desne strane jednakosti, dobivamo

n!

— —d(n)

e

1 1 1
— 1— — ..
n—i—l‘ n+2+(n—i—2)(n+3) ‘

Red unutar apsolutne vrijednosti s desne strane jednakosti alternira i konver-
gira u sumu strogo manju od 1. Kako je n > 1, vrijedi

" an)

e

1 1<

- 1
n+1 2

]

Ako je kompozicija 7, ' o 7; deranzman, onda se prema teoremu 4.4 per-
mutacije m 1 mo razlikuju na svih n mjesta. Permutacije n-clanog skupa,
osim Grayevim kodom za permutacije, sada mozemo ispisati i na nacin da se
susjedne permutacije razlikuju na svih n-mjesta.

Definicija 4.9. Kod za permutacije s deranzmanima je lista koja sadrzi
sve permutacije n-clanog skupa takva da se svake dvije susjedne permutacije
razlikuju na svih n mjesta.

Neka je G, graf ¢iji vrhovi odgovaraju permutacijama n-clanog skupa, a
dva su vrha susjedna ako se permutacije koje ih predstavljaju razlikuju na
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svih n mjesta. Kod za permutacije s deranzmanima tada je Hamiltonov put
u grafu G,. Kazemo da je graf povezan ako izmedu svaka dva njegova vrha
postoji put. Inace je graf nepovezan. Na slici 6 prikazan je graf Gj koji je
nepovezan pa je ocito da za n = 3 nije moguce generirati Hamiltonov put,
niti kod za permutacije s deranzmanima.

(123) (132)

~ o,

(312) (213)

S, e

(231) (321)
Slika 6: Graf Gj.

Za povezan graf kazemo da je 2-povezan ako izbacivanjem bilo kojeg vrha
(zajedno s bridovima koji ga sadrze) ponovno dobivamo povezani graf. Stu-
panj vrha grafa definiramo kao broj bridova koji ga sadrze. Kazemo da je
graf k-reqularan ako je svaki njegov vrh stupnja k. Da bi dokazali da je u
grafu G,,n # 3, moguce generirati Hamiltonov ciklus, bit ¢e nam potreban
sljededi teorem.

Teorem 4.10 (Jackson). Svaki 2-povezan, k-reqularan graf s najvise 3k vr-
hova je Hamiltonov graf.

Teorem 4.11 (Wilf [13]). Za n # 3 graf G,, dopusta Hamiltonov ciklus.

Dokaz. Zan = 1,2 teorem ocito vrijedi. Pretpostavimo da je n > 4. Lako je
uociti da je tada graf GG,, 2-povezan. Preostaje nam dokazati da su svi vrhovi
grafa stupnja k, gdje je 3k > n.

Dva vrha u grafu GG, su susjedna ako se permutacije koje ih predstavljaju
razlikuju na svih n mjesta. Tada je, prema teoremu 4.8, svaki vrh grafa
stupnja k = [%’J Nadalje, vrijedi

{n!J n! _n

—|>=>—=, n>1

el 3 3

Sada mozemo zakljuciti da je za n > 4 graf GG, 2-povezan i svaki njegov vrh
je stupanja k, gdje je k > 2. Prema teoremu 4.10 graf G, je tada Hamiltonov
graf, odnosno dopusta Hamiltonov ciklus. O
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Jedan od algoritama koji generira kod za permutacije s deranzmanima
pripisuje se Lynn Yarbrough [7]. Ideja ovog algoritma je da uzima svaku
permutaciju iz Johnson-Trotterove liste %, (tablica 10) i dodaje joj ele-
ment n na posljednje mjesto. Dobivena permutacija zatim se ciklicki rotira
udesno n — 1 puta te se zamjenjuju mjesta posljednjim dvijema rotacijama.
Permutacija (a, as, . .., a,) rotira se na sljedeéi nacin:

(a'naalu s 7an71> )

(an—la Ap, A1, ... 7an—2) ;

(a47 s 7an7a17a27a'3> )
(a27a3 L 7an7a1)a

(ag,...,an, a1, az).

Zan = 1,2 je ocito da Yarbroughin algoritam generira kod za permutacije
s deranzmanima. Neka je m; permutacija Johnson-Trotterove liste za neki
4<i<(n—1)am; 1<j<npermutacijau Yarbroughinoj listi dobivena
ciklickom rotacijom ;. Sve permutacije ; ; za neki ¢ tada se ocito razlikuju
u svakoj poziciji. Preostaje nam dokazati da to vrijedi i kada se prelazi
iz jedne Johnson-Trotterove permutacije u drugu. Ranije smo pokazali da
se susjedne permutacije Johnson-Trotterove liste razlikuju za transpoziciju
uzastopnih elemenata. Zbog zamjene posljednje dvije rotacije, permutacija
m;n je dobivena ciklickom rotacijom m; za dva mjesta ulijevo. Kako je ¢ > 4,
ocito je da ¢e se permutacije 7;,, 1 m;+11 razlikovati na svih n mjesta. Ovaj
je algoritam konstruktivan dokaz teorema 4.11.

Napisimo sada algoritam koji generira kod za permutacije s deranzmanima.
Algoritam 4.12 poziva funkciju iz algoritma 4.6 koja generira Grayev kod za
permutacije za n — 1, a zatim izvrsava petlju za svaku permutaciju iz te liste.
U petlji se dodaje element n na posljednje mjesto u permutaciji i zatim se
ta permutacija rotira ciklicki udesno za 1,2,...,n — 3 mjesta. Predzadnja
rotacija je ciklicka rotacija udesno za n — 1 mjesta, a posljednja je rotacija
za n — 2 mjesta.
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Algoritam 4.12. Yarbroughin algoritam koda za permutacije s deranzma-
nima.

def yarbrough(n):
Pom_lista = johnson_trotter(n - 1)

for perm in Pom_lista:
perm = perm + [n]

for i in range(n - 2):
print (perm)

perm = rotacija(perm, n)

print(rotacija(perm, n))
print (perm)

def rotacija(perm, n):
return [perm[n - 1]] + perm[:n - 1]

Rezultat algoritma 4.12 za n = 4 prikazan je u tablici 11.

1234 3124 2314
4123 4312 4231
2341 1243 3142
3412 2431 1423
1324 3214 2134
4132 4321 4213
3241 2143 1342
2413 1432 3421

Tablica 11: Kod za permutacije s deranzmanima generiran Yarbroughinim
algoritmom.
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5 Grayevi kodovi za particije

Osim Grayevih kodova za podskupove, kombinacije i permutacije, moguce je
generirati i Grayev kod za particije.

Definicija 5.1. Particija skupa S je skup medusobno disjunktnih nepraznih
podskupova od S koji u uniji daju cijeli S.

Broj particija n-clanog skupa jednak je broju relacija ekvivalencije na
n-Clanom skupu. Elemente particije zvat ¢emo blokovima i zapisivat ¢emo
ih u rastué¢em poretku njihovih najmanjih elemenata. Na primjer, particiju
= {{9},{1,2,7},{4,6},{3,5,8}} zapisat ¢emo {1,2,7}, {3,5,8}, {4,6},
{9}.

Teorem 5.2. Postoji bijekcija izmedu skupa svih particija skupa {1,2,... n}
i skupa svih nizova ayas . . . ay, gdje je ay = 1 ia; < 14+max{ai,az,...,a;_1}
201 =2,...,Nn.

Skup svih particija skupa {1,2,...,n} oznacavat ¢emo sa P,, a skup
svih nizova ajas...a, iz teorema 5.2 oznacavat ¢emo sa T,. Oznacimo
blokove particije iz P,, redom, 1,2,3,.... U nizu ajas...a, € T, tada
a;,i € {1,2,...,n} oznacava blok koji sadrzi element i. Niz koji odreduje 7
iz prethodnog primjera je 1 123 2 3 1 2 4, a za n = 4 bijekcija je prikazana
u tablici 12.

Definicija 5.3. Broj particija n-clanog skupa zovemo n-ti Bellov broj 1
oznacavamo ga B, .

Teorem 5.4. Vrijedi

“/n—1
Bn - Bn— s Vn € N.
£ (k . 1> B VT

Dokaz. Neka je S = {1,...,n} i uzmimo neku particiju m,...,m od S.
Neka je m; skup koji sadrzi element n. Dakle, m; = S" U {n}, gdje je
S"C{1,...,n—1}. Ostali m;,i # j ¢ine particiju skupa {1,...,n — 1} \7;.
Skupovi S’ i m;,1 # j potpuno odreduju particiju.

Ukoliko je |S’| = k — 1 postoji ("71) moguénosti za izbor skupa S’; te

k—1
B,,_, mogucnosti za izbor ostalih elemenata particije. Kako za k£ mozemo
uzeti bilo koji broj izmedu (i ukljucivo) 1 i n, slijedi trazena formula. O
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Sh T,

{1,2,3,4} 1111
{1,2,3}, {4} 1112
{1,2,4}, {3} 1121
{1,2}, {3,4} 1122
(1,2}, {3}, {4} 1123
{1,3,4}, {2} 1211
{1,3}, {2,4} 1212
(1,3}, {2}, {4} 1213
{1,4}, {2,3} 1221
{1}, {2,3,4} 1222
{1}, {2,3}, {4} 1223
(1,4}, {2}, {3} 1231
{1}, {2,4}, {3} 1232
{1}, {2}, {3,4} 1233

{1}, {2}, {3}, {4} 1234
Tablica 12: Particije skupova u leksikografskom poretku.

Napisimo rekurzivan algoritam koji poziva funkciju s vrijednosti n — 1 i
u sufiks svake particije iz vracene liste dodaje elemente a,, = 1,2,...,1 +
max{ai,...,a,_1}, redom. Takav algoritam ispisuje nizove iz skupa T,, u
leksikografskom poretku koji je prikazan u tablici 12.

Algoritam 5.5. Algoritam koji ispisuje particije u leksikografskom poretku.

def particije_leksikografski(n):

if n ==
return [[1]]

else:
Pom_lista = particije_leksikografski(n - 1)
Part = []

for pomocna in Pom_lista:

for i in range(1l, max(pomocna) + 2):
Part.append(pomocna + [i])

return Part

Mozemo uociti da se susjedne particije u leksikografskom poretku razli-
kuju za zamjenu vise elemenata u blokovima. Iz tog ¢emo razloga promotriti

36



kod takav da se susjedne particije razlikuju za premjestaj jednog elementa
medu susjednim blokovima.

Definicija 5.6. Grayev kod za particije skupa je lista koja sadrzi sve par-
ticije n-clanog skupa takva da se dvije susjedne particije razlikuju samo za
premjestaj jednog elementa medu dva susjedna bloka.

Jedan takav Grayev kod za particije generirat ¢emo Knuthovim algorit-
mom [13]. Neka je J#,, n € N lista particija n-¢lanog skupa u Grayevom kodu
za particije generiranom Knuthovim algoritmom. Definiramo je rekurzivno:

e Neka je 7, = [1].
e Listu .7, dobivamo od liste J#;,,_; tako da

1. Dodajemo element n u svaki blok jedne particije iz liste %, _1,
pocevsi od prvog. Na kraju dodajemo posljednji blok {n},

2. Sljedecoj particiji liste J#;,_; dodajemo blok {n}, a zatim doda-
jemo element n u svaki blok, pocevsi od zadnjeg.

Ponavljamo prethodna dva koraka na preostalim particijama.

Na primjer, particiji {{1,3},{2,4,5}} dodajemo element 6 i dobivamo
sljedece particije: {{1,3,6},{2,4,5}}, {{1,3},{2,4,5,6}}, {{1,3},{2,4,5},
{6}}. Za n = 4 Grayev kod generiran opisanim Knuthovim algoritmom
prikazan je u tablici 13.

{1,2,3,4} 1111
{1,2,3}, {4} 1112
{1,2}, {3}, {4} 1123
{1,2}, {3,4} 1122
{1,2,4}, {3} 1121
{1,4}, {2}, {3} 1231
{1}, {2,4}, {3} 1232
{1}, {2}, {3,4} 1233
{1}, {2}, {3}, {4} 1234
{1}, {2,3}, {4} 1223
{1}, {2,3,4} 1222
(1,4}, {2,3} 1221
{1,3,4}, {2} 1211
{1,3}, {2,4} 1212
(1,3}, {2}, {4} 1213

Tablica 13: Grayev kod za particije skupova generiran Knuthovim algorit-
mom.
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Napisimo Knuthov algoritam koji generira Grayev kod za particije sku-
pova.

Algoritam 5.7. Knuthov algoritam Grayevog koda za particije.

def knuth(n):

if n == 1:
return [[1]]

else:
Pom_lista = knuth(n - 1)
Part = []
i=20

for pomocna in Pom_lista:
if i == O:

for i in range(1l, max(pomocna) + 2):
Part.append(pomocna + [i])

else:

for i in range(max(pomocna) + 1, 0, -1):
Part.append(pomocna + [i])

return Part

Algoritam 5.7 je rekurzivan algoritam koji za n = 1 definira listu [1], a
inace poziva funkciju s vrijednosti n — 1. Za svaku particiju u vracenoj listi

izvrsava se petlja koja na prethodno opisan nacin dodaje element n u sve
blokove.
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada su Grayevi kodovi, odnosno metode generira-
nja kombinatornih objekata takvih da se susjedni objekti razlikuju na neki
unaprijed odreden nacin ili, najc¢esée, minimalno.

Prema patentu Franka Graya definirali smo Grayev kod za binarne ni-
zove i za podskupove nekog skupa. Istu ideju primijenili smo i na druge
kombinatorne objekte: kombinacije, permutacije i particije. Uz Grayev kod
za permutacije definirali smo dodatno i kod koji mu je suprotan, odnosno u
kojem se susjedne permutacije razlikuju na svim mjestima.

Algoritme za generiranje definiranih Grayevih kodova implementirali smo
u programskom jeziku Python.
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Summary

The topic of this thesis are Gray codes: methods for generating combinatorial
objects so that successive objects differ in some pre-specified way or, most
often, minimally.

According to Frank Gray’s patent, we defined Gray codes for binary ar-
rays and for subsets of a set. We applied the same idea to other combinatorial
objects: combinations, permutations, and partitions. In addition to Gray co-
des for permutations, we have defined a code that is opposite to it, i.e. in
which adjacent permutations differ in all places.

We have implemented algorithms for generating Gray codes in the Python
programming language.
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