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Uvod

Funkcionalne jednadzbe su jednadZbe u kojima je nepoznanica funkcija. Pojavljuju se u
raznim matematickim problemima, a otkrivene su slu¢ajno pri pokusajima da se definira
linearna funkcija opisom njenih svojstava. Bilo je to joS u 14. stolje¢u u Oresmeovom
radu Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum. Za uvidanje potrebe za siste-
maticno proucavanje funkcionalnih jednadzbi trebalo je proci joS nekoliko stoljeca i puno
situacija gdje se funkcionalne jednadzbe pojavljuju, tako da se teorija funkcionalnih jed-
nadZzbi pocela razvijati prije otprilike dva stolje¢a. RjeSavanje funkcionalnih jednadzbi nije
nimalo jednostavno i ne postoji op¢i postupak za dobivanje svih rjeSenja svih funkcional-
nih jednadZzbi. Stoga je potrebno razvijati razli¢ite metode kako se odgovarajuci tipovi
funkcionalnih jednadZbi rjeSavaju. Funkcionalne jednadZbe su oduvijek, pa i u danasnje
vrijeme, dobar materijal za razne zadatke na srednjoskolskim natjecanjima iz matematike,
ali i na fakultetima.

U ovom radu bavili smo se nekim osnovnim tipovima funkcionalnih jednadzbi. Prvo
smo Zeljeli opisati najvaznije poznate primjere iz povijesti funkcionalnih jednadzbi, te na-
vesti najvaznije matematicare koji su zasluzni za proucavanje ove teorije. Posebno je vazno
1 zanimljivo razumjeti njihovu motivaciju za rjeSavanje problema ove vrste jer treba imati
na umu da se prva funkcionalna jednadZzba pojavila jo§ dok ni pojam linearne funkcije
nije bio precizno definiran. Stovise, koliko je poznato, prva definicija linearne funkcije je
upravo tako 1 prezentirana, kao rjeSenje odredene funkcionalne jednadzbi. Nakon povijes-
nog dijela istaknuli smo najvaZznije tipove funkcionalnih jednadzbi, kao Sto su Cauchyjeva
funkcionalna jednadZba, Jensenova funkcionalna jednadzba, Cauchyjeva eksponencijalna
funkcionalna jednadZba, te njihova primjena na ostale funkcionalne jednadzbe.

Iako se funkcionalne jednadzbi ne proucavaju u srednjim Skolama u redovitoj nastavi, u
zbirkama se ponekad pojave zadaci ovog tipa, bez eksplicitnog navodenja da se radi o funk-
cionalnim jednadzbama. U ovom radu smo naveli nekoliko rijeSenih primjera iz udzbenika
cetvrtog razreda srednjih Skola koji su usko povezani s funkcionalnim jednadZzbama. Osim
toga, naveli smo i nekoliko primjera zadataka s drZzavnih natjecanja iz matematike, te neko-
liko primjera koji se mogu upotrijebiti za naprednije u€enike u dodatnoj nastavi matematike
primjenom funkcionalnih jednadzbi za izvod nekih poznatih formula.






Poglavlje 1

Povijest funkcionalnih jednadzbi

U ovom poglavlju bit ée govora o povijesnom razvoju funkcionalnih jednadzbi. Bit Ce
istaknuti najvazniji matematicari, njihove kratke biografije, njihovi najznacajnije dopri-
nose matematici te nacini, ideje 1 metode koje su koristili za rjeSavanje funkcionalnih jed-
nadzbi. Bit ¢e rijeci o matemati¢arima koji su doprinijeli otkri¢u funkcionalnih jednadzbi
1 rjeSavanju istih: Nicole Oresme, Gregorire de Saint-Vincente, Augustin-Luis Cauchy te
Srrinivas Aaiyangar Ramanujan.

1.1 Nicole Oresme (1323-1382)

Nicole Oresme bio je matematicar porijeklom iz Norveske, a veCinu svog Zivota proveo je
u Francuskoj. Studirao je na prestiznom fakultetu u Parizu na kojem je pokazao izuzetan
uspjeh. Usprkos tome $to je u njegovo vrijeme harala zaraza kugom, Oresme je zavrsio
fakultet 1 stekao zvanje magistra teologije. Bio je francuski biskup i financijski savjetnik
Karla Petog. Oresme je u 14. stoljecu bio poznat zbog otkri¢a geometrije koordinata puno
prije Descartesa, te je bio prvi matematicar koji je koristio razlomak u eksponentu poten-
cije. U vrijeme Oresmeova Zivota Aristotelova djela prihvacala su se bez pitanja, no kako
je Oresme prevodio Aristotelova djela na francuski jezik, neke teorije nije prihvacao bez
promisljanja. Na primjer Aristotel je definirao vrijeme kao jednoliko gibanje, a Oresme je
vrijeme definirao neovisno o gibanju.

Njegovo najvaznije djelo u kojem se spominju funkcionalne jednadzbe naziva se Tractatus
de configurationibus qualitatum et motuum. U ovom djelu se prvi put spominje poveza-
nost izmedu dviju varijabli i njihov graficki prikaz te povezanosti dviju varijabli (to danas
nazivamo graf).
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Slika 1.1 Portret Nicolea Oresmea

U prvom dijelu svoje knjige posvetio se dokazivanju Mertonova teorema, to jest teorema
srednje vrijednosti brzine koji kaze:

Udaljenost koju je tijelo preslo u nekom periodu jednolikim ubrzanjem jednako je kao da
se tijelo kretalo jednolikom brzinom koja je jednaka brzini na sredini perioda kada se
tijelo kretalo jednolikim ubrzanjem.

Slika 1.2 Ilustracija teorema srednje brzine iz djela Tractatus de configurationibus
qualitatum et motuum
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)

Slika 1.3 Danasnji graficki prikaz Mertonova teoerema

Iz Slike 1.3 (grafa) moze se uociti da je povrsina ispod grafa funkcije kada se tijelo gibalo
jednoliko ubrzano jednaka povrsini ispod grafa funkcije kada se tijelo gibalo jednolikom
brzinom.

Kako je dosao do ideje funkcionalnih jednadZzbi, to jest kako je on definirao linearnu funk-
ciju, teSko je objasniti. On kaze:

Jednolika vrsta je ona koja je podjednako intenzivna u svim dijelovima, dok je vrsta
Jjednoliko promjenjiva ako je za svake tri tocke omjer udaljenosti izmedu prve dvije tocke i
druge dvije tocke jednak omjeru viska prve tocke s obzirom na drugu toc¢ku i viska druge
tocke s obzirom na trecu tocku, nazivajuci prvom od ove tri tocke onu najveceg intenziteta.

Nicole Oresme Zivio je u 14. stoljeCu kada joS nije bio poznat pojam linearne funkcije.
Kasnijim istraZivanjem matematicari Aczel i Dhombres dosli su do zakljucka da je u ovom
ulomku Oresme zapravo definirao linearnu funkciju preko funkcionalnih jednadzbi. U
danasnjoj terminologiji ovaj ulomak mogao bi se prevesti na ovaj nacin:

Konstantna funkcija je ona koja ima isti intenzitet u svakoj tocki, to jest f(x) = f(y) za
sve x,y € R.
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Jednoliko promjenjiva funkcija (tj. linearna) zadovoljava relaciju

y-x _ f0)-f) 0

-y f@-fO)

za sve razliite x, y i z.

Danas se linearna funkcija definira na sljedeci naCin:

Definicija 1.1.1. Neka su a, b € R, a # 0. Linearna funkcija je funkcija f : R — R zadana
formulom
f(x)=ax+b, Vx eR.

Ono $to Oresmeovu definiciju linearne funkcije ¢ini funkcionalnom jednadzbom jest
da se f tretira apstraktno, to jest moZe se umjesto f uvrstiti bilo koja funkcija i provjeriti
vrijedi li (T.T). RjeSenje funkcionalne jednadzbe (I.I) upravo je funkcija definirana u defi-
niciji 1.1.1. gdje je a # 0. Ako je a = 0, dolazimo do konstante funkcije.

Prva upotreba funkcionalnih jednadZzbi u povijesti matematike je upravo Oresmeova de-
finicija linearne funkcije (iz onoga $to nam je poznato).

1.2 Gregoire de Saint-Vincente (1584-1667)

Slika 1.4 Gregoire de Saint-Vincente
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Gregoire de Saint-Vincente je matematicar iz danaSnje Belgije. On zapocCinje svoje Skolovanje
na isusovackom fakultetu u Bruggeu 1595. godine. Studirao je matematiku i filozofiju.
Baveci se problemom trisekcije kuta, naiSao je na niz

N =
=
O | =

Tim nizom doSao je na ideju da ¢e problem trisekcije kuta rijeSiti beskona¢nim nizom bi-
sekcije kuta.

On je prvi koji spominje metodu iscrpljivanja (ekshaustije) u svoj knjizi Opus Geome-
tricum quadraturae circculi et sectionum coni.

Metoda iscrpljivanja (ekshaustije) starogrcki je nacin rada s limesima. Precizniju defi-
niciju ove metode moZemo naci u desetoj knjizi Euklidovih elemenata.

Ako su zadane dvije razlicite (istovrsne) velicine i od vece oduzmemo vise od njene
polovine, od ostatka vise od njegove polovine itd., onda Ce, ako se postupak ponovi
dovoljan broj puta, ostatak biti manji od manje zadane velicine.

Njegovo najpoznatije djelo je Opus Geometricum quadraturae circculi et sectionum coni,
knjiga s preko 1200 stranica. U toj knjizi obradeno je mnogo tema, ukljucujuci krugove,
trokute, geometrijske nizove, elipse, parabole 1 hiperbole. Takoder raspravlja se o meto-
dama racunanja povrsina i o svojstvima presjeka konika.

Dvije stotine godina nakon prve pojave funkcionalnih jednadzbi, Saint-Vincente koristi
funkcionalne jednadzbe u svojim istraZivanjima o hiperboli. On prvi implicitno upotreb-
ljava funkcionalnu jednadzbu oblika f(xy) = f(x) + f(y), objasnjavajuci kako izraCunati
povrSinu ispod grafa funkcije y = x~'. Danas se povrsina ispod grafa funkcije obi¢no
racuna integracijom funkcije, no Gregoire de Saint-Vincente izraCunao je povrSinu ispod
grafa funkcije koriste¢i samo geometriju i princip koji je nazvao skalarno-geometrijski
princip.
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Slika 1.5 Skalarno-geometrijski princip

Princip objaSnjava na temelju geometrijskih oblika, to jest ravnina. Ravninu na Slici 1.5
mijenjamo tako da je ,razvla¢imo* i ,,skupljamo* horizontalno ili vertikalno istim fakto-
rom razvlacenja. Na Slici 1.5 ravninu ,;razvukli* smo horizontalno te ,,skupili* vertikalno
istim faktorom. Ako pogledamo povrsine tih dviju ravnina, vidimo da je povrSina ostala
nepromijenjena. Sada pogledajmo graf hiperbole i povrsinu ispod grafa hiperbole.

Slika 1.6 Graf funkcije y = x!
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Na Slici 1.6 nalazi se graf funkcije y = x~! na pozitivnom dijelu osi x. Gledat ¢emo

povrsinu ispod grafa funkcije na intervalu od 1 do x te povrSinu ispod grafa od y do xy
za svaki y > 1 (na Slici 1.6 uzeli smo x = 4,y = 3). Usporedujuéi te dvije osjencane
povrsine ispod grafa vidimo da se one razlikuju prema koeficijentu rastezanja y prema
x-koordinati i prema koeficijentu rastezanja y~! po y-koordinati. Iz toga Gregoire de Saint-
Vincente zakljuCuje da su te dvije povrSine ispod grafa jednake. PovrSinu ispod grafa
funkcije na intervalu od 1 do x ozna¢imo s f(x). Tada tu povrSinu moZemo zapisati na
nacin f(xy) - f().

Matematickim zapisom

f(x) = flxy) = fO),
to je ekvivalentno s

Jxy) = f(x) + f(). (1.2)
Gregoire de Saint-Vincente pokrenuo je proucavanje logaritama upravo ovim izracunavanjem
povrsine ispod grafa funkcije y = x~! tako da je zaklju¢io da podrugje ispod hiperbole za-
dovoljava funkcionalnu jednadzbu f(xy) = f(x) + f(y). Uspio je povezati funkcionalnu
jednadzbu (1.2) s jednim od osnovnih svojstva logaritma

log(xy) = logx + log y, Vx,y > 0.

1.3 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Slika 1.6 Augustin-Louis Cauchy

Augustin-Louis Cauchy matematicar je francuskog porijekla, poznat zbog raznih doprinosa
matematici, no najpoznatiji je zbog zacetka moderne teorije matematicke analize. Bio je
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profesor matematike i astronomije u Parizu. Cauchy je objavio viSe od 750 radova poveza-
nih s matematikom, fizikom i astronomijom. Njegovi doprinosi su veliki; prvi je precizno
proucio pojam konvergencije, definirao je neprekidnost funkcije, derivaciju i integral funk-
cije. Poznati pojmovi kao Sto je Cauchyjev kriterij konvergencije reda, Cauchyjev niz te
formule kao Sto su Cauchy - Binetova formula te Cauchy - Schwarz - Bunjakovskijeva ne-
jednakost dobile su ime upravo u njegovu Cast.

Temelj za gradnju teorije funkcionalnih jednadzbi postavio je upravo Cauchy. Ilako je
Oresme Cetiristotinjak godina prije Cauchyja definirao linearnost preko funkcionalnih jed-
nadzbi 1 upotrijebio funkcionalnu jednadzbu

fx+y) =fx0)+f»  VYxyekR (1.3)

Ovu funkcionalnu jednadzbu danas nazivamo Cauchyjeva funkcionalna jednadzba.

Cauchy se bavio problemom pronalaska svih funkcija koje zadovoljavaju jednadzbu (I.3).
Funkcija f(x) = ax gdje konstanta moZe biti bilo koji proizvoljan broj, zadovoljava ovu
jednadzbu. No teorija o funkcionalnim jednadZbama bavi se pronalaskom svih rjeSenja
funkcionalnih jednadzbi. O¢ito, f(x) = ax jedno je rjeSenje funkcionalne jednadzbe (I.3),
no nije jasno je li to jedino rjeSenje.

Vise o Cauchyjevoj funkcionalnoj jednadzbi govorit ¢e se u drugom poglavlju ovog di-
plomskog rada.

1.4 Srinivasa Aaiyangar Ramanujan (1887-1920)

Slika 1.7 Srinivasa Aaiyangar Ramanujan
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Legendarni Srinivasa Aaiyangar Ramanujan bio je Indijac roden 1887. godine. Obrazovao
se u Indiji te tamo stekao osnovna znanja i vjestine iz podru¢ja matematike. Zaintrigiran
matematikom sam je poceo proucavati knjige poznatih matematicara. Nakon dolaska u
London zapoceo je suradnju s Godfreyem Haroldom Hardyjem, ¢ak je bio i izabran kao
Clan Kraljevskog drustva. Bavio se matemati¢kom analizom, teorijom brojeva, elipticnim
funkcijama 1 beskona¢nim nizovima. Sa svojih 4000 radova utjecao je na mnoge mate-
maticare i uvelike doprinio razvoju danasnje matematike. Najpoznatija je Ramanujanova
aproksimacija za vrijednost 7* ~ 97 + % U Indiji se na njegov datum rodenja (22. pro-
sinca) slavi Drzavni dan matematike. Toliko je bio interesantan matematicar da je o njemu
snimljen film s nazivom Ramanujan (2014) te je Robert Kanigel napisao njegovu biogra-
fiju s nazivom Covjek koji je spoznao beskonacnost: Zivot genija Ramanujana (The Man

Who Knew Infinity: A Life of the Genius Ramanujan, 1991 ).

Broj 1729 poznat je kao Hardy-Ramanujanov broj, a iza njega stoji zanimljiva prica koja
povezuje suradniStvo Ramanujana i Hardyja. Naime kako je Ramanujan obolio od teSke
zarazne bolesti, morao se iz Londona vratiti u Indiju te ga je kolega Hardy pratio u taksiju
s brojem 1729. Na rastanku Hardy je rekao da je broj 1729 jako glup broj, na Sto mu je
Ramanujan odgovorio da nije, naprotiv, da je to vrlo zanimljiv broj jer je to najmanji broj
koji se moZe na dva razli¢ita nacina zapisati kao zbroj dvaju kubova.

1729 =1° +12° =9 + 10°

Druga jednadzba, odnosno jednadzba (1.4)) koju povezujemo sa Ramanujanom inspirirana
je Vietovom formulom aproksimacije broja m

\/1+2\/1+3,/1+4\/i. (1.4)

Zadatak da dokaZe da je izraz u (I.4) jednak 3 bio je zadan na raznim natjecanjima. Pro-
blem je prvi rijeSio Ramanujan, a njegovo rjeSenje usko je povezano s funkcionalnom
jednadzbom. On je dokazao opcenitiju formulu:

x+n+a= \/ax+(n+a)2+x\/a(x+n)+(n+a)2+(x+n)\/T. (1.5)

Izraz iz (1.4)) dobije se na desnoj strani (I.5) kada se uvrsti x = 2, = 0in = 1. Ramanujan
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je ocekivao da ¢e problem (1.5) biti rijeSen na ovakav nacin:
3=19

= y1+2V16
:\/1+2\/1+3\/E (1.6)

\/1+2\/1+3\/1+4\/%

Nastavak ovog postupka ovisi o mogucnosti da se rastavi svaki savrSeni kvadrat na desnoj

strani kao
=1+mn-DVmn+ 12

Korelaciju izmedu danog problema (|1.4)) i funkcionalnih jednadZbi moZemo prikazati pomocéu

funkcije
f(x) = \/1 +x4/1+(x+ [DRVA

Kvadriranjem jednadzbe dobivamo

[fOP =1+xf(x+1).

To je funkcionalna jednadZba s jednom nezavisnom varijablom. RjeSenje ove funkcionalne
jednadzbe zadovoljava funkcija f(x) = x + 1. O ovoj funkcionalnoj jednadzbi govorit ¢e
se u tre¢em poglavlju ovog diplomskog rada.




Poglavlje 2

Funkcionalne jednadzbe s dvije
nezavisne varijable

U ovom poglavlju bit ¢e prikazane funkcionalne jednadZzbe s dvije nezavisne varijable te
najpoznatiji primjeri istih i nacine na koje se mogu rjesavati takve funkcionalne jednadzbe.
Treba napomenuti da to ne znaci da su rjeSenja funkcionalnih jednadzbi funkcije dviju
varijabli, nego da se jednadzba moZe zapisati u obliku g(x,y) = 0 za svaki x 1 y iz skupa
realnih brojeva. Na primjer ako je f : R — R tada za g : R — R definiramo

g, y) = f()+ f() — f(x,y)
te dobivamo funkcionalnu jednadzbu

f)+ fO) = f(x,y), VYx,yeR.

To je ujedno i prva funkcionalna jednadzba koja ¢e se u ovom radu promatrati.

2.1 Cauchyjeva funkcionalna jednadzba

U prvom dijelu ovog diplomskog rada spomenuta je Cauchyjeva funkcionalna jednadzba
koja je ujedno i nepoznatija funkcionalna jednadzba s dvije varijable.

Definicija 2.1.1. Neka je f : R — R neprekidna funkcija takva da vrijedi

fx+y) = f(x) + f(y), Vx,y € R.

Ova jednadZba naziva se Cauchyjeva funkcionalna jednadZba.

13
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Teorem 2.1.2. Za funkciju f : R — R koja zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jed-
nadzbu

Jx+y) =f0)+f, VYxyeR 2.1)

postoji c € R takav da vrijedi

f(x) =cx (2.2)

za svaki x € Q.

Dokaz. Za pocetak u jednadzbu (2.1)) uvrsti se x = y = 0 te se dobije
f(0) =0.
Sada kada se supstituira y = —x i uvrsti u (2.1)) dobije se
fx+(=x) = f(x) + f(=x),

odakle slijedi
—f(x) = f(=x), YxeR.

Iz ovoga se vidi da je funkcija f neparna funkcija.
Principom matematicke indukcije dokazat Ce se da f(nx) = nf(x) vrijedi za svaki n € N i
x eR.

1° Baza indukcije je trivijalno zadovoljna.

2° Pretpostavka indukcije - pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k € N.

3° Korak indukcije - dokaze se tvrdnja za k + 1. Supstituiramo y = kx te se dobije

(P1)

F(k+Dx) = fx+kx) Z £ + fkx) = £x) + kf) 2k + D f).

Prema principu matemati¢ke indukcije slijedi zakljucak da tvrdnja f(nx) = nf(x) vrijedi
zasvaki x € Risvakin € N.

Za slucaj f(mx) = mx, gdje je m € Z 1 x € R postoje 3 slucaja:
1° Akojem > 0, tada je m € N, pa vrijedi f(mx) = mx .

2° Ako je m = 0, onda je f(mx) = £(0) =0 =0 -£(x) = mf(x).
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3° Akojem < 0, onda je —m € N, pa vrijedi f(mx) = f(—(—m)x) = —f((-m)x) =
—(=m)f(x) = mf(x).

Dakle tvrdnja f(mx) = mf(x) vrijedi za svaki x e Rim € Z.

Promotrimo slucaj f(gx) = ¢f(x) kada je ¢ € Q. Neka je ¢ = %, gdjesum € Z i
n € N. Tada je

f(ngx) = f(mx),
pa primjenom dokazanog, jer je n € N im € Z, slijedi

nf(gx) = mf(x).
Odavde je

m

fgx) = —f(x),
pa se dobije

J(gx) = qf(x). (2.3)
Dakle tvrdnja f(gx) = gf(x) vrijedi za svaki x € Rig € Q.

Definira se ¢ := f(1) € R. Uvrsti li u (2.3) x = 1, dobije se
f@)=flg-1)=qf(l) = qc.
Time je dokaz gotov. O

Propozicija 2.1.3. Neka su f : R - Ri g : R — R neprekidne funkcije za koje vrijedi
f(q) = g(q) za sve racionalne brojeve q. Za tako definirane funkcije vrijedi

f(x) = g(x)
za svaki x iz skupa realnih brojeva.

Dokaz. Neka je x € R. Tada postoji niz g, racionalnih brojeva (jer je skup Q gust skup u
R) takav da
x = lim g,,.

Zbog neprekidnosti funkcija f 1 g vrijedi
) =1im f(g,) i g(x) = lim g(gy).

Prema pretpostavci, f(g,) = g(g,) vrijedi za svaki n € N, pa je f(x) = g(x). Zbog pro-
izvoljnosti odabira tocke x, slijedi f = g.
O

Sada iz teorema 2.1.2. i propozicije 2.1.3. slijedi



16 POGLAVLIE 2. FUNKC. JEDNADZBE S DVIJE NEZAVISNE VARIJABLE

Teorem 2.1.4. Neka je f neprekidna funkcija f : R — R koja zadovoljava

Jx+y) = f0)+ f), YxyeR,
tada postoji realan broj ¢ koji zadovoljava
f(x) =cx
za svaki x € R.

Dokaz. Neka je f neprekidna funkcija koja zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jed-
nadzbu. Tada prema teoremu 2.1.2. vrijedi

fl@)=cq, VxeQ
Sada primjenom propozicije 2.1.3. na f'1 g, gdje je
gx)y=cx, VxeQ

slijedi da je f = g.

2.2 Primjena Cauchyjeve funkcionalne jednadzbe

Iz proslog poglavlja vidi se da je neprekidnost bitno svojstvo za rjeSavanje Cauchyjeve
funkcionalne jednadZbe. Ponekad je teSko provijeriti svojstvo neprekidnosti funkcije, pa
slijede neki “alati” kojima se lakSe moze do¢i do rjeSenja funkcionalnih jednadzbi.

U sljedecoj propoziciji ¢e se umjesto svojstva neprekidnosti funkcije pretpostaviti svojstvo
monotonosti funkcije.

Definicija 2.2.1. Neka je D C R. KaZemo da je funkcija f : D — R

(i) monotono rastucéa na intervalu I C D, ako za svaki x, y € I vrijedi ako je x <y, onda
je f(x) < f(y). (Ako vrijedi stroga nejednakost, onda je f strogo rastuca.)

(ii) monotono padajuca na intervalu I C D, ako za svaki x, y € I vrijedi ako je x <y,
onda je f(x) > f(y). (Ako vrijedi stroga nejednakost, onda je f strogo padajuca.)

Teorem 2.2.2. Neka je f : R — R monotono rastuca (monotono padajuca) funkcija koja
zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jednadZbu

Sx+y) =)+ f(y), Yx,y € R.
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Tada je
f(@) = aq
zanekia >0 (a<0).
Dokaz. Pretpostavimo da je f monotono rastuca funkcija. Teorem 2.1.1. kaze da f(q) =

aq, a > 01 to vrijedi za sve racionalne brojeve g. Pozivajuci se na monotonost funkcije, za
svaki proizvoljan x € R vrijedi

aq = f(q) < f(x) < f(r) = ar.
Sada za svaki ¢ i r iz skupa racionalnih brojeva za koje vrijedi ¢ < x < r. Pogledajmo sada

dva niza racionalnih brojeva za koje vrijedi ¢; < ¢, < ... < xir; > r, > .. > xtakvida

lim g, = lim r, = x.
X—00

X—00

Tada slijedi

ax = lim agq,

= lim f(g,)
< lim f(r,) (zbog monotonosti funkcije) (2.4)

= lim ar,

X—00
= ax.
Sjetimo se teorema o sendvicu. Neka su (a,), (b,) i (c,) nizovi takvi da postoji m € N takav
daje
a, < b, < cy, Yn > m.

Ako (a,) 1 (c,) konvergiraju prema istom realnom broju L € R onda je i (b,) konvergentan
s istim limesom L dakle

lim b, = L.
x—+00
Prema teoremu o sendvicu, slijedi zakljucak da vrijedi f(x) = ax. O

Dokaz za monotono padajucu funkciju dokazuje se analogno.
Propozicija 2.2.3. Neka je f : R — R koja zadovoljava jednadzbe
fx+y) = f0)+ f), (2.5)
JGy) = f(f©) (2.6)

za sve realne brojeve x i y. Tada je f nulfunkcija ili identicna funkcija, to jest

f(x)=0, VxeR ili f(x)=x, VxeR.
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Dokaz. Najprije uo¢imo da ovdje nema pretpostavke da je funkcija monotona ili nepre-
kidna. Uzme li se proizvoljan z > 0, tada postoji w > 0 takav da z = w?. Ideja ovog dokaza
je da se supstituira x = wiy = w te tako supstituirane x i y uvrsti se u (2.6) te se dobije
jednadzba

f@=1fmP =0.
Iz gornje jednadzbe slijedi f(z) > 0 za svaki z > 0. Pretpostavimo da je x < y. Tada je
fO) =fx+ G =x)=fx)+ fy—-x).

Kakojey—x > 0, tadaje f(y —x) > O paje f(y) > f(x). Slijedi da je funkcija f : R = R
monotono rastuca. Prema teoremu 2.2.2. slijedi da je f(x) = ax za neki realni broj a. Sada
kada f(x) = ax se uvrsti u s vrijednostima x = y = 1, dobiva se da je a = a, ata
jednadzba ima dva rjeSenja: a = Oilia = 1. O

2.3 Jensenova jednadzba

Definicija 2.3.1. Neka je f : R — R neprekidna funkcija

f(x;y) _ f(x);rf(y).

Tako zadana funkcija naziva se Jensenova funkcionalna jednadzba.

2.7)

Jensenova funkcionalna jednadzba verzija je Cauchyjeve funkcionalne jednadzbe kori-
Stenjem prosjeka. Do rjeSenja dolazi se tako da se Jensenova jednadzba svede na Cauc-
hyjevu funkcionalnu jednadzbu, a za nju ve¢ znamo rjesenja.

Uvrstimo y = 0 u (2.7
£(2)- £(x) + £(0)
2] 2
Sada oznacimo f(0) = b, pa slijedi

-1t

Uvodimo supstituciju x =y + z

y+ z) fOo+2)+b
= . 2.8
(5 - 28)
Prema definiciji Jenesenove jednadZzbe vrijedi
+z O) + f(z)
(5 ):fyzf . (2.9)
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Izjednacimo 1i jednadzbe (2.8)) i (2.9) dobivamo

fO+2+b  fO)+ f2)
2 - 2 ’

a to je ekvivalentno
fO+2=f+f(2)-0>.
Definiramo funkciju g : R — R sa g(x) = f(x) + b. Sada vrijedi

gx+y)=fx+y)->b
=fx)+f)-b->b
=f0)-b+fy)-b
= g(x) +g(y).
Sveli smo Jensenovu funkcionalnu jednadZbu na Cauchyjevu funkcionalnu jednadzbu. Sli-

jedi da postoji ¢ € R za koji je g(x) = cx rjeSenje ove jednadzbe za svaki x € R. Kako smo
definirali funkciju g kao g(x) = f(x) — b slijedi

cx = f(x)—b.

(2.10)

Dodavanjem b s obje strane jednadzbe dobiva se konacno rjeSenje Jensenove funkcionalne
jednadzbe

f(x)=cx+b.

Primjer 2.3.1: Odredimo sve neprekidne funkcije f : R — R neprekidne u nuli takve da
za sve x,y € R vrijedi

Jx+y) = f(x) + f) + xy(x + ). (2.11)

Rjesenje: Pogledajmo funkciju g(x) = f(x) — %x3 i svedemo funkciju g na Cauchyjevu
funkcionalnu jednadzbu:

1
gx+y) = flx+y - §(X+y)3

1 1
= f(x) + () + xy(x +y) - 5()6)3 - g(y)3 — xy(x +) 2.12)

1 1
= f(x) - §<x)3 +f(y) - 5@3
=g(x) + g(y).

Funkcija g zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jednadzbu, pa je rjeSenje g(x) = ax za
neki a € R. Odavde je ax = f(x) — 32°, .

f(x) = ax + %x3. (2.13)
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2.4 Cauchyjeva eksponencijalna funkcionalna
jednadzba

Teorem 2.4.1. Za neprekidnu funkciju f : R — R razli¢itu od nulfunkcije koja zadovoljava
JjednadZbu

Jx+y) = f0fy),  VYxyekR (2.14)

postoji ¢ > 0 takav da vrijedi

fx)=c" (2.15)

za svaki x € R.

Dokaz. Pretpostavimo da je f(xp) = 0 za neki x, € R. Tada za svaki x € R vrijedi

f(x) = fl(x = x0) + X0l
= f(x = x0) f(xo0) (2.16)
= O’

paje f nulfunkcija, a to je kontradikcija pretpostavci. Slijedi da je f(x) # 0 za svaki x € R.
Nadalje iz (2.14) slijedi

oY EE-LEN . en

Kako je desna strana jednakosti (2.17) strogo pozitivna, slijedi f(x) > 0 za svaki x €
R. Sada kada je f strogo rastuca funkcija, smijemo definirati funkciju g(x) = log f(x).
Funkcija g(x) je neprekidna i zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jednadzbu (2.1)) stoga
postoji a € R takav da vrijedi g(x) = ax. Iz toga slijedi zakljucak da postoji ¢ > 0 takav da
f(x) =c", zasve x € R. O

Primjer 2.4.1 : Odredimo sve neprekidne funkcije f : R — R takve da vrijedi
JO+fO)=fx+y)+xy-1, VxyeR. (2.18)
Rjesenje: Jednadzba (2.18)) ekvivalentna je

2 2 2
f(x)+%+1+f(y)+y§+l:f(x+y)+(x-;y)

+1, Vx,yeR.

Definiramo funkciju g(x) := f(x) + x—; + 1, pa jednadzba poprima oblik

g(x) +g(y) = gx +y).
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Kako je g neprekidna funkcija i zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jednadzbu, vrijedi
g(x) = ax za svaki x iz skupa realnih brojeva. RjeSenje zadatka glasi

2
flx) = —%+cx— I, VxeR (2.19)
gdje je c e R.
Rjesenje se provjerava tako da se funkcija (2.19) uvrsti u pocetnu jednadzbu (2.18)

2 2
f(x)+f(y):—%+cx—1—y5+cy—1

)2
:_(x 2)’) +ce(x+y)—1+xy-1

=f(x+y) +xy—1.

(2.20)

Primjer 2.4.2 : Odredimo sve neprekidne nenul-funkcije f : R — R takve da vrijedi

fx+y)=f)+ f)+ f(0)fQy), VYx,yeR.

Rjesenje: Definiramo funkciju g : R — R tako da g(x) = f(x) + 1. Vrijedi

glx+y) = flx+y +1
= f)+ )+ f0)f() +1
=)+ DU+ 1D
= g(0)g).

2.21)

Neprekidna rjeSenja ove jednadzbe su oblika g(x) = 0 za svaki x € R ili g(x) = ¢* za svaki
x € R, gdje je ¢ € R*. Slijedi da je f(x) = —1 za svaki x € Rili f(x) = ¢* — 1 za svaki
x€eR, gdjejeceR".






Poglavlje 3

Funkcionalne jednadzbe s jednom
nezavisnom varijablom

U ovom poglavlju prikazat ¢e se metode rjeSavanja funkcionalnih jednadzbi s jednom ne-
zavisnom varijablom. Metode o kojima ¢e biti rije¢ su metoda zamjene varijabli i metoda
linearizacije. Za svaku od ovih metoda bit Ce rijeSeno nekoliko primjera.

3.1 Metoda zamjene varijable

Kada se prvi put indirektno susretnemo s funkcionalnim jednadzbama u ¢etvrtom razredu
srednje Skole, pojavljuju se zadaci na koje se primjenjuje metoda zamjene varijable i ovo
je najcesca i najpoznatija metoda rjeSavanja funkcionalnih jednadzbi s jednom nezavisnom
varijablom. Ideja ove metode jest da se varijabla x zamjeni s g(x), gdje je g funkcija ne-
promijenjena s obzirom na domenu jer domena funkcije f mora ostati nepromijenjena. Tu
zamjenu oznacavat ¢emo s x — g(x) .

Primjer 3.1.1: Odredite sve funkcije f : R — R takve da vrijedi

2xf(x)+f(§) =x-1. (3.1)
Rjesenje: Izrazimo f (%) 1z

f(i) =x—1-2xf(x). (3.2)
Zamjenimo x varijablom % u , tj. napravimo zamjenu gdje x — %

11 1
2-f(=)+ fx)=--1. (3.3)
X X X

23
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Uvrsti i se (3.2) u (3.3) dobiva se
1 2
Bfx)=—--1+--2,
X X

to je ekvivalentno
1
fx)=1--.
X

Nasli smo funkciju koja zadovoljava (3.1). Preostaje provjera koja se izvrSava tako da se
uvrsti rjeSenje odnosno funkcija f u (3.1). Zaista lako se utvrdi da vrijedi

1
2x(1—=-)+1-x=x-1
X

Funkcija f(x) =1 - )lc je traZeno rjeSenje zadatka.

Primjer 3.1.2: Odredite funkciju f koja zadovoljava

2x -1 x—1
f( x+3 ) S ox+2
RjeSenje: Supstituira se t = 2=, Vrijedi
; 2x—1 — 1+ 3¢
= X = .
x+3 2 -t

Sada se dobije

fp=2E L 4]
23 r+5°

Na kraju se samo zamijeni varijabla ¢ varijablom x i traZzeno rjeSenje je funkcija

4x -1
f) ==

x+5

Primjer 3.1.3: Odredimo sve polinome f takve da vrijedi

fx=Df(x+1)=f(f(x), VxeR. (3.4)

Rjesenje: Promatrajmo stupnjeve polinoma s lijeve i desne strane jednakosti. Neka je
d = stf. Lijeva strana jednakosti je stupnja 2d, a desna strana jednakosti je stupnja d?.
Dobiva se jednakost 2d = d?. 1z te jednadzbe imamo rjeSenje d = 0ili d = 2.
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Prvi slucaj: Ako je d = 0, rjeSenje funkcionalne jednadZbe je polinom nultog stupnja, tj.
f(x) = c gdje je c € R. Kada se uvrsti taj f u jednadzbu (3.4) dobivase daje c = Oilic = 1.

Drugi slucaj: Ako je d = 2, tada je f(x) = ax* + bx + c¢. Kada se uvrsti taj f u jed-
nadzbu (3.4) dobiva se da je jedini polinom drugog stupnja koji zadovoljavaju tu jednadzbu
f(x)=x*>-2x+1.

TraZena rjeSenja ovog primjera su ili f(x) = 0ili f(x) = 1 ili f(x) = x>*—2x+ 1. Provjerimo
rjesenja
fx=Df(x+1)=0= f(f(x)
fx=Df(x+1)=1=f(f(x)

fr=Dfx+1) = (x=2)%0% = x* =42 + 42 = f((x - 1)) = f(f(x)).

3.2 Metoda linearizacije

Metoda linearizacije je metoda kojom se jednadzbe koje nisu linearne pretvaraju u linearne
radi lakSeg rjeSavanja zadataka. To se moZe vidjeti na primjeru.

Primjer 3.2.1: Odredite sve funkcije takve da vrijedi
f&)-fx)=1, VYx>1. (3.5)
Rjesenje: Gledajuci ovu jednadzbu vidi se da vrijednost funkcije
x = f(x?)

,raste” puno brze od vrijednosti funkcije f.

Iz svojstva logaritma x" = a"'°%*, gdje su x i a strogo ve¢i od nulai a # 1, ekvivalentno
vrijedi x> = @*!°2* i x = ¢'°%*, Uvritavanjem tako danih x i a u (3.5 dobiva se

f@®%) = f(d%") = 1. (3.6)

Neka je F(x) = f(a*) funkcija gdje je a > 0. Iz svojstva logaritma ekvivalentno vrijedi
F(log, x) = f(x), odnosno uvrStavanjem takve funkcije u (3.6) za svaki x > 0 vrijedi

F(2log, x) — F(log, x) = 1.

Uvodi se supstitucija s = log, x iz Cega slijedi



POGLAVLIJE 3. FUNKCIONALNE JEDNADZBE S JEDNOM NEZAVISNOM
26 VARIJABLOM

FQ2s)-F(s)=1, Vs>0. (3.7)

ZapiSimo na ovaj nacin: F(2s) = 1 + F(s). Sada ovakav nacin zapisa jednadZbe
podsjeca na svojstvo logaritma, u ovom slucaju svojstvo za koje vrijedi log,(xy) = log, x +
log,y. 1z ovog svojstva slijedi zakljucak da je F(s) = log, s rjeSenje jednadZbe (3.7).
No zadatak nije gotov, treba se vratiti na pocetak jer se trazi funkcija f. Kada se vrati
supstitucija dobiva se da je rjeSenje ovog primjera

F(log, x) = log, log,, x,

odnosno
f(x) =log,log,x, Vx>1.

Provjera se vrsi na nacin kao i u prethodnim primjerima
f(xH) = f(x) = log, log, x* — log, log, x = log, 2 + log, ,x — log, log, x = log,2 = 1.
Opcenito metoda linearizacije bazira se na tome da se funkcija f zamijeni funkcijom F za
koju vrijedi
p(F(#) = f(x)

gdje su p i ¢ funkcije koje su odabrane tako da budu pogodne za dobivanje rjeSenja zadatka.
(U prijaSnjem primjeru ¢(x) = log, x 1 p(x) = x.)
3.3 Funkcionalne jednadzbe i ugnijezdeni Korijeni

Na pocetku ovog diplomskog rada spomenuti su ugnijezdeni korijeni i Srinivasa Aaiyangar
Ramanujan, ¢ovjek koji je povezao ugnijezdene korijene i funkcionalne jednadzbe. Veé
prije spomenuti zadatak kojim se je bavio Ramanujan glasi:

\/1+2\/1+3,/1+4\/T (3.8)

Generalizacijom tog problema dobiva se funkcija

fx) = \/1+x,/1+(x+1)\/f (3.9

te kvadriranjem (3.9]) vidi se da ona zadovoljava sljedecu funkcionalnu jednadzbu

[FOPR =1+xf(x+1) (3.10)
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gdje je f(x) > 0. Uvrstiliseu (3.10) x = 0, dobivase f(0) = 1. Neka je funkcija f polinom
stupnja n. Lijeva strana funkcionalne jednadzbe (3.10) tada je stupnja 2n, a desna strana
stupnja n + 1. Dakle funkcija f treba biti polinom prvog stupnja. Neka je f(x) = ax + b.
Uvrsti li se to u (3.10)) dobiva se

a’x* + 2abx + b* = 1 + ax® + ax + bx. (3.11)
Prisjetimo se da su dva polinoma P(x) = a,x" + a,.;x" ' + ... + a;x + ap 1 Q(x) =
byX" + by X" '+ ...+ bix+ by, a, #0, b, # 0jednaka ako i samo ako n = mia; = by,

k=0,1,2,...,n, tj. istog su stupnja i odgovarajuci koeficijenti su im jednaki.

Sada se vidi da jednakost vrijedi za @ = 11 b = 1. Dakle rjeSenje ovog problema je
polinom f(x) = x + 1. Ostaje joS preispitati tocnost rjeSenja. Vrijedi li

x+1:\/1+x\/1+(x+1)\/i

Ogranicit éemo vrijednost f(x). Za svaki x > 0 vrijedi

f(x) 2 \/x\/x\/x«/?

1,1
— yataitste =

(3.12)

x+1
>
2

S druge strane vrijedi

f(x) < \/(x +1) \/(x +2)/(x +3)...
< \/(x +1) \/2(x + 143G+ D)...

(3.13)
= (x+ D)\ 1y2V3..
< (x+ D12 V4.

=2(x+ 1).

Iz 312) i G13) slijedi

x+1

< f(x) <2(x+1).
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Propozicija 3.3.1. Neka je f funkcija koja zadovoljava funkcionalnu jednadzbu

[FO)I =1+ xf(x+1) (3.14)

i nejednakost
x+1

Sfx)<L2(x+1) (3.15)
za svaki x > 0. Tada je f(x) = x + 1.
Dokaz. Varijabla x zamijeni se s x + 1 i uvrstimo u (3.15) te se dobije

x+2

< flx+1)<2(x+2). (3.16)

Iz tada slijedi
%+xf(x+1)§ [F(O)]* <2+ xf(x+ ). (3.17)

Primijeni li se (3.16) u (3.17)), dobije se

1+x(x+2)

5 <[P <2[1 + x(x +2)]

iz Cega slijedi
2712(1 + x) < f(x) < 2M2(1 + x). (3.18)

Pogledajmo (3.15)) i usporedimo s (3.18)), vidi se da su se granice ,,suzile”, to jest da su se
dobile bolje ograde za f(x). Ponovi li se cijeli postupak jos jednom, ali kre¢uci od (3.18))

umjesto (3.15)), dobiva se
2741+ x) < f(x) < 2M4( + x).
Ponavljajuci postupak k puta dobiva se
271+ x) < flx) <2V (1 + x).
Kako je
lim 2°% = lim 2% = |
k—o00 k—o0
te kada k — oo dobiva se da vrijedi

Il+x< f(x)<1+x

i time je dokaz gotov. O



Poglavlje 4

Funkcionalne jednadzbe u nastavi
matematike

Funkcionalne jednadZbe vec su u vrijeme renesanse interesirale matematicare, no funk-
cionalne jednadzbe i u to doba nalazile su se samo na natjecanjima iz matematike ili na
matematickim olimpijadama. Danas se funkcionalne jednadzbe ne obraduju zasebno ni u
osnovnoj ni u srednjoj S$koli. Zadaci s funkcionalnim jednadZbama nalaze se u zadacima
namijenjenim za sudionike drzavnih natjecanja iz matematike. U ovom poglavlju rijesit e
se nekoliko primjera zadataka iz udzbenika gdje se indirektno spominju funkcionalne jed-
nadzbe, nekoliko primjera zadataka s natjecanja te ¢e se primjeniti funkcionalne jednadzbe
u izvodu nekih formula.

4.1 Funkcionalne jednadZbe - zadaci u srednjoskolskoj
nastavi

U srednjoj Skoli funkcionalne jednadZbe ne obraduju se kao zasebna cjelina, ve¢ se pojav-
ljuju zadaci vezani uz funkcionalne jednadzbe indirektno u cetvrtom razredu srednje $kole

kada se obraduju funkcije. RijeSit ¢emo nekoliko primjera iz udZbenika i zbirke zadataka
za 4. razred gimnazije te 4. razred strukovnih Skola.

Primjer 4.1.1: [Dakié, B., Elezovi¢, N. Matematika 4: udZbenik i zbirka zadataka za
4. razred gimnazije. Zagreb; Element; 2014.] [Poglavlje 3.1 - zadatak 15.]

Odredi f(x), ako je

log, (4:%)
flog, x) = - £2 .
0g ;X — logys x

29
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Rjesenje: Supstituira se t = log, x. Vrijedi
t=log,x < 2'=x.
Sada se dobiva:

~ log,4-2%)  log,(2*H) 3142 3r+2
~ log52' —logys2'  log,2% +log, 2! 2t+t 3t

1@

RjeSenje zadataka glasi
3x+2

J@) = —=—

Primjer 4.1.2: [Daki¢, B., Elezovi¢, N. Matematika 4: udZzbenik i zbirka zadataka za 4.
razred gimnazije. Zagreb; Element; 2014.] [Poglavlje 3.1 - zadatak 18.]

Ako je f(cos? x) = ctg? x — cos 2x, koliko je f(x)?

Rjesenje: Znamo da vrijedi ctg x = €22 iz Cega slijedi

sin x

cos’ x

2

- — (cos? x — sin® x).
sin” x

fx) =

Supstituira se f = cos® x te se primjenjuje osnovni trigonometrijski identitet sin® x+cos? x =
1. Tada vrijedi

t t
HN=——-@t-(1-1)=——-2t+1.
fO) = 7 == (=1 = 7
Sredivanjem gornje jednadZbe dobiva se rjeSenje zadatka

2x* —2x+ 1

fl = =—

Primjer 4.1.3: [Daki¢, B., Elezovi¢, N. Matematika 4: udZbenik i zbirka zadataka za 4.
razred gimnazije. Zagreb; Element; 2014.] [Poglavlje 3.1 - zadatak 25.]

x—1 X
f(x+1)_ x=2

Ako je

koliko je f (£:1)?
RjeSenje: Supstituira se ¢ = *=. Vrijedi

x—1 1+1¢
= — = .
x+1 1—1




4.1. FUNKCIONALNE JEDNADZBE - ZADACI U SREDNJOSKOLSKOJ NASTAVB1

Slijedi

1+t

- r+1

1) = =
0= 575 = 55
Zamjene li se varijable 71 x, dobiva se
x+1
fx) = o1

U zadatku se trazi funkcija f (ﬂ) pa je rjeSenje zadatka

x—1

f(x+1):%}+1 x

x—1) 33 1 x42
x—1

U udzbeniku za 4. razred Cetverogodisnje strukovne Skole javlja se zadatak u kojem se
definira funkcionalna jednadzba te se trazi rjeSenje zadatka.

Primjer 4.1.4: [ Golubovié, D., Javor, P. Matematika 4: udzbenik za 4. razred CetverogodiSnje
strukovne §kole. Zagreb; Skolska knjiga; 2008.] [Poglavlje 5.1 - zadatak 33.]

Funkcionalna jednadzba je jednadzba koju zadovoljava nepoznata funkcija f i nezavisna
varijabla x na podrucju definicije funkcije f. Odredi realnu funkciju f koja zadovoljava
jednadzbu:

1
fQ)+2f(2) = x. 4.1)
Rjesenje: Izrazimo f(%) iz lb
1 x— f(x)
f)= S (4.2)
X 2
Zamijenimo x varijablom i u jednadzbi (4.2), to jest napravi se zamjena gdje je x — %
1 1
<= f(2)
S ="— (4.3)
te uvrsti li se (4.2) u (4.3)) dobiva se
1 _ x=f >
——  2-x"+ f(x)x
X 2
= = . 4.4
f(x) > ix (4.4)
Sredivanjem izraza (#.4) dolazi se do traZene funkcije
2—x°

S =—=—-
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4.2 Funkcionalne jednadzbe na natjecanjima iz
matematike

Zadaci povezani s funkcionalnim jednadZbama ceS¢e su videni medu zadacima na natje-
canjima iz matematike jer je za njihovo rjeSavanje potrebno puno vece i Sire znanje ma-
tematike. Ovdje Ce se rijesiti tri primjera zadataka koji se pojavljuju na natjecanjima iz
matematike, tocnije drzavnim natjecanjima za Cetvrte razrede srednjih Skola (A-varijante).

Primjer 4.2.1: [2017. godina] Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve realne
brojeve x iy vrijedi

fx+ fO) = fFF) + 2xf(x) + . (4.5)
Rjesenje: Uvrsti se x = —f(y) u (4.5) i dobiva se jednadzba
fO) = f(fO) = fO). (4.6)

Uvrsti li se u y =0, vrijedi
f(0) = f(f(0)) = f(0),
te kada se oznaci f(0) = a, dobiva se jednadzba
fla)=a*+a. 4.7)

Sada se u jednadzbu uvrstiy =0

f(x +a) = f(a) + 2xa + x*. (4.8)
Uvrstavanjem u (4.8) dobiva se

f(x+a) :f(a)+2xa+x2 =d®+a+2xa+x=(x+a)’+a.

Iz toga slijedi zaklju¢ak da su jedina rjeSenja funkcije f(x) = x> + a gdje je a € R proizvo-
ljan.

Primjer 4.2.2: [2015. godina] Odredi sve funkcije f : R — R takve da vrijedi
FONGx+ f0)) = 2 f ) + Y2 f(). 4.9)
RjeSenje: Kao i u prijaSnjem primjeru Zeli se dobiti vrijednost f(0), zato se uvrstava u (4.9)

x=0iy=0
f0)=0. (4.10)
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Uvrstiliseu @.9) x =11y = 1 dobiva se

SA + f(1)) =2f(1),
odnosno
S = fQ).
Postoje 2 slucaja: f(1) =01l f(1) = 1.

Prvi slucaj: Ako je f(1) = 0, uvrStavanjem x = 1 u jednadZbu (4.9) dobiva se da za
svaki y € R vrijedi

JOA +f) = fO),

odnosno

f(y =0.

Drugi slucaj: Ako je f(1) = 1, uvrStavanjem y = 1 u jednadzbu (4.9) dobiva se da za svaki
x € R vrijedi

FO(L +x) = f(x0) + 27,

odnosno
xf(x) = x%. 4.11)

Dijeljenjem jednadzbe (4.11) s x # O slijedi
f(x) =x.

Iz jednadzbe ({@.10) slijedi da je f(x) = x za svaki x € R.
Trazena rjeSenja ovog zadatka su funkcije f(x) = x1 f(x) = 0.
Primjer 4.2.3: [2014.godina] Odredi sve funkcije f : R — R takve da vrijedi

JOfO) = fx+y) + xy. (4.12)
RjeSenje: Uvrsti li se u y = 0, dobiva se

JX)f(0) = f(x) (4.13)

da vrijedi za sve x € R. Nulfunkcija o€ito nije rjeSenje zadatka, pa postoji x € R takav da
je f(x) # 0. Tada iz @.13) slijedi da je f(0) = 1. Uvrstiliseu @.I12) x = iy = -1,

dobiva se

Ff(=1 =0.
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Postoje 2 slucaja: f(1) =01ili f(-1)=0.

Prvi slucaj: Ako je f(1) = 0, uvrStavanjem y = 1 u jednadzbu (4.12), dobiva se da za
svaki x € R vrijedi
0=f(x+1)+x,

pa kada se zamijeni varijabla x varijablom z = x + 1, dobiva se funkcija
f@=1-z

Drugi slucaj: Ako je f(—=1) = 0, uvrStavanjem y = —1 u jednadZbu (4.12)), dobiva se da za
svaki x € R vrijedi

0=f(x—-1—x,
pa kada se zamijeni varijabla x varijablom z = x — 1, dobiva se funkcija
f@=1+z

Rjesenja ovog zadatka funkcije f(x) =1+ xi f(x) =1 —x.

4.3 Rekurzije i funkcionalne jednadzbe

Niz se moze zadati formulom kojom se op¢i €lan, tj. n-ti ¢lan niza izrazava pomocu rednog
broja n. Medutim, po definiciji, niz je funkcija ¢ija je domena N. Preciznije, niz realnih
brojeva je funkcija a : N — R uz oznaku a, = a(n) dolazimo do uobicajene notacije za niz
ai, a,.... 4, (a,). S obzirom na to da je niz funkcija, onda rekurzivno zadani niz zapravo
predstavlja funkcionalnu jednadzbu.

Na primjer ako je niz zadan rekurzijom a, + 1 = S5a, + 4,V¥n € N, tada taj niz proma-
tramo kao funkciju koja zadovoljava funkcionalnu jednadzbu a(n + 1) = 5a(n) +4,Vn € N.
Rekurzivna formula ili rekurzija formula je kojom se op¢i ¢lan niza izrazava pomocu pret-
hodnih ¢lanova.

Primjer 4.3.1: Odredimo op¢i ¢lan niza (a,) zadanog rekurzijom a, = a,_; — 4 kojem
je prvi ¢lan a; = 10.
Rjesenje: Slijedi

a, = d,— —4:(an_2—4)—4:an_2—2-4: (an_3—4)—2-4:an_3—3-4.
Nastavljanjem ovog postupka dolazi se do

a,=a;—4mn-1)=10-4(n-1) =14 - 4n.
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Kako bi dokaz bio potpun, ovu formulu treba dokazati. Ovdje Ce se to napraviti mate-
matickom indukcijom

1°  Baza indukcije zan = 1 imamo a; = 14 — 4 = 10.
2° Pretpostavka indukcije - pretpostavimo da je a; = 14 — 4k za neki k € N.

3° Korak indukcije - dokaZimo tvrdnju za k + 1.
G =ar—4=14—-4k-4=14—-4k+1).

Prema principu matematic¢ke indukcije zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

4.4 Primjena funkcionalnih jednadzbi u nastavi

Racunanje povrsine pravokutnika

Ucenici se s formulom za dobivanje povrSine pravokutnika susreu ve¢ u petom razredu,
a ona ih prati do kraja njihovog obrazovanja. Ucenici u petom razredu pomocu tablica
s duljinama stranica pravokutnika i preko prebrojavanja jedini¢nih kvadrati¢a, metodom
indukcije zakljuCuju da je povrSina pravokutnika umnozak duljina susjednih stranica pra-
vokutnika. Dokaz te formule ne radi se na nastavi matematike jer je za dokaz potrebno
znanje o limesima, nizovima i teoremu o sendvicu.

Nije odmah vidljivo, no povrSinu pravokutnika moZzemo dobiti preko Cauchyjeve funk-
cionalne jednadzbe

Jx+y)=f0)+f0), VYxyeR

PovrSinu pravokutnika sa stranicama x i y oznacit ¢emo funkcijom 7'(x,y). Ideja ovog is-
kaza je da se stranica x podijeli na dva dijela x; 1 x, te stranica y na y; i y, (kao na slici
4.1).

Tada Ce vrijediti
T(x1,y)+ T(x2,y) = T(x; + x2,¥), VYxi,x,y€R’ (4.14)
T(,y) +T(x,y) =T(x,y +y2), Yx,y,y €R". (4.15)

Uz pretpostavku da je povrSina kvadrata duljine stranice 1 jednaka 1, vrijedi joS 1

T(1,1)=1. (4.16)
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Slika 4.1 Pravokutnik
Fiksira li se y i oznaci f,(x) = T(x,y), x € R, jednadZba (4.14) postaje

Hlx +x) = fi(x) + fi(x2),  Yxi,x, € R,

Funkcija f, : R* — R* zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jednadZzbu. Kao Sto znamo,
tada vrijedi

flgx) = qf,(x)

za sve x € R i za sve pozitivne racionalne brojeve g. Funkcija f, pozitivna je iz same
definicije, a rastuca iz

Jx+y) = f)+ fO) > fi(x), Vx,y eR"
Za svakin € Ni za svaki x € R* vrijedi
[nx] < nx < [nx] + 1,
gdje [nx] oznacava najvedi cijeli broj koji nije veci od nx . Slijedi

[nx] < [nx] 1

n n n
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odnosno

0§x—@<1.

n n
Oznacimo 1
n n n

Sada kada smo definirali racionalne nizove r, i R,, ozna¢imo ¢, = f,(1). Tada vrijedi
Cy -ty =1y (1) = f(rn) < f(x) < f(R) =Ry - (1) = ¢y - R,
S obzirom da na to da je lim,_,, 1, = lim,,, R, = x slijedi
Hx)=c¢y-x, VxeR™.

Oznacimo ¢ : R™ — R tako da c(y) = ¢,. 1z Cauchyjeve funkcionalne jednadzbe dobiva
se T(x,y) = c(y)x, odakle prema (4.15)) vrijedi

cy) +c() =cyi +y2), Yyi,y2 €RT,

pa funkcija ¢ takoder zadovoljava Cauchyjevu funkcionalnu jednadzbu. Dakle postoji
konstanta ¢y > 0 (jer je T'(x,y) > 0, Vx,y > 0) takva da je c(y) = coy. Iz ovoga slijedi
T(x,y) = coxy te prema dobiva se da je cg = 1 pa je

T(x,y) = xy.

Time smo dosli do dobro poznate formule za izraCunavanje povrSine pravokutnika.

Primjena funkcionalnih jednadzbi na binomni koeficijent

Kombinatorika je grana matematike koja se radi u srednjoSkolskom obrazovanju. Ona
proucava probleme prebrojavanja, rasporedivanja i svrstavanja. Cesto se javljaju zadaci s
kombinacijama bez ponavljanja.

Primjer 4.4.1: Na koliko se nac¢ina moze napraviti sladoledni kup od razli¢itih kuglica
sladoleda (razli¢itih vrsta) ako u ponudi imamo ¢okoladu, vaniliju, jagodu, Sumsko voce i
punc?

Rjesenje: Neka je A = {ay,a,, a3, a4,as} skup svih vrsta sladoleda. Treba se izraCunati
broj kombinacija sladoleda s tri razlicite vrste. To se raCuna na nacin

50 1-2-3-4-5

= = 10.
G-313 1-2-1-2-3

K5(5) =
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RjeSenje se dobilo upotrebom binomnog koeficijenta. Kombinacije bez ponavljanja r-tog
razreda u skupu od n elemenata definiramo kao svaki r-¢lan podskup skupa od n elemenata.
Broj kombinacija bez ponavljanja racunamo kao

K.(n) = (n) n!

]l (n=nr)r!

Ucenici Cesto zaborave kompliciranije formule ili zamijene mjesta varijablama. Cilj upo-
trebe funkcionalnih jednadzbi jest da se preko razumijevanja formula dode do samog iz-
voda formule.

Neka je funkcija f : {0,1,2,...,n} — R zadana tako da f(r) predstavlja ukupan broj
nacina izbora r razliCitih elementa od ponudenih n elementa. Jasno da je f(0) = 1 (na 1
nacin mozemo izabrati 0 elementa, to jest ne izabrati nijedan element). Izbor r + 1 od n
elementa mozemo podijeliti u dva koraka: prvo se izabere r elemenata, a nakon toga, od
preostalih n — r elementa izabere se joS jedan. Prvi korak moZe se napraviti na f(r) nacina,
a drugi na n — r naCina. Pritom moramo imati na umu da Ce se isti ishodi dobiti viSe puta.
Tocnije svaki ishod Ce biti ponovljen r + 1 puta jer na toliko nacina skup od r + 1 elemenata
mozemo podijeliti na dva skupa od kojih jedan ima r, a drugi 1 element. Slijedi da je

(r+Df(r+1)=m-nrf(),

odnosno
n—r n—-r n—(ur-1) mn-r-m-r+1)-...-n
1= = . -H=...= 0).
S+ =/ 0=00 Jr=1 crnr 1 O
4.17)
Jednadzba (4.17)) zapisana pomocu faktorijela glasi
n!
= '

time se dolazi do Zeljene formule

Fr) = n! _ (n)

(n—n'r! r

Primjena funkcionalnih jednadzbi na skalarni produkt

Vektori u nastavi matematike pojavljuju se ve¢ u sedmom razredu osnovne Skole, gdje
je glavni ishod prepoznati, definirati i nacrtati vektor. Takoder vektori se rade i u sred-
njoSkolskoj matematici u prvom i/ili u treCem razredu srednje Skole ovisno o tjednom broju
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sati matematike. U treCem razredu srednje Skole uenici se nalaze pred pojmom skalarnog
produkta koji stvara velike probleme u nastavi zbog nerazumijevanja formule.

Do formule za skalarni produkt moze se doci primjenjujuéi funkcionalne jednadzbe, no
ipak se nekih definicija 1 svojstava vektora te skalarnog produkta treba prisjetiti.

Definicija 4.4.1. Za usmjerene duzine ABi C—D) kaze se da su ekvivalentne ako duzine AD

i . . . . v v v H H
i BC imaju zajednicko poloviste. To se pise AB ~ CD.

Definicija 4.4.2. Vektor je klasa ekvivalencije prema relaciji ~ na skupu svih usmjerenih

—
duZina AB, pri cemu su A i B tocke trodimenzionalnog prostora. Skup svih vektora oznaca-
3
vamo s V.

ﬁ
Definicija 4.4.3. Neka je O € E® prema volji izabrana tocka i neka sud i b dani svojim
.. » s o= - 7 -2 . - ..
predstavnicima s pocetkom u tocki O, d = [OA)], b = [OB]. Zbroj vektora d i b je vektor

7= [O_C)‘], pri ¢emu je C jedinstvena tocka u E* takva da je Cetverokut OACB paralelogram

2+b=[0C].
B c
T+ 3

Slika 4.2 Zbrajanje vektora - pravilo paralelograma

Definicija 4.4.4. Neka je d= [A_B)]. Modul ili duljina vektora™d duljina je duzine AB. Kut
H

izmedu dva vektorad i b manji je kut od dva kuta odredena zrakama OA i OB gdje je

o = —

d=[0A]i B = [OB].
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Skalarno mnoZenje preslikavanje je - : V3 X V3 — R koje ima sljedeéa svojstva:

a) pozitivna definitnost

>0, YaeV?

b) komutativnost

¢) kvaziasocijativnost
A2)- b =A@ -b), Ya&.beV,1eRr

d) distributivnost prema zbrajanju

G-(b+3)=a-b+3d-2, Vi B 2eV,
Duljinu vektora definiramo na sljede¢i nacin:
@l= Va.
Dakle
[dl=1 < d*=1. (4.18)
Nadalje pretpostavimo da vrijedi
2. D=0 = 2.b. (4.19)

Neka je toc¢ka O ishodiSte koordinatnog sustava. Uzmimo tri proizvoljna jedini¢na vektora
(kao na slici 4.1).
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Slika 4.3

Kut koji zatvaraju vektori d 1 d + b jednak je kutu koji zatvaraju vektori b 1 d + b.
(Vektori se zbrajaju prema pravilu paralelograma. Kako su dani vektori jedini¢ni vektori,

zbroj dvaju vektora @ i b vektor je koji dijeli kut izmedu vektora @ i—b) na dva sukladna
- - -
kuta.) Oznagimo kut izmedu vektora @ i d + b te kut izmedu vektora b id + b s, a
ﬁ
kut izmedu vektora b i ¢ s & (kao na Slici 4.4).

Slika 4.4
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Primjenom trigonometrije dobiva se da je duljina vektora @ +_b) jednaka 2 cos S (vidi Sliku
4.5).

(bl =1

lle[=1

Slika 4.5

Oznacimo s f(«) skalarni produkt izmedu dva vektora jedini¢ne duljine koji zatvaraju kut
«. Tada vrijedi

H
G-C+b-7C=fCB+6)+ f(6).
Primjenjujuci svojstvo kvaziasocijativnosti, distributivnosti prema zbrajanju te normirajuci

- 7 .
vektor a¢ + b, dobiva se

OB+ +fO) =@+ Db) T
=[@+| = th 2 (4.20)

73]
=2cosfB- f(B+9).

Zamijene li se varijable 1 ¢ varijablama x 1 y dobiva se
fQy+x)+ f(x) =2f(x+y)-cosy (4.21)

te kada se zamijeni varijabla x s x — y i uvrsti u (4.21)) vrijedi

Jx+y) + f(x—y)=2f(x)-cosy.
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Kako bi se dobilo rjeSenje ove funkcionalne jednadZzbe, potrebno je uvrstiti odredene vri-
jednosti x i y: prvo se uvrStava x = 0iy =, zatimx = 7 +tiy = 5 i konatno x = 5 i
y=5+¢t

FO+D+ f(O—1)=2f(0) - cost

T T T T T T
f(E+t+§)+f(§+[—§):2f(§+t)'COS§ (4.22)
T T T T T T
f(E + E + f) +f(§ - 5 — t) = 2f(§) 'COS(E + f).

Sredivanjem dobivenih jednadzbi, dobiva se
J@ + f(=1) =2f(0) - cost
fr+0+ fa)=2 f(g +1)-0 (4.23)
fr+ )+ f(=1) = 2f(3) - cos(3 +1).
Oznatimo p := f(0)i g := £(%). Tada je

f(@©) + f(—t) =2p-cost
fr+t)+ f()=0 4.24)
fr+1)+ f(=1) =2q - (=sint).

Rijec je o sustavu triju jednadzbi. Zbroji li se prva i druga jednadzba iz (4.24), dobiva se
2f() + f(r+ 1)+ f(—t) =2p - cost. (4.25)
Sada se od (4.25) oduzme treca jednadzba iz (4.24)
2f(t) =2p - cost+ 2q - sint,

to je ekvivalentno

f(t)=p-cost+gq-sint
gdje je t € [0, 7].
Kako je f(0) skalarni produkt dva jedini¢na vektora koji zatvaraju kut 0, vrijedi da je
£(0) = a2, gdje je [d] = 1. Iz tog slijedi da je p = 1. Takoder kako je f(%) skalarni
produkt izmedu dva okomita jedini¢na vektora vrijedi da je f(5) = a '_b>, gdje vrijedi da
je f(2) = a’, gdjeje @L b, [@] =b| = 1. Zato je £(£) = 0, odnosno g = 0.

f(t) = cost.
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Generalizacijom dobiva se da za proizvoljne vektore d i b vrijedi

ab = (X&) (ie}) = Auee) = Aucos <(d, b), (4.26)

gdje je e, jedini¢ni vektor koji ima isti smjer kao i vektor @, a ‘e, jedini¢ni vektor koji ima

. . . . —- . v . . . eqe . .
isti smjer kao i vektor b . Vektori se mnoZe skalarima A i u da bi se dobili vektori odredenih

duljina. Iz toga slijedi zakljucak da je A = [@] i u :I_b>|. Pa se (4.26) moze zapisati kao

ab = [3|[b|cos <«(d, b). 4.27)

Jednadzba poznata je formula za skalarni produkt.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad sastavljen je od Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju dan je povijesni
uvod u funkcionalne jednadzbe od njihove prve pojave pa do prvih rjeSenja, kao i kratke
biografije matematicara koji su doprinijeli razvoju teorije funkcionalnih jednadzbi.

Funkcionalne jednadzbe dviju varijabli tema su drugog poglavlja ovog diplomskog rada.
Tu je proucavana Cauchyjeva funkcionalna jednadzba, Cauchyjeva eksponencijalna funk-
cionalna jednadZba te Jenesenova jednadZba.

Glavna su tema treceg poglavlja metode rjeSavanja funkcionalnih jednadzbi s jednom vari-
jablom. Prezentirane su metoda zamjene varijable i metoda linearizacije.

U posljednjem poglavlju rijec je o zadacima koji se javljaju u srednjoskolskim udzbenicima
matematike ili na matematickim natjecanjima. Na kraju je navedeno nekoliko primjera
problema koji se reduciraju na osnovne funkcionalne jednadzbe, ali taj dio je primjeren za
najdarovitije u€enike jer je izvan nastavnog sadrzaja.






Summary

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, a historical introduction to fun-
ctional equations from their first occurrences to the first solutions is presented, and short
biographies of mathematicians who contributed to the development of theory of functional
equations are given.

The functional equations of two variables are the topic of the second chapter of this thesis.
We studied the Cauchy functional equation, the Cauchy exponential functional equation
and the Jensen functional equation.

The main topic of the third chapter are the methods of solving functional equations with
one variable. We presented the method of substitution and the linearization method.

In the last chapter we deal with problems that appear in high school mathematics as well as
in mathematical competitions. We end with several examples of problems which reduce to
basic functional equations, but this is appropriate only for the most talented students since
this is beyond high school curriculum.
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op¢ini Strahoninec gdje je 2002. godine upisala Osnovnu Skolu Strahoninec. Nakon toga je
2010. godine upisala Gimnaziju Josipa Slavenskog Cakovec. Srednjoskolsko obrazovanje
zavrSila je 2014. godine, te je iste godine upisala preddiplomski studij na Matemati¢kom
odsjeku Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta u Zagrebu. Po zavrSetku preddiplomskog
studija 2018. godine, na istom fakultetu upisala je diplomski studij nastavnickog smjera.



	Sadržaj
	Uvod
	Povijest funkcionalnih jednadžbi
	Nicole Oresme (1323-1382)
	Gregoire de Saint-Vincente (1584-1667)
	Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
	Srinivasa Aaiyangar Ramanujan (1887-1920)

	Funkcionalne jednadžbe s dvije nezavisne varijable
	Cauchyjeva funkcionalna jednadžba
	Primjena Cauchyjeve funkcionalne jednadžbe
	Jensenova jednadžba
	Cauchyjeva eksponencijalna funkcionalna jednadžba

	Funkcionalne jednadžbe s jednom nezavisnom varijablom
	Metoda zamjene varijable
	Metoda linearizacije
	Funkcionalne jednadžbe i ugniježdeni korijeni

	Funkcionalne jednadžbe u nastavi matematike
	Funkcionalne jednadžbe - zadaci u srednjoškolskoj nastavi 
	Funkcionalne jednadžbe na natjecanjima iz matematike
	Rekurzije i funkcionalne jednadžbe
	Primjena funkcionalnih jednadžbi u nastavi

	Bibliografija

