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Uvod

U ovom diplomskom radu razvijamo teoriju numericke slike ograni¢enih linearnih opera-
tora. Teorija numericke slike je usko vezana s teorijom normiranih i unitarnih prostora te
teorijom linearnih operatora definiranih na takvim prostorima. Kroz povijest su se za nu-
mericku sliku koristili razni termini, kao Sto su polje vrijednosti (koji se koristi u matri¢noj
analizi), Wertovorrat 1 Hausdorffova domena. Nazivi numericka slika i polje vrijednosti
su se koristili ¢eS€e nego drugi nazivi, ali je na kraju termin numericke slike postao naj-
ceSée koriSten u matematickoj zajednici. Stone je 1932. godine u svojoj knjizi Linear
Transformations in Hilbert Space prvi Koristio upravo taj termin. Iako se numericka slika
spominjala i koristila kroz veéinu 20. stoljeca, Gustafson i Rao su 1997. godine objavili
prvu vecu knjigu koja je u potpunosti bila posvecena numerickoj slici i iznoSenju funda-
mentalnih rezultata teorije numericke slike.

U ranim 1970-im godinama, Bonsall i Duncan su poceli organizirati radionice na kojima
su se izmjenjivale ideje te se raspravljalo o raznim problemima povezanima s numerickom
slikom i numerickim radijusom. Takve radionice su poprilicno doprinijele razvoju teorije
numericCke slike te se numericka slika viSe pocela koristiti 1 primjenjivati u raznim podru-
¢jima znanosti. Johnson i C.K. Li su 1992. godine organizirali radionicu pod nazivom
Workshop on Numerical Ranges and Numerical Radii (WONRA) i od tada se takve radi-
onice odrzavaju redovito svake dvije godine u kojima je i dan danas (u trenutku pisanja
ovog rada) C.K. Li i dalje jedan od glavnih organizatora.

Osim Sto se numericka slika koristi u funkcionalnoj analizi, teoriji operatora i matricnoj
analizi, numericka slika se koristi i u drugim podruc¢jima znanosti. Na primjer, u numeric-
koj analizi su neki autori primijenili teoriju numericke slike na proucavanje konvergencije
raznih algoritama. Numericka slika ima i svoju primjenu u kvantnom racunanju. Koristi
se 1 u kvantnoj fizici, pogotovo u kvantnoj dinamici. Ovo su samo neki primjeri primjene
numericke slike i njene primjene se i dalje aktivno istrazuju.

U ovom radu ¢emo govoriti o nekim fundamentalnim rezultatima koji se odnose na nume-
ricku sliku. U Poglavlju 1 ¢emo definirati numericku sliku ograni¢enih operatora, pokazati
neka jednostavna svojstva numericke slike te pokazati kako izgleda numericka slika nekih
operatora na raznim primjerima. U poglavlju 2 pokazujemo svojstvo konveksnosti nume-
ricke slike, dok u Poglavlju 3 proucavamo kako je spektar operatora povezan s njegovom



SADRZAJ 2

numeri¢kom slikom. Pokazat ¢emo da je spektar sadrZzan u zatvaracu numericke slike te
¢emo dokazati Hildebrandtov teorem koji povezuje konveksnu ljusku spektra operatora s
numerickim slikama njemu sli¢nih operatora. U Poglavlju 4 radimo s hermitskim opera-
torima i prou¢avamo njihovu numericku sliku. U Poglavlju 5 uvodimo pojam numerickog
radijusa. Proucavamo kako je numericki radijus povezan s normom operatora i potenci-
jama operatora. Za kraj, u poglavlju 6 proucavamo numericku sliku normalnih operatora.



Poglavlje 1

Numericka slika

Prije nego krenemo s definiranjem 1 opisivanjem numericke slike, potrebno je prisjetiti se
pojmova koji su potrebni za razumijevanje numericke slike te utvrditi oznake. Prisjetimo
se prvo kako definiramo normu i skalarni produkt na vektorskim prostorima ¢ija ¢emo
svojstva cijelo vrijeme Koristiti kroz rad.

Definicija 1.0.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje || - || :
X — R sa sljedecim svojstvima:

1. ||x]| =0,Vx € X;

2. ||x|l = 0 ako i samo ako je x = 0;

3. llax|| = |a|||x||, Yo € F,Vx € X;

4. lx + yll < [lxll + llyll, Vx, y € X.

Ureden par (X, || - ||) se naziva normiran prostor.

Definicija 1.0.2. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
(-,+) : X X X — F sa sljedecim svojstvima:

1. {(x,x)>0,¥Yx e X;

2. (x,x) = 0 ako i samo ako je x = 0;

3. {ax,y) =a{x,y),Ya € E,¥x,y € X;

4. (x1 + x2,y) = (X1, ) + (X2, ), Yx1, X0,y € X

5., y) =, x),Vx,y € X.

Ureden par (X, -, -)) se naziva unitaran prostor.

Uobicajeni skalarni produkt na prostoru C*, n € N, je dan sa

n

(1%, O ) = X3

J=1

U cijelom radu ¢emo s H oznacavati kompleksan Hilbertov prostor sa skalarnim produk-
tom (-,-), osim ako nije drugacCije navedeno. Norma ¢e tada biti definirana kao ||x|| =

3
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V(x, x),¥x € X. Cesto éemo koristiti Cauchy-Schwarzovu nejednakost koja kaze da u
svakom unitarnom prostoru za sve vektore x i y vrijedi

| () I < (x, x) (0, 3 -

Ako je norma izvedena iz skalarnog produkta, onda Cauchy-Schwarzovu nejednakost mo-
Zemo zapisati kao

| ) | < il - Iyl (1.1)

Radimo s ograni¢enim linearnim operatorima nad Hilbertovim prostorom H i skup svih
takvih operatora oznacavamo sa B(H). Prisjetimo se da za linearni operator 7" kazemo da
je ogranicen ako je skup

Txll = x € H, |lxl| = 1}

ograniCen 1 najmanja takva gornja granica je operatorska norma ||7'|| operatora 7. Stoga
za svaki ograniCeni operator T € B(H) je ||[Tx|| < ||IT||||x||, Vx € H. Ako je H kona¢no-
dimenzionalan, onda su svi linearni operatori na H ogranic¢eni. Operator / nam oznacava
jedini¢ni operator na pripadnom prostoru. Sa 7 ozna¢imo hermitski adjungiran opera-
tor operatoru 7, koji postoji i jedinstven je za sve ogranicene operatore na Hilbertovim
prostorima. Otvoreni krug sa srediStem u tocki zy € C 1 radijusom r > 0 je skup

K(zo,7) ={z€ C: |z =zl <1},
dok zatvoreni krug oznacavamo sa

K(z0,r) = {z € C: |z =zl < 1},
KruZnica sa srediStem u zp € C 1 radijusom r > 0 je skup

S(z0,r) ={z€C:lz—zo|l =1}

Sliku operatora T, tj. skup {Tx : x € H}, Cemo oznacCavati sa Im 7, a jezgru operatora T,
tj. skup {x € H : Tx = 0}, ¢emo oznacavati s Ker 7. Cesto ¢emo koristiti sljedeci rezultat
koji je pokazan u [3] kao Zadatak 1.6.

Propozicija 1.0.3. Neka je A linearan operator na kompleksnom unitarnom prostoru X
takav da je (Ax,x) = 0,Yx € X. Tada je A = 0.

1.1 Definicija i osnovna svojstva

Definirajmo sada numericku sliku ograni¢enog operatora.
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Definicija 1.1.1. Numericka slika operatora T € B(H) definira se kao skup
W(T) :={KTx,x): x€ H x|l =1} cC.

Navedimo neka osnovna svojstva numericke slike koja ¢e nam Cesto biti potrebna. Od-
mah ¢emo jednostavno pokazati da ako je numericka slika operatora jedna tocka, onda je
taj operator jedini¢ni operator pomnoZen konstantom, i obratno. Iz toga slijedi da ope-
rator mora biti nul-operator ako je njegova numericka slika jednaka skupu koji sadrzi
samo 0. Numericka slika je invarijantna s obzirom na unitarne transformacije. Za ope-
rator U € B(H) kazemo da je unitaran ako je U*U = UU* = I.

Spektar operatora T € B(H), u oznaci o(T), je skup svih A € C za koje T — Al nije regularan
operator. Sa
o,(T)={A1€0o(T):Tx=Axzaneki x € H, x # 0}

oznacimo tockovni spektar operatora 7', odnosno skup svih svojstvenih vrijednosti opera-
tora 7. Numericka slika sadrzi svojstvene vrijednosti pripadnog operatora, a vise rijeci o
tome kako je cijeli spektar povezan s numerickom slikom Ce biti kasnije. JoS neka svojstva
numericke slike, koja vecinom slijede iz same definicije, su navedena u sljedecoj propozi-
ciji.

Propozicija 1.1.2. Za operator T € B(H) vrijedi:

(a) W(T) ={A}, A € C, ako i samo ako je T = Al

(b) W(T) = W(U*TU) za proizvoljan unitaran operator U € B(H).
(c) W(T) < K(O,|IT1D.

(d) W(T') 2 o,(T).

(e) W(aT +pI) = aW(T) + B za sve a, € C.

(f) W(T*) ={A: 1€ W(T)}.

Dokaz. (a) Neka je W(T) = {4}. Tada za svaki x € H,||x|| = 1, vrijedi (Tx,x) = A4,
$to moZemo zapisati kao (Tx, x) = A(Ix, x), buduéi je {x,x) = ||x||> = 1, a I je jedini¢ni
operator. Koristeci svojstva skalarnog produkta, dobivamo da je ((T" — Al)x, x) = 0 za svaki

X

x € H za koji je ||x|| = 1. Neka je sada x € H proizvoljan. Tada je Hllxll ’ = 1 pa vrijedi

W (T — Ah)x,xy = 0, odnosno (T — Al)x,x) = 0 za svaki x € H. Iz Propozicije m
slijedidaje T — Al =0, odnosno T = Al.
Neka je T = Al. 1z definicije numeriCke slike slijedi

W(T) = {A{x,x) : x € H,||x|]| = 1}
={1:x€ H x| =1} ={1}

(b) Neka je U € B(H) unitaran operator. Buduéi je U unitaran, U je izometricka bijek-
cija (vidi [3]], Zadatak 1.21), odnosno za svaki y € H postoji jedinstveni x € H tako da je
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Ux =y i||Ux|l = [Iyll = |lx[l. Zato vrijedi

W(T) ={(Ty,y):ye H Iyl =1}
={(TUx,Ux):xeH,|x|| =1}
={(U'TUx,x):x€ H,|x|| =1} = WU*TU).

(c) Neka je x € H proizvoljan tako da je ||x|| = 1. Iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti
(TI) slijedi [(Tx, x) | < [|T | lxll < [T Ix]* = IT]l. Iz toga slijedi W(T) € K(O, ||T|))-

(d) Neka je A € 0,(T). To znaci da T — Al nije injekcija, odnosno postoji x € H, x # 0,
takav da je (T — Al)x = 0. Ako podijelimo prethodnu jednadZzbu s ||x||, 1 ozna¢imo y = ﬁ,
dobijemo (T — Al)y = 0, |lyll = 1. Sada slijedi (Ty,y) = A(y,y) = Alyl*> = A, stoga
Ae W), 4. o,(T) € W(T).

(e) Neka su «, 8 € C proizvoljni. Vrijedi

W(aT + BI) = {{(aT +BDx,x) : x € H,||x|]| = 1}
={a(Tx,x)+B{x,x): x € H,|x| =1}
=af{(Tx,x)y:xe H|x|| =1} + 8 =aW(T) + B.

()
W(T*) = {(T*x,x) : x € H, ||x|| = 1}
={{x,Tx): xe H |x|]|=1}
= ((Tx,x): xeH,|x|| =1} ={1: 1€ W)

1.2 Razni primjeri

Sada navodimo primjere nekih operatora i traZimo njihove numericke slike. Od posebnog
znacaja su nam operatori koji su zadani posebnim oblikom 2 x2 matrice. Takvi operatori su
nam bitni za dokaz Eliptickog teorema, a time i za dokaz Toeplitz-Hausdorffovog teorema,
o kojima Ce kasnije biti rijeCi. Pokazat ¢emo da je njihova numericka slika elipsa. Prvo
slijedi jednostavan primjer u kojem pokazujemo da je numericka slika (lijevog) unilateral-
nog Sifta na dvodimenzionalnom prostoru jednaka zatvorenom krugu sa srediStem u 0 i s
radijusom 1/2, $to je elipsa kojoj su fokusi jednaki i taj fokus je u 0.

Primjer 1.2.1. Definirajmo operator T matricom

o
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nad C* s uobicajenom normom \|(f, o)l = VIfP + 18P, (f,g) € C*. Akoje x = (f,8), IIxI* =
If1> + |g* = 1, onda vrijedi Tx = (g,0) i (Tx, x) = gf. Primijetimo da je

1 1
(T, x)| = lgllfl < SAfP +1gP) = 5.

2 2
Nejednakost slijedi iz:

(f1-1gh* =0
If1> = 2Ifllgl + Igl* = 0

1
E(Ifl2 +181%) = Ifllgl- (1.2)

Dobili smo da je W(T') C {Z Dlel < %} = K(0,1).

PokaZimo i obratnu inkluziju. Neka je z € K(0, 1) proizvoljan i zapisimo z = re®, 0 <
r < 1,0 <6 <2n Nekaje x = (cosa,e”sina), gdje je sin2a = 2r < 1. Uocimo da je

Ixll = Veos?a +sin*@ = 1. Sada imamo (Tx,x) = e”sin@cosa = 7382 = rel =z,
odnosno dobili smo W(T) 2 {z Dzl < %}, atimei W(T) = {z Dz < %}

10

=

1oL

Slika 1.1: Numericka slika operatora 7" iz Primjera[I.2.1]



POGLAVLIJE 1. NUMERICKA SLIKA 8

U sljede¢em primjeru trazZimo numericku sliku (lijevog) unilateralnog Sifta na besko-
na¢nodimenzionalnom Hilbertovom prostoru. Norma takvog operatora iznosi 1 pa prema
Propoziciji (c) je numericka slika sadrzana u K(0, 1). Pokazat éemo da je numericka
slika jednaka skupu K (0, 1). Prema tome, numericka slika operatora opéenito ne mora biti
zatvoren skup.

Primjer 1.2.2. Neka je S (lijevi) unilateralni sift na Hilbertovom prostoru

L ={(x)n € CY 2 Y02 |xul* < 00} s normom || x|l, = /X, 1% Nekaje f = (fi, fo, f3....) €
L, |Ifll = 1, proizvoljan. Vrijedi S f = (f>, f3,...) i

(SEfY=hHhh+hh+faifi+..
Neka je n € N najmanji prirodni broj za koji je f, # 0. Tada je

S f O] S U fallfastl + 1 fnstll fasal + .-
1
< §(|fn|2 + 20 fust [P+ 20 fral* +..0)

1
<-@2- n 2 >
< 5( /)
gdje pretposljednja nejednakost slijedi iz (1.2). Prema tome je | (S f, f)| < 1, odnosno
W(S) S {z:lzl < 1} = K(O, ).

Pokazimo i obratnu inkluziju. Neka je z € K(0, 1) proizvoljan. Zapisimo z = re®, gdje je
0<r<1i0<60<2n Definirajmo

f:(\/l—rz,r\/l—ﬂe"y,r2 1—rze_2i9,...).

Uocimo da je
AP =1-r+r~A-r+r*0-H+...=1

Nadalje, | | |
SHEH=r(1=re +rA-r)e +...=re

pa smo dobili i W(S) 2 {z : |z| < 1}, odnosno
W(S) ={z:lz <1}

Vidi sliku[[.2]
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Slika 1.2: Numericka slika (lijevog) unilateralnog Sifta S na prostoru /,

Znamo da je svaki separabilan beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor izometricki
izomorfan s [, (vidi [1], Teorem 2.1.9). Takve prostore s apstraktne tocke glediSta sma-
tramo jednakima. Time, kada u primjerima radimo s ogranicenim operatorima nad prosto-
rom /,, ekvivalentno nam je da uzmemo proizvoljan separabilan beskonacnodimenzionalan
Hilbertov prostor.

Sljededi primjer ¢e nam se pokazati bitnim za dokazivanje jednog od fundamentalnih te-
orema za numeric¢ku sliku operatora. Radi se o ve¢ prije spomenutom posebnom obliku
2 X 2 matrice.

Primjer 1.2.3. Neka je A : C*> — C? definiran matricom
A:[’ b], reR, beC, b#0
0 —-r

Neka je z = (f, g) € C? proizvoljan jedinic¢ni vektor. Koordinate f i g moZemo zapisati kao
f=e%cosh, g=ePsing, a,pc(0,2n), 6 € [O, %] Sada imamo

Az = (re'* cos 0 + be” sin 6, —re” sin )

(Az, 7) = r(cos® 6 — sin® 0) + be'®® sin 6 cos 6.
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Oznacimo realni dio prosle jednakosti s x, a imaginarni s y. Zapisimo b kao
= |b|(cosy +isiny), vy =argh.
Koristeci trigonometrijske formule za zbroj kuteva i dvostruki kut dobivamo

(Az,7) = r(cos® 6 — sin” 0) + be"P~ sin G cos O = x + iy,

b
X =rcos26 + %sin26005(ﬁ—a+7),

y= %sm(ﬁ a + ) sin 26.

Prema tome je
b2
(x — rcos20)* +y* = % sin” 26.

Unija ovakvih kruzZnica po 0 ¢ini numericku sliku operatora A.
Oznacimo ¢ = 26. Sada imamo

|l

(x —rcos¢) +y* = Tsm ¢, ¢ <|0,n].

Kad raspisemo gornju jednadZbu, dobijemo
b? b?
(r2+|4|)cos ¢ — 2xrcos¢+(x +y —%):0.

Prema formuli za rjesenja kvadratne jednadzbe slijedi

ot \/|b|2 N )

b2
4

Cos ¢ =
r?+

Buducdi je cos ¢ realan broj, izraz pod korijenom mora biti veci ili jednak 0. Iz toga slijedi

x2 yZ

v T wrm S

Sto predstavlja elipsu sa sredistem u (0, 0), velikom osi duljine /4r*> + |b|?, malom osi
duljine |b| i fokusima (r,0) i (—r, 0).
Takoder, znamo da mora vrijediti —1 < cos¢ < 1. Raspisivanjem tih uvjeta dobijemo
da mora vrijediti
x=rP+y">0 i (x+r)?+y*>0,
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Sto vrijedi za svaki x,y € R. Stoga za svaki x,y € R koji se nalaze u dobivenoj elipsi,
moZemo pronaci ¢ € [0, n] za koji tocka (x,y) pripada nekoj kruznici koja je dio numericke
slike operatora A. Pokazali smo da vrijedi

. xz y2
W(A) = {x r e R T R = 1} |

Na primjer, za operator

[V F]

numericka slika je elipsa prikazana na slici[l.3]

3

i
3o

-3L

Slika 1.3: Numericka slika 2 X 2 matrice A iz Primjera[I.2.3]

U sljedec¢em primjeru pokazujemo kako izgleda numericka slika dijagonalnog opera-
tora na konac¢nodimenzionalnom prostoru. Svaki element na dijagonali predstavlja jedan
vrh numericke slike koja je upravo jednaka konveksnoj ljusci tih vrhova.
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Primjer 1.2.4. Neka je za n € N i neke ay,a,...,a, € C, operator A : C" — C" dan
dijagonalnom matricom

)
a

ap |

Neka je x = (xy,...,x,) € C" proizvoljan jedinicni vektor. Tada je

n

n

= 2

(Ax, x) = ((arx1, .., @nXn), (X150, X)) = Z aixiX; = Zailx,-l ;
i=1

i=1
odnosno

W(A) = {Zn:/lia,- CAL LA 2 O,an/l,- = 1},
i=1 i=1

Sto je upravo konveksna ljuska skupa {a,,...,a,}, tj. W(A) = conviay,...,a,}.
Na primjer, za operator

numericka slika je konveksna ljuska na slici
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-3

Slika 1.4: Konveksna ljuska skupa {2, i, —1, —3i}

13



Poglavlje 2

Konveksnost numericke slike

U prosSlom poglavlju smo se upoznali s numeri¢kom slikom 1 naveli smo par primjera u
kojima smo traZili numericku sliku raznih operatora. Vidimo da numericka slika moZe biti
razlicitih oblika: krugovi, elipse, konveksne ljuske tocaka, itd. Svaki od tih skupova je ocito
konveksan skup. To nije slucajno. Naime, to vrijedi opCenito za sve ograni¢ene operatore
na kompleksnim Hilbertovim prostorima, a to je upravo tvrdnja Toeplitz-Hausdorffovog
teorema, jednog od najbitnijih teorema u teoriji numericke slike. U ovom poglavlju doka-
zujemo tu tvrdnju. Kako bismo uopce pokazali taj teorem, potreban nam je tzv. Elipticki
teorem za operatore definirane na dvodimenzionalnim prostorima u ¢ijem dokazu ¢emo se
koristiti Primjerom[[.2.3] Sada navodimo Teorem o Schurovoj dekompoziciji (vidi [4], str.
313) koji nam je potreban u dokazu Eliptickog teorema.

Teorem 2.0.1. (Schur) Neka je T € C™" za neki proizvoljan n € N i neka su Ay,..., 4,
svojstvene vrijednosti od T u proizvoljnom poretku. Tada postoji unitarna matrica U €
C™" i gornjetrokutasta matrica A = [a;;] € C™", takve da je

T:UAU*, a,-,-:/l,-,izl,...,n.

Teorem o Schurovoj dekompoziciji nam govori da je proizvoljna kvadratna matrica
unitarno slicna nekoj gornjetrokutastoj matrici, a prisjetimo se da je prema Propoziciji
(b) numericka slika invarijantna s obzirom na unitarne transformacije.

2.1 Elipticki teorem

U ovom dijelu proucavamo detaljno kako moze izgledati numericka slika linearnih opera-
tora na dvodimenzionalnom Hilbertovom prostoru, odnosno numericka slika 2 X 2 matrica.
Pokazat ¢emo da je numericka slika takvih operatora elipsa s fokusima u svojstvenim vri-
jednostima, koja moze biti degenerirana, i to u smislu da moZe biti samo jedna tocka ili
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segment s krajnjim tockama u svojstvenim vrijednostima. U Propoziciji[I.1.2] (a) smo po-
kazali da ako je numericka slika jednaka skupu koji sadrzi samo jednu tocku, onda taj
operator mora biti jedini¢ni operator pomnozZen konstantom, i obratno. Ako elipsa nije
degenerirana i svojstvene vrijednosti su jednake, tada se i fokusi elipse poklapaju pa je
numericka slika tada krug, Sto je bio slucaj u Primjeru|l.2.1

Teorem 2.1.1. (Elipticki teorem) Neka je T linearni operator definiran na dvodimenzi-
onalnom unitarnom prostoru. Tada je W(T) elipsa (moguce degenerirana) s fokusima u
svojstvenim vrijednostima od T.

Dokaz. Neka su A; i1 A, svojstvene vrijednosti od 7. Prema Teoremu o Schurovoj dekom-

ay a )
1 12], takvi da

poziciji, postoji unitarna matrica U i gornjetrokutasta matrica A = [ 0 a
2

je
T:UAU*, an :/11, 6122:/12, Cl]zEC.

Bududi je W(T') invarijantan s obzirom na unitarne transformacije prema Propoziciji[I.1.2]
(b), vrijedi W(T) = W(A), Sto znaci da je dovoljno promatrati gornjetrokutaste matrice.
Neka je zato

|4 b
T_[() /12], beC.

Ako je 4y = A, = 4, onda je

0 b
T—/U—[O O]'

Prema Primjeru ako uvrstimo r = 0, dobijemo
: 2, a2 IbP
W(T—-A)=<x+iy: x,yER, x"+y ST =¢z€C: |71 £ —¢,

odnosno W(T) je zatvoren krug sa srediStem u A radijusa |2ﬂ (elipsa s jednakim fokusima).
Ako je b = 0 u ovom slucaju, onda je W(T') jednak skupu {4}.
Ako je Ay # A, 1 b = 0, imamo
|40
r= [0 /12] '

Ako je x = (f,g) € C*, x> = |fI* + Igl* = 1, onda je

(Tx,xy = L1fF + Dlgl =t + (1 = D)Ay,
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gdje je t = |f|*. Prema tome je W(T') skup konveksnih kombinacija to¢aka A, i Az, tj. W(T')
je segment koji povezuje 4; i A, (degenerirana elipsa).
Ako je Ay # A, 1 b # 0, imamo

T

A=A
_/11+/1212[—122 b ]

-4
2 0 221

pa moZemo pisati

2 0 -r

gdje je 452 = re”, r € R, 0 € [0,2x). Prema Primjeru|1.2.3] W(B) je elipsa sa sredistem

u 0, malom osi duljine |b| i fokusima r i —r. Slijedi da je W(T — @I) elipsa s fokusima
u ’1‘;2/12 1 @, ali je zakrenuta za kut 6, odnosno velika os elipse zatvara kut veli¢ine 6 s

realnom osi. Napokon slijedi da je W(T') elipsa s kutem 6 1 fokusima u 4; 1 A,. O

. A+ A i
e—te(T_ 1 21):[r be ]::B,

Primjer 2.1.2. Za operator

4=10 =

numericka slika je elipsa s fokusima u 1 + i i —i. Vidi sliku 2.1}

1+1i 1]

Slika 2.1: Numericka slika 2 X 2 matrice A iz Primjera
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Zadrzimo oznake kao u dokazu proSlog teorema. U slucaju kada elipsa nije degeneri-
rana, odnosno kada je 4; # A, i b # 0, matricu operatora smo sveli na oblik matrice kao u
primjeru koristeéi translaciju (oduzimanje operatora ”“;zhl od operatora T') i rotaciju
(mnoZenje sa e”?) te oznacili novodobiveni operator sa B. Za operator

A:[” b], reR, beC, b#0,
0 —r

smo pokazali da je mala os duljine |b|, velika os duljine +/4r? + |b|?, a linearni ekscentri-
citet duljine . Buduéi smo koristili translaciju i rotaciju, dimenzije elipse za operator B i
operator T su identi¢ne. Zato znamo da je duljina male osi elipse operatora T takoder |b],
duljina linearnog ekscentriciteta iznosi @, a duljina velike osi je onda \/ |4, — A, + |b|2.
Izrazimo sada te duljine koristeci se samo svojstvenim vrijednostima i pripadnim jedini¢-
nim svojstvenim vektorima.

Neka je opet

A b
T—[O ﬂz], beC,b#0,

gdje su 11,4, € C,4; # A,, svojstvene vrijednosti operatora 7. Lako se vidi da je za 4,

pripadni svojstveni vektor [1

O]' Pronadimo sada jedini¢ni svojstveni vektor za A,. Neka su

X1, x; € C, takvi da je

il + el = 1 2.1)
1
/11 b X1| _ 1 X1
0 /12 X2 -2 X2 ’
iz ¢ega dobivamo jednadZbu
(/11 - /7.2))61 + bX2 =0. (22)

Rjesavanjem sustava (2.1)) i (2.2]) dobivamo

X1 = s
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Oznacimo dobivene svojstvene vektore tako da je f; = [(l)] 1fp= [il] Slijedi
2
||
VIBP + 12 = P

Y=, )= (2.3)

Sto je upravo omjer duljina male osi i velike osi (uo¢imo da je y < 1). Koristeci svojstvo
elipse koje povezuje linearni ekscentricitet s velikom 1 malom poluosi (u oznakama redom
e, a,b) formulom e = Va? — b2, dobivamo

|41 — A,
=2 = ,
I a

gdje smo s a oznacili duljinu velike osi. Zato je duljina velike osi

|4 — 4,
a=——

N
a duljina male osi je ya.
Vidimo da duljine osi ovise o tome koliko se razlikuju dvije svojstvene vrijednosti te o kutu
izmedu pripadnih svojstvenih vektora. Smanjivanjem kuta izmedu svojstvenih vektora se
povecéava vy, a time i duljina velike i male osi. Za linearne operatore A i B na H kazemo
da su sli¢ni ako postoji regularan operator X na H, takav da je B = XAX™'. Sli¢ne matrice
imaju jednake svojstvene vrijednosti, ali se mijenjaju pripadni svojstveni vektori pa tran-

sformacijama sli¢nosti nad operatorom mozemo mijenjati kut izmedu svojstvenih vektora,
a time i veli¢inu numericke slike. PokaZimo to na jednostavnom primjeru.

Primjer 2.1.3. Neka je A operator dan matricom kao u Primjeru[2.1.2}

I+i 1
. 11 .
Neka je X = . Tada je
01
B:=xAx = |1 F _2.1]
0 —i

matrica slicna matrici A. Operatori A i B imaju fokuse u 1 + i i —i. Prema formuli (2.3),

kut izmedu svojstvenih vektora operatora A iznosi y, = %6,

vp = % Na sljedecoj slici su dane njihove numericke slike.

a za operator B taj kut iznosi
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: | Numeri€ka slika operatora A
2 1 i 1 2 | Numericka slika operatora B

Slika 2.2: Numericka slika operatora A i njemu sli¢nog operatora B iz Primjera[2.1.3|

2.2 Toeplitz-Hausdorffov teorem

U nastavku ¢emo dokazati Toeplitz-Hausdorffov teorem koji kaze da je numericka slika
ogranicenih operatora na kompleksnim Hilbertovim prostorima konveksan skup, ali prije
toga uvedimo pojam kompresije operatora.

Definicija 2.2.1. Kompresija operatora T € B(H) na zatvoren potprostor M od H je ope-
rator PT\y : M — M, gdje je P ortogonalni projektor na M.

Sada dokazujemo lemu koja nam je potrebna za dokazivanje Toeplitz-Hausdorffovog
teorema i koja ¢e nam omoguciti da koristimo Eliptic¢ki teorem u dokazu.

Lema 2.2.2. Numericka slika od T € B(H) sadrZi numericku sliku svake kompresije ope-
ratora T, tj. W(PT|y) € W(T) za svaki zatvoren potprostor M od H.

Dokaz. Neka je M proizvoljan zatvoren potprostor od H i P ortogonalni projektor na M.
Neka je @ € W(PT|y). Tada postoji x € M, ||x|]| = 1, takav da je @ = (PTx, x). Budu¢i je



POGLAVLIJE 2. KONVEKSNOST NUMERICKE SLIKE 20

P ortogonalni projektor na M, vrijedi P = P> = P* i Px = x. Sada vrijedi & = (Tx, P*x) =
(Tx, Px) = (Tx, x), odnosno a € W(T). O

Sada dokazujemo Toeplitz-Hausdorffov teorem. Za skup vektora S, oznacimo sa span$
skup svih linearnih kombinacija vektora iz S .

Teorem 2.2.3. (Toeplitz-Hausdorff). Numericka slika svakog operatora T € B(H) je kon-
veksan skup.

Dokaz. Neka su a,f € W(T) proizvoljni, @« = (T f, fYiB =(Tg, g), gdje je |lfll = llgll = 1.
Kako bismo pokazali da je W(T') konveksan skup, potrebno je pokazati da W(T') sadrzi
segment izmedu « i1 5. Neka je V = span{f, g}. Budu¢i je V zatvoren potprostor, postoji
ortogonalni projektor P prostora H na V tako da je Pf = f 1 Pg = g. Buduci da za
ortogonalni projektor vrijedi P = P> = P*, za kompresiju PT|y na V vrijedi

(PTf,[)=(Tf.Pf)=(Tf.f)=a

(PTg,g)=(Tg,Pg)=(Tg, g =p.

Prema Eliptickom teoremu [2.1.1, W(PT|y) je elipsa (mozda degenerirana), a bududi da
sadrZi a 1 8, sadrzi i segment koji povezuje a 1S, jer je elipsa konveksan skup. Prema Lemi
vrijedi W(PT|y) € W(T), stoga W(T) sadrzi segment koji povezuje « i S, Cime je
tvrdnja dokazana. O

Uocimo da je klju¢no u dokazu ovog teorema bilo gledati kompresije operatora 7 i to
je bilo dovoljno gledati kompresije operatora na dvodimenzionalne prostore, bez obzira na
dimenziju Hilbertovog prostora H na kojem je operator 7 definiran. Time se Elipticki te-
orem u dokazu ovog teorema pokazao vrlo bitnim. Numericku sliku operatora W(T') stoga
mozZemo gledati kao uniju svih njegovih dvodimezionalnih restrikcija numericke slike koje
su (moZda degenerirane) elipse.



Poglavlje 3

Spektar i numericka slika

3.1 Spektralna inkluzija

U ovom poglavlju istrazujemo vezu izmedu spektra operatora i njegove numericke slike.
Spektar operatora T € B(H) je skup svih A € C za koje T — Al nije regularan. U Propoziciji
@ (d) smo pokazali da je o,(T) € W(T), odnosno da numericka slika operatora sadrzi
sve njegove svojstvene vrijednosti. Zelimo pokazati da je i cijeli spektar operatora sadrZan
u njegovoj numerickoj slici, to¢nije u zatvaracu numericke slike. Za spektar znamo da je
zatvoren skup, a numericka slika opéenito ne mora biti zatvoren skup. Npr. u primjeru
za (lijevi) unilateralni Sift na Hilbertovom prostoru /, smo pokazali da je numericka
slika jednaka K(O, 1), a spektar istog operatora je skup K(0, 1) (vidi [1], Primjer 7.2.3).
Stoga je jasno da spektar ne mora biti sadrZzan u numerickoj slici.

Prisjetimo se da za svaki polinom p i za svaki 7' € B(H) vrijedi

a(p(I)) = p(o(T)) = {p(D) : A € o(T)}. 3.1

Ovdje p moZe biti i preslikavanje definirano s p(x) = x~', u slucaju da je T regularan
operator (vidi [1]], Propozicija 7.1.16).

Za operator T € B(H) kazemo da je odozdo ograni¢en ako postoji m > 0 takav da je
ITx|| > ml||x||, Vx € H. Znamo da ako je operator odozdo ograniCen, onda je taj operator
injektivan i njegova slika je zatvoren skup.

Prisjetimo se Teorema o inverznom preslikavanju (vidi [1], Teorem 6.1.3).

Teorem 3.1.1. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je A € B(X,Y) bijekcija. Tada je i
A~ ogranicen operator:

Akoje A € 0(T), onda T —Al nije regularan, Sto je prema gornjem teoremu ekvivalentno
s tim da nije bijektivan. Operator T — Al tada ili nije odozdo ogranicen, ili je odozdo
ogranicen, ali nije surjektivan. Uvjet da T nije odozdo ogranicen je ekvivalentan uvjetu da
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postoji niz (x,).en C© H takav da je ||x,|| = 1, Vrn € N1 ||Tx,|| — 0 (vidi [3], Zadatak 2.10).
Ove definicije i1 svojstva su nam potrebni za dokazivanje sljedeceg teorema koji povezuje
spektar s numerickom slikom.

Teorem 3.1.2. Spektar operatora T € B(H) je sadrZan u zatvaracu njegove numericke
slike.

Dokaz. Neka je A € o(T) proizvoljan. PokaZimo da je tada A € W(T). Iz (3.1) slijedi da
je 0 € o(T) — A = o(T — Al) pa je potrebno pokazati da je 0 € W(T — Al), jer Ce iz toga
onda slijediti, prema Propoziciji (e), daje 2 € W(T). ZakljuCujemo da je dovoljno
pokazati da ako je 0 € o(T), onda je 0 € W(T). Neka je zato 0 € o(T). To znacida T
nije regularan operator. Kao §to smo komentirali prije ovog teorema, tada ili 7 nije odozdo
ogranicen ili je odozdo ogranicen, ali nije surjektivan.

Ako T nije odozdo ogranicen, onda postoji niz (x,), € H takav da je ||x,|| = 1, Vn € N, i
ITx,|| = 0. Iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti (I.1)) slijedi (T x,, x,) < ||Tx,||, a prema
tome

(T xy, ) — 0.

Bududi je W zatvoren skup, a ({(T'x,, x,,)),, je nizu W(T), slijedi da je O € WT)

Ako je T odozdo ogranicen i nije surjektivan, onda je Im 7" zatvoren skupiIm 7 # H. Tada
{0} # AIm T)* = Ker T*. To znaci da postoji x € H, x # 0, takav da je T*x = 0, a time je i
0 € W(T*). Prema propoziciji[I.1.2] (f), slijedi da je 0 € W(T). m|

Napomena 3.1.3. Kontinuirani spektar operatora T € B(H) je skup
oo(T) = {A € C: Ker(T — AI) = {0}, Im(T — A1) = H,Im(T — AI) # H|.

Uvjet Im(T — Al) # H u kontinuiranom spektru o.(T) ekvivalentan je uvjetu da T — Al nije
odozdo ogranicen (vidi [1|], Napomena 7.2.2).

Neka je A € o(T) takav da ne pripada numerickoj slici W(T). PokaZimo da tada A mora
biti sadrZan u kontinuiranom spektru o .(T).

Pretpostavimo da postoji x € H, x # 0, takav da je (T — Al)x = 0. Tada je 0 € W(T — ),
odnosno A € W(T), sto nije moguce jer A ¢ W(T). Zato je Ker(T — Al) = {0}.

PokaZimo sada da je Im(T — Al) = H. Ekvivalentno je pokazati da je Ker [(T — AI)*] = {0}.
Ako pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji x € Ker [(T — Al)*] takav da je x # O,
onda isto kao gore (koriste¢i jos Propoziciju [I.1.2] (f)) dobivamo da je 2 € W(T), $to je
kontradikcija s A ¢ W(T).

Buduci da A ¢ W(T), prema dokazu Teorema [3.1.2] zakljucujemo da T — Al nije odozdo
ogranicen ili je surjektivan. Kada bi T — Al bio surjektivan, onda bi T — Al bio bijektivan,
a time i regularan. Zato T — Al nije odozdo ogranicen.

Dobili smo da je A € o.(T). Dakle, ako je A € o(T)\ W(T), onda se A mora nalaziti u kon-
tinuiranom spektru. U sljedecem poglavlju cemo pokazati na primjeru da obrat opcenito
ne vrijedi.
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Koristeci prethodni teorem, za spektar zbroja dva proizvoljna operatora A i B moZemo
uociti da vrijedi

c(A+B)C WA+ B)C W) + W(B),

gdje posljednja inkluzija slijedi iz ((A + B)x, x) = (Ax, x) + (Bx, x) € W(A) + W(B).

Primijetimo da je conv(o(T)) takoder sadrzan u W(T), jer je W(T) konveksan skup
prema Toeplitz-Hausdorffovom teoremu. Znamo da sli¢ni operatori imaju jednake spektre.
Neka je V € B(H) proizvoljan regularan operator. Tada je

conv(o(T)) = conv(o(VT V™) Cc W(VTV-).
Ako napravimo presjek po svim regularnim operatorima na H, dobivamo
conv(o(T)) C ﬂ {W(VTV‘l) : V € B(H) je regularan operator} .

U sljedecoj tocki ¢emo pokazati da ovdje zapravo vrijedi jednakost, $to je tvrdnja Hilde-
brandtovog teorema.

Uotimo da, iako smo pokazali da je o<(T') € W(T), W(T) moZe biti puno veéi od spektra
o(T). Slijedi jedan jednostavan primjer koji nam to pokazuje.

Primjer 3.1.4. Neka je S, : C* — C? operator dan matricom

00
Sy = [1 0] ,
. S, je (desni) unilateralni Sift na dvodimenzionalnom prostoru. Ako je f = (fi, f),
Ifll = 1, onda imamo S»f = (0, fi), (Sof. f) = fifo. Gotovo identic¢no kao u Primjeru
dobivamo W(S2) = {1 € C: |1 < 3} = K(0, }).
Znamo da nultocke karakteristicnog polinoma k(A1) = det(T — Al) operatora T Cine
njegov spektar. Vrijedi kg,(1) = A%, pa je prema tome o(S ) = {0}.

Neka je (e,).en ortonormirana baza Hilbertovog prostora [, (za svaki n € N, e, ima 1
na n-tom mjestu, dok su ostalo 0) i neka je (A,),en niz kompleksnih brojeva takav da je
sup{|4,| : n € N} < co. Definirajmo operator D na [, sa De, = A,e,, n € N (uocimo da je D
dobro definiran ogranicen operator). KazZe se da je D dijagonalan operator s dijagonalom
(4,).- Spektar dijagonalnog operatora D je jednak skupu

o(D)={4, :n €N},
gdje je
o,(D)={4,:neN} 1 oD)=0(D)\oc,D)

(vidi 1], Primjer 7.2.4). Navedimo jo$ jedan primjer koji nam pokazuje da spektar ne mora
biti sadrzan u numerickoj slici.
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Primjer 3.1.5. Definirajmo dijagonalan operator D na Hilbertovom prostoru I, sa De, =
%en, gdje je (e,),en ortonormirana baza za l,. Pronadimo toc¢ku koja je sadrZana u spektru
od D, ali se ne nalazi u njegovoj numerickoj slici.

Neka je f = (fi, >, f3,...) € L, proizvoljan takav da je || 5| = 1. Tada je

DF )= T+ 5+ 3FT+

= A+ 5P+ SUAR +

<IAP+IAP+IAP+...

=1.
Jasno je (Df, ) e Ri(Df, f) > 0, jer postoji barem jedan n € N za koji je f, # 0. Zato je
W(D) c (0, 1]. S
PokaZimo da je O € o(D). Spektar operatora D je jednak skupu {% ‘ne N}. Zbog 0 =

lim,,_, %, vrijedi 0 € {% ‘ne N} = 0(D). Pokazali smo da je W(D) C (0, 1], stoga sigurno
o (D) & W(D), jer se 0 ne nalazi u numerickoj slici operatora D.

3.2 Hildebrandtov teorem

Nakon §to smo pokazali da je spektar sadrZan u zatvaracu numericke slike, pokazali smo
da je konveksna ljuska spektra operatora 7T € B(H) sadrzana u presjeku svih zatvaraca
numerickih slika operatora koji su sli¢ni operatoru 7. Hildebrandtov teorem nam govori da
vrijedi i obratna inkluzija, odnosno da su ta dva skupa jednaka. Za dokaz Hildebrandtovog
teorema nam je potreban Rotin teorem kojeg ¢emo dokazati u nastavku.

Za Hilbertov prostor H neka je (H) normirani prostor svih nizova s elementima u H za
koje je [lxlla = v2en IXall* < 00, Vx = (x,), € H, gdje je || - || norma na H, a sa || - ||, smo
oznacili normu na [?(H). Definiramo (lijevi) unilateralni §ift B na prostoru I*(H):

B(Xl, X2, X35 .+ ) = (x27 X3, X4, .. ')7 v(-xn)nEN € ZZ(H)

Lako se vidi da je B ogranicen linearni operator norme 1. Za T € B(H) definiramo spek-
tralni radijus operatora 7 kao broj

w(T) := inf (| T"||" : n € N}
Za spektralni radijus vrijedi

v(T) = lim ||T"||$, VT € B(H), (3.2)
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v(T) = max {1 : A€ o(T)}, VT € B(H), (3.3)
iz Cega je jasno o(T) C KO, v(T))io(T)NSO,"T)) £ 0,VT € B(H). Za svaki « € Cje

v(aT) = |lav(T), VYT € B(H). (3.4)

Rotin teorem nam govori da su svi ograniceni operatori sa spektralnim radijusom manjim
od 1 sli¢ni (lijevom) unilateralnom $iftu B na nekom potprostoru od *(H).

Za ograniCeni operator A : X — Y, gdje su X 1 Y normirani prostori, kaZemo da je izomor-
fizam prostora X 1 Y ako je bijektivan. Ako je A izomorfizam potpunih prostora, Teorem o
inverznom preslikavanju [3.1.1) nam osigurava da je taj operator regularan. Za dokaz nam
je potrebna jo$ jedna propozicija koja je dokazana u [1]] kao Propozicija 1.2.11.

Propozicija 3.2.1. Ako je Y potprostor potpunog normiranog prostora, onda je i Y potpun.

Za zatvoren potprostor M Hilbertovog prostora H kaZzemo da je invarijantan s obzirom
na A € B(H) (A-invarijantan) ako je AM C M. DokaZimo sada Rotin teorem.

Teorem 3.2.2. (Rotin teorem) Neka je T € B(H) i neka je o(T) C K(0,1). Tada postoji
B-invarijantan potprostor M i izomorfizam W : H — M tako da je T = W™'BW, tj. T je
slican operatoru B na potprostoru M.

Dokaz. 1z pretpostavke i (3.3)) slijedi v(T') < 1 pa prema formuli (3.2)) je lim,,_,o, (/|7 ")
WT)*> < 1. Prema Cauchyjevom kriteriju za konvergenciju reda realnih brojeva je m :=
>, IT"? < oo. Definirajmo preslikavanje W : H — H" sa

Wx = (x,Tx, T’x, .. ), VYxeH.

W je ocito injektivan linearan operator. Slika od W je sadrzana u I’(H). Zaista,

[ee] o0
2 2 2 2 2
Wi = > IT" P < P > IR = millxl? < o0, Vx € H.
n=0 n=0

Iz gornjeg je jasno da je W : H — [>(H) ograni¢en operator. Neka je x € H proizvoljan.
Tada je
BWx = (Tx,T°x,T’x,...) = WTx, (3.5)

tj. BW = WT na H. Jasno je ||Wx|| > ||x||, Vx € H, odnosno W je odozdo ogranicen.
Prema tome je M := Im W zatvoren potprostor od ?(H)i W : H — M je izomorfizam.
Iz Propozicije [3.2.1] slijedi da je M potpun pa prema Teoremu o inverznom preslikavanju
3.1.1]je W regularan operator.
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Neka je y € M proizvoljan. Tada postoji jedinstveni x € H takav da je Wx = y. Koristeci
(3.5) dobivamo
By =BWx=WTxe M,

odnosno M je B-invarijantan. Buduéi je W regularan i vrijedi BW = WT, mozemo pisati
T = W™'BW, §to znaci da je T sli¢an operatoru B na potprostoru M. O

Zbog ||T"|| < ||IT||", YT € B(H), je spektralni radijus v(T) < ||T||, VT € B(H). Bududi je
spektar operatora invarijantan s obzirom na sli¢nost, po formuli (3.3) zaklju¢ujemo da je i
spektralni radijus invarijantan s obzirom na sli¢nost. Prema tome je

v(T) < inf {llVTV_lll : V € B(H) je regularan operator} )
Sljedeci korolar nam govori da ovdje zapravo vrijedi jednakost.
Korolar 3.2.3. Ako je T € B(H), onda je

w(T) = inf{llVTV_lll : V € B(H) je regularan operator} .
Dokaz. Jednu nejednakost smo veé pokazali. Potrebno je jos pokazati da vrijedi

v(T) > inf {IIVTV‘III : V € B(H) je regularan operator} .

Kako bismo mogli koristiti Rotin teorem, treba nam operator spektralnog radijusa manjeg
od 1. Za svaki & > 0 definiramo operator T, := (W(T) + &)~ T. Vrijedi

T
W(T,) = v [((T) +&)'T] LY %ﬁg

pa za svaki € > 0 moZemo primijeniti Rotin teorem na operator 7T,. Fiksirajmo
sada neki & > 0. Prema Rotinom teoremu postoji B-invarijantan potprostor M od I*(H) i
izomorfizam W : H — M tako da je B|y; = WT.W~!. Sada je

W(T) + &) IIWTW | = IWT W'l = |Blull < 1,

odnosno ||[WTW™!|| < w(T) + &. Buduéi je W izomorfizam prostora H i M, dimenzije tih
prostora su jednake pa moZemo W promatrati kao izomorfizam od H, tj. W promatramo
kao preslikavanje W : H — H. Sada imamo

inf{llVTV_lll : V € B(H) je regularan operator} <|IWTW Y <w(T) +e.
Kako ovo vrijedi za svaki & > 0, dobili smo
v(T) > inf {llVTV_lll : V € B(H) je regularan operator} ,

¢ime je tvrdnja dokazana. m|
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Sada smo u mogucnosti dokazati Hildebrandtov teorem.
Teorem 3.2.4. (Hildebrandtov teorem) Ako je T € B(H), onda je
conv(o(T)) = ﬂ {W : V € B(H) je regularan operator} .
Dokaz. Nakon Teorema [3.1.2]smo pokazali jednu inkluziju. PokaZimo sada da je
conv(o(T)) 2 ﬂ {W : V € B(H) je regularan operator} .
Pretpostavimo da A ¢ conv(o(T)). Tada trebamo dokazati da

A¢ m {W(VTV‘l) : V € B(H) je regularan operator} ,

odnosno da postoji regularan operator V € B(H) takav da 4 ¢ W(VTV-!). Bududi je
conv(o(T)) kompaktan skup, postoje z € C1ir > 0 takvi da je conv(o(T)) € K(z,r),
ali 1 ¢ K(z,r). Koriste¢i formulu (3.1) i Propoziciju (e) moZzemo bez smanjenja
opcenitosti prepostaviti da je z = 01 r = 1. Time je v(T) < 1 pa prema Korolaru [3.2.3]
moZemo nadi regularan operator V € B(H) takav da je |[VTV~!|| < 1. Zato je

W(VTV-1) C K, ||VTV7Y|) € K0, 1),

atimeid ¢ W(VTV-), O



Poglavlje 4

Hermitski operatori i numericka slika

Za ograniCen operator 7 na Hilbertovom prostoru kazemo da je hermitski ako je T =
T*. Za hermitske operatore je poznato da im je spektar realan i da je sadrZzan u nekom
segmentu. Tu Cinjenicu sada dokazujemo koriste¢i numericku sliku hermitskog operatora.
Pokazat Ce se da je, za razliku od primjera[3.1.4] rub spektra hermitskog operatora sadrzan
u rubu zatvaraca njegove numericke slike, odnosno da je zatvara¢ numericke slike najmanji
konveksni skup koji sadrzi spektar hermitskog operatora.

Teorem 4.0.1. Operator T € B(H) je hermitski ako i samo ako je W(T) C R.

Dokaz. Ako je T hermitski, onda je za svaki f € H,(Tf,f) = (f,Tf) =Tf, f)paje
W(T) realan.

Obratno, neka je (T f, f) realan za svaki f € H, ||f|| = 1. Tada je jasno da je (T f, f) realan
1zasvaki f € H. Sada imamo

0=(TfLN-XLTH=T-T)f.f), VfeH
Zatoje T —T* =0, odnosno T = T*, prema Propoziciji[1.0.3] ]

Prije smo pokazali kako je numericka slika svakog ograni¢enog operatora ogranicen i
konveksan skup. Prema proSlom teoremu, numericka slika hermitskog operatora je pod-
skup od R. Prema tome, numericka slika hermitskog operatora mora biti ogranicen interval.
Zato postoje m, M € R, takvi da je W(T) = [m, M1, gdje je T € B(H) hermitski operator.
Prema Propoziciji (c) vrijedi da je W C [T, IIT]]]. Sljedeci teorem nam govori
da zatvara€ numericke slike hermitskog operatora postiZe granicu tog intervala (s bar jedne
strane).

Teorem 4.0.2. Neka je T € B(H) hermitski i W(T) = [m,M] C R. Tada je ||T|| =
max{|m|, | M[}.

28
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Dokaz. Neka je w(T) := max{|m|,|M|}. Tada za prozvoljni realan broj 1 # 0i x € H,
x ¢ Ker T, imamo

AT = 4(Tx, Txy = (A (Tx, x) + (Tx, Txy + (T°x, x) + 17 (T°x, Tx))
- (/12 (Tx,x)—(Tx,Tx)— <T2x, x> + 172 <T2x, Tx>)
= </1Tx + A7 x, Ax + /1_1Tx> - </1Tx —A7'T%x, Ax - /l_lTx>

x4 TP (7 Ax+ 7' Tx  Ax+A7'Tx
= |lAx x ,

[[Ax + A~1T x| ||[Ax + A~ T x]|

I — - TP (T Ax—=A'"Tx  Ax—-A1"'Tx
—[|Ax — x ,

[Ax — A1 Tx||" ||Ax — A~ Tx]|

< w(T) [llxlx + A TP+ (|Ax - /l‘lTxllz]
= w(T) 22| + 2272 TxlP].

I x|

Uvrstimo A2 = o

. Tada je
ANT AP < 2w(TIT | - 1xll + 1Tl - llxll] = 4w(T) - [Tl - 1],

odnosno ||T x|| < w(T)||x||. Dobili smo da je ||T|| < w(T).
Pokazimo i obratnu nejednakost. Neka je (x,), € H, ||lx,|| = 1, Vn € N, tako da je
lim,, e | (T X, x,) | = w(T). Koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost (I.1)) dobivamo

w(T') = lim [{Tx,, x,) | < 1im {70 {lxll < IITII’}Lrgollxnllz = [IT1l.

Vrijedi ||T|| = max{|m|, |M|}. O

Sada pokazujemo da su rubovi numericke slike hermitskog operatora takoder dio nje-
govog spektra. Za dokaz nam je potreban pojam pozitivno semidefinitnog operatora. Za
operator A € B(H) kaZzemo da je pozitivno semidefinitan i piSemo A > 0 ako je A hermitski
1 ako vrijedi (Ax, x) > 0,Vx € H. Teorem o kvadratnom korijenu (vidi [1]], Teorem 5.5.3)
nam kaZe da za pozitivno semidefinitan operator A € B(H) postoji jedinstven operator
B € B(H) takavdaje B> 01iB* = A.

Teorem 4.0.3. Neka je T € B(H) hermitski i neka je W(T) = [m, M]. Tada je m, M € o(T).

Dokaz. Buduéi je m € W(T), postoji niz (f,,), € H jedini¢nih vektora tako da (T f,,, f,) —
m. OCito je operator T —ml hermitski. PokaZimo da je ((T — ml)x, x) > 0, Vx € H. Vrijedi

2((T — Ii’i>: 2(<Ti,i>_ ),
I <( " )IIXII 1l I ENET



POGLAVLIJE 4. HERMITSKI OPERATORI I NUMERICKA SLIKA 30

a bududi je (T, =) € [m, M], vrijedi (T — mI)x,x) > 0, ¥x € H. Dobili smo da je

(1l 11l
operator 7' — ml pozitivno semidefinitan pa prema Teoremu o kvadratnom korijenu, postoji
jedinstveni pozitivno semidefinitan operator (7' — ml)2 € B(H). Sada imamo

(T = mDfy, ) = [((T = mD? £, (7 = mD3 £,)] = 1T = mD) £ = 0.

Slijedi

T = mD)foll = (T = mD)*(T = mI)> f,ll < (T = mD)2 (T = mD)? £,
Kada pustimo n — oo, dobivamo ||[(T — ml)f,|| — 0. Time operator 7' — mlI nije odozdo
ogranicen, a prema tome nije ni regularan. Zato je m € o(T).

Promotrimo sada operator —7'. Vrijedi W(-T) = [-M, —m] pa prema upravo dokaza-
nome imamo —M € o(-T) = —o(T), tj. M € o(T). O

PokaZimo sada na primjeru dijagonalnog operatora da tocka iz kontinuiranog spektra
moze pripadati numerickoj slici tog operatora, odnosno da u Napomeni [3.1.3] ne vrijedi
obrat.

Primjer 4.0.4. Neka je (a,),en niz u R takav da je a; = 0, a, = 1, a, € (0,1) \ {%}’

VYn > 31 % € {a, : n € N}. Definirajmo operator D na l, sa De, = aye,, gdje je (€,)nen
ortonormirana baza za l,. Uocimo da je D hermitski operator.

Znamo da je spektar operatora D jednak skupu {a, : n € N} koji je sadrian u segmentu
[0,1]idaje % € o.(D). Numericka slika operatora D (tocnije zatvarac njegove numericke
slike) je oblika W = [m, M] za neke m, M € R. Prema Teoremu se m i M moraju
nalaziti u o(D), a buduci je spektar o-(D) sadrZan u W(D), mora biti W(D) = [0, 1]. Tocke
0i 1 se nalaze u o ,(D) pa iz Propozicije @] (d) slijedi da je W(D) = [0, 1]. Prema tome
se %, koja je sadrZana u kontinuiranom spektru o.(D), nalazi u numerickoj slici W(D).



Poglavlje 5

Numericki radijus

5.1 Numericki radijus i norma operatora

U ovoj tocki izu¢avamo numericki radijus ogranicenih operatora na Hilbertovim prosto-
rima. Prvo definirajmo numericki radijus.

Definicija 5.1.1. Numericki radijus w(T') operatora T € B(H) dan je s
w(T) = sup{|d| : 1 € W(T)}.
Primijetimo da za svaki x € H vrijedi
(T x, x) | < w(T)lxll”. (5.1)

Numericki radijus i njegovu oznaku smo ve¢ koristili u dokazu Teorema[.0.2] S w(T') smo
oznacili max{|m|, |M|}, $to je upravo supremum apsolutnih vrijednosti elemenata njegove
numericke slike (imali smo da je W(T') = [m, M]). U tom dokazu smo zapravo pokazali da
je numericki radijus hermitskog operatora jednak normi tog operatora.

Promatramo kako je numericki radijus povezan s normom pripadnog operatora. Ovisno o
tome u kojem su odnosu numericki radijus i norma operatora, mozemo nesto zakljuciti o
tom operatoru. U proSlom poglavlju smo govorili o vezi izmedu spektra i numericke slike
operatora. Prirodno je za ocekivati da iz numerickog radijusa operatora mozemo nesto
zakljuciti o spektru istog operatora.

Primjer 5.1.2. U primjeru smo pokazali da je numericka slika za (lijevi) unilateralni
Sift S na Hilbertovom prostoru l, jednaka W(S) = {z : |z| < 1}. Iz definicije slijedi
w(S)=1.

Napomena 5.1.3. Numericki radijus je, u smislu preslikavanja w : B(H) — R, norma na
B(H). PokaZimo da zadovoljava potrebna svojstva norme:

31
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1.w(T) >0, VT € B(H);

2. Ako je w(T) = 0, onda je W(T) = {0}, tj. (Tx,x) =0, Vx € H. Zato je T = 0.
Ako je T =0, onda je W(T) =0, a time i w(T) = 0.

3. Neka su @« € Ci T € B(H) proizvoljni. Tada je

w(aT) = sup{|{(aTx,x)|: x € H,|x|| =1}
= |a|sup {[{Tx,x)| : x € H,||x]| = 1} = |a|w(T).

4. Neka su A, B € B(H). Vrijedi

w(A + B) = sup{|{(A + B)x,x)| : x € H,||x|| = 1}
< sup{|(Ax,x)| + | (Bx,x)| : x € H,||x]| = 1}
< supf|(Ax,x)|: x € H,||x|]| = 1} + sup{|(Bx, x)| : x € H,||x|| = 1}
= w(A) + w(B).

Zanorme || - ||, 1] - |[», koje su definirane na istom vektorskom prostoru X, kazemo da
su ekvivalentne ako postoje m, M > 0 takvi da vrijedi

mllxlle < llxlly < Mllxlla,  VYx € X.
PokaZimo da je norma w(-) ekvivalentna operatorskoj normi.
Teorem 5.1.4. Za svaki T € B(H) je w(T) < ||T|| < 2w(T).

Dokaz. Neka je A € W(T) proizvoljan. Tada postoji x € H, |[x|]| = 1, takav da je 1 =
(T x, x). Koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost (I.1)) dobivamo

A = KT, xy | < T I < (TP = 1T

Time smo dobili da je w(T) < ||T|.
Kako bismo pokazali obratnu nejednakost, koristimo polarizacijsku formulu

4(Tx,y) ={T(x+y),x+y)—(T(x=-y),x—y)
+i(T(x+iy),x+iy) —i{T(x —iy),x —iy).

Koristeci (5.1)) dobivamo
AT x, 301 < w(T) [l + Y12 + Il = 2 + [l + iyl + [x = iylP
= 4w(T) [IIdP + 117
Za x,y € H, za koje je |||, |[y]| < 1, imamo

4T x, y)| < 8w(T).
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Buduéi da vrijedi |IT]| = sup{|(Tx,y)| : xy € H, llxll, Ilyll < 1} (vidi [T], Lema 2.2.10),
slijedi
Tl < 2w(T).

O

Promotrimo sada slucajeve kada se u Teoremu [5.1.4] postiZe jednakost s jedne strane. U
sljedeca dva teorema pretpostavljamo da je numericki radijus jednak normi operatora. Tada
mozemo nesto zakljuciti o spektru operatora, to¢nije o spektralnom radijusu i navodimo
nuzan uvjet kada tocka iz numericke slike pripada tockovnom spektru operatora.

Teorem 5.1.5. Neka je T € B(H). Ako je w(T) = ||T||, onda je v(T) = ||T||.

Dokaz. Nekaje w(T) = ||T||inekaje A € W(T), |4 = w(T) = ||T||. Tada postoji niz (f,), C
H jedini¢nih vektora takav da (T f,, f,) — A. Koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost
(L.I) dobivamo

T fos S | S AT LullILfull < NTN = 1A

pa kada pustimo n — oo imamo ||T f,|| — |4|. Sada je

T = ADLIP = T fll? = AT s fo) = A fos T o) + 1AL Sl?

pa kada pustimo n — oo dobivamo ||(T — A)f,||* — 0. Prema tome, operator T — Al nije
odozdo ogranicen Sto znaci da nije regularan pa je 4 € o(T). Buduéi je v(T) < ||T]| i

Al = IIT1|, vrijedi v(T') = [[T]]. O

Znamo da je za svaki T € B(H) numericka slika W(T') sadrZana u KO, |IT])). Pretpos-
tavimo da W(T') postiZe rub tog skupa, odnosno

SO, [T N W(T) # 0,

gdje je S(0,||IT|]) = {z € C : |zl = ||IT||}. Tada je jasno w(T) = ||T|| pa je prema prethodnom
teoremu v(T) = ||T||. To znaci da sigurno postoji tocka 4 € o(T) za koju je |4 = ||T||.
Sljededi teorem nam govori da svaka to¢ka koja pripada numerickoj slici i nalazi se u
S0, IT]]), mora pripadati to€kovnom spektru operatora 7.

Teorem 5.1.6. Neka je T € B(H). Ako je A€ W(T) i |A| = ||T||, onda je A € o,(T).
Dokaz. Nekaje A = (Tf, f), |lfll = 1. Tada je, koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost

(L.1),

TN = 1A = KT £, HL< T Al AT < NITI.
Sada imamo (T f, f)| = IT fI| - || f]l. U Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti se postize jed-
nakost ako i samo ako su vektori linearno zavisni. Zato postoji u € Ctakodaje Tf = uf.
Uocimo da je

A=<Tf,y=uf,.f)=pun,
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Sto znacidaje T f = Af, odnosno A € o,(T). O

Promotrimo sada slucaj kada je numericki radijus dvostruko manji od norme pripadnog
operatora. Sljedeci teorem nam daje uvjet pod kojim vrijedi ta jednakost.

Teorem 5.1.7. Neka je T € B(H). Ako je ImT LIm T*, onda je w(T) = %||T||.

Dokaz. Nekaje f € H, ||f]| = 1. Vrijedi H = Ker T @ Im T* pa moZemo pisati f = f; + f>,
gdjeje fi € KerT, b €e ImT*1(f1,fo) = 0. Buduéije Tf; = 01 (T f>, f) = 0 zbog
pretpostavke, imamo

Tf 0 =Th+ )i+ fH)=Th f).
Zato je, koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost (I.1) i nejednakost (1.2,

IT|| IT|]
KT fo, f | < ITIHANIAN < 7[||f1||2 + 1411 = o
Iz Teorema [5.1.4]i gornje nejednakosti slijedi
T
wr) < 20 < wr),
; — 17
t. w(T) = = - O

Primjer 5.1.8. Neka je S, (desni) unilateralni sift na dvodimenzionalnom prostoru. U
Primjeru|3.1.4|smo pokazali da je W(S,) = {/1 eC: A< %} Prema tome je w(S,) = %
Neka je f = (f1, f») € C%. Vrijedi

IS2 /17 = 110, SN = LAP < AP,

stoga je ||S || < 1. Neka je sada f = (1,0). Imamo || f|| = 1 = [|(0, D|| = [|IS2.fll. Dobili smo
da je ||S,|| = 1 i vidimo da vrijedi ||T|| = 2w(T).
Do istog zakljucka smo mogli doci koristeci prosli teorem. S je (lijevi) unilateralni Sift
koji je dan matricom
. (01
53 = [O 0].

ImS, ={0, f1) : f1 €C},

Slika operatora S , je skup

a slika operatora S’ je skup
ImS3 ={(f,0): f, e C}.
Jasno je Im S, 1 Im S? pa prema Teoremu[5.1.7)slijedi ||T|| = 2w(T).
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Prema Rotinom teoremu [3.2.2] znamo da za operator T € B(H) postoji zatvoren pot-
prostor M na kojem je T slican unilateralnom Siftu ako je spektar operatora 7" sadrZan u
jedini¢nom krugu. Sljedeci teorem nam govori da za neke ograni¢ene operatore 7 moZemo
na¢i dvodimenzionalan potprostor na kojem je operator 7 upravo jednak unilateralnom
Siftu.

Za zatvoren potprostor M Hilbertovog prostora X kazemo da reducira operator A € B(X)
ako je AM C M i AM* C M+, §to je ekvivalentno s tim da je M invarijantan za A i A*.

Teorem 5.1.9. Neka je T € B(H), T # 0. Ako je w(T) = %||T|| i T postiZe svoju normu
(4. postoji f € H, ||fIl = 1, takav da je |\|IT f|| = ||IT||), onda postoji dvodimenzionalni
reducirajuci potprostor operatora T na kojem je T jednak S ;.

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju za operatore T za koje je ||T|| = 1. Neka je f; € H takav
daje||T||=1=2w(T) =T fill = Il f1ll 1 neka je f, = T f;. Imamo

IAIP = ITAIP = IAIP, (5.2)

AP = (. o) = (. T )Y =T fo. f) - (5.3)
Sada vrijedi, bududi je ||T|| = ||IT|| = 1,

1T fo = AP = IT* AP =<T* fo, 1) = Cf, T o) + AIP

EAED 7 12 - IAIR
< IT*RIAIR - IAIP
= IAIP - IAIP =0,

tj. T* f, = fi. Za svaki 6 € [0, 27) vrijedi

w(T) = [e“Iw(T) = w(e"T) = %

i jasno je w(T) = w(T™*). Iz nejednakosti trokuta slijedi w(eT + eT*) < 1. Primijetimo
da je €T + ¢ ™T* hermitski i zato, prema Teoremu vrijedi ||e“T + e7°T*|| < 1,
posebno ||e?T f, + e T* f5]| < 1. Koristeéi T* f> = fi, dobivamo

17T fo + €T Al = ITAIP + (T, i) + €2 (i, TH) +IAIR < 1

paje .
ITAI? < —2Re [T f5, f1)],

Sto vrijedi za svaki 6 € [0, 2r). Zato je T f, = 0. Sli¢no, koristeci nejednakost

1T fi + T fill < 1,
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dobivamo 7" f; = 0. Sada imamo

i, ) =, TH =<T"fi, iy =0,

Sto znaci da vektori fi, f> Cine ortonormiranu bazu za dvodimenzionalni potprostor M =
span{fi, o). 1zTfi=fo0, T/H=0iT*f; =0, T*f, = fi, zakljuCujemo da M reducira T i
da je matrica od T'|y, u bazi {fi, f>} jednaka

0 0
1 0
Opcenito, ako je ||T|| # 1, onda istim ovim postupkom nademo f; i f> za operator ﬁ Tada

zafl’ = fi ifz' = ||T||f> vrijedi Tfl' = fz’ i sz' =0iM = span{f{,f{} reducira 7. |

5.2 Numericki radijus i potencije operatora

Neka je T € B(H) takav da je w(T') = 1. Prou¢imo potencije operatora 7. Zanima nas koja
je najmanja konstanta K € R za koju vrijedi limsup,_, . |7"x|| < Kl|x||, Vx € H. Ovdje
pokazujemo da ta konstanta iznosi V2 te dak, ako je llxll = 1, da tada ||[T"x|| — [, gdje je
1< V2.

Nakon toga ¢emo pokazati da ako je ||7"x|| = 2 za neki n € N i jedinicni vektor x € H (i
dalje je w(T) = 1), onda se vektor 7T"x nalazi u jezgri operatora T, tj. T""'x = 0. Tada
mozemo reéi nesto o normi vektora T*x za svaki k € {1,2,...,n— 1}.

Teorem 5.2.1. Neka je T € B(H) takav da je w(T) = 1 i neka je x € H takav da je ||x|| = 1.
Tada je lim,_. ||T"x|| = I, gdje je 0 < I < V2. Ako je | = V2, onda je |T"x|| = V2 za svaki
neN.

Dokaz. Neka je n € N proizvoljan i neka su g, € R, k = 0,1,...,n proizvoljni realni
brojevi. Budu¢ije w(T) < 1,zay = apx + a1Tx + ... + a,T"x vrijedi | Ty, y) | < (3, y), 1.
raspisano

n

aoa1 |ITx|?> + a1ao||T?X|1> + ... + ap_ya,||T"x|]> + Z ajay <Tj+1x, Tkx>
k=0 j+ 1k

n
< a(z) + a%llTxII2 +...+ aillT"xll2 + Z aay <zj, Tkx>.
Jk=0: j#k
Oznacimo my = ||[T*x|[>, zak = 1,2,...,n. Ako zamijenimo T sa €T i integriramo obje
strane po 6 na intervalu [0, 27], dobivamo nejednakost

myapa; + myaas + ...+ m,a,_1a, < a(z) + mla% +...+ mnaﬁ, (5.4)
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jerjeza j#k
21
(T7x, T*x) f " dg = 0
0

Neka je
1 —-my /2
—m1/2 ny —m2/2 0
—I’I’Z2/2 my
D, :=
0 ny,—1 _mn/2
-m,/2  m,

1 stavimo Dy := 1. Primijetimo da je

2 2 2

ay +majy + ... +ma, —mapa; —myady — ... — Myd,_14,

kvadratna forma pridruZzena matrici pod determinantom D,, a bududi je prema (5.4) ta
forma nenegativna, slijedi da je D, determinanta pozitivno semidefinitne matrice, tj. D, >
0, Vn € N. Laplaceovim razvojem po zadnjem retku dobivamo

D, = m,D,_| — %mﬁDn_z. (5.5)
Pretpostavimo da je D,, = 0 za neki n € N i neka je k najmanji takav broj za koji je Dy =
0. Tada je Dy, = —3m;,,Dy_1. Zbog D, > 0, ¥n € N, mora vrijediti m,, = [|T*"' x| = 0,
a prema tome ||T"x||> — 0 kada n — oo.
Pretpostavimo sada da je D,, > 0 za svaki n € N. Iz toga slijedi da je m, # 0, Vn € N.
Iz nejednakosti

D>, —m,D,_\D l21) —LD D,_, —m>D lZD
n—1 myy_ 1Dy + m, Dy = n—l(mn n—1 m, n—2)+ m, D>
4 m, 4
1 1
> m—Dn_an + ZmiDn_z
>0

slijedi
Dn mnDn—l - %miDn—Z Dn—l

= < .

Dn—l Dn—l h Dn—2
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Niz ( l) Je monoton i ogranicen pa postoji L > 0 tako da 5 Do Lkadan — oo. Iz
, prema formuli za rjeSenja kvadratne jednadzbe, doblvamo

Dn—l " Dn—l ? Dn Dn—l
Dn—2 B Dn—2 Dn—l Dn—2 ’
iz Sega vidimo dam,, = ||T"x||> — 2L kadan — oco. Ako ozna¢imo / = V2L, onda moZemo
pisati lim, ., ||T"x|| = [. Takoder vrijedi

m, =2

(5.6)

pe2o Lo L+ 1) <1
_DO— 41’]’!] m; = m 41’/’[1 S 1,

tj. I < V2.
Akojel = \/i,ondajeL:IiDD—flzl,VneN,tj. D, =Dy = 1,V¥n € N. 1z (5.5) slijedi

—Zm,zl+m,,—1:O,

&ije je jedino rjeSenje m, = 2, odnosno ||T”x]| = V2, Vn € N, &ime je tvrdnja dokazana. 0O

Teorem 5.2.2. Neka je T € B(H) takav da je w(T) = 1i||T"x|| = 2 za neki n € N i jedinicni
vektor x € H. Tada je ||IT*x|| = V2 zak=1,2,...,n—1iT"'x = 0.

Dokaz. Koristimo oznake kao u teoremu [5.2.1] Imamo m,, = 4. Tada je iz (5.5)

D, =4(D,-y - D,) 20, (5.7)
a prema tome je
1SDn_1SDn_2S <&<1
D, > D, Dy
Zatoje D,y = ... =Dy = Dy = 11, prema (5.6), vidimo da vrijedi m; = ... = m,_; = 2,

odnosno ||T*x|| = V2 zak=1,...,n— 1.
Nadalje, zbog D,,_; = D, 1 (3.”/), vrijedi D,, = 0. Sada zbog

1
Dn+1 = mn+1Dn - Zm,zﬁ.an—l 2 O’

slijedi da mora biti m,,,; = 0, tj. T""'x = 0. ]

Sljedeci teorem nam daje nuZan uvjet za ograniceni operator da bude ortogonalni pro-
jektor.
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Teorem 5.2.3. Ako za T € B(H) vrijedi T*> = T i w(T) < 1, onda je T ortogonalni
projektor.

Dokaz. Zbog T? = T, vrijedi Tx = x za svaki x € Im T, a zbog neprekidnosti operatora T,
isto vrijedi i na Im 7". Dovoljno je zato da pokazemo da je T = O na (Im 7)*.
Neka je x € (Im T)* proizvoljaniy = Tx. Tada za ¢t > 0 imamo

Tx+ty)=Tx+tTy=y+ty.
Prema tome, zbog x_Ly, imamo

(T(x+ty),x+ty)y ={(1 + 1)y, x + ty)
= ((L+ Dy, 1y) = (1 + eyl

Takoder imamo (T'(x + ty), x + ty) < ||x + ty||? jer je w(T) < 1. Dobili smo da je
(1 + DAyl < llx + oyl = Il + 2yl

tj. {ylI* < ||x/[>. Bududi je ¢ bio proizvoljan, zakljuujemo da je ||y|| = 0. Dobili smo da je
T = 0na (ImT)*, ¢ime je tvrdnja dokazana. |



Poglavlje 6

Normalni operatori i numericka slika

Za operator T € B(H) kazemo da je normalan ako je 77" = T*T. Primijetimo da su svi
hermitski operatori takoder i normalni. Nakon Teorema [4.0.1] smo pokazali da numericka
slika hermitskog operatora mora biti segment u R. Opéenito, ako je numericka slika seg-
ment (ne nuzno u R), moZemo nesto zakljuciti o tom operatoru. O tome nam govori iduéi
teorem.

Teorem 6.0.1. Ako je T € B(H) operator za koji je W(T) segment, onda je T normalan
operator.

Dokaz. Neka je @« € W(T) proizvoljan i ozna¢imo nagib segmenta W(T') sa 6 (nagib je
ovdje kut koji pravac, kojem segment pripada, zatvara s pozitivnim dijelom realne osi).
Tada se W(e [T —al]) nalazi na realnoj osi. Prema Teoremu[4.0.1]slijedi da je e [T — ]
hermitski, tj. e [T — al] = €”[T* — @l]. Bududi da sada T moZemo izraziti pomocu T* i
I, dobivamodaje TT* = T*T. O

U Teoremu {.0.2] smo pokazali da je za hermitske operatore norma operatora jednaka
numerickom radijusu tog operatora, a iz Teorema {.0.3] moZemo zakljuciti da je norma
operatora jednaka njegovom spektralnom radijusu. Isto vrijedi za sve normalne operatore
o ¢emu nam govori iduci teorem.

Za sve normalne operatore A € B(H) vrijedi ||A"|| = ||A]*, Vn € N (vidi [3]], Zadatak 1.19).

Teorem 6.0.2. Ako je T € B(H) normalan, onda je v(T) = w(T) = ||T||.

Dokaz. 1z Teorema [3.1.2]i Teorema [5.1.4]slijedi da je v(T') < w(T') < ||T||. Prema formuli
(B2 je v(T) = lim,_, IT"||*. Znamo daje [|T"|| = |IT|", ¥n € N pa je zato v(T) = ||T||, a
time i v(T) = w(T) = ||TI. 0

40
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Rezolventni skup operatora T € B(H) je skup svih A4 € C za koje je T — Al regularan
operator u B(H). Definirajmo udaljenost tocke z € C od nekog skupa A C C sa

d(z,A) :=inf{|z— 1| : 1 € A}.

Idu¢i teorem ¢e nam biti potreban u dokazu jednog od glavnih teorema koji povezuje nu-
mericku sliku sa spektrom normalnog operatora.

Teorem 6.0.3. Neka je T € B(H) normalan operator i neka je z € p(T). Tada za svaki
Jjedinicni vektor x € H vrijedi

(T = zDx|l = d(z, o(T)).
Dokaz. Operator T — z[ je regularan i normalan. Vrijedi

(T =zl (T =)™y = (T =2 (T =z = (T =)' (T = zD)™
= (T = 2I)(T = zD)")™" = (T = 2Dy ) (T =z,

odnosno (T — zI)™! je normalan. Prema Teoremu imamo ||(T —z)7 || = v(T —z)™),
g.
(T = 2D~ = sup {1l : A € (T —2D7)}. (6.1)

Bududi je T — zI regularan operator, vrijedi o((T — zI)™") = [o(T — zI)]”!. Sada jednakost

(6.1) glasi

(T —zD7Y = sup {|_/1U e o(T - ZI)}.

Primijetimo da vrijedi
inf{jd] : A € o(T — zI)} = inf{|A] : A+ z € o(T)}
=inf{|[1 -zl : 1 € o(T)}

Zato je sada

1
(T —zD)7'|| = m

Neka je x € H, ||x|| = 1. Tada je
1 =|lxll = (T = 2D)™(T = zDxll < (T = 2D II(T = zD)xll,

a iz toga slijedi

d(z,0(T)) = < T = =D,

(T —zD M~
¢ime je tvrdnja dokazana. m|
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Sljedeci teorem nam daje vrlo bitno svojstvo normalnih operatora §to se ti¢e poveza-
nosti spektra i numericke slike. Znamo da je zatvara¢ numericke slike svakog ogranicenog
operatora konveksan skup i da sadrZi spektar operatora. Zato je i konveksna ljuska spektra
operatora sadrzana u zatvaracu numericke slike, tj. conv(o(T)) C W(T). Kod normalnih
operatora vrijedi i1 obratna inkluzija, odnosno ta dva skupa su jednaka.

Teorem 6.0.4. Ako je T € B(H) normalan, onda je W(T) = conv(o(T)).

Dokaz. Otprije znamo da je conv(o(T)) € W(T). Pokazimo sada obratnu inkluziju.

Skup o(T) je kompaktan, tj. ogranicen i zatvoren. Zato je i conv(o(T)) zatvoren. Svaki
zatvoren konveksan skup se moze prikazati kao presjek zatvorenih poluprostora. Zato je
dovoljno pokazati da svaki zatvoreni poluprostor koji sadrzi o(T), sadrzi i W(T).

Neka je p pravac 1 P zatvoren poluprostor ogranicen tim pravcem tako da je o(T) € P
io(T)N p # 0. Neka je @ € o(T) N p. Tada postoji 6 € [0, 27) takav da je

o(e(T — al)) C (P —a) ={1€C:Red <0}

Ako pokazemo tvrdnju za (T — al), odnosno da poluprostor {1 € C : Red < 0} sadrzi
W(e(T — al)), onda je, koristeéi Propoziciju (e), e'(W(T) — a) C %P — a), 4.
W(T) c P.

Zato, bez smanjenja opcCenitosti, neka je

o(T)C{AaeC:Rea<0} i o(T)Nn{1eC:Red=0}#0.

Nekajea+ib € W(T),a>01x € H, ||x|| = 1, takav da je (T x, x) = a + ib. Tada postoji
y € H tako da su x i y okomiti, tj. (x,y) = O (jer je H Hilbertov prostor i {x} je zatvoren
skup) i Tx = (a + ib)x +y. Neka je c € R, ¢ > 0. Tada sigurno ¢ ¢ o<(T) i iz Teorema|[6.0.3]
slijedi
d(c,o(T)) < (T = eDxll,
odnosno
*<[d THI* < |l(a— ¢ +ib)x +yII* = (a—c)* + b* + |yl
™ < ld(c,a(T)I < l(a—c+ib)x+ylI" =(a—c) I

Prema tome, vrijedi 2ac < a® + b* + ||y|[>. Znamo da je a, ¢ > 0, a bududi je ¢ proizvoljan,
dosli smo do kontradikcije. Vrijedi W(T') C conv(o(T)). O

Koristeéi prethodni teorem i Hildebrandtov teorem zaklju¢ujemo da za sve normalne
operatore T € B(H) vrijedi

W(T) = ﬂ {W(VTV‘l) : V € B(H) je regularan operator}.

Numericka slika normalnog operatora je time sadrzana u numerickoj slici svih ograni¢enih
operatora koji su mu sli¢ni (to¢nije u njihovim zatvaracima) i to je najveéi skup s tim



POGLAVLJE 6. NORMALNI OPERATORI I NUMERICKA SLIKA 43

svojstvom. Zato, ako je neki operator 7 € B(H) sli¢an nekom normalnom operatoru N €
B(H), onda je desna strana jednakosti u Hildebrandtovom teoremu [3.2.4]jednaka zatvaracu
numericke slike operatora N, tj. conv(o(T)) = W(N).

Za tocku z nekog skupa S kaZemo da je ekstremna tocka skupa S ako postoji zatvoren
poluprostor P tako da je S N P = {z}. Prethodni teorem nam je rekao da iz spektra mozemo
odrediti zatvaraC numericke slike normalnog operatora. No, vrijedi i obrat, tj. iz numericke
slike moZemo zakljuciti nesto o svojstvenim vrijednostima normalnog operatora. O tome
govori sljedeci teorem.

Teorem 6.0.5. Neka je T € B(H) normalan operator. Ekstremne tocke skupa W(T) su
svojstvene vrijednosti operatora T ako i samo ako je W(T) zatvoren skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je W(T') zatvoren. Neka je z ekstremna tocka skupa W(T') 1 neka
je p pravac koji definira zatvoren poluprostor P tako da je W(T) € Pi W(T) N p = {z}.
Sli¢no kao i u dokazu proslog teorema moZemo pretpostaviti, bez smanjenja opcenitosti,
dajez =01 WT) € {1 € C:Imad > 0}. Nekajex € H, ||lx]| = 1, takav da je
(Tx,x) = z = 0. Zato je ((T —T")x,x) = 0. Promotrimo operator %(T — T7). Vrijedi
[%(T - T*)]* = W(T = T*), tj. +(T — T*) je hermitski operator. Neka je f € H proizvoljan.
Vrijedi

1 1
<;(T—T*)f,f> = (TLH =T =2m(T S f)

;o f
”f—”,m>20,

> € W(T). Dobili smo da je %(T — T7) pozitivno semidefinitan pa postoji

= 2||f||21m<T

S L
A A1
pozitivno semidefinitan operator B € B(H) tako da je B> = %(T —T7). Sada je

jer je <T

pa je Bx = 0, odakle slijedi B>x = 0. Kona&no,
(T-T)Hx=0.

Dobili smo da x pripada skupu N := Ker(T — T*) = {f € H : Tf = T* f}, koji je zatvoren.
Buduc¢i je T normalan, vrijedi

T"Tx=TT"'x=TTx,

tj. N je invarijantan za T i T|y je ocito hermitski operator. Jasno je da vrijedi W(T|y) C
W(T) i prema Teoremu §.0.1]imamo W(T'|y) C R. Zato je W(T|y) € W(T) N R = {0}, iz
Cega slijedi T'|y = 0. Bududi je x € N, vrijedi Tx = 0, Sto znaci da je 0 € o ,(T).
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Obrat je istinit za svaki operator 7 € B(H). Skup W(T) je jednak konveksnoj ljusci
ekstremnih to¢aka skupa W(T). Ako pretpostavimo da su te ekstremne tocke svojstvene
vrijednosti operatora 7 i koristeéi Cinjenicu da je tockovni spektar operatora sadrZzan u
numerickoj slici tog operatora dobivamo

W(T) C conv(o,(T)) € conv(W(T)) = W(T),

tj. W(T) = W(T), ¢ime je tvrdnja dokazana. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo razvili osnovnu teoriju numericke slike i pokazali neka
fundamentalna svojstva koja vrijede za numericku sliku i numericki radijus. Radili smo
s ograni¢enim linearnim operatorima nad kompleksnim Hilbertovim prostorima. Opisali
smo numericku sliku raznih linearnih operatora, posebno za hermitske i normalne opera-
tore. Pokazano je kako su povezani numericka slika i spektar operatora. Promatrali smo
Sto se mozZe zakljuciti o numerickoj slici ako nam je dan linearni operator i, obratno, ako
nam je dana numericka slika nekog operatora, pokazali smo S§to se moze zakljuciti o tom
istom operatoru iz njegove numericke slike.



Summary

In this thesis, we have developed the basic theory of numerical range and shown some fun-
damental properties that apply to numerical range and numerical radius. We worked with
bounded linear operators over complex Hilbert spaces. We have described the numerical
range of various linear operators, especially for self-adjoint and normal operators. It was
shown how the numerical range and the spectrum are related. We observed what can be
concluded about the numerical range if we are given a linear operator and, conversely, if
we are given the numerical range of an operator, we have shown what can be concluded
about that same operator from its numerical range.
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