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Uvod

U matematickim i racunalnim modelima nekih deterministi¢kih pojava u realnom svijetu
postoje odredene nesigurnosti i nepreciznosti glede njihovih parametara. Da bi se nekako
rijeSili takvi problemi, pocela se razvijati intervalna analiza. Prvi koji je razvijao tu granu
bio je Moore [2] koji je uspjeSno razvio aritmeticka pravila s intervalima.

Teorija se pokazala pogodnom za daljnji razvoj u teorijskom smislu, medutim, imala
je jedan bitak manjak. Za aritmeticku operaciju zbrajanja opcenito ne postoji inverzni
element, odnosno, iz a + b = 0 ne slijedi nuzno b = —a. Ipak, teorija se pocela uspjesno
razvijati nakon Sto je Hukuhara 1967. godine uveo koncept segmentne razlike koja je
nazvana Hukuharina razlika, a definirala se kao a © b = ¢ ako i samo ako je a = b + c.
Tako definirana operacija zadovoljava mnoga Zeljena svojstva, no nije uvijek definirana.

Postupnim razvojem, a ponajviSe zaslugom Stefaninija i Bedea [3, 4], koncept Huku-
harine razlike je poopcen i definiran kao generalizirana Hukuharina razlika (gH-razlika) za
svaka dva segmenta. Na tom temelju mogla se dalje graditi teorija. Ve¢ je Hukuhara poceo
razvijati koncept derivacije funkcije s vrijednostima u segmentima na temelju H-razlike,
no zbog manjkavosti iste, takva derivacija nije bila u potpunosti primijenjiva. Ipak,
Stefanini i Bede na temelju gH-razlike definiraju generaliziranu Hukuharinu derivaciju, a
zatim 1 integral.

Teorija se razvijala 1 dalje, ali mnogi njezini rezultati izlaze van okvira ovog rada.
Ipak treba spomenuti znacajni doprinos autora kao $to su Tao i1 Zhang [5] koji su, izmedu
ostalog dosli do mnogih rezultata vezanih za svojstva gH-razlike i gH-derivacije te Chalco-
Cano 1 sur. [1] koji su dobivene rezultate uspjesno primijenili za neke nejednakosti, od
kojih posebno isticemo nejednakost Ostrowskog.

Ovaj rad, stoga, dijelimo na tri dijela. U prvom dijelu éemo opisati racunske opera-
cije sa segmentima. U drugom dijelu ¢emo proucavati gH-razliku te funkcije koje kao
vrijednosti imaju segmente. U treCem dijelu ¢emo se osvrnuti na derivaciju i integral funk-
cija s vrijednostima u familiji segmenata te pokazati primjenu tih funkcija na nejednakost



SADRZAJ

Ostrowskog za segmente.



Poglavlje 1

Racunske operacije sa segmentima

1.1 Aritmetika segmenata

Osnovni pojmovi

Podsjetimo se najprije Sto je segment. Neka su a 1 b realni brojevi takvi da je a < b.
Zatvoreni interval ili segment u oznaci [a, b] je skup realnih brojeva dan sa

[a,b] ={xeR:a< x<b}

Skup svih segmenata u R oznacit ¢emo sa IR.

U ovom radu, segmente ¢emo oznaCavati malim slovima, rubove segmenata istim
malim slovom, ali sa eksponentima L i R redom za lijevi i desni rub, dakle

a= [aL, aR] .

Za dva segmenta a i b kaZemo da su jednaka ako je a* = bl i a® = b~.

Za segment a kaZemo da je degenerirani ako je a = af. Takav segment sadrZi

samo jedan realan broj a, odnosno poistovjecujemo degenerirani segment [a] sa realnim
brojem a.

Duljinu segmenta a u oznaci w(a) definiramo kao
w(a) := a® - a*. (1.1)

Apsolutna vrijednost segmenta a u oznaci |a| je definirana na sljede¢i nacin:

L
s

lal := max {|a"|, |a|} (1.2)

3
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SrediSte segmenta a oznacavamo s m(a) i definiramo kao

m(a) =

%(aL + aR). (1.3)

Relacija uredaja

Sli¢no kao Sto je i na skupu R definirana relacija uredaja <, tako je i na IR definirana
relacija uredaja koju ¢emo takoder oznacavati s < na sljedeéi nacin:

a<b = df <b"

Aritmeticke operacije na segmentima

Sada ¢emo definirati osnovne aritmeticke operacije na segmentima. Ono na S$to treba
obratiti paZnju je da su segmenti po definiciji skupovi pa se operacije na segmentima
svode na operacije sa skupovima. Primjerice, rezultat zbrajanja dva segmenta je seg-
ment koji sadrZi sume svih parova brojeva, gdje je svaki broj u paru iz jednog od sumanada.

Zbroj dva segmenta definiramo na sljedeci nacin:

a+b:={x+y:xea,yecb}. (1.4)
Kako to izgleda u praksi ¢emo razmotriti malo kasnije. Definirajmo prvo i ostale operacije.
Razlika dva segmenta je skup

a-b:={x—-y:xe€a,yeb} (1.5)
Sli¢no, umnozak dva segmenta je dan sa

a-b:={xy: xe€a,yeb}. (1.6)

Konacno, koli¢nik dva segmenta je definiran kao

a

—::{)—C:xea,yeb}, (1.7)
b y

uz uvjetda O ¢ b.

PokaZimo sada kako se u praksi koriste te operacije.
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Zbrajanje

Buduéi da
xXea = aLSXSaR

te
yeb = bt <y<bh,

zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo
ab +bF < x+y<a®+ bR

Bududi da je prema (1.4) x + y € a + b, slijedi formula koja opisuje kako se zbrajaju
segmenti:
a+b=[a"+b" a*+b". (1.8)

Primjer 1.1.1. Neka je a = [4,7), b = [-2, 1]. Tada je
a+b=[4+(-2),7+1]=12,8].

Oduzimanje
Uocimo kako formula (1.8) izraZava zbroj segmenata a + b u terminima rubova segmenata
aib. Sli¢ni izrazi se mogu izvesti i za ostale operacije.
Najprije definirajmo segment —b:

-b:={yeR: —yeb}
Drugim rijeCima,

b = [-bF,-b"].

Sada mozZemo postupiti slicno kao i kod zbrajanja. Vrijedi sljedece.

xea = a"*<x<a®

te
ye-b = -bf<-y<-b"
Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo
ab - bR <x-y<ad®-bh

Bududi da je prema (1.5) x — y € a — b, slijedi formula koja opisuje kako se oduzimaju
segmenti:
a—b=[a"-b~ a* - b (1.9)

Napomenimo samo dajea — b = a + (=b).
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Primjer 1.1.2. Neka je a = [-4,7], b = [-2, 1]. Tada je
a-b=[-4-1,7-(-2)] =[-5,9].

Primjer 1.1.3. Neka je a € IR. Razlika a — a generalno nije jednaka nulsegmentu [0, 0].
Zasto?
a-a=[d" d*]-[d", a"] = [d" - a* " - a"].

Ovaj izraz jednak je [0,0] ako i samo ako je a* = af, odnosno ako je a degenerirani
segment.

Prethodni primjer je vrlo bitan za daljnja razmatranja u ovom radu te ¢emo se na njega
vratiti kasnije.

Mnozenje
Neka su a 1 b segmenti, a S skup definiran na sljedeci nacin:
S = {a"b", d" D", a"b", a"b).
Umnozak segmenata a i b dobiva se na sljedeci nacin:
a-b=[minS,maxS]. (1.10)

Buduc¢i da degenerirani segment [k, k] poistovjeCujemo s realnim brojem k, formula za
mnozenje segmenta a skalarom k je sljedeca:

) [kaL,kaR], k>0, G
a = .
[kaR, kaL], k < 0.

Dijeljenje
Kao i kod realnih brojeva, dijeljenje moZemo prikazati kao mnoZenje reciprocnim djelite-
ljem. Dakle,

= [min S, max S], (1.12)

gdje je
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Korisna formula

Propozicija 1.1.4. Neka je a € IR. Tada vrijedi
1
a =m(a) + Ew(a)[—l, 1]. (1.13)

Dokaz. Segment a je oblika [a",a"] pa je m(a) = 3(a" + a®), a w(a) = a® — a*. Tzraz
w(a)[—1, 1] je prema (1.11) jednak [-w(a), w(a)] pa je %w(a)[—l, 1] jednak

1 1
[—EW(G), EW(G)] ,

odnosno

—a —=a, =a —=a

1L, 1glg 1,
2 2772 27 |

Konacno, izraz m(a) + %w(a)[—l, 1] je zbog Cinjenice da se realan broj poistovjecuje s
degeneriranim segmentom jednak

et e Loty R
m(a) + 2W(a)[ 1,1] = 2(a +a')+

—a” - za, za — =

2 2 2 2

1LlRlRlaL:|

1 1 1 1 1 1 1
= [EClL + E(lR, E(IL + EaR + Z(ZL - E(ZR, E(JR - E(IL:|
(L8) [ L R]
=" |la"+a
=a.
Sto je i trebalo dokazati. O

1.2 Svojstva aritmetike segmenata

Komutativnost i asocijativnost

U proSlom poglavlju smo uveli osnovne aritmeticke operacije sa segmentima. 1z njihovih
definicija slijedi niz poznatih algebarskih svojstava.

Propozicija 1.2.1. Neka su a, b, c € IR. Tada vrijedi
(i) a+ b = b+ a, (komutativnost zbrajanja)

(ii) a+ (b + c) = (a+ b) + ¢, (asocijativnost zbrajanja)
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(iii) ab = ba, (komutativnost mnoZenja)
(iv) a(bc) = (ab)c, (asocijativnost mnoZenja)
za svakia, bi c.

Dokaz. (1) Nekaje x € a + b. Tada vrijedi:
x€a+b = a"+b"<x<d®+b°
— bl +ad" <x<b®+d"
= x€b+a.
Dakle,a+ b =b + a.
(i1) Nekaje x € a + (b + ¢). Tada vrijedi:
xea+(b+c) &= d+b+)F<x<d+bB+o)R
= d"+ 0"+ <x<d+ O+ )
(@"+b") + < x <@+ %) + F

@+b)r+ct<x<@+bf+ck

111

xe(a+b)+c.
Dakle,a + (b +¢) = (a+ b) + c.
(iii)) Neka su x € a, y € b. Tada je, prema (1.6):
ab={xy: x€a,yecb}
={yx:yeb, xea}

= ba.
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(iv) Nekasux € a,y € b, z € c. Tada je, prema (1.6):

albcy=a-{yz: yeb, zec}
={x(yz): x€a,yeb, z€c}
={(xy)z: x€a,y€eb, zec}
={xy:x€a,yeb}-c

= (ab)c.

Neutralni element

Degenerirani segmenti 01 1 su redom neutralni elementi za zbrajanje i mnoZenje, odnosno,
za a € IR vrijedi
a+0=0+a=aqa, (1.14)

a-l1=1-a=a. (1.15)

Inverzni element

Inverzni elementi za zbrajanje 1 mnoZenje ne postoje. Ve¢ u Primjeru 1.1.3 smo vidjeli da
—a nije inverzni element od a.

Propozicija 1.2.2. Neka je a € IR. Tada je
a—a=w()[-1,1]. (1.16)
Dokaz. 1z 1.1.3 znamo kako je
a—a=[a*-d® ad® - a".

Primjenom Propozicije 1.1.4 slijedi
1
a—a=m(a—-a)+ Ew(a)[—l, 1]

1 1
= E(aL —ad®+d®-ab) + E(aR —at —at +d[-1,1]

= (@® - aM[-1,1]

= w(a)[-1,1].
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S ovime utvrdujemo kako je a — a = 0 ako 1 samo ako je a degenerirani segment.

Sli¢no, £ = 1 ako i samo ako je a degenerirani segment. a opéenito vrijedi

e a1 akoije 0 < at,
a_ [ ] ! (1.17)
¢ | |%2.%| akojeat <o.
Subdistributivnost
Pravilo distributivnosti
alb+c¢) = (ab + ac)
koje vrijedi u R, ne vrijedi u IR. Slijedi protuprimjer.
Primjer 1.2.3. Neka je a = [1,3], b =[2,2], c = —[2,2]. Tada je
alb+c)=1[1,3]-([2,2] - [2,2])
=[1,3]-[0,0]
=[0,0].
ab +bc =1[1,3]-[2,2] - [1,3]-[2,2]
=[2,6] - [2,6]
24 -
= [-4,4].
Ipak, vrijedi tzv. subdistributivnost.
Propozicija 1.2.4. Neka su a, b, c € IR. Tada je
alb+c)Cab+bc. (1.18)

Dokaz. Neka je x € a(b + ¢). Koristeci definicije zbrajanja 1 mnoZenja segmenata, slijedi:

x€alb+c) = x=dd, deadeb+c
= x=db' +c), deab eb ec
= x=db +dc, deab b, ec

= x€ab+ac.

Dakle, a(b + ¢) C ab + bc. O
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Ipak, distributivnost vrijedi u posebnim slucajevima.

Propozicija 1.2.5. Neka je x e Rib,c € IR. Tada je
x(b+c) = xb+ xc. (1.19)
Dokaz. Nekajey € x- (b + c). Sli¢no kao i u prethodnoj propoziciji, slijedi:
vex-(b+c) = y=xd, deb+c
= y=x(b"+¢), b ebec
= y=xb'+xc’, b e€b, €ec
= y € xb+ xc.

Pokazali smo x - (b + ¢) C xb + xc.

Sada, neka je y € xb + xc. Slijedi:

YEXb+xc = y=n+¢, nexb,¢exc
= y=xb"+xc’, b eb ec
= y=x(b"+c"), b ebc ec
— y € xb+ xc.

Sada smo pokazali da je xb+xc C x-(b+c), dakle konacno je poCetna tvrdnja dokazana. O
O joS jednom slucaju kada distributivnost vrijedi govori sljedeca propozicija.

Propozicija 1.2.6. Neka su a, b, c € IR te bc > 0. Tada je
alb+c) =ab + bc. (1.20)

Dokaz. Buduci da vrijedi (1.18), dovoljno je dokazati ab + ac C a(b + c).

Neka je x € ab + ac. Tada postoje n € ab i ¢ € ac, takvi da je x = 1 + ¢.
Slijedi:

X=n+te

=ab; +axc;, a,a»€a,by€b,c| €c.
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Zbog bc > 0 slijedi b + ¢ # 0, stoga neka je

by C1
+ ar .
b1+Cl b1+C1

a=a

Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je a; < a,. Imamo dva slucaja. Prvi
slucajje b < 0, ¢ < 0. Tada je by +c; < 0. Zelimo dokazati da je a; < a’. To je ekvivalentno
sa

Cllbl + acy
a < ——
b] + Cq
al(bl + C]) > Cllbl + arcq
aicy = ac

((12 - a1)01 < 0.

Ovo je istina zbog a; < a; i ¢; < 0. Sli¢no se dokaze i @’ < a,. Dobivamo a; < a’ < a, pa
jea €a.
Drugi slucaj je b > 0, ¢ > 0. Tada je by + ¢c; > 0. Ponovno Zelimo dokazati

a; < d’, $to je ekvivaletno sljedecem:

Cl]b] + arc
a £ ———
b] + Cq
al(bl + C1) < a1b1 + arcy
aicy £ arc

(ay —ay)c; = 0.

Ovo je istina zbog a; < a; i ¢; > 0. Sli¢no se dokaze u @’ < a,. Dobivamo a; < @’ < a, pa
jea €a.

Dakle, imamo
x=d b, +cy) €alb+c).

Time smo pokazali ab + ac C a(b + c). O

Dokidanje i skradivanje

Vrijedi sljedeée bitno svojstvo poznato iz skupa realnih brojeva.
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Propozicija 1.2.7. Neka su a, b, c € IR. Tada vrijedi:
at+tc=b+c = a=bh. (1.21)
Dokaz.
a+c=b+c = [a*+ct,a® + R = [b* + bR + X
= ad"+ct=bt+ct A A+ R =+ R

= at=b" A a® = bR

= a=b.
O
Primjer 1.2.8. "Skracivanje” se ne moZe primijeniti za mnoZenje segmenata, odnosno
ca=cb=a=h. (1.22)
PokaZimo to za a = [0,1], b = [1, 1], ¢ = [0, 2]. Tada je
ca=cbh=10,2],
alia # b.
Simetri¢ni segmenti
Za segment a kazemo da je simetri¢an ako je
at = -d". (1.23)

Primjeri simetricnih segmenata su [-1,1] i [— V2, \/5]. Svaki simetri¢ni segment ima
srediSte jednako nuli pa ako je a simetri¢ni segment, prema (1.1) i (1.2) je

la| = %w(a) 1 a=|al[-1,1].

Svojstva aritmetickih operacija sa simetri¢nim segmentima su neSto jednostavnija. Ako su
a, b 1 ¢ simetri¢ni segmenti, tada vrijedi:

a+b=a->b=(al+|bD[-1,1],
ab = |allb|[-1, 11,

a(b £ c) =ab + ac = a|(|b| + |c)[-1, 1].
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Ako je b simetric¢ni segment, a a bilo koji segment, tada je
ab = |alb.
Ako su b i ¢ simetricni segmenti, a a bilo koji segment, tada vrijedi

alb+c) =ab + ac.

14



Poglavlje 2

Funkcije s vrijednostima u familiji
segmenata

2.1 Generalizirana Hukuharina razlika

U proSlom poglavlju smo opisali segmente i aritmeticke operacije sa segmentima. Posebno
isticemo Primjer 1.1.3 koji govori da za segment a generalno ne vrijedi a —a = 0 §to
pokazuje da oduzimanje segmenata nije inverzna operacija zbrajanja. Zbog toga mnoga
svojstva realnih brojeva se ne mogu proSiriti na segmente. Stoga, da bi se taj nedostatak
popravio, Hukuhara je uveo drugaciji koncept razlike, tzv. Hukuharinu razliku (H-razlika)
u oznaci a © b tako daje a © b = c ako je a = b + c. Ta operacija daje rezultata © a = 0,
ali problem je §to a © a postoji samo ako je w(a) > w(b).

Primjer 2.1.1. Izracunajmo a © b ako je:

(i) a=12,8], b =11,3],

(ii) a =[1,3], b =[2,8].
Rjesenje.

(i)

aeb=c
[2,8]0[1,3] = [¢", "]
[1,3] + [c", *] = [2,8]

c=1[1,5].

15
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(i1)
aeb=c
[1,3]e[2,8] = [¢", "]
[2,8] + [c", ¢*] = [1,3]
c=[-1,-5].
U ovom slucaju rezultat ne postoji jer [—1, —5] nema smisla.

Radi ovog nedostatka je bilo potrebno generalizirati ovaj koncept razlike Sto je ucinio Ste-
fanini [3, 4] na sljede¢i naCin.

Definicija 2.1.2. Neka su a, b € IR. Tada se generalizirana Hukuharina razlika (gH-
razlika) segmenata a i b definira kao

aS, b=c, (2.1)
gdje je a = b + c ako je w(a) > w(b) ili b = a + (—1)c ako je w(a) < w(b).

PrimijeCujemo kako je a ©, b=a © b ako je w(a) > w(b), no za w(a) < w(b), gH-razlika
je definirana dok H-razlika nije. Stoga je gH-razlika proSirenje H-razlike.

Kroz sljedecih nekoliko lema prikazujemo neka svojstva gH-razlike.
Lema 2.1.3. Neka su a, b € IR te k € R. Vrijede sljedeca svojstva:
(i) a©, b = [minfa" — b*, a® — b*}, max{a" — b*, a" - b*}],
(ii) a©,a=0,a0,0=0a,06,a=(-1)aq,
(iii) (—a)©,b = (=b) S, a,
(iv) a©y,b = (-b) S, (—a) = —(b S, a),
(v) (a+b)S, b =a,a0,(a+b)=-b,
(vi) (a©g b) + b = a, ako je w(a) > w(b); a + (=1)(a ©, b) = b, ako je w(a) < w(b),
(vii) k(a©, b) = ka ©, kb.
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Dokaz. (i) Razmatramo dva slucaja. Prvo, neka je w(a) > w(b). To povlaci a® — a* >
b® — bt, odnosno a® — bR > a* — b*. Sada je
a©,b=c
b+c=a
[b", b*] + [c*, *] = [a", "]

[bL +cE bR+ cR] = [aL, aR]

b+t =dt bR+ R =aR
cl=d - bt K =al - bR
ct = min{a® - b*, a® — bR} c® = max{a® - b%, a® - bR).

Drugi slu¢aj je w(a) < w(b), tj. a® — bR < a* — b*. Imamo
a©,b=c
a+(-ec=>b
[a",a®] — [c-. cF] = [bE, b

[ClL _ CR,ClR _ CL] — [bL, bR]

at - & =pt a® -t = bR
R =at —b* ct=af — bR
ct = min{a® - b%, a® - bX} c® = max{a’ - b%, a® - bR).

(if) Sva tri svojstva slijede direktno iz definicije gH-razlike.

(iii) Najprije konstatirajmo kako je w(a) = w(—a) za bilo koji a € IR. Sada, neka je
w(a) > w(b). Neka je (—a) ©, b = c. Tada prema definiciji imamo:

—-a=b+c
—a®, —a"] = [b" + b, bR + F]

k= —a® - bt R = —da" - bR,
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S druge strane, neka je (—b) ©, a = d. Prema definiciji imamo:
a=-b+(-1)d
[a" + a®] = [-b" - d®, —b" — d"]
d® = —a* - b* d" = —a" - b".
Dobili smo ¢ = d, odnosno traZzenu tvrdnju.

Slucaj w(a) < w(b) se dokazuje analogno.

(iv) Ako je w(a) > w(b), tada ako je (=b) ©, (-a) = c, slijedi —a = —b + (-1)c,
aako je bo, a = d, slijedi a = b + (-1)d. Odavde imamo ¢ = —d, odnosno
(=b) &, (—a) = —(b ©, a). Takoder, ako je a ©, b = e, slijedi a = b + e, tj.
—a =-b+ (—1)epajee=c=—d, odnosno vrijedi tvrdnja.

Ako je w(a) < w(b), imamo b = a + (-l)e, =b = —a+cte b = a+d.
Slijedi e = ¢ = —d, odnosno pocetna tvrdnja.

(v) Neka je (a+b)S, b = c. Zelimo dokazati ¢ = a. Ilije a + b = b + ¢ pa prema
Propoziciji 1.2.7 imamo a = c ili b = a+ b+ (—1)c te nakon primjene iste propozicije
0 = a — c. Primjer 1.1.3 nam govori da su a i ¢ degenerirani pa je a = c.

Sada neka je a ©, (a + b) = c. Zelimo dokazati —b = ¢. Ilijea = a+b +c¢
pa nakon primjene Propozicije 1.2.7 i Primjera 1.1.3 proizlazi da su b i ¢ degeneri-
rani, odnosno —b = cilije a + b = a + (—1)(—b) Sto je uvijek istinito pa ostaje iz
prvog slucaja —b = c te je time tvrdnja dokazana.

(vi) Svojstvo slijedi direktno iz definicije gH-razlike.

(vii) Nekaje a©,b = c. Zaw(a) > w(b) imamo ka©,kb = [k(b+c)|S.kb = (kb+kc)S,kb.
Prema prvoj tvrdnji svojstva (v) iz ove leme slijedi ka ©, kb = kc. Za w(a) < w(b)
imamo ka©, b = kaS, [k(a—c)] = ka©, (ka—kc). Primjenom druge tvrdnje svojstva
(v) slijedi trazena tvrdnja.

O

Lema 2.1.4. Neka su a, b, c € IR. Vrijede sljedeca svojstva:
(i) a©, b =0 ako i samo ako je a = b,

(i) (a+b)S,(a+c)=b6, ¢,
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(iii)

(a©,b)O, (aS,c) = cOy b, ako je w(a) < min(w(b), w(c)) ili w(a) > max(w(b), w(c)).

Dokaz. (i) Neka je a ©, b = 0. Tada je, prema definiciji gH-razlike, ili a = b + 0 ili

(it)

(iif)

b = a+ (1) -0 Sto u oba slucaja daje a = b. Obratno, neka je a = b. Tada je
a©,b=a6,a=0premaLemi 2.1.3 (ii).

Neka je (a+b) 6, (a+c¢) = d. Sada je prema definiciji gH-razlike a+b = a+c+d ili
a+c=a+b+(-1)d. Prema Propoziciji 1.2.7 slijedidaje b = c+dilic = b+ (-1)d,
Sto znaCidaje b S, c = d.

Nekajeao,b=e,a0,c= f1e©, f = g. Kada je w(a) < min(w(b), w(c)), imamo
dajeb=a+(-1)eic=a+(-1)f. Dakle, ako je w(e) > w(f),ondajee = f + g pa
slijedia+ (—1)e =a+ (-1)f + (—1)g. Dobili smo b = ¢+ (—1)g. S druge strane, ako
je w(e) < w(f), imamo f =e+ (—1)g pastogajea+ (—1)f =a+ (—1)e + g. Dobiva
se ¢ = b + g. Dakle, dobili smo g = ¢ &, b.

Sli¢no, kada je w(a) > max(w(b),w(c)), slijedi dajea = b+eia = c+ f.
Ako je w(e) > w(f), dobivasec+ f=b+e =b+ f+ g odnosno,c =b+g. S
druge strane, ako je w(e) < w(f),imamob +e =c+ f =c+e+ (—1)g, aiz toga
b = ¢ + (=1)g. Dakle, takoder smo dobili g = c ©, b.

O

Radi jednostavnosti uvodimo oznake r,, i 1, gdje je ry, = w(a) — w(b) i r,. = w(b) —w(c).

Lema 2.1.5. Neka su a, b, ¢ € IR. Vrijede sljedeca svojstva:

(@)

(it)

(iif)

@iv)

wo b)ec_{aeg(b+c), Fap 2 0,
8 g~ =

(a+ (=1)c)©, b, inace;

(a+c)egb, rbCZO,

aeg(begc)—{

¢S, (b+ (=1a), inace;

ao,b)o,c, rap =0,
aeg(b+c)—{( ¢ D) & b

a©, b+ (=1)c, inace;

(a+c)S, b, ra =0,

a©,b+c=
) {aeg (b+(=1)c), inace.
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Dokaz. Nekajea©,b=dibo,c =d,. Akojer, >0, tadajea = b+d teako jery <0,
tada je b = a + (=1)d. Sli¢no, ako je r,. > 0, tada je b = ¢ + d, te ako je rp. < 0, tada je
c=b+(-1)d,.

(@)

(i1)

(iii)

(iv)

2.2

Neka je e; = d ©, c. Po definiciji je d = ¢ + e ako je w(d) > w(c) te c = d + (=1)e,
ako je w(d) < w(c). U slucaju da je r,, > 0, ako je w(d) > w(c), dobivamo
a =b+d = b+c+e; te ako je w(d) < w(c),ondaje b+c = b+d+(—1)e; = a+(—1)e;.
Prema tome, imamo e; = a &, (b + ¢).

S druge strane, u slucaju da je r,, < 0, ako je w(d) = w(c), dobivamo
b = a+ (-1)d = a+ (-l)c + (-1)e; te ako je w(d) < w(c), onda je
a+(=1)c=a+(=1)d +e; = b+ e;. Prema tome, imamo e; = (a + (—=1)c) , b.

Neka je e, = a ©,d;. Za w(a) > w(d,) se dobiva a = d; + e,, a za w(a) < w(d))
jedy = a+ (-1)e;. U slucaju da je r,, > 0, ako je w(a) > w(d;), dobiva se
a+c=c+d +e; =b+ey,aakojew(a) <w(d)),ondajeb =c+d, =a+c+(-1)e;.
Zbog tih dviju jednakosti je e; = (a + ¢) S, b.

S druge strane, u slucaju da je r,, < 0, ako je w(a) > w(d;), dobiva se
b+ (—a =>b+ (—1d, + (-1)e; = ¢ + (—1)ey, a ako je w(a) < w(d,), onda je
c=b+(=1)d, =b+(=1)a+ e, Stogaje e, = cS, (b+ (~1)a).

Neka je e3 = a©,(b+c). Prva jednakost je ista kao i u (i) pa preostaje pokazati drugu.
Ako je r,, < 0, tada je oCito w(a) < w(b + ¢). Toznalidaje b+ c = a+ (—1)es.
Dakle, dobivamo e; = d + (—1)c.

U slucaju r,, > 0, znamo da je a = b + d zbog Cega je a + ¢ = b + ¢ + d. Bududi da
je w(a +c) > w(b), dobivamo d + ¢ = (a + ¢) S, b.

S druge strane, u slucaju r,, < 0, uo¢imo da je w(a) < w(b + (—=1)c)ib =a+ (-1)d
zbog Cegaje b + (=1)c = a+ (=1)(d + ¢). Dakle,d + ¢ = a©, (b + (=1)c).

Normirani kvazilinearni prostor

Prostor segmenata

Neka sua, bic € IR te k, [l € R. PodsjeCamo na poznata svojstva zbrajanja i mnoZenja
skalarom:
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() a+b=b+a,

(i a+(b+c)=(a+Db)+c,

(iii) a+ 0 = a,

(iv) k(a + b) = ka + kb,

) k(la) = (kDa,

i) 1-a=a.

Ipak, nedostatak ove teorije je Sto generalno ne postoji e € IR takavdajea+e = 0, a
jednakost (k + l)a = ka + la je istinita samo ako je k/ > 0. Na primjer, zak = 1, = -1
ia =1[2,3], b = [-3,-2], izraz (k + D)a je jednak 0, a ka + la = [4,6]. Isto tako, ako
je a+b = 0, tada mora biti 2+b" = 01 3+bR = 0, dakle b = [-2, —3] $to je o&ito nemogude.

Mozemo zakljuciti da IR nije linearni prostor sa ranije opisanim pravilima zbrajanja
1 mnoZenja skalarom, ali zadrZava gotovo sva svojstva linearnog prostora ako zamijenimo
operaciju oduzimanja sa gH-razlikom. Stoga, prostor IR zovemo kvazi-linearni prostor sa
gH-razlikom. U takvom kvazilinearnom prostoru, za bilo koji a € IR, postoji jedinstveni
e € IR takav dajea©, e = 0.

Da bismo istrazili daljnje odnose izmedu elemenata iz IR, uvodimo Hausdorff-
Pompeiujevu metriku (H-metriku) na IR na sljedeéi naCin:

H(a, b) := max{|a® — b"|,|a" - b"|}. (2.2)
Teorem 2.2.1. Funkcija H je metrika.

Dokaz. Prema definiciji, za a, b € IR, H(a,b) je jednak ili [aX — bY| ili |a® — bR| $to je
nenegativno.

Pretpostavimo H(a,b) = 0. Zbog nenegativnosti apsolutne vrijednosti realnog broja
slijedi |a® — b*| = 01 |a® — bR| = 0, odnosno a* = b% i a® = bR, dakle a = b. Obratno, neka
je a = b. Tada je H(a, a) = max{|at — a"|, |a® — a®|} = 0.
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Simetrinost je oCita zbog svojstava apsolutne vrijednosti realnog broja.

Dokazimo jo§ nejednakost trokuta. Neka je a’ = af — ¢t b’ = & — bt pa vrijedi
a + b = a" — bt. Zbog nejednakosti trokuta za apsolutnu vrijednost, vrijedi

ld +V| <|d|+ V)| = l|a* - b*| < |at - H| + |cF - B,

Vrijedi |at — c¢*| < H(a,c) zato $to je H(a,c) = max{lal — c!|,|a® — cF|} pa je odmah
lat — ¢t < H(a,c) ili |a* — ¢t = H(a,c) u sluéaju |at — ct| > |a® — cF|. Analogno je i
lck — b| < H(c, b) pa vrijedi

lat = bY| < |lat = ¢ + |cF = bt = |a* - b*| < H(a, ¢) + H(c, b).
Analogno se dobiva i [a® — b®| < H(a, c) + H(c, b).

Buduéi da su i |a® — bY| i |a® — b%| manji ili jednaki H(a,c) + H(c,b), znali da je
M := max{|at — b*|,|a® — bR|} < H(a,c) + H(c,b), ali M = H(a, b) prema definiciji od H.
Konacno slijedi tvrdnja. O

Sada navodimo neka svojstva H-metrike, gdje se svojstva (iv) 1 (v) veZu uz H-razliku.
Propozicija 2.2.2. Neka su a, b, ¢, d € IR te k € R. Vrijede sljedeca svojstva:
() Ha+b,a+c)=H(b,c);
(ii) H(ka,kb) = |k|H(a, b);
(@ii) Ha+b,c+d) < H(a,c) + H(b,d);
(iv) ako postojea© bia®©c, tada je Hae b,ao c) = H(b,c),
(v) ako postojea© bicod, tadaje Haeb,ced)=H(a+d,b+c).
Dokaz. (i)
H(a+b,a + ¢) = max{la" + b* — a* — &, |b* + & — a® — |}
= max({|b" — c*|, |p" - |}

= H(b,c).
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(if)
H(ka, kb) = max{|ka" + kb"|, |ka" + kb"|}
= max{lklla" + b*|, |klla® + b¥|}
= |k| max{|a" + b"|, |a® + b|}

= |k|H(a, D).

(7ii) Primjenom nejednakosti trokuta za H metriku i svojstva (i) iz ove propozicije, imamo
H@a+b,c+d)<H(@a+b,b+c)+HMb+c,c+d)

= H(a,c) + H(b,d).

(iv) Nekajeao b =dte a o c = e. Tada slijedi
H(d, e) = max{|d" — €|, |d® — €|}
= max{|at — bY — at + |, |a® = X — a® + K|}
= max{|cF — b*|,|c® — bR}
= H(c, b)

= H(b,c).

(v) Nekajeacb =etecod = f. Tadavrijedia = b+eic =d+ f. Primjenom svojstva
(i) ove propozicije imamo

Ha+d,b+c)=Hb+d+e,b+d+ f)=Hl(e,f).
O

Radi jednostavnijeg zapisa stavimo r,, = w(a) — w(b), r,c = w(a) — w(c), rqg = w(c) —
w(d), gdje sua, b, c,d € IR.

Lema 2.2.3. Neka su a,b, c € IR. Vrijedi
H(a©,b,a6,c) < H(b,c). (2.3)

Jednakost vrijedi ako je rr,. > 0.
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Dokaz. Nekajed =a©,btee=ao,c. Ako je ryra > 0, imamo dva slucaja.

U prvom slucaju neka je r,p, > 0, 1, > 0. Tadaje d = a© b, e = a © ¢ pa iz Pro-
pozicije 2.2.2 (iv) slijedi jednakost.

U drugom slucaju je r,p < 0, r,e < 0. Tadaje b = a+ (-1)d, ¢ = a + (-1)e.
Imamo:
Hd,e) " = H=d, (=1)e) "2 H(a + (=1)d,a + (=1)e) = H(b, ).

Jednakost vrijedi i u ovom slucaju pa vrijedi za r,r,. > 0.

Ako je rypr,e < 0, opet imamo dva slucaja. U prvom neka je r,, > 01 r, < O.
Tadajea=b+d,c=a+ (—1)e. Imamo

H(b,c) =H(b,a + (-1)e)
=H(b,b+d+ (-1)e)

Prop. 2.2.2(i)

HQO,d + (-1)e)

=H([0, 0], [d" — ¢, d" - ")
=max{|d" — €&, |d® — €|}

> max{|d" — e"|, |d® — e"|}
=H(d,e).

U drugom sluc¢aju r,, < 01 r,. > 0 se analogno dobiva H(b,c) > H(d, e). Time je tvrdnja
dokazana. m|

Lema 2.2.4. Neka su a,b,c,d € IR. Vrijedi
H(a©,b,co,d) < H(a+d,b+c). 2.4)
Jednakost vrijedi ako je ryr.q > 0.

Dokaz. Nekajee=a©S,bte h=c©6,d. AKo je ryreq > 0, imamo dva slucaja.

U prvom slucaju neka je r,p > 0, 7,y > 0. Tadajee = a© b, h = ¢ ©d pa iz Pro-
pozicije 2.2.2 (v) slijedi jednakost.
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U drugom slucaju je r,p, < 0, r(y < 0. Tadaje b = a + (=l)e, d = ¢ + (-Dh.
Imamo:

Prop. 2.2.2(ii)

H(e, h) H((=De, (=Dh)

Prop. 2220 H(a+c+ (=1e,a+c+(=1)h)

= Hb+c,a+d).
Jednakost vrijedi i u ovom slu€aju pa vrijedi za r,r.s > 0.

Ako je rypr.q < 0, opet imamo dva sluc¢aja. U prvom neka je r,, > 017y < O.
Tadajea=>b+e,d = c + (—1)h. Imamo

Ha+d,b+c)=Hb+c+e+ (-1)h,b+c)
= H(e + (—1)h,0)
= max{le” — K|, [e® — h"|}
> max{|e” — h*|, |e® — h¥|}
= H(e, h).

U drugom slucaju r,, < 01 r.y > 0 se slicno dobiva H(a + d,b + ¢) > H(e,h). Time je
tvrdnja dokazana. O

Lema 2.2.5. Neka su a,b,c,d € IR. Vrijedi
H(ac,bc) < H(O,c)H(a, b). (2.5)

Ova lema se dokazuje promatranjem razlicitih sluajeva s obzirom na medusobni
polozaj skupova a, b i c.

Definirajmo ||a||; = H(a,0), za a € IR.

Teorem 2.2.6. Prostor (IR, || - ||;) je normirani.
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Dokaz. Nekasua, b € IR, k € R. Treba dokazati da je funkcija || - ||; norma. PokaZimo da
je pozitivno definitna. Pretpostavimo da je ||a||; = 0. Slijedi:

H(a,0)=0

max{la’ = 0],]a® = 0|} = 0

la“ - 0] =0 A la® - 0] =0
ab=0 A a =0
a=0.
Obratno, neka je a = 0. Tada imamo
llall; = H(a,0) = H(0,0) = 0.
Provjerimo sada homogenost.
llkall; = H(ka, 0)
= max{lka"|, [ka"|}
= max{[klla"], lklla"|}
= [kl max{|a"|, |a"|}
= |k|H(a,0)
= |klllall;-
Preostaje nejednakost trokuta, tj. treba dokazati
lla + bli; < llall; + 1l;. (2.6)
Prelaskom na H-metriku, dobivamo ekvivalentnu nejednakost
H(a+b,0) < H(a,0)+ H(b,0),
ili
max{la" + b"|,|a® + b"|} < max{la"], |a"|} + max{|b"|, |b"|}.
Napomenimo joS$ kako vrijedi
la® + b*| < |a*| + |bY; (2.7)

la® + bR < |d®| + |BF. (2.8)

Razmatramo Cetiri slucaja.
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(i) Prvi slucaj je |at| < |af|, |b%| < |bR|. Tada je H(a,0) = |a®|, H(b,0) = |b¥|. Imamo
@7
la“ + b*| < |at| + bt < |a®| + |bR) = H(a, 0) + H(b,0);

(2.8)
la® + bR < |a®| + |b%| = H(a, 0) + H(b, 0);

Budu¢i da su i |a* + b%| i |a® + b®| manji od H(a,0) + H(b,0) tada je i max{|a" +
bt |a® + bR} = H(a + b,0) < H(a,0) + H(b,0).

(ii) Drugi slucaj je |a*| < |a¥|, |b*| > |bR|. Tada je H(a,0) = |a®|, H(b,0) = |b*|. Imamo
L L @27 L L R L
la“+ b"| < |a”|+|b"| £ |a”|+ |b"| = H(a,0) + H(b,0);

2.8)
la® + bR < |a®| + |bR| < |a®| + bt = H(a, 0) + H(b, 0);

Budu¢i da su i |a* + b%| i |a® + b¥| manji od H(a,0) + H(b,0) tada je i max{|a" +
bY, |a® + bR|} = H(a + b,0) < H(a,0) + H(b,0).

(iii) Treéi slucaj je |a| > |af|, |b*| < |bR|. Tada je H(a,0) = |a*|, H(b,0) = |b¥|. Imamo

2.7)
lat + bt < |at| + |bY| < |a*| + |bR| = H(a,0) + H(b, 0);

(2.8)
la® + bR < |a®| + bR < |at| + |B%| = H(a, 0) + H(b, 0);

Budu¢i da su i |a* + b%| i |a® + b®| manji od H(a,0) + H(b,0) tada je i max{|a" +
br|, |a® + bR|} = H(a + b,0) < H(a,0) + H(b,0).

(iv) Cetvrti sluéaj je la*| > |a®|, |b*| > |b¥|. Tada je H(a,0) = |a*|, H(b,0) = |b*|. Imamo

.7
lat + bt < |at| + |b*| = H(a, 0) + H(b, 0);

(2.8)
la® + bR < |a®| + |bR| < |a*| + |b*| = H(a, 0) + H(b,0);

Budu¢i da su i |a* + bY| i |a® + b¥| manji od H(a,0) + H(b,0) tada je i max{|a’ +
bY,la® + bR|} = H(a + b,0) < H(a,0) + H(b,0).

O

Za IR kaZzemo da je normirani kvazilinearan prostor. Sljedeci teorem govori o nekim
svojstvima norme || - ||;.

Teorem 2.2.7. Neka su a, b € IR. Tada vrijedi:
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(D) lla e, bll; = H(a, b);
(@) lall; = 116ll; < lla &g bll; < llall; + 11611,

(iii) |labll; = llall |1bll;.

28

Dokaz. (i) Prema definiciji norme imamo |la ©, bll; = H(a ©, b,0). U slucaju r,, > 01

7. < 0 imamo da je to jednako max{|a’ — b%|, |a® — bR|} = H(a, b).

(ii) Prema definiciji norme i svojstvu (i) vrijedi

lla &, bll; < llall; + 116l & H(a,b) < H(a,0) + H(,0).

Tvrdnja je istinita zbog nejednakosti trokuta za H-metriku.

Prema definiciji norme 1 svojstvu (7) vrijedi
llall; = 1bll; < lla g bl
< H(a,0)-H(,0) < H(a,b)
< H(a,0) < H(a,b)+ H(b,0).
Opet, tvrdnja je istinita zbog nejednakosti trokuta za H-metriku.
(iii)
llabll; = H(ab,0)
= max({la“b"|, la"b"|, |a"b"|, 1" D"}
= max{|a"|, |a"|} - max{|p"|, |b"|}
= H(a,0)H(b,0)

= [lalllI&ll;-

Prostor segmentnih funkcija

Neka je I = [t;,1,] 1ty € I. Funkcija f: I — IR je funkcija s vrijednostima u familiji
segmenata ili krace, segmentna funkcija. Za a € IR kazemo da je limes funkcije f u
tocki ty ako ||f(¥) ©, all; — 0 kad t — #,. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna na I ako
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zasvakity € 1, || f(2) ©, f(to)ll; — Okad 1 — 1.

Definiramo prostor neprekidnih segmentnih funkcija,
C(I,IR) :={f: I — IR|f je neprekidna na /}.
Uvodimo sljede¢a poznata aritmeticka pravila za f, g € C(I,IR):
(@) (f +8)(0) = f(1) + g@);

(i) (kf)(@) = kf(0), k € R;

(iii) (f ©, 8)(1) = f(1) S, 8(1);

() (f)®) = f(D)g®).
Uzimajuci u obzir ta pravila, prou¢avamo osnovna svojstva u C(Z, IR).

Teorem 2.2.8. Neka su f, g € C(I,IR) te k € R. Tada su funkcije kf, f +g f©,81 fg
neprekidne na I.

Dokaz. Prema Propoziciji 2.2.2 i Teoremu 2.2.7, za svaki #, € I imamo

H(kf(0), kf(10)) = IkIH(f(D), f(t0))

Sto implicira da je kf neprekidna u t,.

Prema Propoziciji 2.2.2 dobivamo

H(f(1) + g(1), f(to) + g(t0)) < H(f (1), f(t0)) + H(g(1), g(t0)).
Sadajeuzt — ty, H(f(t) + g(¢), f(ty) + g(ty)) = Opaje f + g € C(I,IR).

Prema Propoziciji 2.2.2 i Lemi 2.2.4 slijedi
H(f(1) ©, (1), f(t0) ©¢ 8(10)) < H(f (1) + g(t0), 8(2) + [ (t0))
< H(f@), f(t0)) + H(g(t), 8(10)),
sto implicira f ©, g € C(I,IR).
Konatno, zbog nejednakosti trokuta i Leme 2.2.5 imamo
H(f(0)g(0), f(t0)g(10)) < H(f(1)g(1), f()g(t0)) + H(f(1)g(to), f(t0)g(t0))

< H(O, f(1)H(g(1), 8(t0)) + H(O, g(to)H(f(2), f(10))
Sto povlaci fg € C(I,IR). m|
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Iz prethodnog dokaza moZzemo uoditi da je f € C(I,IR) ako i samo ako su f~, fR €
C(I,R) gdje je f(t) = [fE(®), fR(¥)]. Nadalje, prema aritmetickim pravilima, C(I,IR) je
takoder kvazilinearan prostor. Definirajmo

p(f,8) = sup {H(f(1),g(1)}. (2.9)

tel

Tako definirana funkcija p je metrika, dakle, (C(Z,IR), p) je metricki prostor.

Na kraju ovog dijela, sliéno kao Sto smo uveli normu na prostoru IR, uvodimo
normu na C(/,IR) na sljedeéi naCin:

Ifllc := p(f, 0). (2.10)



Poglavlje 3

Derivacija i1 integral funkcija s
vrijednostima u familiji segmenata

3.1 Derivacija segmentne funkcije

Definicija 3.1.1. Za funkciju f: I — IR kaZemo da je gH-diferencijabilna na I ako je f
gH-diferencijabilna u t € I, odnosno ako postoji f'(t) € IR takav da je

Ja+h e, f(1)
- :

f@= }Zlgg (3.1
Za f katemo da je (i)-diferencijabilna u t € I ako je f'(t) = [(fY (). (fFY ()| a (ii)-
diferencijabilna ako je f(t) = | (/") (). (f*Y ()], gdje je f(1) = | 1. f*®)]

Uocavamo da kad je f (i)-diferencijabilna, funkcija w(f(¢)) je rastuca, a kad je f (i1)-

diferencijabilna, tada je ta funkcija padaju¢a. Nadalje, sli¢no kao i u realnoj analizi opisu-
jemo izraze za derivaciju slijeva i derivaciju zdesna u tocki ¢:

7= hlg(r)ﬂ ft+ hileg f(t)’ (3.2)
f = hlg(r)l_ S+ h;leg f(f)‘ (33)

Sada dajemo dovoljan i nuzan uvjet za gH-diferencijabilnost funkcije.

Teorem 3.1.2. Funkcija f: I — IR je gH-diferencijabilna u t € I ako i samo ako postoje
@i 2@ i fi(n) = f20).

31
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Dokaz. Neka je f gH-diferencijabilna u ¢ € I. Tada po definiciji vrijedi

ALY 0}

h—0

odnosno za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da kad je |h| < ¢ vrijedi

|zre+me, rane, o) < (34

U slu€aju —6 < h < 0, (3.4) vrijedi. Isto tako, za 0 < h < 9, zaklju€ak je isti. Prema tome,

fi@) = f' (1) = f.(1).

Obratno, pretpostavimo da f;(¢) 1 f’(t) postoje i da je f/(t) = f’(¢t). Radi jednos-
tavnosti zapisa, ozna¢imo tu vrijednost sa L. Iz postojanja f] slijedi da za svaki € > O,
postoji 0; > 0 tako da vrijedi

1
O<h<d = Hﬁ[f(H h)e, f(hle, L|| <e.
1
1z postojanja f” slijedi da za svaki € > 0, postoji 6, > O tako da vrijedi

5 <h<0 = H}ll[f(t+h)egf(t)] e, L

<
I

Za dani € uzmemo 6 = min{dy, 9,}. Tada za |h| < 6 imamo slucajeve
(@) h>01h<6<6y;
(il) h<0ilhl <6 <6,

U svakom slucaju vrijedi

”}ll[f(t +h) S, f()] &, L|1 <€,

tj. f7(¢) postoji. O

Sljedeci teorem govori o vezi izmedu gH-derivacije 1 uobicajenih derivacija, odnosno
gH-derivaciju funkcije f moZemo izraziti pomocu derivacija funkcija na rubovima segme-
nata, a taj rezultat je pokazan u Stefanini i dr. [4].

Teorem 3.1.3. Funkcija f: I — IR je gH-diferencijabilna u t € I ako i samo ako su f* i
1R diferencijabilne i

S = [min{(f2Y, (FFY, max{(F7, (F))] (3.5)
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Promatrajmo sad derivaciju zbroja funkcija. Za razliku od realne analize, opéenito ne
vrijedi (f+g)" = f'+g’, no sljedeci teorem nam govori pod kojim uvjetima ta jednakost ipak
vrijedi. Radi jednostavnije notacije postavimo w(t) = f(1) ©, g(t), u(t,h) = f(t + h) ©, f(1)
iv(t,h) =gt+h)o, g(t),zat+hel.

Teorem 3.1.4. Neka su f,g: I — IR takve da su istovremeno (i)-diferencijabilne ili (ii)-
diferencijabilne. Tada vrijedi

(f+g) =f+¢g.

Dokaz. Pretpostavimo da su f i g (i)-diferencijabilne. Tada su w(f(¢)) i w(g(#)) rastuce
funkcije. Prema tome, za & > 0 imamo w(f(¢ + h)) > w(f(¢)) 1 w(g(t+ h)) > w(g(?)). Prema
definiciji gH-razlike slijedi f(t + h) = f(¢) + u(t,h) 1 g(t + h) = g(¢) + v(¢, h) pa je

f+h)+gt+h)= f(t)+ g(t)+ u(t,h) +v(t, h).

Zah<0jew(f(t+h) <w(f(®)iw(g+h) <w(g®)paje f(t) = f(t+h)+(—Du(t, h)i
g(t) = gt +h) + (=), h) te

SO +g@) = f(t+h)+ gt +h)+ (=), h) +v(t, h)).

Dakle,
1
Jim o [(f(t+h) + gt + ) & (F(1) + 8(0)

.1
= Hm —u(t, h) + v(t, )]

=f(t)+g®

1
= lim —[(f(+ ) + g0+ ) & (f(0) + )]

Prema tome, f + g je gH-diferencijabilna i slijedi tvrdnja. Dokaz se slicno provodi i u
slucaju da su f 1 g (i1)-diferencijabilne. O

Teorem 3.1.5. Neka su f,g: I — IR. Ako je zadovoljen jedan od sljedecih uvjeta:
(i) f je (i)-diferencijabilna i g je (ii)-diferencijabilna,
(ii) f je (ii)-diferencijabilna i g je (i)-diferencijabilna,

tada vrijedi
(feg8) =f+(-1g. (3.0)
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Dokaz. Prvo pretpostavimo da je f (i)-diferencijabilna i g (ii)-diferencijabilna. Tada je
w(f(?)) rastuca funkcija, a w(g(¢)) padajua. Za h > 0 imamo f(¢t + h) = f(t) + u(t, h) i
g(t) = g(t+ h) + (=1)v(t, h). Dakle,

f+h)+g@)=f@) + g+ h)+u(t,h) + (=1)v(t, h). (3.7)
Buducdi da je f(r) = g(t) + w(?), iz (3.7) slijedi
git+h)+w(+h)+g(t)=g) +w()+ g(t+ h)+ u(t,h) + (—1)v(t, h), (3.8)

a odavde imamo
w(t+ h) = w(t) + ut, h) + (=1)v(, h). (3.9)

Na isti nacin, bududi da je g(¢) = f(t) + (=D)v(¢, h) iz (3.7) slijedi
w(t) = w(t + h) + (=1) [u(t, h) + (=1)v(t, h)]. (3.10)
Sada iz (3.9) 1 (3.10) slijedi
w(t+h) 8, w(t) = u(t,h) + (=1)v(t, h). (3.11)
Zah < 0imamo f(t) = f(t+h)+ (=Du(t,h) 1 g(t+h) = g(t) +v(t, h) pa (3.11) opet vrijedi.

Buduci da su f i g diferencijabilne, dobivamo

W, (1) = hlgg % [a)(t +h) e, a)(t)]
1
= hli)r(l)l+ ;A [u(t, h) + (=1)v(t, h)]
=fO+E=DHg'®
= w’ (7).

Dakle, dokazali smo tvrdnju. Na sli¢an nacin se dokazuje 1 drugi slucaj, tj. ako je f (i1)-
diferencijabilna, a g (i)-diferencijabilna. O

Ilustrirajmo primjerom kako (3.6) nije istinita ako su obje funkcije f 1 g (1)-
diferencijabilne.

Primjer 3.1.6. Neka je f(t) = [t,4t+ 1]i g(t) = [t,5t+ 1] sa 0 < t < 1. Funkcije f i g su
(i)-diferencijabilne pa imamo:

(f(1) &, (1) = [-1,0]" = [-1,0].

S druge strane,

F'®+ (=Dg'(n) = [1,4] + (=DIL, 5] = [-4,3] # (f(1) 6, 8(0))".
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Sljedece pitanje je, je li produkt dvije segmentne funkcije gH-diferencijabilan? Odgo-
vor je - generalno ne. Pogledajmo to na primjeru.

Primjer 3.1.7. Neka je f(1) = [e"',e™?] i g(t) = [~ sint,sinf] za § < 1 < . Tada je
(f(Hg) = [—e’+2 sint, "*? sin t]’ = [—e"*(sint — cos 1), e *(sint + cos 1)],

£/ (03 = [¢"', ¢][=sint,sin1] = |- sint, ' sint|

f(Og @) = [, e**][cost,—cost] = [e”z cost,—e'"* cos t] )
Odavde vidimo kako je
(f(Ng®) # f'(Hg(r) + (g (©).

U sljedecem dijelu degeneriramo segmentnu funkciju f u skalarnu funkciju i prou¢avamo
neka svojstva umnoska fg. Uz ve¢ uvedenu notaciju za pojedine funkcije u svrhu pojed-
nostavljivanja, dodajmo joS i sljedece: W(t,h) = f(t + h)g(t + h) ©, f(H)g(1), U(t,h) =
Je+h) = f@).

Teorem 3.1.8. Neka je f € C'(I,R), a g (i)-diferencijabilna segmentna funkcija. Ako je
f@) f () >0, onda vrijedi
(fey =f'g+fg" (3.12)

Dokaz. Promatrajmo slucaj 2 > 0, gdje je t + h € 1. Budu¢i da je g (i)-diferencijabilna,
w(g(1)) je rastuca funkcija pa je g(t + h) = g(t) + v(¢, h). Zbog f(1)f'(t) > 0, f(r) 1 U(t, h)
su istog predznaka, iz ¢ega slijedi

S+ h)g(t+h) = f(H)g(t) + f(Ov(t,h) + U(t, h)g(t) + U(t, h)v(z, h). (3.13)

Dakle,
W(t,h) = f(t)v(t,h) + U(t, h)g(t) + U(t, h)v(t, h). (3.14)

U slucaju 2 < 0, imamo w(g(t + h)) < w(g(?)) pa je g(t) = g(t + h) + (—1)v(t,h). Zbog
f@Of' @) >0, f(r) 1 (=1)U(z, h) su istog predznaka, iz Cega slijedi da je

J(0g(0) = f(t+ h)g(t + h) + (=DLf(t + v(t, h)
+ U(t, h)g(t + h) + (=DU(t, hyv(z, h)]. (3.15)

Dakle,
W(t,h) = f(t+ hyv(t,h) + U(t,h)g(t + h) + (=D)U(t, h)v(t, h). (3.16)
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Nadalje, zbog neprekidnosti 1 diferencijabilnosti od f i g, zbog (3.14) 1 (3.16) imamo
li 1W(t h) = li 1U(t h)|g(®) + f() li ! (t, h)
pm, W k) = lim | UG R Js() + 7(0) fim v
+ lim U(¢, h) ! (t, h)
hl)r(r)1+ ’ hv ’

= ' (g(®) + f(D)g' (1)

=1i 1W(t h)

- g W

Ovime smo dokazali tvrdnju teorema. O

Teorem 3.1.9. Neka je f € C'(I,R), a g (i)-diferencijabilna segmentna funkcija. Ako je
f@) f'(t) <0, onda ako je w(f(t)g(t)) rastuca, vrijedi

(f&)' +(=Df'g = f¢, (3.17)
a ako je w(f(t)g(t)) padajuca, tada je
(f&)' +(=Dfg' = f'g. (3.18)

Dokaz. Neka je w(f(t)g(t)) rastuca. Zbog f(¢)f'(t) < 0, kad je h > 0, tada su f(t + h) i
(=1)U(t, h) istog predznaka, a kad je & < 0, tada su f(¢) 1 U(¢, h) istog predznaka. U slucaju
h > 0, znamo da je g(¢ + h) = g(t) + v(t, h) zbog (i)-diferencijabilnosti funkcije g. Dakle,

Lf(t+h) + (=DU Mg+ h) = fO[g(®) +v(z, )],

odnosno
fE+mg+h)+ (=D)U@E, hg(t, h) = f()g(0) + f(O)V(E, h). (3.19)

Zbog w(f(t + h)g(t + b)) = w(f(Dg(1)), dobivamo
f@+h)g(t + h) = f(t)g(t) + Wz, h). (3.20)

Supstitucijom izraza iz (3.20) u (3.19) te primjenom Propozicije 1.2.7, imamo
W(t, h) + (~D)U(1, h)g(t + h) = f(0)v(t, h). (3.21)

Dakle,
.1 1 o1
hll)rél+ 7 W(t, h) + (—1)g(?) hll)r(r)1+ EU(t’ h) = f(t) hlggl+ Zv(t’ h),
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tj.
(fMg®), + (=D f (g = f(Hg (). (3.22)

Sada, u slucaju h < 0, jer je g (i)-diferencijabilna dobivamo g(r) = g(t + h) + (=1)v(¢, h).
Dakle,
f@+mlgt+h) + (=D, W] = [f@) + U@ h]gQ).

Drugim rijecima,
f@+h)gt+h)+ (=) f+hv h) = f(1)gt)+ U(t, h)g(1). (3.23)

Zbog
J@g®) = f(t + gt + h) + (=DHW( h), (3.24)

sli¢no kao i prije, iz (3.23) te (3.24) uz koristenje Propozicije 1.2.7, dobivamo

W(t, h) + (-1)U(t, h)g(t) = f(t + h)v(t, h). (3.25)
Prema tome,
li 1Wth+—1 1) lim U(t, h) = f(1) li l t,h
Jim (@ 1) + (=Dg() im UG, )—f()hgg_hV(, ),
odnosno
(f(Dg@)_ + (=1)f'(Ng(®) = f(1)g' (¥). (3.26)
Jednadzbe (3.22) 1 (3.26) povlace gH-diferencijabilnost funkcije fg te (3.17) vrijedi. Sli¢no
se dokazuje 1 (3.18). O

Jo§ preostaje spomenuti Sto se dogada s fg ako je g (ii)-diferencijabilna. Navodimo
teorem, ali zbog sli¢nosti izostavljamo dokaz.

Teorem 3.1.10. Neka je f € C'(I,R), a g (ii)-diferencijabilna segmentna funkcija. Ako je
f(f'(t) <0, onda vrijedi
(&) =fg+f¢,
a ako je f(1)f'(t) > 0, uz w(f(¢)g(t)) rastucu imamo
(f&) +(-Dfg" = f"g,

dok uz padajucu w(f(t)g(t)) imamo

(fe) +(=Df'g=fg.
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3.2 Integral segmentne funkcije

U ovom dijelu definiramo integral segmentne funkcije i navodimo neka njegova svojstva.

Neka je J = [to,17] 1 f(©) = [fX(), fR(0)], gdje je t € J. Integral funkcije f defini-

ramo ovako: . . .y
f f(Hdr = [ f L) dt, f ' fR(t)dt], (3.27)

a za f kazemo da je integrabilna na J.

Promatrajuci integrabilnu segmentnu funkciju g, iz definicije gH-razlike slijedi

tf tf l/
f fdte, f g(tdt = [min { f ( @) - gL(;)) dt},
max {ftf (fL(z) - gL(t)) dt} ] (3.28)

fo

Navedimo neka svojstva.

Propozicija 3.2.1. ([1, 5]) Neka su f, g € C(J,IR). Tada vrijedi
@ [0 +eandr= [T fodi+ [V g de;

@) [V f@yde= [ f@yde+ [T foyde 1o <1<ty
Propozicija 3.2.2. ([5, 4]) Neka je f € C(J,IR). Tada vrijedi
(i) F(x)je gH-diferencijabilna i F'(x) = f(x), gdje je F(x) = ft: f(Hdt;

(ii) G(x) je gH-diferencijabilna i G'(x) = —f(x), gdje je G(x) = fx v f(t)dt.

Teorem 3.2.3. Neka su f i g integrabilne segmentne funkcije na J. Tada je f ©, g integra-
bilna na J i vrijedi

1y 1f 1f
f (f(r) e, g(1)dt = f f(Hdte, f g(1 dt, (3.29)

bez obzira je li w(f (1)) < w(g()) ili w(f(t)) = w(g(?)).
Dokaz. Neka je h(t) = f(1) 8, g(). Ako je w(f(1)) = w(g(t)) za bilo koji , tada je f(r) =

8(t) + h(1) pa je . ,
f f(Hdt = f g(t) dt + f h(t) dt. (3.30)
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Ako je w(f (1)) < w(g(?)) za bilo koji ¢, tada je g(¢) = f(¢) + (—=1)h() pa imamo

tf l‘f lf
f gt)dt = f f@®)dt + (—l)f h(t) dt. (3.31)
0] o 0]
1z te dvije jednakosti proizlazi tvrdnja. O

Teorem 3.2.4. Neka su gy, g» € C(J,IR). Vrijedi sljedeca nejednakost:

H(f gl(S)ds,fgz(S)dS)SfH(gl(S),gz(S))dS- (3.32)

To To

Dokaz. Zapisimo g, (1) = |gk(1), g%(1)] i ga(1) = [5(0). 8%(1)| Slijedi

H(f gl(S)ds,fgz(S)dS)
=max{ [ et [ goas).| [ das- [ gwas

< max {f |gf(s) - gé(s)| ds,f |glf(s) - g§(s)| ds}

)

}

< [ maxlgto - gk0)Jefeo) - ko) as

= f H(g1(5), 82(5)) ds.

O
Primjenom Leme 2.2.5 1 Teorema 3.2.4 dobivamo sljedeci korolar.
Korolar 3.2.5. Ako je f € C(J,R) i g1, g» € C(J,IR), vrijedi
! ! t
H(f F()g1(s) ds,f f(5)82(s) a’S) < f |f($)IH(g1(5), 82(5)) dss. (3.33)
to 1) to

Sada dajemo inacicu Newton-Leibnitzove formule primijenjene na segmente Sto Ce
nam biti vaZno za dobivanje rezultata u primjeni.

Teorem 3.2.6. Neka je f: J — IR segmentna funkcija. Ako je f (i)-diferencijabilna ((ii)-
diferencijabilna) na J, tada vrijedi

tf
f f'®di = f(iy) &, f(10). (3.34)
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Dokaz. Neka je f (i)-diferencijabilna. Tada je prema definiciji f'() = [( 7Ly @), ( fR)’(t)].
Koristeci definiciju integrala segmentne funkcije i Newton-Leibnitzovu formulu za realne

funkcije dobivamo
tr tr tr
f f’(t)dt=[ f (f"Y @) dt, f (fR>’(t)dt]

=1 - 1), £ = Rit0)] (3.35)
S druge strane imamo
[ e f(to) = [min{f*(ty) = fX(t0), fRtp) = fR(10)),
max{f“(tp) = £ (to), fR(ty) = fR(t0))]
= [F1p) = Frwo), £R ) - R )| (3.36)
Tvrdnja je istinita.

Sada, neka je f (ii)-diferencijabilna. Tada je prema definiciji f'(¢) = [( Y (@), ( fL)’(t)].

i tr Lf
f f’(t)dt=[ f (f*Y (@) dt, f (fL)’(t)dt]

=R - R, f1ap) - A0 (3.37)
S druge strane imamo
£p)© f(to) = [min{f*(ep) = fH(to). f2(2p) = fR(t0)},
max{f"(t;) = fX(t0), fR(t7) = f*(00)}]
=R = R, f1ep) - 1) (3.38)

Tvrdnja vrijedi i u ovom slucaju ¢ime je dokaz gotov. O
Kako bismo mogli nastaviti, definirajmo pojam tocke zamjene.

Definicija 3.2.7. Za t' € I kaZemo da je tocka zamjene za diferencijabilne segmentne
funkcije f ako u svakoj okolini V od t' postoje tocke t; < t' < t, takve da vrijedi:

(i) fje (i)-diferencijabilna, a nije (ii)-diferencijabilna u t,, dok je f (ii)-diferencijabilna,
a nije (i)-diferencijabilna u t,;
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(i) f je (ii)-diferencijabilna, a nije (i)-diferencijabilna u t,, dok je f (i)-diferencijabilna,
a nije (ii)-diferencijabilna u t,;

Teorem 3.2.8. Neka je f: J — IR gH-diferencijabilna funkcija na J sa konacnim brojem
tocaka zamjene uty = co < ¢y < ... < ¢y < Cyy1 = ty i tocno u tim tockama. Tada vrijedi

1 n+l
f pdi = D fen e, flein)|. (3.39)

i=1
Dokaz. Zbog jednostavnosti razmatramo slucaj sa samo jednom to¢kom zamjene zato $to

slu¢aj sa konacno mnogo to¢aka zamjene slijedi na sli¢an nacin. Pretpostavimo da je f
(1)-diferencijabilna na [#, c] i (ii)-diferencijabilna na [c, ¢]. Primjenom Propozicije 3.2.1 i

Teorema 3.2.6 slijedi
tf C 1y
ff'(t)dt:ff’(t)dt+f f()dt
o to c

= (fle) &, f(10)) + (f(1y) &, f(0)),

¢ime je tvrdnja dokazana za ovaj slucaj. O

Slijedi joS jedan teorem (inacica teorema srednje vrijednosti) koji €e biti vazan za pri-
mjenu ovakvih funkcija.

Teorem 3.2.9. Neka je f: J — IR gH-diferencijabilna funkcija na J sa konacnim brojem
toCaka zamjene uty = ¢y < ¢| < ... < ¢y < Cpy1 = ty 1 toCno u tim tockama. Pretpostavimo
da je f’ neprekidna. Tada je

H(f(tp), f(10)) < If'llc(® - a). (3.40)

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je f gH-diferencijabilna 1 da nema toCaka zamjene na J.
Uzimajuci u obzir Teorem 3.2.6, imamo

H(f(tp), f(t0)) = H(f(1y) ©¢ f(1),0)

= H(ftf f(t)dt, 0)
tr tf
:H(f f’(t)dt,f Odt)

< f "H(P0).0)di

<f'llc® - a).
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Sada razmatramo slu¢aj sa samo jednom to¢kom zamjene zato Sto sluc¢aj sa konacno mnogo
toCaka zamjene slijedi na slican nacin. Pretpostavimo da je f (i)-diferencijabilna na [#, c]
1 (i1)-diferencijabilna na [c, /]. Tada slijedi

H(f(ty), f(t0)) < H(f(1p), f(0)) + H(f(0), f (1))

< (-0 sup H(f'(®),0) + (c—a) sup H(f'(1),0)

r€le,ryl t€lap,c]

<(b-a) sup H(f'(1,0)

tE[rO,rf]

<1 lle® - a).

3.3 Nejednakost Ostrowskog

U ovom dijelu ¢emo se bazirati na primjenu svojstava segmentnih funkcija za nejednakost
Ostrowskog. Prvo, iskazimo nejednakost Ostrowskog za realne funkcije.

Teorem 3.3.1. Neka je f: [a,b] — R diferencijabilno preslikavanje na {a, b) sa svojstvom
L' (1) < M, za svaki t € {a,b). Tada je

(x_ a+b)2

(b-ay

f(x)——f fodt <

} b—-a)M, (3.41)

za sve x € [a, b].

Konstanta % je najbolja u smislu da ne moZe biti zamijenjena s manjom.

Promatrajuéi lijevu stranu nejednakosti, u toj se nejednakosti ocjenjuje razlika vrijednosti
funkcije u pojedinoj tocki i integralna srednja vrijednost te funkcije. Ta ocjena ovisi o
rubnim tockama intervala na kojem funkcija djeluje, o tocki Cija se vrijednost funkcije
promatra te o gornjoj medi derivacije funkcije.

Izraz u desnoj strani nejednakosti koji mnozi M moZe se transformirati u ovaj oblik:

0+ (b2 . . . .. . .
%. Takoder je jasno da se umjesto gornje mede derivacije funkcije na desnoj
strani nejednakosti moZe pisati upravo najmanja gornja meda, tj. sup{|f’|}, Sto se joS

oznacava i kao ||f'||.
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Sad desna strana nejednakosti Ostrowskog za realnu funkciju poprima oblik:

(x—a)*+ (b -x)?

1™ o

U sljede¢em teoremu dajemo rezultat analogan nejednakosti Ostrowskog.

Teorem 3.3.2. Neka je f: J — IR neprekidno gH-diferencijabilna funkcija na J sa
konacnim brojem tocaka zamjene uty = co < ¢y < ... < ¢, < Cyp1 = ty. Tada za x € [ty, t5]

imamo ) 5
l()) + (If - )C)

(tf_t f f(y)dy,f(x)) TR T (3.42)

Dokaz. Koristeci Teorem 3.2.9 i svojstva H-metrike, imamo

1 1o
(t f £ dy, f(x)) ( f FO)dy, —— f £ dy)
o Iy =1 Jyy Iy =1 Jy

1 It
< f sup H(F' (), O)ly — xl dy

Iy =10 Jy Yelto.tr]

1y

sup H(f'(»),0) [ |y—xldy

Iy —1o Yelto,tf] 1

(x —10)* + (t; — x)*
2(ty — 1)

=1f"llc

Time je nejednakost dokazana. O

Primjer 3.3.3. Promatrajmo funkciju f: [0, 7] — IR definiranu sa

f(t) = [4, 8] cos(81),
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ili

4 cos(81), 8 cos(81)], 0<t<
8cos(81),4cos(8r)], fe<t<
4cos(8r),8cos(81)], Z<r<
8cos(8f),4cos(8r)], L <tr<

[
[
[
[
J(®) =1 [4cos(8r),8cos(8n], TE<r<ZE
[
[
[
[

¥ 3§ 38 3 ==

8 cos(8t),4cos(8n)], Z <<z
4cos(81),8cos(8n)], Lz <p< iz

16
8 cos(8r),4cos(8r)], Z<r< 115—”

4cos(81),8cos(8r)], X <r<n

Buduci da je g(t) = cos(8t) neprekidno diferencijabilna funkcija, tada je f neprekidno
gH-diferencijabilna i f'(t) = [-64, —32]sin(8¢). Dakle, ||f’||c = 64.

Buduci da f ima konacan broj tocaka promjene (15), u uvjetima smo nejednakosti
Ostrowskog. Lijeva strana nejednakosti Ostrowskog je jednaka

1 (" m !
H(;j; [4,8]cos(8t)dt,f(E)):H(;[—4,4],0)=

dok je desna strana jednaka

64[(1”—6)2 + (%”)2] 1137 113x

b

4
T

| 7% 256 T e

cime smo demonstrirali da je nejednakost Ostrowskog valjana za takav f.
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Sazetak

Rad je podijeljen u tri dijela (poglavlja). U prvom dijelu rada opisuje se aritmetika u familiji
realnih segmenata. Potom se definira generalizirana Hukuharina (gH) razlika, funkcije
Cije su vrijednosti segmenti te opisuju racunske operacije s njima. U treCem poglavlju se
definiraju generalizirana Hukuharina (gH) derivacija i integral te daje primjena tih funkcija
na nejednakost Ostrowskog za segmente.



Summary

This thesis is divided in three parts (chapters). In the first part we describe the arithmetic on
family of closed intervals. Next, we define generalized Hukuhara (gH) difference, interval-
valued functions, and describe arithmetic operations on them. In the third chapter we define
the generalized Hukuhara (gH) derivative, the integral, and observe the application of such
functions on Ostrowski inequality.
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