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Uvod

Neka je n € Z. Za skup cijelih brojeva {a,, a,, as, a;} kazemo da ima Diofantovo svojstvo
D(n) ako je umnozak bilo koja dva elementa tog skupa, uveéan za n, jednak potpunom
kvadratu nekog cijelog broja. Ako su svi elementi navedenog skupa razli¢iti od nule (i
medusobno razliiti) onda ga nazivamo Diofantovom cetvorkom sa svojstvom D(n) ili krace
D(n)-cetvorkom. Diofantova Cetvorka sa svojstvom D(1) naziva se Diofantova cetvorka.

Skupovi s navedenim svojstvom dobili su ime u Cast grckog matemati¢ara Diofanta
Aleksandrijskog iz 3. stoljeca koji ih je prvi proucavao. O Diofantovom Zivotu ne zna
se mnogo, ali ga se smatra najznacajnijim matemati¢arom postklasi¢nog razdoblja grcke
matematike 1 posljednjim velikim europskim matemati¢arom prije Fibonaccija. 1z original-
nog Diofantovog rjeSenja koje je bilo racionalno, moZemo dobiti cjelobrojnu Diofantovu
cetvorku {1, 33, 68, 105} koja ima svojstvo D(256).

U prstenu cijelih brojeva postoji beskonacno mnogo Diofantovih ¢etvorki. Naime, ako
je {a, b} C N Diofantov par, tj. skup za kojeg vrijedi ab + 1 = r* za neki r € N, onda je

{a,b,a+ b+ 2r,4r(a + r)(b + 1)}

Diofantova ¢etvorka. Kazemo da smo Diofantov par {a, b} prosirili do Diofantove Cetvorke.
Zbog toga je odmah jasno da postoji beskonacno mnogo Diofantovih cetvorki. No, zanim-
ljivo je da ne postoji Diofantova petorka. Ta je tvrdnja pokazana tek nedavno u [7] premda
se dugi niz godina slutilo da vrijedi.

U ovom radu bavimo se problemom karakterizacije cijelog broja n za kojeg postoji Di-
ofantova Cetvorka sa svojstvom D(n). Pokazujemo da ako n pri dijeljenju s 4 daje ostatak
2,t. n = 2 (mod 4), onda D(n)-Cetvorka ne postoji. U suprotnom, ako n # 2 (mod 4),
onda D(n)-Cetvorka postoji, osim za kona¢no mnogo vrijednosti broja n. Ta se tvrdnja
dokazuje koriStenjem tzv. polinomijalnih formula koje sluZe za konstrukciju Diofantovih
cetvorki. Uocimo da se cijeli broj n moZe prikazati kao razlika kvadrata ako i samo ako
n pri dijeljenju s 4 ne daje ostatak 2. Stoga mozemo zakljuciti da D(n) - Cetvorka postoji
ako 1 samo ako se n moZe prikazati kao razlika kvadrata dva cijela broja, do na kona¢no
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SADRZAJ 2

mnogo izuzetaka S = {—4,-3,-1,3,5, 8, 12, 20}. Zanimljivo je da joS nije poznato postoji
li D(n)-Cetvorka za n € S, no sluti se da ne postoji.

Na kraju se bavimo D(n)-Cetvorkama pri ¢emu je n jednak potpunom kvadratu, tj. n =
I? za neki [ € Z. Jednostavno se moZe pokazati da postoji beskona¢no mnogo Diofantovih
¢etvorki sa svojstvom D(I?) no ovdje se bavimo prosirenjem D(/?)-para do D(I?)-&etvorke.
Ta konstrukcija ukljucuje rjeSavanje odgovarajuce jednadzbe pellovskog tipa a pomocu
moguce je do¢i do zanimljivih formula koje ukljucuju Fibonaccijeve i Lucasove brojeve.



Poglavlje 1

Polinomijalne formule

1.1 Diofantovi skupovi

Grc¢ki matematicar Diofant Aleksandrijski iz 3. stoljeca bavio se sljedeéim problemom:
Postoje li Cetiri broja takva da je umnoZak bilo koja dva od njih, uveéan za jedan, jednak
potpunom kvadratu nekog broja. Sam je pronasSao je jedno rjeSenje u polju racionalnih

brojeva. Skup
1 33 17 105
— =, =, — 1.1
{16’16’4’16} (1.1)

ima traZzeno svojstvo. Zaista, vrijedi

1 33 17" 1 17 9\ 1 105 19)?
— Tz, =], 1= (],
16 16 16) " 16 4 8) 16 16 16

33 17“_(25)2 33 105 1_(61)2 17 105 (43)2

6 4 5] 16 16 "' 7|16 =13 (1.2)

T e +1=
Puno godina kasnije, krajem 17. stoljeCa, francuski matemati¢ar Pierre de Fermat
pronasao je rjeSenje u skupu prirodnih brojeva:
{1,3,8, 120}.
Lako mozemo provijeriti da je zadovoljeno svih Sest uvjeta:
1-3+1=2%1-8+1=3%1-120+1 = 11%,3-8+1 = 5%,3-120+1 = 19%,8-120+ 1 = 31°.

Skup {1, 3, 8, 120} se Cesto naziva Fermatova cetvorka.
Na temelju ovih primjera smisleno je definirati takve skupove. Nazvani su u Cast Di-
ofanta za kojeg se smatra da ih je prvi proucavao.

3



POGLAVLIJE 1. POLINOMIJALNE FORMULE 4

Definicija 1.1.1. Neka je m € N, m > 1. Skup prirodnih brojeva {a,,a,, ... ,a,} sa svoj-
stvom da je umnoZak bilo koja dva od njih, uvecan za jedan, jednak potpunom kvadratu
nekog prirodnog broja, odnosno

2

za n;j € N, naziva se Diofantova m-torka.

Vrlo Cesto relacije kao u (1.3)) cemo krace zapisivati kao
aa;+ 1=no.

Napomenimo da Cesto govorimo o Diofantovim m-torkama u prstenu cijelih brojeva
pri ¢emu ne dozvoljavamo da element tih skupova bude 0. Nadalje, jasno je da ne pos-
toji Diofantova m-torka za m > 2 koja se sastoji od elemenata mjeSovitih predznaka jer je
aa; +1 < 0 osim u sluaju {a;,a;} = {—1,1}. Zbog svega navedenog Diofantove m-torke
izu¢avamo samo u skupu prirodnih brojeva.

Jedno od glavnih pitanja koje se prirodno namece jest koliko veliki takvi skupovi mogu
biti, tj. koji je najve¢i m za kojeg postoji Diofantova m-torka. Iz primjera Fermatove
cetvorke, moZemo zakljuciti da je m > 4. Dugi niz godina slutilo se da ne postoji Di-

ofantova petorka. Tek nedavno grupa autora (He, Togbé, Ziegler) uspjela je pokazati da je
slutnja istinita ([7]).

Problem koji je usko povezan s problemom veli¢ine Diofantovih skupova jest problem
nadopunjavanja neke dane Diofantove m-torke s bar jo§ jednim elementom. Svicarski ma-
temati¢ar Leonhard Euler zakljucio je da se svaki Diofantov par {a, b}, znaci skup za kojeg
je

ab+1=r (1.4)

zaneki r € N, moZe nadopuniti do trojke pomocu elemenata ¢, = a+b+2rilic_ = a+b-2r
uz uvjet c_ # 0. Naime, vrijedi

ac.+1=a*+ab+2ar+1=a*>+r—1+2ar+1=(a+r),

te analogno bc, +1 = (b+r)?. Nadalje, svaka Diofantova trojka {a, b, c} se moZe nadopuniti
elementima
d. =a+ b+ c+2abc +2rst,
pri Cemu je
ab+1=7* ac+1=s* bc+1=1~, (1.5)
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zar,s,t € N. Pokazimo da je ad. + 1 = O. Vrijedi

ad. + 1 = a* + ab + ac + 2a°be + 2arst + 1
=a* + ab + ac + a*bc + a*be + 2arst + 1

= a’bc +ab + ac + 1 + a’bc + a® + 2arst

(ab + D(ac + 1) + a*(bc + 1) + 2arst
= r?s® + a*f* + 2arst

= (rs + at)’,
pri ¢emu smo koristili (1.5)). Analogno se pokazuje da vrijedi
bd. + 1 = (rt £ bs)’, cd. + 1 = (st £ cr)”.

Stoga, ako trojku {a, b, a + b + 2r} proSirimo do Cetvorke pomocu d.., dobit ¢emo parame-
tarsku Diofantovu Cetvorku

{a,b,a+ b +2r,4r(a + r)(b + r)}. (1.6)
Zaista,

d,=2(a+b+r)+2abla+b+2r)+2r(a+r)b+r)
=2a+b+r)+2(rF = D)(a+b+2r)+2r(a+r(b+7)
=2r(-1+ar+br+ 2r2) +2r(a+r)(b+r)
=2r(ab + ar + br + r*) + 2r(a + r)(b + r) = 4r(a + r)(b + r).

Buduci da postoji beskonacno mnogo parova medusobno razli€itih prirodnih brojeva za
koje vrijedi (I.4), iz Korolara [I.1.7] moZemo zakljuciti da postoji beskona¢no mnogo Di-
ofantovih Cetvorki. U ovom radu bavit éemo se poopéenjem Diofantovih m-torki, odnosno
Diofantovih Cetvorki, tako $to u relacijama (1.3]) zamijenimo broj 1 s nekim cijelim brojem
n.

Definicija 1.1.2. Neka je n cijeli broj. KaZemo da skup cijelih brojeva {a,,as, . . ., a,} ima
Diofantovo svojstvo D(n), ako je umnoZak bilo koja dva elementa tog skupa, uvecéan za n,
potpun kvadrat nekog broja, tj. ako vrijedi

aaj+n=n;, 1<i<j<m (1.7)
za n;j € Z. Ako su svi elementi tog skupa razliciti od nule, a; # 0, i = 1,...,m, onda se taj
skup naziva Diofantova m-torka sa svojstvom D(n) ili krace D(n)-m-torka.
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Napomena 1.1.3. Diofantove m-torke iz definicija[l.1.1)i tradicionalno ozna¢avamo
kao skupove {a,as,...,a,}, a ne kao uredene m-torke (a,as,...,a,) te nam stoga ne
treba pretpostavka da su svi elementi medusobno razli¢iti iako je to Cesto bitno za istaknuti
posebno u kontekstu razlicitih parametarski familija koje opisuju te skupove.

Napomena 1.1.4. Definicija je poopcenje Definicije Naime, Diofantova m-
torka sa svojstvom D(1) je upravo ”samo” Diofantova m-torka.

Uocimo da je {1, 33, 68, 105} Diofantova Cetvorka sa svojstvom D(256) koju smo do-
bili iz racionalne Diofantove Cetvorke (I.1I). Lako se moZe uociti da ¢emo mnoZenjem svih
jednakosti u (I.2)) s 256 upravo zadovoljiti sve uvjete u (1.7) (za n = 256). Ovo se svojstvo
lako moZe poopciti Sto cemo iskazati sljede¢om jednostavnom ali vrlo korisnim propozici-
jom.

Propozicija 1.1.5. Neka je {a,, as,...,a,} Diofantova m-torka sa svojstvom D(n). Tada je
za svakiw e Z, w # 0,
{aiw, aw,...,a,w}

Diofantova m-torka sa svojstvom D(nw?).

Dokaz. Mnozenjem relacija u (T.7) s w? dobivamo
(aw)(ajw) + nw? = (n,-jw)z, 1<i<j<m,
iz Cega direktno slijedi tvrdnja propozicije. O

Napomena 1.1.6. Propozicija se moZe primijeniti i na racionalnim Diofantovim m-
torkama sa svojstvom D(n) kao sto smo vidjeli na primjeru racionalne Diofantove cetvorke
(L.1). U tom slucaju, jer nas zanimaju samo cjelobrojni skupovi, samo trebamo provjeriti
je li skup {aiw,arw, . ..,a,w} CZ, a ako n & Z, onda treba provjeriti i je li nw* € Z.

Zelimo opisati skup svih cijelih brojeva n za koje postoji Diofantova &etvorka sa svoj-
stvom D(n). VaZnu ulogu u rjeSavanju tog problema igraju parametarske, odnosno polino-
mijalne formule za D(n)-Cetvorke. Opisat ¢emo njihovu konstrukciju u sljedecem odjeljku.
No, najprije istaknimo jednu ocitu posljedicu Propozicije [I.1.5] koju primjenjujemo na
¢injenicu da postoji beskona¢no mnogo Diofantovih ¢etvorki, tj. D(1)-Cetvorki.

Korolar 1.1.7. Za svakil € Z, | # 0, postoji beskonacno mnogo Diofantovih cetvorki sa
svojstvom D(I%).
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1.2 Izvodi nekih polinomijalnih formula za D(n)-Cetvorke

Bududi da ¢e elementi naSih Diofantovih skupova, tj. D(n)-m-torki biti polinomi u jednoj
ili viSe varijabli s cjelobrojnim (a ponekad i s racionalnim) koeficijentima nadopunit ¢emo
Definiciju sljede¢im dogovorom. rec¢i ¢emo da skup polinoma ima svojstvo D(P) ako
je umnoZzak bilo koja dva njegova elementa uvecan za P jednak kvadratu nekog polinoma
s cjelobrojnim (ili racionalnim) koeficijentima.

Ideju za konstrukciju polinomijalnih Diofantovih skupova moZemo potraZziti u sljede¢em
skupu polinoma:
{x,x+2,4x +4,9x + 6}.

Provjerom uvjeta (I.7) za n = 1 dobivamo
x(x+2)+ 1=+ 1% x(@x+4) +1=Qx+1)°,xO9x+6)+1=Cx+ 1),

(x+2)(dx+4)+1 = 2x+3)%, (x + 2)(9x + 6) + 1 = 13 + 24x + 9x%, (4x+4)(9x+6)+1 = (6x+5)%,

iz ¢ega mozemo zakljuciti da je navedeni skup polinoma skoro Diofantova Cetvorka. Za
to nedostaje “podcrtani uvjet”, tj. uvjet da je umnozak drugog i Cetvrtog elementa uvecan
za jedan daje kvadrat nekog linearnog polinoma. Dakle, ako postoji racionalni broj x koji
zadovoljava jednadzbu

(x+2)O9x +6) + 1 =y,

onda je dani skup (racionalna) Diofantova Cetvorka. Pokazuje se da je jedno rjeSenje x = %

i ono upravo odgovara skupu (I.T]) kojeg je pronasao sam Diofant.

Neka je {a, b} proizvoljan skup sa svojstvom D(n) za neki cijeli broj n. Tada po definiciji
postoji x € Z takav da vrijedi
ab+n=x". (1.8)

Skup {a, b} moZemo proSiriti do skupa {a, b,a + b + 2x}. Uvjerimo se da novonastali skup
takoder ima svojstvo D(n):

ala+b+2x)+n=a*+ab+2ax+n=a*+2ax+x* = (a+ x>, (1.9)

te analogno
b(a+b+2x)+n=(b+x)> (1.10)

Kako bismo dosli do Cetvero€lanog skupa, primijenit cemo istu konstrukciju na skup
{b,a+ b+ 2x}, tj. dodat cemo mu element b + (a + b + 2x) + 2(b + x) = a + 4b + 4x. Stoga
trojka {b,a + b + 2x,a + 4b + 4x} ima svojstvo D(n). Analogno kao u (1.9) i (I.10) vrijedi

b(a+4b+4x)+n=(b+(b+x)* = (2b+ x)*, (1.11)
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(@+b+2x)a+4b+4x)+n=(a+b+2x+ b+ x)*=(a+2b+3x)> (1.12)

pri ¢emu pretpostavljamo da vrijedi (1.8).
Promotrimo sada skup

{a,b,a+ b+ 2x,a + 4b + 4x}. (1.13)

Lako mozemo uociti je (I.13]) skoro skup sa svojstvom D(n). Od 6 uvjeta koje bi trebao
zadovoljiti, on zadovoljava njih 5, (I.8)-(1.12). Stoga zaklju¢ujemo da je (I.13)) skup sa
svojstvom D(n) ako i samo ako je je umnoZak prvog i Cetvrtog ¢lan uvecan za n potpun
kvadrat, tj. ako 1 samo ako vrijedi sljedece:

a(a +4b + 4x) +n = y*, (1.14)
za neke x,y € Z. RaspiSimo prethodnu jednadzbu i primijenimo (L.8):

a2+4ab+4ax+n:y2,
a* +4(x* —n) + dax +n =y,

a’ +dax + 4x* = 3n =y~

1z ¢ega dobivamo:

3n = a* +4x* + 4ax — y*
= (a +2x)* - y?
=(a+2x—-y)a+2x+y).
Rijesit ¢emo jednadzbu (1.14) tako da ¢emo pretpostaviti neke od mogucih faktorizacija

broja 3n te tako dobiti linearne sustave u x i y. Problem dalje rjeSavamo uz pretpostavku
da vrijedi jedan od sljedeca dva slucaja:

1.

a+2x—-y = 3,

a+2x+y = n (1.15)
2.

a+2x—-y = 1, (1.16)

a+2x+y = 3n.

SLUCAJ 1. Rjesavanjem sustava (T.13) dobivamo rjeenje

(x,y) = (%(n—2a+3),%(n—3)). (1.17)
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Komponente rjesenja (I.17) moraju biti cjelobrojne pa stoga dobivamo uvjete
n-2a+3=0 (mod4),n—3=0 (mod 2).

Drugi uvjet nam daje da n mora biti neparan, tj. n = 2/ + 1 za neki [ € Z. UvrsStavanjem u
prvi uvjet dobivamo

2l-2a+4=0 (mod 4),
2l =2a (mod 4),
[=a (mod 2).

Stogajel = a + 2k, zaneki k € Z, te
n=2a+2k)+1. (1.18)

Prema (1.17/)) dobivamo da je
1 1
x= Z(n—2a+3): 1(2(a+2k)+1—2a+3):k+1,

pa skup (I.13) postaje

{a,b,a+b+2k+1),a+4b+4(k+ 1)} (1.19)

te ima svojstvo D(2(a+2k)+1) uz uvjet (1.8)). Taj uvjet koristimo da bi eliminirali parametar
b, odnosno

Pon  (k+ 1P = Q2a+2k)+ 1)
a a ’

_B-2%k-2a_R-2%
B a T a '

b=

Posljednje Sto moramo ispuniti jest da je parametar b cjelobrojan, tj.
kK —2k=k(k-2)=0 (mod a).
Vidimo da ¢e b biti cijeli broj ako je k jednog od oblika

k =ak, (1.20)
k=ak +2, (1.21)

za k' € Z. S obzirom na to da k moze poprimiti jedan od dva prethodna oblika razmatramo
zasebno dva podslucaja.
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1.A) Uz pretpostavku (1.20) dobivamo da je

’ /_2
b:M—2:k’(ak’—2)—2,

n=2a+2ak')+1=2a2k'+1)+1,
te uvrStavanjem u (1.19)) dobivamo skup
{a,k'(ak’ —2) = 2,a+ k' (ak’ —2) =2+ 2(ak’ + 1),a + 4(k'(ak’ — 2) — 2) + 4(ak’ + 1)},
odnosno
{a,ak’ = 2k' = 2,a(k’ + 1)* = 2k, a2k’ + 1)* — 42K’ + 1)}
sa svojstvom D(2a(2k’ + 1) + 1), za svaki a, k' € Z.

1.B) Uz pretpostavku (I.21)) dobivamo da je

_ (ak’ +2)(ak)
B a

b -2 =K(ak' +2)-2,

n=2a+2ak’ +2)+1=2aRk' +1)+9,
te prema (I.19) dobivamo da skup
{a,ak” + 2k = 2+,a(k’ + 1)* + 2k + 2),a(2k’ + 1)* + 4(2k' + 1)}

ima svojstvo D(2a(2k’ + 1) +9) za a, k' € Z.

SLUCAJ 2. Rjesavanjem sustava (T.16) dobivamo rjesenje

1 1

(x,y) = Z(3n -2a+1), §(3n -DJ. (1.22)

Uvjet da je y cjelobrojan ekvivalentan je 3n — 1 = 0 (mod 2), tj. n = 21+ 1, [ € Z. Uvjet
da je x cjelobrojan dobit éemo za one [/ € Z za koje je

32+ 1)=2a-1 (mod 4)
6/ =2a (mod 4)
[l=a (mod ?2)

pa je stoga n istog oblika kao u (I.18]), odnosno n = 2(a + 2k) + 1 za neki k € Z.

1
x=06Qa+20+ 1) -2a+1) = 1+a+3k
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pa prema (1.13) dobivamo skup
la,b,2 +3a+ b+ 6k,4 + 5a + 4b + 12k} (1.23)

sa svojstvom D(2(a + 2k) + 1) uz pretpostavku (I.8)). Analogno kao i u prvom slucaju, iz
(L.8) eliminiramo parametar b:

x2—n
b =

a

@ + 2k + 6ak + 9K
: .

Da bi parametar b bio cjelobrojan, mora vrijediti
9k* + 2k = k(9k +2) =0 (mod a)

Dakle, k£ mora biti oblika
k = ak’ (1.24)
ili
1 2

= —ak’ — - 1.2
k 9ak 9’ (1.25)

zaneki k € Z.

2.A) Ako pretpostavimo da vrijedi (1.24)) imamo

b = 9ak” + 6ak’ + 2k’ + a,
n=2ak' +1)+1,

pa je skup (1.23) oblika
{a,a(1 + 3K') + 2K, a2 + 3K')* + 2(1 + k), 9a(1 + 2k')* + 4(1 + 2k)}
skup sa svojstvom D(2a(2k’ + 1) + 1).
2.B) Pretpostavimo 1i (1.25]), dobivamo

b = é(a(3 + k') —2(6 + k), (1.26)
n = é(Za(Zk’ +9)+ 1), (1.27)

pa dobivamo da je skup (I.19) oblika

{a, é(a(?) +Kk')’ - 2(6+K)), é(a(6 +k)’ -23 +K)), é(a(9 +2K')? — 409 + 2k’))}
(1.28)
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sa svojstvom D (%(Za(Zk’ +9)+ 1)), za neke a,k’ € Z. Problem koji sada imamo
jest da za proizvoljne a,k’ € Z, broj n = $(2a(2k’ + 9) + 1) te elementi skupa (T:28)

ne moraju biti cjelobrojni. Na primjer, zaa = 11k = 1 pomocu formule (1.28)

dobivamo skup {1, %, %, %} koji predstavlja racionalnu D (%)—éetvorku. Zaa =1

1 k" = 11 dobivamo cjelobrojnu D(7)-Cetvorku {1, 18,29, 93}. Stoga ¢emo pokusati
odrediti neke klase brojeva a i kK’ za koje su n i b cijeli brojevi (a tada ¢e i elementi
skupa (1.28)) biti cjelobrojni). Lako se vidi da je n dan formulom cjelobrojan
ako 1 samo ako je

4ak’ +1 =0 (mod9),

odnosno
ak’ =2 (mod 9). (1.29)

Uvjerimo se da je tada i b € Z. Zaista,
a(k' +3)*=2(k'+6) = ak’*+6ak’ +9a—2k'—12 = 2k’ +12+9a-2k'-12=0 (mod 9).

Jo$ nam preostaje odrediti cijele brojeve a i k’ takve da vrijedi (I.29). Razlikujemo
sljedece slucajeve.

— Ako je a viSekratnik od 3, odnosno a = 0,3,6 (mod 9), onda kongruencija
(I.29) (u nepoznanici k') nema rjeSenja. Zaista, u tom slucaju 3 | gcd(a,9) i
342.

— Akojea =1 (mod 9),ondaje k' =2 (mod 9).

— Akojea =2 (mod 9),ondaje k' =1 (mod 9).

— Akojea =4 (mod 9),ondajek’ =5 (mod 9).

- Akojea =5 (mod 9),ondaje k' =4 (mod 9).

— Akojea =7 (mod 9),ondaje k' =8 (mod 9).

— Akojea =8 (mod 9),ondaje k' =7 (mod 9).
MozZemo zakljuciti sljedece: ako je

(a, k') mod 9 € {(1,2),(2,1),(4,5),(5,4),(7,8),(8, 7},

onda su 7 i b dani s (1.26)), (1.27) cjelobrojni, te isto vrijedi za elemente skupa (1.28).
Konkretno dobivamo sljedece polinomijalne formule:

e a=1+9d,k =2+9k",d’, k" € Z1i skup sa svojstvom D(a’(26 + 36k”) + 4k” + 3):
9a' +1,a' (OK” + 5)* + 9k"* + 8k” + 1,a’ (9K” + 8)* + 9k + 14k” + 6,

a' (18K + 13)* + 36k""? + 44k” + 13).
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e a=2+9d', k' = 1+9k",a’, k" € Z, skup sa svojstvom D(a’(22+36k" +22)+8k” +5):
9" +2,a' (9k” + 4)* + 209K + Tk” + 1),d’ (Ok” + 7)* + 2(9k"* + 13k” + 5),
(@’ (18k" + 11)* + (18K” + 11)(4k” + 2)},
e a=4+9a k' =5+9k",d', k" € Z, skup sa svojstvom D(a’(36k” +38) + 16k” + 17):
9a" + 4,d’ (9K + 8)* + 36k"* + 62k” +26,a’(9k” + 11)* + 36k"* + 86k” + 52,

(18K + 19)* + 8(k” + 1)(18k” + 19)},

a=5+9a, k' =4+9k”,d', k" € Z, skup sa svojstvom D(a’(36k” +34) +20k” + 19):
(9a’ +5,d’ (k" +7)* + 45k"* + 68k” + 25,a’ (9k” + 10)> + 45k’ + 98k” + 54,

(@’ (18k” + 17)* + (10K” + 9)(18K” + 17)},

a=T7+9", k' =8+9k”,d' k" € Z, skup sa svojstvom D(a’(36k” +50) +28k" +39):
9a" +7,a’ (Ok” + 11)* + 63k"? + 152k" + 91,d’ (9k” + 14)* + 63k"* + 194k” + 150,

d (18K +25)% + (14k” + 19)(18k” + 25)},

a=8+9d,k =7+9k",d’ k" € Z, skup sa svojstvom D(a’(36k” +46) +32k” +41):
(9a" + 8,a’ (9k” + 10)? + 72k"* + 158k” + 86,a’(9k” + 13)> + 72k”? + 206k” + 148,
a' (18K + 23)* + (16k” + 20)(18k” + 23)}.

Formule za skupove sa svojstvom D(n) koje smo dobili u sluajevima 1.A, 1.B i 2.A
istaknut ¢emo u sljedeem teoremu.

Teorem 1.2.1. Neka su m,k € Z. Skupovi
{m,mk* = 2k — 2, m(k + 1)* = 2k, m(2k + 1)*> — 42k + 1)}, (1.30)

{m, m(1 + 3k)2 + 2k, m(2 + 3k)? + 2(1 + k), 9m(1 + 2k)* + 4(1 + 2k)} (1.31)

imaju svojstvo svojstvom D(2m(2k + 1) + 1). Skup
{(m,mk? + 2k — 24, m(k + 1)* + 2(k + 2), m(2k + 1)* + 42k + 1)} (1.32)

ima svojstvo D2m(2k + 1) +9).
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Napomena 1.2.2. Teorem[I.2.1|vrijedi i u bilo kojem komutativnom prstenu s jedinicom.
Primjer 1.2.3. Zam, k € Z[ V2], m = 1 — V2, k = 2V2, skup (T.30)) je oblika
{1-V2,6-12V2,1-9V2,13 -41V2) (1.33)

sa svojstvom D(6 V2 — 13). Uvjerimo se da je to zaista D(n) cetvorka u prstenu Z[ V2] za
n=6v2-13.

(1-V2)6-12V2)+6V2-13=17-12V2 =3 -2V2)
(1-V2)1-9V2)+6V2-13=6-4V2=2- V2)
(1- V2)(13-41V2) + 6 V2 — 13 = 82 - 48 V2 = (8 - 3V2)?
(6-12V2)(1 -9V2) +6V2 - 13 =209 - 60 V2 = (3 — 10 V2)?
(6-12V2)(13 - 41V2) + 6 V2 — 13 = 738 — 152 V2 = (9 — 22 V2)?

(1-9V2)(13-41V2) +6V2 - 13 =738 — 152 V2 = (4 — 19 V2)?

Vidimo da je umnozak svaka dva razlicita elementa iz skupa (I.33) uveéan zan = 6 V2—13
jednak potpunom kvadratu nekog elementa iz prstena Z[ N2, iz Cega slijedi da je skup
(T33) Diofantova cetvorka u prstenu Z[ V2] sa svojstvom D(6 V2 — 13).

Napomena 1.2.4. Skupovi iz Teorema[l.2. 1| bit ¢e Diofantove Cetvorke sa svojstvom D(n)
ako niti jedan od elemenata nije jednak nuli i svi elementi su medusobno razliciti.

Primjer 1.2.5. Zam = 2 i k = 3, skup (1.32) e biti oblika
{—2,-14,-22,-70},

dok ¢e zam = 1,k = =3 biti oblika

{1,1,2,5}.
Uoc¢imo da za m = 2 i k = 3 dobivamo Diofantovu cetvorku sa svojstvom D(—19), a za
m = 1,k = =3 skup (1.32) ima svojstvo D(—1) ali ne predstavija D(—1)-Cetvorku jer nije
dozvoljeno ponavljanje elemenata.



Poglavlje 2

D(n)-Cetvorke u prstenu cijelih brojeva

U ovom poglavlju pokazat ¢emo da u prstenu cijelih brojeva postoji Diofantova Cetvorka
sa svojstvom D(n) ako i samo ako se n moZe prikazati kao razlika kvadrata dva cijela broja,
do na kona¢no mnogo izuzetaka.

2.1 Nepostojanje D(n)-Cetvorke u Z

Teorem 2.1.1. Neka je n cijeli broj takav da je n = 2 (mod 4). Tada ne postoji Diofantova
Cetvorka sa svojstvom D(n).

Dokaz. Nekajen = 4k+2 zaneki k € Z. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je {a;, as, as, a4} C
N skup sa svojstvom D(4k + 2). Tada vrijedi:

aaj+@k+2)=b7, 1<i<j<4,

ij°

gdje su b;; € Z. Znamo da kvadrat cijelog broja daje ostatak O ili 1 pri dijeljenju sa 4 Sto
povlaci da je

aa;=2ili3  (mod 4).
ZakljuCujemo da niti jedan a; nije djeljiv s 4, tj. brojevi a, a, as, a4 daju ostatak 1,2 ili
3 pri dijeljenju s Cetiri. To znaci da, prema Dirichelotov principu, barem dva broja medu
njima daju isti ostatak pri dijeljenju s 4. Neka su to brojevi a; i a,. Dakle,

a;=a,=m (mod 4),

im e {1,2,3}, iz Cega slijedi
a,a, =m> (mod 4).

Dobili smo kontradikciju jer lijeva strana kongruencije pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 2 ili
3,adesnaOili 1. O

15
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2.2 Postojanje D(n)-Cetvorke u Z

U prethodnom odsjecku smo pokazali da ako je n oblika 4k + 2, k € Z, onda D(n)-Cetvorka
ne postoji. Ovdje pokazujemo obrat. Koriste¢i formule za Diofantove skupove sa svoj-
stvom D(n) dane u Teoremu efektivno ¢emo konstruirati D(n)-Cetvorke za n # 2
(mod 2), do na kona¢no mnogo izuzetaka, tako da biramo pogodne vrijednosti parametara
mik.

Teorem 2.2.1. Ako cijeli broj n nije oblika 4k + 2 i n nije element skupa
S =1{-4,-3,-1,3,5,8,12,20},
onda postoji barem jedna Diofantova cetvorka sa svojstvom D(n).

Dokaz. Skup (T31)) ima svojstvo D(2m(2k + 1) + 1). Zelimo pronaéi vrijednosti parame-
tara m 1 k za koje je 2m(2k + 1) + 1 = 2N + 1, te za koje je 2m(2k + 1) + 1 = 4N, N € Z.
Pretpostavit ¢emo da m poprima neku fiksnu cjelobrojnu vrijednost.

I) Neka je n = 2N + 1, za neki N € Z. Trebamo odrediti neka, po mogucnosti cjelo-
brojna, rjeSenja jednadzbe (u nepoznanicama m i k):

2m2k+ 1)+ 1 =2N + 1. (2.1)
Ocito je prethodna jednadZba ekvivalenta s
m(2k + 1) = N.

Ako pretpostavimo da je m = 1, onda ¢e (2.1]) imati cjelobrojno rjesenje u k ako i samo ako
je N neparan, tj. N = 2/ + 1. U tom slucaju je k = . UvrStavanjem m = 1 ik = [ u (1.31)
slijedi da skup

{1,907 + 81+ 1,90* + 141 + 6,361* + 441 + 13} (2.2)

ima svojstvo D(4[ + 3).
Jo§ moramo pronaci neko rjesenje jednadzbe (2.1)) ako je N paran, tj. N = 2[. Tada je
jednadzba (2.1)) ekvivalentna s
mQ2k + 1) = 2L

Za fiksan m = 2, rjeSenje prethodne jednadzbe je cjelobrojno ako je [ neparan. Stoga
jednadzba (2.1) za N = 41+ 2, tj. 2m(2k+ 1)+ 1 = 8/+5 ima rjeSenje (m, k) = (2,1). Prema
(I.31) dobivamo skup

(2, 187 + 141 + 2, 18 + 261 + 10, 72/* + 801 + 22} (2.3)

ima svojstvom D(8[ + 5).
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Da bismo potpuno rijesili slucaj “neparnog” n, preostaje nam slucaj kada je N = 4/,
odnosno n = 8/ + 1. Tada je jednadzba (2.1) ekvivalentna jednadZbi

m(2k + 1) = 41,

-1
Za fiksan m = 4, rjeSenje prethodne jednadzbe je k = — Iako k nije cjelobrojan formula
(I.3T) daje skup s cjelobrojnim elementima

(4,97 — 51,9 + 71 + 2,36 + 41} (2.4)

1 sa svojstvom D(8[ + 1).

Zaklju¢imo, ako je n neparan broj, onda postoji skup sa svojstvom D(n). Buduéi da
zelimo na¢i D(n)-Cetvorke, joS bi iskljuciti one vrijednosti parametra / za koje skupovi
(2.2)-(2.4) imaju barem dva ista elementa ili neki od elemenata jednak nuli. To ¢emo ana-
lizirati u 3. etapi dokaza. U sljedecem koraku nalazimo skupove za cijele brojeve n koji su
djeljivi s 4.

IT) Neka je n = 4N za N € Z. Trebamo naci neka rjeSenja jednadzbe
2m(2k + 1)+ 1 = 4N. (2.5)

Jasno je da ne postoje cjelobrojna rjeSenja jer s lijeva strana prethodne relacije predstavlja
neparan broj a desna paran. Stoga elementi skupa (1.3T)) ne Ce biti cjelobrojni. Ovu situ-
aciju ¢emo pokuSati “izvuéi” primjenom Propozicije koja kaze da mnoZenjem ele-
menata skupa sa svojstvom D(n) s nekim w dobivamo skup sa svojstvom D(nw?). Dakle,
zam=1/2,iz dobivamo da je

k=2N - 1.

1
Stavimo da je [ = 2N. Uvrstavanjem (m, k) = (5, - 1) u (1.3T)) dobivamo skup
192 9P 1, 1
{5,7—41,7—14'5,181 - 10l + 5} (26)

sa svojstvom D(2[). Skup (2.7) o€ito nema cjelobrojne elemente, ali pomnozimo li ih s 2
dobit ¢emo skup s cjelobrojnim elementima

{1,977 — 81,9/ — 21 + 1,361 — 201 + 1} (2.7)

1 sa svojstvom D(8!/) (prema Propoziciji|l.1.5).
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Preostaje nam jos sluc¢aj n = 8/+4. Kako je 8/+4 = 4(2[+1), pokuSat cemo kombinirati
slucajeve iz I) s Propozicijom[I.1.5] MnoZenjem elemenata skupa (2.2)) s 2 dobivamo skup

(2,187 + 161 + 2, 18 + 281 + 12, 721* + 881 + 26} (2.8)

sa svojstvom D(16/ + 12).
Stoga nam do zakljucivanja ovog slucaja joS preostaje podslucajn = 16/+4 = 4(4/+1).
Trazimo m i k za koje
2mQk+ 1)+ 1 =41+ 1.

-1
Prethodna jednadzba je zadovoljena za (m, k) = (2, T) pa iz (1.3T)) dobivamo skup

9P 1 9P 3
{2,7—21—5,74'414'5,181 +4l}

sa svojstvom D(4/ + 1). MnoZenjem elemenata tog skupa s 2 dobivamo skup
{4,9P — 41— 1,9 + 81 + 3,36/* + 81} (2.9)

sa svojstvom D(16/ + 4).
Dakle, pokazali smo da ako je n = 0 (mod 4), onda postoji skup sa svojstvom D(n).

IIT) U ovom koraku dokazu pronalazimo sve vrijednosti / € Z za koje skupovi (2.2,

2.3), 2.4), 2.7), 2.8), 2.9) reprezentiraju D(n)-Cetvorke, n = f(I). Pokazimo to na pa
primjeru skupa (2.2)). Najprije trazimo sve / € Z za koje je neki od elemenata od (2.2))
jednak nuli. Znaci ispitujemo imaju li sljedeci polinomi (koji korespondiraju 2., 3. 1 4.
elementu skupa) cjelobrojnih nultoCaka:

po(D) =9 + 81+ 1,

p3(D) =9 + 141 + 6,
pa(D) = 361> + 441 + 13

Niti jedan od prethodnih polinoma nema cjelobrojnih nultocki. JoS preostaje za provjeriti
daje li formula (2.2) ze neke [ dva ista elementa. Dakle, uz oznaku p,(l) = 1, treba ispitati
jeli

pi)=pi), 1 <i<j<4,
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za neke [ € Z. Dakle, provjerom nultoc¢aka sljedec¢ih 6 polinoma

(p2 — p1)(D) = 9% + 81,

(ps — p)(D) = 9% + 141 + 5,
(ps — p)(D) = 361° + 441 + 12,
(p3 — p2)()) = 61 + 5,

(ps — p)() = 2717 + 361 + 12,
(ps — p3)() = 271 + 301 + 7,

dobivamo da je
(p2 = p1)(0) =0, (p3 — p)(=1) =0.

Dakle, za [ = 0 i pripadni n = 3 imamo skup kojem su prva dva elementa jednaka
{1,1,6,13},
te za / = —1 1 pripadni n = —1 skup kojem su prvi i treci elementi jednaki
{1,2,1,5}.
Ispitujuéi moguénosti za ostale skupove dobit ¢emo sljedece izuzetke:
{(-12,-7,-4,-3,-1,0,1,3,4,5,8,9, 12, 20}.

Slucaj n = 1 je rijeSen (jer postoji beskonacno mnogo Diofantovih Cetvorki). Skupovi
{1,12,28,76} 1 {1,8,11,16} su D(—12) i D(-7)-Cetvorke, redom. Nadalje, postoji be-
skonaéno mnogo D(0)-Cetvorki. Zaista, {a*, b*, c%, d*} je D(0)-Cetvorka za bilo koja 4 cijela
broja a, b, ¢, d koji su razliciti od nule. Nadalje, za n koji je jednak potpunom kvadratu
postoji beskona¢no mnogo D(n)-Cetvorki (Korolar[I.1.7) pa moZemo eliminirati slucajeve
n =4,9. Stoga, nismo pronasli D(n)-Cetvorku samo zan € {-4,-3,-1,3,5,8,12,20}. O

Preglednost radi rezultate dobivene u dokazu prethodnog teorema isticemo u sljede¢em
korolaru.

Korolar 2.2.2. Neka je k € Z. Tada za n danog oblika, uz konacno mnogo navedenih
izuzetaka, sljedeci skupovi predstavljaju D(n)-Cetvorke:

e n=4k+3:
{1,9k% + 8k + 1,9k + 14k + 6,36k*> + 44k + 13}, (2.10)

zak#0,-1¢. n+3,-1,
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e n=8k+1:
(4,9k* — 5k, 9k* + Tk + 2, 36k> + 4k}, (2.11)

zak#0,1,-1,4. n#1,9,-7,
en=8k+5:

(2, 18k* + 14k + 2, 18k* + 26k + 10, 72k* + 80k + 22}, (2.12)

zak #0,-1, 4. n#5,-3,

o n=28k:
(1,9k* — 8k, 9k* — 2k + 1,36k*> — 20k + 1}, (2.13)

zak#0,1,4. n#0,8,

e n=16k+4:
{4,9k* — 4k — 1,9k* + 8k + 3,36k> + 8k}, (2.14)

zak #0,1,-1, 1. n# 4,20,-12,

n=16k+12:

(2, 18k* + 16k + 2, 18k + 28k + 12, 72k*> + 88k + 26}, (2.15)

zak#0,-1, . n#12,-4.

Korolar 2.2.3. Za svaki racionalan broj q postoji Cetveroclan skup racionalnih brojeva
sa svojstvom da je produkt svaka dva razlicita elementa tog skupa, uvecan za q, kvadrat
racionalnog broja.

Dokaz. Neka je g = ﬂ,m € Z,n € N. Tada za k = 100n%q vrijedi: k € Z,k = 0 (mod 4)
n
i|x] = 100 pa po Teoremu postoji Diofantova Cetvorka {ay, a,, as, a4} sa svojstvom

D(k). Slijedi da skup { 16(1)1;1’ l‘gn, 1‘83”, 1a(;‘n

Teorem 2.2.4. Ako cijeli broj n nije oblika 4k +2in ¢ S UT, gdje je skup S definiran u
Teoremu[2.2.1] a

} ima svojstvo D(g). O

T ={-15,-12,-7,7,13,15,21,24,28, 32,48, 60, 84},
onda postoje barem dvije razlicite Diofantove cetvorke sa svojstvom D(n).

Dokaz. Analogno dokazu Teorema iz (T.30) dobivamo sljedeée skupove sa svoj-
stvom D(n):



POGLAVLIJE 2. D(n)-CETVORKE U PRSTENU CIJELIH BROJEVA 21

e n=4k+3:
(1,k* =2k = 2,k% + 1,4k* — 4k — 3}, (2.16)
e n=8k+1:
(4,k* = 3k, k> + k + 2, 4k> — 4k}, (2.17)
e n=8k+5:
(2,2k> = 2k — 2,2k* + 2k + 2, 8k* — 2}, (2.18)
o n=28k:
1,k*> — 6k + 1,k*> — 4k + 4, 4k*> — 20k + 9}, 2.19
{ } (2.19)
e n=16k+4:
(4,k* — 4k — 1,k* + 3, 4k* — 8k}, (2.20)
e n=16k+12:
2,2k — 4k — 4,2k> + 2, 8k* — 8k — 6). (2.21)

Ponovno trebamo ispitati za koje vrijednosti cijelog broja k ¢e gornji skupovi imati jednake
elemente ili neki od elemenata jednak nuli. To vrijedi za sljedeée vrijednosti parametra k:

o ke{-1,0,1,2,3},4j. n € {-1,3,7, 11, 15} za skup (Z.16),
o ke{-2,-1,0,1,2,3,4}, tj. n € {~15,-7,1,9, 17,25, 33} za skup (@-T7),
o ke{-1,0,1,2}, 4. n € {-3,5,13,21} za skup (Z.I8),

k€1{0,1,2,3,4,5,6), tj. n € {0,8, 16,24, 32, 40, 48} za skup (2.19),
o ke{-1,0,1,2,3,5}, . n € {=12,4,20, 36, 52, 84} za skup (Z.20),
o ke{-1,0,1,2,3),tj. n € {~4, 12,28, 44, 60} za skup Z.21).

Dakle, formule (2.16)-(2.21)) ne predstavljaju Diofantove ¢etvorke sa svojstvom D(n) ako
je n element skupa

{-15,-12,-7,-4,-3,-1,0,1,3,4,5,7,8,9,11, 12,13, 15,

16,17,20,21, 24,25, 28, 32,33, 36,40, 44,48, 52, 60, 84}.

Kao $to smo veé obrazlozili u dokazu Teorema[2.2.1] za n = 0, 1 te ako je n jednak potpu-
nom kvadratu nekog prirodnog broja, postoji beskona¢no mnogo D(n)-Cetvorki. Nadalje,
moze se provjeriti da skupovi

{2,7,19,35}, {1,8,19,208}, {8,51,101,296}, {1,24,41,129}, {1,12,477,23052}
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imaju redom svojstva D(11), D(17), D(33), D(40), D(52). Jasno, ni slu¢ajn = 44 =11 - 2?2
nije izuzetak. Stoga su izuzetci pobrojani u sljedecem skupu

{-15,-12,-7,-4,-3,-1,3,5,7,8,12,13, 15, 20,21, 24,28,32,48,60,84} =S U T.

2.3 Veza D(n)-Cetvorki i razlike kvadrata

Teorem 2.3.1. Cijeli broj n moZe se prikazati kao razlika kvadrata dva cijela broja ako i
samo n =2 (mod 4).

Dokaz. Nekaje n = x*> —y?, x,y € Z. Buduéi da kvadrat cijelog broja daje ostatak 0 ili 1
pri dijeljenju s 4, sijedi da broj n daje ostatak 0, 1 ili 3 pri dijeljenju s 4.

Obratno, pretpostavimo lin # 2 (mod 4) slijedidajen = 4kilin = 4k+11ilin = 4k+3
zaneki k € Z. U prvom slucaju imamo

4k = (k+ 1)* = (k- 1)%,
u drugom
4k + 1 = 2k + 1)* — (2k)?

au treCem
4k +3 = 2k +2)* — 2k + 1)°.

Stoga se svaki n takav da n # 2 (mod 4) moZe prikazati kao razlika kvadrata dva cijela
broja. O

Na temelju onoga Sto se pokazalo u prethodnim odsjeccima vrijedi:

Teorem 2.3.2. Nekajene Z n¢ S ={-4,-3,-1,3,5,8,12,20}. Diofantova cetvorka sa
svojstvom D(n) postoji ako i samo ako se n moZe prikazati kao razlika kvadrata dva cijela
broja

Za elemente skupa S nije poznato postoji li D(n)-Cetvorka. Posebno se tezak pokazao
slucaj D(—1)-Cetvorke o kojem postoji niz ¢lanaka.

Slutnja 2.3.3. Ne postoji D(n)-Cetvorka zan € {—4,-3,-1,3,5,8,12,20}.

Zanimljivo je napomenuti da karakterizaciju D(n)-Cetvorke pomocu prikazivosti broja
n kao razlike kvadrata dva cijela broj ne moZzemo dokazi direktno ve¢ koriStenjem polino-
mijalnih formula za skupove sa svojstvom D(n) iz Teorema|[I.2.1] no ipak izravno moZemo
dokazati sljedecu tvrdnju.
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Propozicija 2.3.4. Ako je n = k> — a?, onda za svaki cijeli broj m Cetvorka
(a,a,(m* + Da + 2mk, (m* + 2m + 2)a + 2(m + 1)k)
ima svojstvo da je produkt svaka dva medu njima uvecan za n potpun kvadrat.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz sljedecih relacija:

a-a+n=KkK
al(m* + Da + 2mk] + n = (am + k)

al(m* +2m + 2)a + 2k(m + D] + n = [a(m + 1) + k]?

[(m* + Da + 2mk][(m* + 2m + 2)a + 2k(m + D]+ n = [a(m* + m + 1) + kQm + 1)]?

O

2.4 Diofantove ¢etvorke sa svojstvom D(I?)

Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je a < b i {a, b} Diofantov par sa svojstvom D(/?) za
neki / € N. Tada postoji k € N takav da je

ab + P = k> (2.22)

Ako D(I?)-par Zelimo prosiriti s jo$ jednim prirodnim brojem x tako da skup {a, b, x} bude
Diofantova trojka sa svojstvom D(/%), onda trebaju biti ispunjena sljedeéa dva uvjeta

ax + 1> =y, (2.23)
bx + 1 =2, '

za neke y, z € N. Odnosno ekvivalentno, trazimo rjeSenje jednadzbe tzv. pellovskog tipa
by’ —az> = P(b - a), (2.24)
unepoznanicama y i z. Lako se provjerava da je prethodna jednadzba uvijek rjeSiva. Naime,

0,20 =00, (y,2) =(k+a,k+D)
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zadovoljavaju jednadzbu (2.24). MozZe se pokazati da ¢e nizovi rjeSenja koji su generirani
s ovim pocetnim rjeSenjima dati nadopunjenja D(/?)-para {a, b}. Metodu nadopunjavanja
opisat ¢emo na konkretnom primjeru. Prije nego Sto izloZimo taj primjer, navedimo neke
osnovne ¢injenice o Pellovim i pellovskim jednadZbama koje ¢e nam trebati za rjeSavanje

jednadzbe (2.24).

Definicija 2.4.1. Neka je d prirodni broj koji nije potpuni kvadrat. Diofantska jednadzba
oblika
K —dy? =1 (2.25)

zove se Pellova jednadZba.
Jednadzba oblika

¥ —dy" =N (2.26)
gdje je N cijeli broj, naziva se pellovska jednadzba.

Teorem 2.4.2. Neka je x; + v, Vd fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe 2.25)). Tada
su sva rjesSenja u skupu prirodnih brojeva dana formulom

Xy + yu Vd = (x; +y, Vd)'.

Konkretno, vrijedi
[n/2]

_ N\ ok 2k &

k=0
n/2] n

L= xn—Zk—l 2k+ldk
Y kz:(; (2k+ 1) rN

Teorem 2.4.3. Rjesenja Pellove jednadzbe ([2.25)) u skupu prirodnih brojeva (x,,y,) zado-
voljavaju rekurzivne relacije
Xp = X1 X—1 + dY1Yn-1,

y}’l = ylxl’l—l +x1yl’l—1’n Z 1’

pri Cemu je (x1,y1) fundamentalno, a (xy,yo) = (1,0) trivijalno rjesenje od (2.25).
Nadalje, uz iste pocetne uvjete vrijede i relacije
Xp = 2X1 X1 — Xp2,

Yn = 2x1yn—l = Vp2,n1 2 2.
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Propozicija 2.4.4. Neka je (x;,y,) neko rjeSenje pellovske jednadzbe (2.26)), a (u, v) rjesenje
Pellove jednadzbe [2.25)). Tada je

X +y2\/;7 =(x;1+y \/2)(u+v\/;7)
rjesenje jednadzbe ([2.26)).
Dokaz. Direktnim uvrStavanjem (x, y2) = (xju + yvd, x;v + yu) u (2.26). O

Korolar 2.4.5. Neka su a,b € N i a, b, ab nisu potpuni kvadrati. Ako je (xy,y,) rjeSenje
Jjednadzbe
ax* — by* = N, (2.27)

(u,v) rjeSenje Pellove jednadzbe x* — aby* = 1,
% Va +y> Vb = (x1 Va + yi Vb)(u + v Vab)

onda je (x,, y>) rjeSenje jednadzbe (2.27).

Dokaz. OCcito je (x*,y") rjeSenje jednadzbe (2.27) ako i samo ako je (ax*,y*) rjeSenje
pellovske jednadzbe x> — aby’* = aN. Prema Propoziciji 2.4.4] (ax,,y») je rjeSenje od
x? — aby® = aN pa slijedi tvrdnja. O

Vratimo se sada na rjeSavanje jednadzbe (2.24). Njoj pridruZzena Pellova jednadzba
glasi
y* —abz® =1,

te ozna¢imo fundamentalno rjesenje sa (s, ). Dakle,
s> —abt* = 1. (2.28)
Prema Teoremu [2.4.2|1 Korolaru [2.4.5| vrijedi da su
va Vb + 2, Va = (Vb + IVa)(s + t Vab)",
v Vb + 2, Va = ((k + a) Vb + (k + b) Va)(s + t Vab)",

rjesenja od (2.24) za n € Ny. Nizovi (y,) i (y)) su binarni rekurzivni nizovi potpuno ana-
logni onima za Pellovu jednadZbu (Teorem [2.4.3)). Dakle, vrijedi

Yn = 28Vp-1 — Yn-2, =2 (2.29)
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uz pocetne uvjete yo =iy, = (s + at)l, te
Yo =28V = Yooy N2 2

uz pocetne uvjete y, = k + aiy] = s(k + a) + at(k + b). Prema definiramo pripadne nizove

(x2) 1 (x;,):

2 2 72 2
_yn_l /_yn -1
Xy = , X, = :
a a

(2.30)

Jasno je da su {a, b, x,} 1 {a, b, x,} Diofantovi skupovi sa svojstvom D(I%), no trebamo po-
kazati da su x,, x;, cjelobrojno za svaki n € Nj.

Propozicija 2.4.6. Nizovi (x,) i (x,) definirani relacijama u (2.30) su cjelobrojni.

Dokaz. Pokazimo da a | y2 — [?, za svaki n € Ny. Tvrdnju éemo dokazati pomo¢u mate-
maticke indukcije.

1. Baza:n=01in=1,
yo -1 =0,
Vvi—P=(s+at)'l? - P = P(s* + 2sat + a*t* — 1) = > (abt* + 2sat + a*t*). (2.31)

al

pri ¢emu smo posljednju jednakost dobili prema (2.28)).
2. Pretpostavimo da za neki n € N, a dijeli yl.2 —Pzasvei<n.
3. Prema rekurziji (2.29) imamo
Voot = 2= @y = yue) = B = 48%) = sy +yi, - P (2.32)
T
Sada, ponovno matematickom indukcijom, pokazujemo da a | sy, — y,-.
a) Baza:n=1,

sy1 —yo = S(s + at)l — 1 = I(s* — sat — 1)
= l(abt + sat) = a(lbt + lst).
b) Neka je n € N. Pretpostavimo da a | sy; — y;_y zasve i < n, tj. sy; — yi-| =
ak, k € Z.

c¢) Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n + 1. Koristec¢i rekurziju (2.29) dobivamo
SYn+1 = Yn = S(28Yn = Yu-1) = Yn = S(SYn + ak) =y,
= szyn + aks —y, = yn(s2 — 1)+ aks
=y, -abt + aks = a(y,bt + ks).
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Dobili smo da a | sy,,; — y, iz Cega slijedi da je relacija (2.32) djeljiva s a pa pocetna
pretpostavka vrijedi za sve n € Ny, tj. niz (x,) je cjelobrojan.

Pokazimo sada analognu tvrdnju za niz (x],) opet koriste¢i princip matemati¢ke induk-
cije. Bududi da nizovi (y,) 1 (y),) zadovoljavaju istu rekurziju dovoljno je provjeriti bazu
indukcije.

1. Baza: n=01in = 1. Vrijedi
Vi =P =(k+a)?—P =k +2ak+a* - > =ab+2ak + a* = a(a + b + 2k),
gdje smo primijenili (2.22)). Nadalje,
yi2 = P = (s(k + a) + at(k + b))> - I*
= s?(k + a)* + a*P*(k + b)* + 2sat(a + k)(b + k) — I*
= (abt* + 1)(k + a)* + a*P(k + b)* + 2sat(a + k)(b + k) — I
= abt*(k + a)* + k* + 2ak + a* + > *(k + b)* + 2sat(a + k)(b + k) — I
= ab?(k + a)® + ab + 2ak + a* + a*t*(k + b)* + 2sat(a + k)(b + k),
pri ¢emu smo koristili 2.22)) i (2.28). Otito, a | y|* — L.
Treba joS dokazatida a | sy, —y!_, za Sto je ponovo dovoljno pokazati bazu indukcije.
ayn=1
sy1 = yo = s(stk + a) + at(k + b)) — (k + a)
= (s = Dk + a) + at(k + b)

= abt*(k + a) + at(k + b)
= a(bt*(k + a) + t(k + b)).
O
U [1]] je Dujella pokazao da je
Xu X, + 2 = (yny;——lk)2 ,
a

za sve n € Nj. Dokaz je tehnicki slozen i zahtijevao bi uvodenje jos nizova koji zadovolja-
vaju jednadzbu (2.24). Drugim rije¢ima vrijedi sljedeca tvrdnja.

Teorem 2.4.7. Neka je | € Z i {a, b} Diofantov par sa svojstvom D(I*). Tada je
{a, b, x,, x,}

skup sa svojstvom D(I?) za sve n € N.
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Na konkretnom primjeru demonstrirat ¢emo opisanu metodu kojom neki Diofantov
par sa svojstvom D(/*) moZemo nadopuniti, na beskonacno mnogo nacina, do Diofantove
etvorke sa svojstvom D([?).

Primjer 2.4.8. Zadan je Diofantov par {4,5} sa svojstvom D(16). Dakle, zadane su
sljedece vrijednosti parametara:

a=4,b=5,l=4,k=6.

Da bismo odredili nizove (x,) i (x,) trebamo najprije odrediti nizove (y,) i (y,) koji su
rjesenja pellovske jednadzbe Sy*—4z* = 16. Za to nam je potrebno fundamentalno rjesenje
pripadne Pellove jednadzbe y* — 20z = 1. Lako se provjeri da je to (s,t) = (9,2). Pocetne
vrijednosti nizova (y,) i (y,) su

yo=1=4,y, =(s+at)l =68,
yo=k+a=10,y| = stk +a)+attk+b) =178.
Kako je xo = 0, {a, b, xo, X} ne predstavlja pravo proSirenje. Nadalje,
2_p 2 _p

y1_l
a

X1 =

dat ¢e pravo proSirenje. Zaista, {4,5,1152,7917} je Diofantova cCetvorka sa svojstvom
D(4?%). U to se moZemo i eksplicitno uvjeriti:
4-5+16 =6,

4-1152 + 16 = 682,

4-7917 + 16 = 1787,

5-1152 + 16 = 767,

5-7917 + 16 = 199°,

1152 - 7917 + 16 = 30207

Zan =12,3,4,...dobivamo skupove:

{4,5, 372096, 2553600},
{4,5,119814912, 822255621},
{4,5,38580030720, 264763760700}, . ..
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Pomo¢éu opisane konstrukcije za nadopunjavanje D(/?)-para do etvorke moZe se doi
do zanimljivih primjera ¢iji su elementi Fibonaccijevi 1 Lucasovi brojevi. Niz Fibonaccije-
vih brojeva definira se rekurzivnom relacijom

Fn+1 :F}’l+Fn—17 nz 1’
s pocetnim uvjetima Fy = 1, F; = 1. Niz Lucasovih brojeva u oznaci (L,) dan je relacijom
L,=F,+F,,n€N,

odnosno
Ln+1 = Ln + Ln—]a n S ls

s pocetnim uvjetima Ly = 2, L; = 1.

Teorem 2.4.9. Za sve prirodne brojeve n > 2, skupovi

(2F,-1,2F 1, 2F; Fui1 Fua, 2F i1 Frio FrisRF2, = F2)), (2.33)
{Fo1,4F i1, F2FpaF i3, Fu i FriaFosal 2o + 2(-1)"]), (2.34)
{4F,_1, Foi1, FsLnLrHla Fri1Fonsa(Fopin +2(=1)")} (2.35)

imaju svojstvo D(F?).

Za sve prirodne brojeve n > 3, skupovi

{2Fn—172Fn+172Fn—2Fn—1F332F3Fn+an+2}’ (236)
{Fn—1’4Fn+1’Fn—ZFn—an+1(2F2 - F5_1)9 F,31Fn+2Fn+3}’ (237)
{4F,_1, Fy1, FooFoyoFop 1, FoLy Lyt (2.38)

imaju svojstvo D(F?)

Teorem [2.4.9) moze se dokazati direktnom provjerom. PokaZzimo to na primjeru skupa

2.3%):

F,-4F, . +F> =17,
Fuoi- FyFynF,s+ F, = (F,F.,),
Fot Furi FrooFpal FLy + 2(=1)"1 + F2 = [Fu Fp + (1) Fous %,
AF st - FyFyoFus + Fy = {Fy[2F 1 Fro — (1)"1Y,
AF i1 - FuarFuaFraalFrpp + 2(=1)"1 + Fy = (Fu3[2F 1 Fro + (1)"1Y,

Fan+2Fn+3 : Fn+1Fn+2Fn+4[F,2,+2 + 2(_1)n] + Fﬁ = {Fn[FfHZ + (_l)nF1%+2 - 1]}2
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Veé smo na samom pocetku zakljucili da postoji beskonaéno mnogo D(/?)-Eetvorki u
prstenu cijelih brojeva. No, to ne vrijedi za cijeli broj n koji nije jednak potpunom kvadratu.
Zato je postavljena sljedeca slutnja.

Slutnja 2.4.10. Neka je n € Z, n # I? za sve | € Z. Tada postoji najvise konacno mnogo
D(n)-Cetvorki.



Bibliografija

[1]

A. Dujella, Generalization of a problem of Diophantus, Acta Arith. 65 (1993), 15-27.

A. Dujella, Diophantine quadruples for squares of Fibonacci and Lucas numbers,
Portugaliae Math. 52 (1995), 305-318.

A. Dujella, Some polynomial formulas for Diophantine quadruples, Grazer Math.
Ber. 328 (1996), 25-30.

A. Dujella, Generalizirani Diofant-Davenportov problem, doktorska disertacija,
SveuciliSte u Zagrebu, 1996.

A. Dujella, Teorija brojeva, Skolska knjiga, Zagreb, 2019.

Z. Franusié, Pellove jednadzba, https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/
etb/materijali/pellova-web.pdf

B. He, A. Togbé and V. Ziegler, There is no Diophantine quintuple, Trans. Amer.
Math. Soc. 371 (2019), 6665-67009.

31


https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/etb/materijali/pellova-web.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/etb/materijali/pellova-web.pdf

Sazetak

Neka je n cijeli broj. Skup cijelih brojeva razlicitih od nule {a,, a,, a3, a4} je Diofantova
Cetvorka sa svojstvom D(n) ako je umnozak bilo koja dva elementa tog skupa uvecan za
cijeli broj n jednak potpunom kvadratu. Dva vaZna povijesna primjera takvih skupova su
{1, 33,68, 105} - D(256)-Cetvorka (koju je dobio grcki matematicar Diofant Aleksandrijski)
te{l, 3, 8, 120} - D(1)-Cetvorka (koju je pronaSao je francuski matematicar Pierre de Fermat)

U ovom radu razmatramo problem postojanja Diofantove Cetvorke za proizvoljni cijeli
broj n. Pokazujemo da Diofantova Cetvorka sa svojstvom D(n) postoji ako i samo ako je
n # 2 (mod 4), tj. ako 1 samo ako se n moZe prikazati kao razlika kvadrata dva cijela broja,
do na kona¢no mnogo izuzetaka.



Summary

Let n be an integer. A set of four nonzero integers {a;, a», as, a4} is a Diophantine quadruple
with the property D(n), or just a D(n)-quadruple if the product of its any two distinct
elements increased by 7 is a perfect square. Two significant historical examples of such sets
are {1, 33,68, 105} - a D(256)-quadruple (obtained by the Greek mathematician Diophantus
of Alexandria) and {1, 3,8, 120} - a D(1)-quadruple (found by the French mathematician
Pierre de Fermat).

In this thesis, we consider the problem of existence of Diophantine quadruples for an
arbitrary integer n. We show that there exists a Diophantine quadruple with the property
D(n) if and only if n # 2 (mod 4), i.e. if and only if n can be represented as a difference of
squares of two integers, up to finitely many exceptions.
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