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1. Uvod

Ovaj rad baviti ¢e se realnim koloturom. Kolotur je kota¢ koji ima zlijeb preko kojeg se
moze prebaciti uze. Ovakav uredaj se koristi jo§ od davnina. U prvom dijelu rada opéenito
je opisana fizika krutog tijela 1 razlika izmedu idealnog 1 realnog kolotura. Nakon ovog dijela
odredivati ¢e se eksperimentalno moment inercije kolotura, kao 1 promatrati ponaSanje istog

prilikom gibanja.

1.1 Kruto Tijelo

Kruto tijelo je tijelo koje ne mijenja svoj oblik kada na njega djeluje sila. Kruto tijelo je
idealizirani model kojim aproksimiramo realna Cvrsta tijela. Sastoji se od mnostva Cestica.
Gibanje krutog tijela opisujemo pomocu srediSta mase. SrediSte mase je zamisljena tocka

koja se nalazi na prosjecnoj udaljenosti od svih Cestica nekog tijela:

— _ XimiT;
Yem = m . (1)

Prilikom gibanja krutog tijela srediSte mase se giba kao materijalna tocka u kojoj je

koncentrirana sva masa sustava.

Gibanje krutog tijela moZe se opisati kao zbroj translacija i1 rotacija. Tijelo se giba
translatorno ako crta koja povezuje bilo koje dvije njegove Cestice u prostoru zadrzava smjer
u prostoru. Dakle, za vrijeme gibanja sve Cestice krutog tijela ostaju paralelne svom
pocetnom poloZzaju. Za opis ovakvog gibanja dovoljno je znati gibanje jedne Cestice od koje
se tijelo sastoji. Sve ostale imaju jednake brzine i akceleracije. U skladu s tim dovoljno je
znati gibanje srediSta mase jer se rezultantna sila koja djeluje na tijelo moze promatrati kao
da djeluje u toj tocki. Osim translacije kruto tijelo moZe i rotirati. Rotacija je gibanje svih
Cestica krutog tijela oko srediSta mase. Putanje Cestica su kruznice sa srediStem koje leZi na

pravcu koji prolazi kroz centar mase. Ovaj pravac naziva se os rotacije. Gibanje krutog tijela



moze se opisati kao kombinacija ova dva nezavisna gibanja. Centar mase translatira, a ostale

Cestice rotiraju oko osi rotacije.

Osim pomocu osnovnih veli¢ina poput brzine, puta i akceleracije, za opisivanje gibanja

krutog tijela uvode se jos pojmovi kutne brzine, kutna akceleracije, perioda...

Gibanjem oko osi rotacije koja je ucvrséena Cestica za vrijeme ¢ prebrise kut ¢. Relacija koja

povezuje polumjer r, luk kruzenja s i kut p:

s=@-r )

Sve Cestice koje rotiraju oko osi rotacije imaju kutnu brzinu @. Ako neka Cestica za neki

interval vremena At prijede kut 4. Kutnu brzinu @ definiramo kao:

w=" 3)
At

Smjer kutne brzine odreduje se pomocu pravila desne ruke. Palac se stavi u smjeru osi
rotacije, a prsti pokazuju smjer rotacije tijela. Pozitivan smjer kutne brzine je obrnuto od

smjera kazaljke na satu, negativan smjer je u smjeru kazaljke na satu.

Osim kutne brzine &estice imaju i obodnu brzinu ¥. Obodna brzina je brzina kojom se giba
Cestica na obodu kruzne putanje oko osi rotacije. Ove dvije brzine su povezane sljedecom

relacijom:

U
Il
el
X
=

“4)

Iz gornje relacije mozemo zakljuciti da je Sto je neka tocka krutog tijela udaljenija od osi

rotacije njena obodna brzina je veca za danu kutnu brzinu.

Kako je jednolika rotacija Cestice krutog tijela oko osi rotacije periodicno gibanje, mogu se
definirati period 7, kruZzna frekvencija @ i frekvencija f. Period je vrijeme jednog ophoda,
znaci vrijeme koje je potrebno da Cestica prijede kut 2w. Sljede¢im relacijama pokazani su

odnosi ove tri veli¢ine:

21 ®)



T = 1 , (6)
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w = 2nf . (7
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Slika 1: Rotacija krutog tijela oko osi rotacije konstantom kutnom brzinom[1].

Do sada se promatralo jednoliko gibanje krutog tijela. Ukoliko Cestica krutog tijela usporava
ili ubrzava prilikom rotacije oko osi rotacije ona ima kutnu akceleraciju. Kutna akceleracija

se definira kao promjena kutne brzine 4w u intervalu vremena At:

Po. (8)

At”

Smjer kutne akceleracije jednak je smjeru promjene kutne brzine. Ukoliko Cestica krutog
tijela koja rotira oko osi rotacije ubrzava, tada osim kutne akceleracije ima i tangencijalnu
akceleraciju. Tangencijalna akceleracija povezana je sa promjenom obodne brzine, a kutna
akceleracija sa promjenom kutne brzine. Kutna i tangencijalna akceleracija povezane su

relacijom:

a ©)
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Slika 2: Rotacija krutog tijela oko osi rotacije sa konstantnom kutnom akceleracijom/[1].

1.2 Moment sile i moment inercije

Ako na kruto tijelo djeluje neka vanjska sila F, ona moze uzrokovati translaciju 1 rotaciju
tijela oko neke osi. Kako ¢e sila djelovati na kruto tijelo ovisi o smjeru djelovanja sila, o

iznosu sile i o tome pod kojim kutom ta sila djeluje na kruto tijelo. Veli¢ina koja opisuje

. . . .o . . = . . . . . = .
djelovanje sile na kruto tijelo naziva se moment sile M. Moment sile ovisi o iznosu sile F i

kraku sile 7. Dan je sljede¢om relacijom:

M=#xF. (10)

Mjerna jedinica za moment sile je Newton-metar (Nm). Vektor momenta sile okomit je na

ravninu u kojoj leze sila F i krak sile 7.

S obzirom na to da se kruto tijelo sastoji od mnostva Cestica ukupni moment sile dobivamo
zbrajanjem svih momenata sila koji djeluju na svaku pojedinu Cesticu. Izraz za moment sile

na jednu Cesticu koja kruzi oko osi rotacije je dan relacijom:

M=r-F=r-m-a;, (11)

pri ¢emu je F, tangencijalna komponenta sile koja uzrokuje rotaciju, a a, tangencijalna

akceleracija. Sada je ukupni moment sile dan sa izrazom:

M= z M; = z rma; = Z(mm—z)a = aZ(miriZ) . (12)

l



U gornjem izvodu koristila se relacija (9). Kutna akceleracija je ista za sve Cestice krutog

tijela koje rotira pa se zbog toga moze izluciti izvan sume.

Sada se moze uvesti jo$ jedna veli¢ina kojom se opisuje rotacija krutog tijela, moment

inercije. Moment inercije dan je sljede¢im izrazom:

1= Zmiriz : (13)
i

Moment inercije je veli¢ina koja opisuje tromost krutog tijela s obzirom na rotacijsko gibanje
odnosno opisuje koliko se kruto tijelo protivi promjeni rotacijskog gibanja. Mjerna jedinica
za moment tromosti je kilogram metar kvadratni (kg m?). U translacijskom gibanju analogna
veli¢ina momentu inercije bila bi masa. Moment inercije ovisi o masi tijela, obliku tijela i o

tome kako je masa rasporedena u odnosu na os rotacije.

Slika 3: moment inercije za razlicita tijela [1].

Izraz (13) se koristi za izraun momenta inercije ako tijelo rotira s obzirom na os rotacije (os

koja prolazi kroz srediSte mase). Za sluc¢ajeve kada to nije tako koristi se Steinerov teorem



ili teorem o paralelnim osima. Pomoc¢u njega se moze izracunati moment inercije za rotaciju

oko bilo koje osi koja je paralelna s osi rotacije. Steinerov teorem je dan sljede¢im izrazom:

I =1, +md? (14)

pri ¢emu je I., moment inercije oko osi rotacije, m masa tijela koje rotira, a d udaljenost

izmedu osi.

Sada se izraz (12) moZe pojednostavljeno napisati kao:

M=1-d. (15)

Ovaj izraz se jo$ naziva jednadzba rotacije i ona je ekvivalent 2. Newtonovom zakonu za

translacijsko gibanje. M je ukupni moment sila odnosno jednak je zbroju momenata sila svih
vanjskih sila s obzirom na os rotacije. Ukoliko je ukupni moment sile (izraz (15)) konstantan,
konstantna je 1 kutna akceleracija iz Cega slijedi da kruto tijelo rotira jednoliko ubrzano.
Ukoliko je ukupni moment sile jednak nuli kruto tijelo miruje ili se rotira konstantnom

kutnom brzinom.

Translacija Rotacija

Pozicija X kut [0

brzina v Kutna brzina ®

akceleracija a Kutna akceleracija | a

JednadZbe gibanja x=v-t JednadZbe gibanja p=w-t

vV=v,+at W= wy+at
x=x0+v0t+%at2 ¢

= @y + wot
+ %atz

Masa m Moment inercije I

Drugi  Newtonov F=md Drugi  Newtonov M=1Ia

zakon zakon

Tablica 1: prikaz analogije translacijskog i rotacijskog gibanja.



2. Kolotur

Kolotur je kota¢ sa zlijebom preko kojeg je prebaceno uze (2). Razlikuju se dvije vrste
kolotura: nepomican koltur i pomic¢an kolotur. Nepomican kolotur je pri¢vrséen na jednom
mjestu i okrece se oko osi rotacije (os koja prolazi kroz njegov centar mase). Pomi¢an kolotur
se isto tako okrece oko svoje osi rotacije, no za razliku od nepomi¢nog kolotura, on se moze

gibati s teretom. Ovaj rad ¢e se baviti nepomi¢nim koloturima.

2.1 Idealni kolotur

Idealni kolotur je onaj kolotur koja nema masu i ne medudjeluje trenjem s uzetom. Sila
napetosti niti ima istu vrijednost u svim tockama duz uZeta. Jednaka je sili kojom uze djeluje
na predmete koji su objeSeni na uze. Sila napetosti niti koja je prebacena preko idealnog
kolotura mora biti jednaka s obje strane kolotura. Na slici 4 prikazan je primjer idealnog

kolotura na koji su objeSena dva utega.

m

Slika 4: Primjer idealnog kolotura.



Na tijelo mase m djeluje prema dolje sila F,;, a ubrzava gore sila napetosti niti 7 koja je veca
od sile gravitacije Fy; zato jer tijelo mase m ubrzava prema gore. Na tijelo mase M djeluje
sila napetosti uzeta 7 prema gore i sila gravitacije F,2. S obzirom na to da se radi o idealnom
koloturu i uzetu, sila napetosti niti mora biti ista na oba tijela. Sila F2 je veca od sile napetosti
niti 7, jer tijelo mase M ubrzava prema dolje. Matematicki ovaj sustav mozemo opisati

sljede¢im relacijama:

Tijelo mase m: Fg —T =—-ma, (16)

Tijelo mase M: Fgo —T =Ma. (17)
2.2 Realni kolotur

Ovaj rad ¢e se baviti realnim koloturom. Za razliku od idealnog kolotura on ima masu i rotira
zajedno s niti. Za raunanje momenta inercije ovog kolotura koristit ¢e se Steinerov teorem.
Na slici 5 prikazan je kolotur koji smo izradili za potrebe ovog rada i ¢iji moment inercije
treba izraCunati. Najprije se izratuna moment inercije punog kolotura, a zatim se od istog
oduzimaju momenti inercije rupa (slika 5 a i b). Kolotur ima 8 vecih jednakih rupa pa se

njihovi momenti inercije zbrajaju. Isti process se ponovi i za manje rupe na koloturu kojih

AR

eooo@oooo

Y

a) 8 vecih rupa b) 32 manje rupe

ima 32.

Slika 5: Prikaz realnog kolotura koja se koristi u eksperimentu.

Budu¢i da po Steinerovom teoremu moment inercije ovisi o udaljenost rupe od osi rotacije,
sve manje rupe na koloturi nemaju isti moment inercije. Na slici 6 prikazana su 2 razlicita

slucaja.



Rupa na d; Rupa na d4

Slika 6: Prikaz razlicitih slucajeva za izracun momenta inercije.

Oznake koje ¢e se koristiti u racunu su:
I — moment inercije,

R -radijus cijelog kolotura,

r, — unutarnji radijus rupe na slici 6.,
r» — vanjski radijus rupe na slici 6.,
my — masa koloture,

mg — masa diska,

Ak — povrsina koloture,

@ — kut koji zatvara rupa na slici 6.,
o — povrsinska gustoca,

p — volumna gustoca,

1,— moment inercije diska,

m,- masa rupe,

r- polumjer rupe,

d- udaljenost rupe od osi rotacije.



1) Moment inercije punog tijela/diska (bez rupa):

Ia

:imd'RZZ%O"(RZT[)' R?

1
=-0- Rm.

2) Moment inercije malih rupa na udaljenostima di, d», d3 1 d4.

(18)

Slika 7: Prikaz razlicitih slucajeva za izracun momenta inercije.

[

I ==-m,-
=2 my
1
o ==-m,-
Q= my
1
I3 ==-m,-
a3 =My
1
log =2 -m, -

% +m, -

r? +m, -

r? +m,. -

r? +m,. -

1l
N |-
~
Q

3) Moment inercije vecih rupa:

10

12+ (o-

12+ (o-

12+ (0"

12+ (0"

B (r2_2 +d), 19

‘T (rz—2 +dy), 20

-T2 (rz—2 +dy), @D

-T2 (rz—2 +dy). 22



4 Y 1

Slika 8: prikaz vece rupe.

Plavom bojom je oznacen vanjski radijus Rv, crvenom unutarnji Ru, a kut @ koji oni

zatvaraju zelenom. Za Kartezijev sustav vrijedi sljedeca relacija:

(23)
I = j (x%2+y?)dm.
rupa
Prelaskom u cilindri¢ni sustav dobivaju se sljedece relacije:
I=[p?-6-dA-[p?-c-dp-p-dd (24)
4_ 4
=o [ p*dp - f, T dd =0 Ao,

Sada su izracunati momenti inercije koji su potrebni za izraCun momenta inercije cijelog
kolotura. Ukupni moment inercije se rauna tako da se od momenta inercije punog tijela
oduzmu momenti inercija 8 vecih rupa, 1 rupa u centru, 8 manjih rupa d;, 8 manjih rupa do,

8 manjih rupa ds i 8 manjih rupa d4. Matematicki se to moze iskazati sljede¢om relacijom:
4_ 4
=20 R*m - 8- (0= A®)- 20~ r*n-33-8-(c- r?m - (d* + >
dy® +ds® +d,°)
1 4 4 4 4 33 8 2 2
=16 R'm - 2-0 RV —Ru') - A0 -0 rin [2 4 S(d? + d? +

dy” +d.* )|

11



masa kolutura my

Ako se sada zamjeni s ¢ =

povrsina kolotura Ay

my. %R‘*Tr—Z-(Rv“—Ru‘*)-A(D —r*n ?+ r%(d12+d22 +d3? +d,? )]

vZ—Ru?

Ay [RZTE—B N —33r211]

U centar kolotura dodali smo kugli¢ni lezaj, pa to treba dodati u moment inercije.

Za sustav sa kugli¢nim lezajevima vrijedi:
I; - moment inercije sustava,

Ix - moment inercije kolotura,

mi. .masa lezaja,

Ri . radijus lezaja .

Vrijedi:

Ako eksperimentalno zelimo orediti /I,

Ig =1+ mL-RLZ.

Na kolotur se preko niti ovjesi uteg mase m i tad vrijede jednadzbe gibanja:

Kolotur: RT=I-a=I- %,

Uteg:
ma=mg - T.

Iz toga slijedi moment inercije sustava : I - = m-R?- (% - 1).

Odnosno, mogli bi napraviti provjeru za izvod od raanije 1 napisati:
Ii=1Is - mp- Ri%

12
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(27)

(28)

(29)

(30)



2.3 Izrada kolotura promjenjivog momenta inercije

U svrhu eksperimenta izradio se kolotur promjenjivog momenta inercije i promjenjivog
polozaja centra mase. Kolotur se modelirao u programu SolidWorks, koji sluzi za 3D
modeliranje i programiranje CNC strojeva. Nacrti se mogu vidjeti na sljede¢im slikama i u

dodacima.
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Slika 9: Nacrt koloture i presjek A-A.
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Nakon izrade nacrta kolotur se printao na 3d printeru koji se nalazi na Fizickom odsjeku

Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta u Zagrebu. Izabrala se pogodna nit za printanje i sam

proces printanja trajao je 30 sati. Printer i postavke printera mogu se vidjeti na sljede¢im

slikama.
My Davices

Q .

L
N 5 =

| 3

¢}
i

MATERIAL GROUP
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(]  MATERIAL @

| ZORTRAX MATERIALS

W | Z-ULTRAT v
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1
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v. REEEI'EETI'INGS’ SAVE E
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RAFT GAP [0-24 o mmogang (100 ) %
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Slika 10: Postavke za printanje u 3D printeru.
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Slika 11: 3D printer.

Nakon $to se isprintao kolotur treba napraviti i nabaviti ostale dijelove.

Ostali sastavi uredaja:
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Osovina - izradena tokarenjem iz okruglog fi-15 mm nehrdajuceg celika kvalitete 14301

prema nacrtu na u dodatku.

Kugli¢ni lezajevi - kugli¢ni lezaj tip SKF d-12, D-21, B-5 mm — komada 2,
Matica - matica M8, komada 1,

Podloska - podloska A-8,4 — komada 1,

Stalak - izraden ru¢no — komada 1 i

Pinovi/Pini¢i - izradeni odsjecanjem iz okruglog fi-10 mm nehrdajuceg celika kvalitete

14301 prema nacrtu u dodatku.

Uredaj je sklopljen upreSavanjem lezaja u koloturu 1 osovinu. Postavljena je matica M-8 na
vanjski dio upresane osovine kako bi se osiguralo ispadanje kolotura s osovine. Na sljede¢im

slikama je prikazan kolotur pogodan za mjerenja i komplento montirani ureda;j.

Slika 12: Sastavljen kolotur.
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Slika 13: Sastavljen uredayj.

3. Odredivanje Ik i promatranje ponasanja kolotura prilikom gibanja

3.1 Odredivanje I

Eksperimentom smo prvo htjeli odrediti moment inercije kolotura, a zatim vidjeti kako se
ponasa u opcenitoj situaciji, pogotovo kada se centar mase ne poklapa s osi rotacije. U
kolotur ¢emo smjestiti pinove, u prvom slucaju na vanjski rub, a drugom slucaju blize osi

rotacije. Uteg Ce biti jednak za oba slucaja.
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Slika 14: Pinici na vanjskom rubu. Slika 15: Pinici na unutarnjem rubu.

U toj situaciji moment inercije sustava i kolotura moze dobiti iz sljedecih relacija:

=1k + 8'(%‘771(:'1"62 +m(;'d§), (31)

my. %R4Tr—2-(Rv4—Ru4)~A¢' —rim [+ %(d12+d22 +d3? +d,? )]

k= = 2 , (32)

2_ 2
[Rzn—s - AD ~w—33r2ﬂ]

Pri ¢emu su:
Ix-moment inercije koloture,
mp — masa pina,
1p - radijus pina,
dp - udaljenost pina od osi rotacije (di,d4),

m — masa utega .

1z jednadZbi gibanja sustava slijedi:

m-g-R2= Ii-a+maR’=a(l;+m-R?), (33)
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Eksperimentalno se akceleracija moze odrediti preko izraza:

Vrijeme ¢ se odredi pomoc¢u mobitela. Snima se gibanje utega i koloture. Kasnije se prilikom

analize videa odredi trenutak u kojem se uteg poceo gibati iz ravnoteznog polozaja ¢, i

_ m-gR?
T Is+m-RZ’

1 2 2h
=—- . =>a= —.
h=--a-At a=

trenutak > kad je uteg pro$ao to¢no 0.9m. Razlika 1, i t; odreduje At2.

\)

—

t2

Slika 16: Postav za prvi eksperiment.

Mjerenjem su se dobile sljedece vrijednosti:

Slika 17: Eksperimentalni postav.

mi=271.4 g=0.2714 kg

Muegami12) = 15,6 g =0.0156 kg

r=6 mm = 0.006 m

Mpina = 31 g= 0.031 kg

Muytega(M8) = 4.6 g= 0.0046 kg

di=21 mm=0.021 m

Miuglicni lezaj = 6 g = 0.006
kg

R = 84,5 mm = 0.0845 m

d> =36 mm =0.036 m
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MutegaM10) = 10g = 0.01kg | Rpina= 6mm = 0.006m d; =51mm =0.051m

Ry =72mm = 0.072m Ry = 30mm = 0.03m d4 = 66mm = 0.066m
h =0.9m Ad =22.5°=0,3927rad
M. [% Rim -2 (Rv*-Ru*) - A® —rim [2 4+ 5(ay? + dp? +d37 + )]] (36)
I = S VI =117177 -
[R21't—8 AP —— —33r21T]
1073 kgm?.

U prvom slucaju su pinovi na vanjskom rubu 1 vrijedi:

Is = I+ 8~(§ cme ¢+ me-di) =T+ 1.08475-1073=2.25652-1073 kgm?. (37)

U drugom slucaju kada su pinovi blize osi rotacije vrijedi:

Is =L+ 8-(% cme 1 + me-di) =L +1.13832-107*=1.2856 - 1073 kgm?. (38)

Radilo se 10 mjerenja s 3 razliCite tezina utega (matice M8, M 10, M12) za svaki od slucajeva

gdje su pinovi ili na unutarnjem ili na vanjskom rubu. Za g se uzela vrijednost 9.81 m/s?.

Prema tome ocekivana vrijednost akceleracije utega je:

_ mgR?
T Is+mR2’

Za utege mase 4.6 g, 10 gi 15.6 g i pinove na vanjskom rubu ocekivani rezultati su redom:

air = 0.14 m/s? ,a;p = 0.3 m/s* a3 = 0.46 m/s>.

Za utege mase 4.6 g, 10 g1 15.6 g i pinove blizu osi rotacije o¢ekivani rezultati su:

a21 = 0.24 m/s?, a» = 0.51 m/s? i a3 = 0.78 m/s>.
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Eksperimentalnim postavom kao na slici 18 najprije smo izmjerili vrijeme potrebno da uteg

prode 0.9m. Zatim preko formule a = % dobivamo rezultate za akceleraciju.

Slika 18: Eksperimentalni postav s vanjskim pinovima(lijevo) i unutarnjim(desno).

At /s | 4 3.8 3.6 3.5 3.5 3.7 3.3 3.7 4

Atia/s | 2.7 2.8 2.9 2.5 2.5 2.9 3 2.5 2.7
Atiz/s | 2.2 2.2 2 2.3 1.9 2.1 2 1.9 1.8
Ator/s | 2.5 3 2.8 2.8 3.1 2.7 2.9 3 2.5
Atoa/s | 2 2 1.9 2.3 22 2 1.9 2 2.2
Atz /s | 1.5 1.5 1.3 1.7 1.5 1.6 1.9 1.5 1.7

Tablica 2. Rezultati mjerenog vremena potrebnog da uteg prode 0.9m

Kada se izracuna srednja vrijednost za At dobiju se sljedece vrijednosti akceleracije :

Ati; = (3.67+0.09)s ai=(0.13£0.01 ) m/s?
Atiz = (2.72£0.07)s ann=(0.24 %0.01 ) m/s>
Atiz = (2.04£0.05)s aiz= (0.430.02) m/s?
Aty = (2.81£0.08)s a = (0.22 +0.01 ) m/s?
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Atz = (2.05+0.05)s a»=(0.43 £0.02 ) m/s*

Atz = (1.58+0.04) s a3=(0.72 £0.02 ) m/s*

Dobivena vrijednost za akceleraciju je u skladu sa teorijskim ocekivanjima, iako je

konzistentno malo manja zbog zanemarenog trenja i otpora zraka.

3.2 Ponasanje kolotura prilikom gibanja

U ovom eksperimentu se pomice centar mase kolotura kako bi vidjeli opcenito ponaSanje
prilikom gibanja. Centar mase se moze pomaknuti tako da se stavlja pin na neko mjesto u
koloturi. Za to mjesto uzeti ¢emo nekoliko razli¢itih utega 1 promatrat kako ¢e se gibati

kolotur.

5
Slika 19: Eksperimentalni postav.
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Sad moment inercije sustava dobivamo iz sljedece relacije :

(39)
L =T+ % s Mg TE + me-d?,
pri ¢emu je me¢-masa pinic¢a/pina, re-radius pina i de-udaljenost pina od osi rotacije.
JednadZbe gibanja sustava glase:
YiXx F=# T +ms-g Tom-sin®=-1- 6, (40)
ma=m-g—T, 41)
T=mg-ma=mg-mR- 0. (42)
Ukupno vrijedi:
I,-0 +R-(mg—mR0O )+ mygrem sin0=0, (43)
(Is—mR?)- 6 + mgr + myg-Tem SinB=0, (44)
(45)
[é + _msgrcn; sin@ + —29% > = 0] .
Is —mR Is —mR
rem je udaljenost od O do centra mase.
0 +Asin0+B=0 (46)

Pogledajmo neke grani¢ne vrijednosti:
1) Uteg mase m=0.

Tad jednadzba glasi : 6 + A sin® = 0 $to je jednadzba matemati¢kog njihala!

2) Uteg beskonacno velike mase.

Tada je B>>A, odnosno § -B=0=>6.
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3) Uteg mase koja nije 0 ni beskona¢na. Ovdje imamo 2 slucaja.
U ovom slucaju gibanje kolotura ovisi o masi utega, a jednadzba gibanja glasi:
0 +Asin6+B=0.

Ovu je jednadzbu prilicno tesko matematicki rjesiti ali je za konkretan postav

eksperimenta lako odrediti grani¢nu vrijednost ponasanja kolotura.

Ako stavimo nit s utegom u poloZaj kuta 6 = /2 (mjereno od tocke O):

A
'

Slika 20: Polozaj utega za kut n/2.

Imamo vise slucaja gibanja:

1) Za manje mase imamo titranje:

Uteg pustimo iz polozaja € = m/2 1 on se kre¢e ubrzano do polozaja 0. Nakon $to
prode tocku nula uteg pocinje usporavati i dosegne neku visinu izmedu 0 i tocke
A. Nakon nekog vremena prije to¢ke A uteg se zaustavi 1 poCinje se vracati natrag

prema O ubrzano. Proces se ponavlja.
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2) Za vecte mase:
Uteg pustimo iz polozaja 8 = n/2 1 on se krec¢e ubrzano do polozaja 0. Nakon §to
prode tocku nula uteg pocinje usporavati prema tocki A. Medutim, uteg prode

tocku A 1 opet pocne ubrzavati prema tocki 0.

U Mathematici smo rjesavali diferencijalnu jednadzbu oblika;

O +Asin0+B=0.

Slu¢aj A=1 dobili smo reskaliranjem cijele jednakosti ili reskaliranjem kuta. PocCetni uvjet

koji je postavljen je bio 6(0) = g, 8(0) = 0.

Za tu jednadZbu primijetili smo da kad je B manji od 0,2122 rjeSenje za 0 je oscilatorno,

To se moze vidjeti na slici 21.

Slika 21: Oscilatorno rjesenje.
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Slika 22: Monotono padajuce rjesenje.

Kad je B veci od toga, rjeSenje je monotono padajuce. Matematicki je tesko zakljuciti zaSto
se to desi za to¢no ovu vrijednost, no fizikalno je mogucée. Znamo kako se ponasa kolotur i
mozemo pogledati koji je grani¢ni uvjet da gibanje prede iz oscilatornog u monotono
padajuce. Fizikalno, uvjet je da centar mase kolotura prevali vrijednost -x, tj. da se centar

mase podigne na svoju najviSu tocku i da tijelo tamo ima brzinu koja postaje nula.

Energetski, pocetna energija sustava neka je dana s nulom. To je zbroj kineticke i
potencijalne energije. Nakon Sto se pusti u gibanje, potencijalna energija koja se dobije
zbog spustanja utega pretvara se u potencijalnu energiju centra mase kolotura i kineticku
energiju kolotura. Ako zahtijevamo da je kineti¢ka energija kolotura nula u najvisoj tocki,
onda slijedi da se sva potencijalna energija koja se dobije zbog spuStanja utega pretvori u
potencijalnu energiju sustava (koliko se digne centar mase). Zbog nerastezljivosti niti,

vrijedi da je:
ms-g-rcm=§rt'm'g'R. (46)
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Lijeva strana kaze nam koliko se podigne centar mase kolotura, a desna koliko se spusti

uteg. Kut koji prevali kolotur je ST Promjena visine centra mase kolotura je rem. Nit se

. 3 v . .. . .
otpetljazal=R - ST, §to je vrijednost za koliko se spusti uteg.

Jednostavnim sredivanjem dobije se

m = 2 Ms Tem (47)

31m-R
Nasa jednadzba gibanja glasi:

§ +Asin0+B=0,

pri Cemu vrijedi da je

_ Ms-Tem 9
A= Is—m -R2 °’ (48)
B_m~R~g _A-Rm (49)

= > =
Is—m ‘R Mg Tem

R m

Ako se postavi da je A = 1, kao Sto smo stavili u Matthematicu, tad je B =

Mg Tem

2- Mg+ Tem
3mR Mg Tem

Grani¢ni uvjet nam kaze da je to jednako , Sto je to¢no 0,2122, kao §to

smo 1 dobili u Mathematici.

Dakle, fizikalno se moze doc¢i do vrijednosti koju smo prije trazili numericki!

Za mjerenja koja su napravljena moze se dobiti grani¢ni uvjet. On je dan s

_2:mg-Tem
~  3mR

my je masa kolotura i pina zajedno.
. .y . .. . . Myina - Api
T.m udaljenost od srediSta prema pinu. Vrijednost koja je ———F==

R je polumjer kolotura.
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mg =0.2714 kg + 0.031 kg = 0.3024 kg.

dping = dy=0.066 m

Tem = 6.77 - 107 m

Uvrstavnjem ovih vriijednosti u izraz za grani¢nu masu dobije se:
m=>514g.

Grani¢na masa poklapa se s onom koja se odredila eksperimentalno(50-55.6 g).

Eksperimentalno se odredilo da na$ kolotur ima grani¢nu vrijednost mase izmedu 50-55.6g
kada je pin na udaljenosti d4. To se odredi tako da se stavljaju utezi razli¢itih masa i pustaju

iz pozicije 6 = n/2. Za m = 55.6g je uteg lagano doSao do tocke A 1 prosao je.

4. Zakljucéak

Realni kolotur je puno kompleksniji sustav od idelnog, koji se proucava na sveucilisnoj
nastavi. Na ovom se modelu moze gledati kako moment inercije ovisi o raspodjeli mase za
sustave s istom masom, te kako to gibanje moze preci iz jednoliko ubrzanog u oscilatorno
samo ako se centar mase izmakne od osi rotacije.

Kolotur se Cesto koristi 1 unutar nastave fizike. Najc¢esce je to unutar problemskih zadataka
kod primjene Newtonovih zakona ili prilikom raznih eksperimenta. Primjer jednog takvog
eksperimenta bi bio eksperiement u kojem ucenici istrazuju drugi Newtonov zakon. Na
kolica se dugackim uzetom poveZe uteg mase m i uze se prebaci preko koloture. U prvom
djelu se provjerava kako akceleracija kolica ovisi o rezultantnoj sili, a u drugom kako

akceleracija ovisi 0 masi.
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6. SaZetak
Idealizirani klasicni kolotur se sastoji od diska kroz €iji centar mase je provucena
osovina oko koje disk moze slobodno rotirati i jedan je od Sest jednostavnih strojeva
poznatih od davnina. Mehanika realnih kolotura uglavnom se razlikuje od
idealiziranih u tome S$to realni koloturi ¢esto nemaju jednoliku raspodjelu mase. U
diplomskom radu ¢e student odrediti jednadzbe gibanja realnih kolotura kojima
osovina ne prolazi kroz centar mase. Predvidene jednadzbe gibanja pokusSat ¢e se
eksperimantalno provjeriti tako da se izradi kolotur promjenjivog momenta inercije
1 promjenjivog polozaja centra mase. U zakljucku rada ¢e se vidjeti postoje li sustavi

u kojima realni koloturi mogu pruziti mehanicku prednost u odnosu na idealizirane.

7. Summary
The idealized classic pulley consists of a disc with a shaft in its center of mass around
which the disc can freely rotate. It is one of the six simple machines known from
ancient times. The difference between the mechanics of a realistic pulley and an
idealized one is in mass distribution — it is not balanced in realistic pulleys. In this
thesis the student will define equations of motion of realistic pulleys which don’t
have a shaft in their center of mass. The provided equations of motion shall be
experimentally tested by constructing a pulley with a variable moment of inertia and
a variable center of mass. The conclusion of the thesis will give insight on whether
there are systems in which realistic pulleys provide a mechanical advantage over

idealized pulleys.
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Slika 23: Osovina.
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Slika 24: Pin.

Slika 25: 3D model koloture.
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