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Uvod

Posao nastavnika je prilagoditi matenciitisadeaj prije negcsto ga se prezentiraanici-

ma, sto zahtjeva detaljnu analizu tog saala i raznih pristupa tom saghju. Kroz ovaj rad
zelimo ilustrirati taj opsean proces na jednom manjem dijelu matematike kroz usporedbu
saderaja kurikularnih dokumenata, molenika i nastavieku praksu.

U prvom poglavlju opisan je proces izgradnje matepiatg pojma i njegova konceptu-
alizacija u svijesti genika. Takder, navedeni su raziti nacini de niranja pojmova te
osnhovni zahtjevi koje de nicija nekog matemekbg pojma mora zadovoljavati.

U drugom poglavlju dan je kratak opis geometrije kao aksiomatskog susiev@melje

je postavio Eukli(ﬂ Objekti euklidske geometrijeine glavninu sadaja koje iz geome-

trije ucenici danas ce u nastavi matematike. Dan je pregled raznih de nicija pojmova kut,
krug i kruznica iz strene literature, kao i iskolskih udbenika. Navedene su psiete

s kojima se genici i nastavnici sustel u nastavi prilikom uvdenja pojmova kut, krug i
kruznica. Dan je pregled ishoda iz kurikuluma kako bi dodatno naglasili postepenost u
izgradnji matematkog pojma te su navedene promjene u programu koje su uvedene u
nastavu matematike cjelovitom kurikularnom reformom.

U treCem poglavlju naglasak je rtvrtoj etapi izgradnje matemeltie teorije. Opisana je
vaznost pogaka i dokaza u nastavi matematike, pitEe s kojima se cenici i nastavnici
pritom susréu te su navedeni neki od osnovnih dokaza i dokaznih zadataka koje bi svaki
ucenik tijekom svogskolovanja trebao savladati.

U zadnjem poglavlju prezentirano je istiganje kojim su ispitana iskustva nastavnika pri-
likom obrade sadmaja vezanih uz krug i kanicu u srednjskolskoj nastavi matematike.
Naglasak je stavljen na patiecce s kojima se nastavnici suéteu praksi.

LEuklid (0. 340. g. pr. Kr. - 0. 287. g. pr. Kr.) - star@ii matematar
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Poglavije 1

Matematicki pojam

Matematika je znanost koja je izghana na zakonima i principima logike. U matematici se
polazi od osnovnih pojmova koje ne defniramo i ne opisujemojivesmatramo intuitivho
poznatima. 1z osnovnih se pojmova dalje defnicijama idgja novi matemadtki pojmovi.
Osnovni pojam u matematici ne mora biti igtw i osnovni pojam u nastavi matematike.
Sto je dob genika nka, to je razlika izraenija. Bud@i da matematika kao znanost i mate-
matika kao nastavni predmet trebaju biti u uskoj vezi, pravilno iskazivanje i razumijevanje
matemattkih pojmova kod aenika u nastavnom procesu vrlo sanai zahtijevaju od nas-
tavnika matematike dobru pripremljenost. Pri pavanju matematike treba voditiaana

o psiholskom utemeljenju procesacenja i usvajanja osnovnih matentkih pojmova
jer o tome ovisi metodiko oblikovanje nastavnog procesato je kognitivha sposobnost
ucenika nka, to je razina metodke prerade sadaja ve&a.

1.1 Matematicki pojam

Oblik misljenja u kojem se bitna svojstva objekta koji se mawa opisuju rijeima ili
simbolima naziva senatematcki pojam[10]. Proces formiranja nekoga pojma se odvija
postepeno. Prema Kurniku [11] rm@mo ga opisati u tri faze. Prva faza je promatranje i
opaanje. U ovoj najjednostavnijoj fazi spoznaje pojma promatraju se konkretni objekti i
upoznaju se njihova konkretna svojstva povezana s pojmom. Osnovu oveiriapsje-
tilna spoznaja. Druga faza je prediih o pojmu. Glavni cilj ove faze je gavanje opeg

i zajedntkog elementima u promatranom skupu objekata. Eofreazi naglasak je na for-
miranju pojma, tj. izdvajanju bitnog @eg svojstva takvih objekata.

Nuzan zahtjev koji treba zadovoljavati simbzHi jezik priizrazavanju danog matemekiog

pojma jest jednozranost. No, proces formiranja pojmova u nastavi matematike ne mora,
a vrlo cesto i ne mee biti precizan i strog kao isti proces u znanosti. Sve ovisi 0 uz-
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4 POGLAVLJE 1. MATEMATICKI POJAM

rastu i predznanjuaeenika. Upravo iz tog razloga nastavnicima matematike je skejpu
odreden stupanj slobode i pojednostavljenja. Nastavnici imaju slobodu prilagoditi proces
formiranja pojma ovisno o #&ni i vaznosti za razvoj ndljenja wcenika, ali pritom ne smiju
narwsiti ni jedno n@elo nastave matematike. U osnovs&pli taj se proces treba provo-
diti pazljivo i primjereno uzrastu. Kurnik [11] istie kako proces formiranja pojmova u
nizim razredima osnovnskole treba biti konkretno - induktivan. Tako usvajanje mate-
matickih pojmova u rzim razredima osnovngkole kre&e od iskustva ztkog predmeta i
govornog jezika kojim se iskustvo opisuje. Zatim slijedi promatranje slika koje prikazuju
iskustvo te genje pisanih znakova koji opisuju iskustvo. Problem se javlja kadeeiki
nalazi na stupnju u kojem pmje prijelaz s konkretnog na apstraktarcimarazmsljanja.

U visim razredima proces formiranja novih pojmovazamo okarakterizirati kao apstrak-
tno - deduktivan[[11]. U srednjgjkoli taj proces seesto skrauje zbog vse kognitivhe
sposobnosti cenika, pa nije uvijek potrebna provedba svih faza i do de nicije se dolazi
brze. Neovisno o tome na kojoj razini se nalaze, dobro jeanici aktivno sudjeluju pri
uvodenju i de niranju matematkih pojmova.

Prilikom uvadenja novih pojmova \eno je da je aenicima poznato zmanje svih pojmova
koji ulaze u de niciju novog pojma. Kaato je ranije spomenuto, u matematici razliku-
jemo osnovne i izvedene pojmov@snovni matematki pojamjednostavni je pojam koji
se ne de nira. Neki od osnovnih matenttih pojmova su: toka, pravac, ravnina, prostor,
skup.lzvedeni matematki pojamje pojamcije se znaenje opisuje nabrajanjem muih i
dovoljnih svojstava pormu osnovnih matematkih pojmova ilfi pomcotu ranije izvedenih
matematkih pojmova. Svaki pojam ima svoj saayj i opseg. Skup svih bitnih obiliga
koja imaju svi objekti ili relacije obuhw@eni tim pojmom naziva seadizaj matematkog
pojma, a skup svih pojediranih objekata ili relacija ha koje se taj pojam neoprimijeniti
naziva seopseg matematkog pojma

Primjer 1.1.1. Sadizaj i opseg pojma paralelogram [10]

Sadrzaj pojma: nasuprotne stranice su paralelne, nasuprotne stranice su sukladne, dija-
gonale se raspolavljaju, nasuprotni kutovi su sukladni, susjedni kutovi su suplementarni.
Opseg pojma: pravokutnik, romb, kvadrat.

Sadraj pojma potpuno oddrije njegov opseq i obrnuto, opseg pojma potpuno awjee
njegov sadraj. lzmetu njih postoji obrnuta zavisnost pa zato je bogatiji sadraj pojma,
to je manje objekata koji imaju sva ta svojstva i obrnuto. Pounapsega pojma nzemo
uvesti pojmove rod i vrsta, koji su posebnawmaprilikom de niranja pojma. Ako je opseg
pojmaA sadean u opsegu pojmB, onda kaemo da je pojanB rod u odnosu na pojara,
a pojamA vrstau odnosu na pojarB.
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1.2 Slika i de nicija pojma

Nacin funkcioniranja ljudskog mozgeesto je u sukobu s logikom matematike. Precizno
koristenje matematkog jezika oduvijek je stvaralo ozbiljan problem u nastavi matematike.
Pri ucenju i powavanju matematike pojavljuju se mnoge phiEe vezane uz kastenje

de nicija. Ucenici kreiraju vlastite predatbe pri usvajanju novih informacija te se mo-
raju suaiti sa strukturom matematike kako je zaljgna od strane profesionalnih ma-
tematcara. To stvara kognitivni kon ikt koji je oenicima teko premostiti bez pontd
nastavnika.

Prema Tallu([20], matematika 60-ih godina play stolj&€a temeljila se na strukturalnom
pristupu. Glavna pretpostavka ovakvog pristupa bila je da ispravno formuliranje mate-
matickih de nicija i zakljucaka mae pobolgati Lcenje matematike. Usprkos ksténju
ovakvog pristupa, poskote u matematici i dalje su postojale. Nakon detaljne analize, za-
kljuceno je da potkate u nastavi nisu povezane s nedovoljnom mentalnom razeggeno
ucenika, vé& su one prirodan ljudski fenomen koji se nalazi unutar svih nas.

Svaka osoba gradi svoj mentalni sklop predimid konceptu na svoj jedinstvencia. Tako

je slucaj i u izgradnji matematkih pojmova. Mnogi matematki pojmovi, prije nego se

s njihovom formalnom de nicijom susretemo u nastavi, s@a mentalnom sklopu dobi-
vaju svoje zneenje steeno iz raznih iskustava u svakodnevnorotu. To znaenjecesto
moze biti u kontradikciji s formalnom de nicijom pojma. Jedan od primjera su pojam
kruga i kriznice. Wenici prvih razreda na spomen pojma krugcesge u svojoj svijesti
pobwiuju mentalne slike vezane i uz krug i uz knicu, nesvjesni razlike tih dvaju poj-
mova. Ovakve predadbe o pojmu kranice imatte sve dacetvrtog razreda, kadze im
nastavnik zorno prikazati razliku izrda kruga kao geometrijskog likdju ¢e unutranjost
naglasiti bojom i kraznice kao njegove rubne crte.

Kako bi opisali sve procese koji se javljaju prilikom formiranja nekog pojma, Tall i Vinner
[21] razlikuju sliku i de niciju pojma. Slika pojmaopisuje ukupnu kognitivhu strukturu
koja je povezana s pojmom ukdujuci mentalne slike, povezana svojstva i procese. Dru-
gim rijecima, sliku pojmacine sve asocijacije i ideje vezane uz taj pojam zade u naem
umu. Slika pojma se gradi postepeno kroz razna iskustva. Nadiggrae i mijenja kako

se susreemo s novim idejama i primjerima vezanim uz taj pojam, bilo u nastavi ili sva-
kodnevnonezivotu. Ovisi o dobi i mentalnoj razini na kojoj se osoba u tom trenutku nalazi.
S druge strana]e nicija pojma je skup rijeci koje koristimo kako bi odredili zr@enje tog
pojma. De nicija pojma mae biti formalna tj. prihvaena od strane matemale zajed-
nice, a mae biti i osobna, tj. skup rig koje osoba koristi za vlastito turoanje stvorene
slike pojma. Tako nam de nicija nee biti dana ka@injenica ili je m@emo sami konstru-
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irati. Pritom moramo voditi reuna da se osobna i formalna de nicija nedoau sukobu, tj.
da se kod stvaranja osobne de nicije ne ramecelo znanstvenosti matematike. Stoga je
znacajna uloga nastavnika u usmjeravanju procesa konstruiranja de nicija.

U nasem mentalnom sklopu postoji uska veza idonslike i de nicije pojma. De nicija
svakog pojma stvara vlastitu sliku pojma, a vlastita slika pojmecatjea usvajanje de -
nicije pojma. enicima nije dovoljno dati samo de niciju nekog matensktig pojma.
Potrebno je izgraditcitavu sliku pojma kroz razne primjere p@si od onih iz svakod-
nevnogzivota pa do onih matematih. Vrlo je vazno stvoriti dobre temelje slike nekog
pojma, kako bi se ona mogla nadodraati. U osnovnojskoli osobito je vana primjena
nacela zornosti prilikom stvaranja slike pojma. Akcanici u nzim razredima osnovne
skole pravilno icvrsto izgrade sliku pojma, kasnije prilikom udenja de nicija pojmova

u nastavu matematike javljge se manje poskota. Potekate se mogu javiti ako se ti-
jekom procesa formiranja novih pojmova pr&wistavlja naglasak samo na sliku pojma.
Time se prewe potce wenike da budu intuitivni i oni panju zanemarivati preciznost
koju zahtjeva matematika kao znanost. S druge strane, akspneaglaavamo formalne
de nicije, ucenici ne usvajaju pojmove s razumijevanjem i nisu u stanju povezati novi po-
jam s prethodno usvojenim pojmovima. 2/ je naglasiti da slika i de nicija pojma ne
smiju biti u sukobu. Uloga nastavnika je da odabire metode rada koje smanjuju vjerojatnost
da se javljaju potekace kod wenika prilikom formiranja novih pojmova. U procesu for-
miranja novih pojmova reno je balansirati polalivanje intuicije kod @enika i preciznost

I znanstvenost koju matematika zahtijeva. Bez konceptualnog razumije\@amgeunovog
sadraja postaje sve te jer ne postoji mma prethodno naxenih koncepata i vgdina za
koje novi sadzaj maemo vezati. Upravo iz tog razloga se postumanja mogu zaboraviti
onoliko brzo koliko im je trebalo da se neeL

1.3 Razlciti nacini de niranja

Pacetci logike vezani su uz razdoblje starect, a njenim utemeljiteljem smatra se Aris-
totelf] Tako i de nicije sezu iz tog razdoblja. U lozo ji razlikujemo dvije vrste de ni-
cija: intenzionalne i ekstenzionalne. Intenzionalnim de nicijama navodimo bitna ajalje
pojma koji de niramo. Njima odrdujemo sadraj pojma. Svako obilge pojma koje ulazi

u de niciju mora biti nizno, a sva obiljgja zajedno dovoljna za jasno i precizno opisivanje
pojma. Ekstenzionalne de nicije nisu precizne mateciai Pomeéu njih navodimo sve
sto spada u opseg pojma. Prema pravilima tradicionalne logike, de nicija se iako da
se oznai najblizi rod kojemu je pojansto ga treba de nirati logiki podreden, a ujedno da
se istakne ono posebno, spamio obiljezje po kojem se taj pojam razlikuje od ostalih koji

LAristotel (Stagira, 384. g. pr. Kr - Atena, 322. g. pr. Kr.) - staggznanstvenik
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pripadaju istom najbliem rodnom pojmu_[23]. Nagsti nacin de niranja pojmova u ge-

ometriji je pomocu najblizeg roda i razlike vrste Od svih rodova pojma izdvoji se onaj
koji mu je najblzi i njegovom sadraju pridoda jedno bitno obilge koje pripada samo
vrsti koja se de nira, tzv. razlika vrste.

Primjer 1.3.1. Kruznica
Skup svih tocaka ravnine jednako udaljenih od jedne cvrste tocke te ravnine naziva se
Kruznica.

Najblizi rod pojma krznice iz prethodnog primjera je skupceka u ravnini, a razliku vrste
naglasavamo izrazom "jednako udaljenih od jedneste take”.

Primjer 1.3.2. Tetiva kruznice
Duzina koja spaja dvije tocke na kruznici naziva se tetiva kruznice.

U prethodnom primjeru nmemo primjetiti kako je najbdi rod tetive krznice “dwina”, a
razlika vrste je bitno svojstvo “krajnje tie se nalaze na kzaici”.

U nastavi matematike nerijetko koristimgénetcke de nicije. Genetckim de nicijama
opisujemo nain nastajanja objekta koji se de nira. U nastavi se koriste u onirvegiyima
kada wenici nemaju dovoljno predznanja za usvajanje matekiatide nicija, vecinom

je to u nzim razredima osnovnsgkole. Njihova upotreba u geometriji je korisna iz raz-
logasto pomae wcenicima da vizualiziraju pojam koji se de nira, a glavni nedostatak je
nedovoljna preciznost.

Primjer 1.3.3. Kut
Dio ravnine koji opise polupravac vrtnjom oko svoje pocetne tocke naziva se kut.

Genetcka de nicija pojma kut iz prethodnog primjera primjerena jeenicimacetvrtih
razreda osnovnskole. Nju isto tako mpemo shvatiti pomeu roda i razlike vrste. Naj-
blizi rod pojma kut je dio ravnine, a razlika vrste izraz "koji nastaje rotacijom polupravca”.

Osnovni zahtjevi koje treba zadovoljavati de nicija materaktig pojma su: minimalnost
sadraja, prirodnost, prikladnost i primjenjivost. Preciznijeeao, de nicija mora biti
primjerena de niranom pojmu, ni preuska, ni pi®ka, mora razotkrivati bit pojma. De-
nicije s puno suvenog sadraja s jedne strane optérgu pantenje wenika, a s druge
strane unose zbrku pri razlikovanju de nicija od maka. Da se radi o de niciji mpemo
naznaiti koristenjem izraza "naziva se”, "zove se” ili "lkamo”. De nicija treba biti pre-
gledna i saeta. Vano je da de nicija bude suvremena. Ne smije biti zzaa slikovitim

ili na neki drugi n@in dvosmislenim jezikom. De nicija ne smije biti cirkularna. Tader,
ne smije biti negativna, ako rae biti pozitivha. Opseg pojma koji se de nira ne smije biti

prazan skup, tj. mora postojati bar jedan objekt kojeg de nicija opisuje.
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U sljede€im primjerima iskazane su de nicije koje nisu u skladu s nekim od navedenih
pravila:

Primjer 1.3.4. Okomiti pravci i pravi kut [10]
Pravci koji zatvaraju pravi kut nazivaju se okomiti pravci.
Kut ciji su kraci metusobno okomiti naziva se pravi kut.

Ovo je primjer cirkularne de nicije: okomiti pravci de niraju se poroo pravog kuta, a
pravi kut pom@u okomitih pravaca. Na taj sa ni jedan pojam nije de niran. Okomiti
pravci se zaista de niraju na gornji om, ali se tada pravi kut mora de nirati poroo
susjednog kuta: Kut koji je jednak svome susjednom kutu naziva se pravi kut.

Primjer 1.3.5. Kruznica i sredste kruznice
Kruznica je skup svih tocaka jednako udaljenih od sredista kruznice.

Ovo je takater primjer cirkularne de nicije. Naime, kanica je de nirana pomou pojma
sredste kriznice. To je pojam koji ne neemo de nirati prije nego de niramo Kkrznicu,
tj. de niramo ga pom@u kruznice. U ovom primjeru nedostaje i mo obiljezje da je
to skup svih tgaka ravnine. Ispravna de nicija glasi: Skup sviltéia ravnine jednako
udaljenih od jedne&vrste take te ravnine naziva se krica. Tucvrstu taku nazivamo
sredste krunice.

Cesto se neki pojam nze de nirati na vee n&ina. Vano je naglasiti da pritom sve de -
nicije istog pojma moraju biti mdusobno ekvivalentne. U takvim situacijama némse
pitanje koju de niciju odabrati. \6e o ovormtemo reé&i u sljed€em poglavlju.

Pojam se u matematici izgtaje postupno te zbog toga u kurikulumu imamo vertikale
koje wvrstuju i dodatno razvijaju neki pojam. Miemo to u nastavku rada analizirati za
pojmove kut, krug i kranica.



Poglavlje 2

De nicija kuta, kruga i kru znice

2.1 Osnove geometrije

Geometrija kakvu cenici ice uskolama véim dijelom sadzana je od objekata euklid-
ske geometrije. Temelji se na starogm metodama. Proces uyenja logike u geome-
triju zapaceo je Taleg) a njenom razvoju najse je pridonio Euklid. Takva geometrija
je u skladu s nsom intuitivnom predozbom o prostoru. Upravo iz tog razloga se radi u
skolama, kako bi je eenici mogli daivjeti i razumijeti. Euklid je zaslman za brojne ideje
na kojima temeljimo geometriju, nogge vaniji njegov doprinos u sakupljanju svih do-
tadasnjih znanja o matematici u djellementj koje je napisao u 13 knjiga. Njemuaast
takvu geometriju nazivameuklidska geometrijaSvojim djelom Elementi, Euklid je ute-
meljio geometriju koju matematari ne&ce mijenjati slijedéih dvije tistte godina paesto

ni ne spominjemo pridjev "euklidska”. Potpun skup aksioma te geometrije dao je Hilbert
P krajem 19. - poetkom 20. stoljéa i kao takvu koristimo je danas. Danas uz euklidsku,
postoje i brojne druge vrste geometrije. Prve od njih otkrivene sefiom 19. stoljéa,

no njima se u ovom radu bemo bawviti.

Postoji nekoliko sastavnica koje su potrebne za izgradnju matekedgorije u aksiomat-
skom sustavu. Polazimo od natenja osnovnih pojmova, koje smotvepomenuli u pret-
hodnom poglavlju. Kako je \@ranije spomenuto, postoje razlike u de niranju osnovnih
pojmova geometrije u matematici i skolskoj matematici. Hilbert je u svom aksiomat-
skom zasnivanju geometrije kao osnovne pojmove uzekutopravac i ravninu. 1z tih
osnovnih pojmova dalje u geometriji de niramo ostale pojmove popuatrie) polupravca,
kuta, krnice, i dr. U osnovnskolskoj geometriji, vé u prvom razredu eenici kao os-
novne pojmove uzimaju geometrijska tijela. Pojam geometrijskog tijela uvodi secira na

1Tales (Milet, 0. 625. g. pr. Kr - 0. 547. g. pr. Kr.) - starogrmatemaittar
2David Hilbert (Konigsberg 1862. - Gttingen 1943.) - njeneki matemaitar

9
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prepoznavanja u predmetima iz svakodnevaivgta. Zatim kao strane tih geometrijskih
tijela imenuju i prepoznaju geometrijske likove. cku objasnjavaju kao mjesto gdje se
sijeku crte, dok se u matematicidika uzima kao osnovni pojam i ne de nira se. Tako
je vet u samim poetcima matematkog obrazovanjaaenika vidljiva prilagodba procesa
formiranja pojmova u geometriji vezana ueanikovu dob i intelektualnu razvijenost. U
tre€em razredu se upoznaju s pojmom ravnine kao ravhom n@éemoen plohom te poj-
mom pravac koji usvajaju produljivanjem zine preko njenih krajnjih toaka. Svi pojmovi

iz geometrije koji se uvode u nastavziti razreda osnovngkole popraeni su zornim pri-
mijerima.

Nakon navaenja osnovnih pojmova dolazimo do formuliranja aksioraksiom je tvrd-

nja koja se smatra istinitom i ne dokazuje se. Euklid tako u svojoj prvoj knjizi Elemenata
navodi pet aksioma ili postulata, kako ih on naziva. Prvi aksiom nam govori da kroz svake
dvije razlicite tocke ravnine meemo pova@i jedinstven pravac. Drugi aksiom govori da
svaku dazinu mazemo prodaiti preko njenih krajnjih teaka. Da je mogte konstruirati
kruznicu zadanu sresliem i polumjerom govori ti@ aksiom. Ucetvrtom aksiomu stoji da

su svi pravi kutovi sukladni. Za razliku od prestiri Euklidova aksioma, peti aksiom o
paralelama je popritino kompliciran i kroz povijest mnogi matmediri su smatrali da je to
teorem te su ga polksavali dokazati. Euklidov peti aksiom (aksiom o paralelama) govori da
zadanom tokom izvan zadanog pravca prolazitm jedan pravac paralelan danom pravcu.

Sljede€ih dvije tistte godina, matematari su se trudili néi nova otkrta na podraju
geometrije, samim time stvoreni su novi stavovi o tome kako bi aksiomatska izgradnja
matemaitke teorije trebala izgledati te se podigla razina preciznosti koju matematika kao
znanost zahtijeva. Tako se javljaju brojne kritike Euklida. Kasniji materagtsmatraju
kako Euklid nije bio dovoljno precizan. Zamjeraju mu nejasne de nicije, poput de nicije
tocke koju de nira kao netosto nema dio. Ovo jest intuitivha de nicija, ali nam ne pred-
stavlja jasno na koje objekte se ona odnosi. Shedeamjerka odnosi se na de niranje
pojmovasiljasti i tupi kut, koje de nira kao maniji i véi od pravog kuta, a pritom nigdje ne

de nira jasnosto zn&e izrazi "'manji od” i "veti od”. Dakle, Euklid se koristtinjenicama

koje su nam intuitivho jasne, ali nigdje u svome djelu nije postavio teorijsko utemeljenje
za njihovo korstenje. Takder, bez aksiomatskog opravdanja, koristi se raznim metodama
prilikom dokazivanja propozicija i teorema. Na primjer, propozicija u kojoj navodi da ako
su zadane dvije ttke, mog@e je konstruirati treu tacku tako da trokut kojeg one tvore
bude jednakostracan. Postupak kojim se guu dokazu je legitiman, ali "zdravo za go-
tovo” uzimacinjenicu dace se dvije kranice sij€i. Slicno, u poeku SKS o sukladnosti
trokuta, Euklid koristi metodu slaganja jednog trokuta pémdrugoga kako bi dokazao

da su navedeni elementi sukladni.
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Euklid je svojim aksiomima predstavio samaeéa koja je smatrao najbitnijima, a u doka-
zima secesto pozivao nainjenice koje nije aksiomatski utemeljio. Tako se javila potreba
za presirivanjem liste aksioma. Jedan od najzasiji za unaprdenije te liste bio je &
spomenuti njemeki matematar Hilbert. On se u svojim aksiomimazdo Euklidove
izvorne ideje uz minimalno kastenje intuitivnih i sugestivnittinjenica ili simbolckog
jezika. Njegovo djelo pisano je stilom koji je razumlpak i ucenicima srednjitskola, a
njegovu aksiomatiku koristimo u geometriji danas.

Nakonsto smo postavili temelje geometrije pooucaksioma, slijedi de niranje novih poj-
mova. U nastavku ovog poglavljagiecemo vse o de niranju novih pojmova te razlici

u de nicijama u nastavi matematike i u matematici kao znanosti. Kao posljednju etapu
izgradnje matematke teorije uzimamo izvienje i dokazivanje teorensio cemo opisati

u slied&em poglavlju.

2.2 Kut

Jedan od naj\anijih i najvise korstenih pojmova u geometriji je pojam kuta. diolskoj
matematici, genici se prvi put s pojmom kuta suéteu cetvrtom razredu osnovrskole.
Ucenicima na toj razini nije moge ponuditi suvremenu i strogu de niciju kakvu koriste
matematari. Tako se pojam kuta nadogrge i razvija prema uzrastucanika. Pogle-
dajmo najprije kako se pojam kuta de nira u stnoj literaturi.

Kao primjer precizne i formalne matematike, uzemo de niciju kuta koju Hilbert iz-
nosi u svojoj knjizi [7].

Primjer 2.2.1. De nicija pojma kut [7]

Neka je proizvoljna ravnina te neka su h i k dva razlicita polupravca, u toj ravnini,
koji imaju zajednicki pocetak O i ne pripadaju istome pravcu. Par sto ga tvore ta dva

polupravca nazivamo kut i predstavljamo ga simboldmKk) ili \ (k; h). Tocku O nazivamo
vrh, a polupravce Ik krakovima promatranog kuta.

De nicija kuta dana u prethodnom primjeru bliska je de nicijama koje se nalasi@lskim
udzbenicima. Njutemo uzeti kao skbenu matematku de niciju pojma kut. Za de ni-

ranje pojma kut potrebno je poznavati pojmove poput ravnine, poluravnine, pravca i polu-
pravca. Ravninu i pravac Hilbert uzima kao osnovne pojmove koje ne de nira, a de nicije
poluravnine i polupravca uzima kao posljedice aksiomalajeetj. poretka.Sto nije pri-

mjer kad de niramo te pojmove u nastavi matematike.
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S druge strane, Pavkdvi Veljan u [17] kut de niraju pom@u klasa ekvivalencije. No,
de nirajmo najprije pojmove kojte nam biti potrebni za razumijevanje de nicije kuta na-
vedenih autora.

Duzina je jedan od najkastenijin pojmova u geometriji. De niramo ju kao skup svih
tocaka pravca onden dvjema raztitim tockama (ukljwcujui i te dvije tocke). Svaka
duzina okarakterizirana je svojom duljinom. Neka\eravnina, funkcijud: M M ! R
za koju vrijedi:

d(A;B) 0 8A;B2 M;
d(A;B)=0, A=DB;
d(A;B) =d(B;A) 8A;B2 M;

d(A;B) d(A;C) +d(C;B) 8A;B;C 2 M i pritom znak jednakosti vrijedi ako i
samo ako je&C 2 AB;

za svaki polupravadqu) s vrhom uO i za svaki realan brox < 0 postoji (jedins-
tvena) tekaT na tom polupravcu takva da §€O; T) = x

zovemo funkcijom udaljenosti [17]. Braj(A; B) zovemo duljinom daine AB ili udalje-

nost izmefu tocakaA i B. Oznaka za dzinu cije krajnje take suAi B je AB, a za duljinu
duzine JAB. De nirajmo jos pojam izometrije kao preslikavanje kojeuva udaljenost”.
Neka je dano preslikavanje: M | M: Kazemo da jef izometrija ravnine ako vrijedi:
d(f(A); f(B)) =d(A;B); 8A;B2 M:

Pogledajmo sada u sljetiem primjeru kako Pavko#ii Veljan de niraju kut.

Primjer 2.2.2. De nicija pojma kut [17]

Uredenom paryOx; Oy) polupravaca sa zajednickim vrhom, koji ne leze na istom pravcu
pridruzimo pripadniotvoreni kutni isjecak dobiven kao presjek poluravning Roja sadrzi

Oy omefene pravcem Ox i poluravning, Roja sadrzi Ox oméene pravcem OyZatvo-

reni kutni isjecak se dobiva kao presjek zatvorenih poluravnina (zatvorena poluravnina je
unija poluravnine s pripradnim granicnim pravcem).

Dva para(Ox; Oy) i (0% O%°) polupravaca se nazivajkongruentni(a katkada i jedna-
kima), ako postoji izometrija f ravnine M takva da jeOX) = O%Ci f (Oy) = OY~.

Lako se vidi da je ova kongruencija relacija ekvivalencije, pa se pripadne klase ekvivalen-
cije zovuneorijentirani kutovi. Klasa koja sadrzi pa{Ox, Oy) oznacava se saxOy.



2.2. KUT 13

Pavkovt i Veljan odabiru ovaj nein de niranja kuta, kako bi se napravila priprema za
uvodenje mjere kuta. Mjeru neorijentiranih kuteva de niraju kao strogo &asfunkciju

K R, gdje jeK skup svih neorijentiranih kutova, za koju vrijedi:
(+)=(0)+ ()
zasve i zakoje je suma de nirana. Vidimo kako za domenu funkcije uzimaju skup

svih neorijentiranih kutova kao klase ekvivalencije. 1z tog razloga kut de niraju kao klase
ekvivalencije, a ne kao dio ravnine. Naime, ®to autori u prethodnom primjeru nazivaju
kutni isjecak mogli bismo nazvati kut, a orgto nazivaju kut mogli bismo nazvati klasa
ekvivalencije. Uz tako odabranu terminologiju, intuitivno bise@jeli reCi da su kongru-
entni, tj. sukladni kutovi oni koji imaju istu mjeru. Mietim, to bi bilo pogreno jer tada

ne bismo znali kako de nirati mjeru kuta. Takva de nicija bi bila cirkularrsig je nedo-
pustivo. Stoga, mjeru kuta de niramo powskupa svih neorijentiranih kutova kao klasa
ekvivalencije, a da bismo de nirali te klase ekvivalencije prvo de niramo kongruenciju
pomau izometrije kako je navedeno u prethodnom primjeru.

Pogledajmo sada kako izgledaju de nicije pojma kuskolskih ugbenika. Kasto je ve&
spomenuto, cenici se u nastavi matematike prvi puta s pojmom kuta susueetvrtom
razredu osnovnekole. U cetvrtom razredu eenici pojam kuta de niraju koristg ge-
neticku de niciju prikazanu u sljedeem primjeru.

Primjer 2.2.3. De nicija pojma kut [14]

Neka su a i b polupravci sa zajednickom pocetnom tockom V. Mozemo zamisliti da polu-
pravac a pri vrtnji ostavlja tragove sve dok se ne poklopi s polupravcem b. Svi ti tragovi
cine dio ravnine koji se zove kut. Oznaka: (a,b).

Kako wcenici ne bi samo zarsljali taj postupak, u nastavi se m®izvesti zanimljiva ak-
tivnost prilikom de niranja pojma kut.

Primjer 2.2.4. Aktivnost prilikom de niranja pojma kut (4. razred)

Ucenici u svoje biljeznice nacrtaju proizvoljan polupravac a. Prekriju dani polupravac
a prozirnim papirom, precrtaju ga i dobiveni polupravac oznace s b , ubodu vrh sestara
u pocetnu tocku polupravca a i rotiraju prozirni papir oko vrha sestara. S papirom se
okretao i polupravac b oko pocetne tocke i dosao u neki novi polozaj. Sada polupravci a i
b ometuju dio ravnine i taj dio ravnine naziva se kut. Pocetnu tocku nazivamo vrh kuta, a
polupravce krakovi kuta.

Koji god pristup nastavnik odabraocenik treba shv@ati kut kao dio ravnine onaen
polupravcima te crtati, imenovati i ozcavati vrh i krakove kuta. Nakosto su naaili
kako kut nastaje, odnosno kako ga nacrtate o vrstama kuta. Rmju s pojmom pravog
kuta.
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Primjer 2.2.5. Aktivnost prilikom de niranja pojma pravi kut (4. razred)

Prisjetimo se de nicije pravog kuta iz primjera 1.3.4. Pravi kut de niramo kao kut koji je
jednak svome susjednom kutu, a okomite pravce pomocu pravog kuta. Ovaj primjer zorno
prikazuje danu de niciju pravog kuta. Naime, svaki ucenik dobiva list papira kvadratnog
oblika, taj papir trebaju presavinuti kako je prikazano na slici 2.1. Nastavnik zadaje uputu
da se promotre kutovi i "crte” dobivene na papiru prilikom presavijanja. Implicitnim
koristenjem simetrije kvadrata konstruirali smo pravi kut i na taj nacin ucenicima priblizili
pojam pravog kuta. Zanimljivo je da ucenici prepoznaju pravi kut, bez dane de nicije i bez
koristenja sestara prilikom konstrukcije. Tatter, ono sto vidimo zorno je da smo puni kut
podijelili na cetiri sukladna kuta te da su svi pravi.

Slika 2.1: Presavijanje papira

Zatim slijedi crtanje pravog kuta koje se m@izvesti pomoéu dva trokuta ili ravnala i
trokuta. Sada kad sucenici upoznati s pojmom pravi kut, uvode se dva nova pojma:
siljasti i tupi kut.

Primjer 2.2.6. Aktivnost prilikom de niranja pojmovasiljasti i tupi kut (4. razred)

Ucenici najprije metusobno usporuju zadane kutove, razlicite od pravog, npr. pomocu
prozirnog papira na koji precrtaju jedan kut, a potom njime prekriju drugi tako da im se
pocetna tocka i jedan krak poklapaju. Nakon toga kutove na isti nacin usfpgues pravim
kutom. Tako dolaze do de nicija da se kut koji je manji od pravog kuta zove siljasti, a onaj
koji je veti od pravog kuta zove tupi kut.

Vidimo kako se u riim razredima osnovngkole navedeni geometrijski pojmovi zapravo
ne de niraju, ve& se opisuju i prepoznaju kroz razne primjere iz okoline. &lraise raz-
redima ovi pojmovi ponovno opisuju, ali sada sectoi na manje zoran rén, uz poma
de nicija koje pacinju sliciti na uobtajene, znanstvene de nicije.

Zaizgradnju de nicije u petom razredu 2o je poznavanje pojmova pravca i poluravnine.
Zarazliku od Hilberta, u nastavi se pravac i poluravnina de nirajuzimirazredima, a ne
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uzimaju kao osnovni pojam i posljedica aksiomadaja. Jedan od w@&a na koji wwenici
petih razreda mogu de nirati pojam kuta prikazan je u slfgta primjeru.

Primjer 2.2.7. De nicija pojma kut [14]
Neka su AB i AC dva dana pravca. Promatrajmo po jednu poluravninu sto irdogirdi
pravci. Presjek poluravnina je kut. OznakaBAC.

Ipak u veEini udzbenika za peti razred pojam kuta se de nira kao u sipede primjeru.

Primjer 2.2.8. De nicija pojma kut [2]
Dio ravnine oméen dvama polupravcima koji imaju zajednicku pocetnu tocku naziva se
kut. Zajednicka pocetna tocka naziva se vrh kuta, a polupravci krakovi kuta.

Manjkavost de nicije iz prethodnog primjera jest da nije jasno na koji od dva dijela rav-
nine se de nicija odnosi. U wzbeniku [19] u de niciji kuta spominje se uz rige"dio
ravnine” pojam "podskup”, spominjanje ovog pojma u petom razredu nije primjereno uz-
rastu wenika pa je takva de nicija neprimjerena.

U sestom razredu radi se zbroj mjera kutova u trokutu, no prije toga uvode se oznake kutova
u trokutu. U sljedéem primjeru prikazano je na koji o.

Primjer 2.2.9. Oznacavanje kutova u trokutu([8]

Trokut4 ABC ima tri unutarnja kuta. To su kuto®CAB *ABC "BCA. Buduci da je sva-
kom vrhu pridruzen tocno jedan unutarnji kut, krace pisefmd= "CAB "B = "ABC "C =
ABCA. Uobicajeno je velicine kutovaA;~B i *"C oznacavati malim grckim slovima
(alfa), (beta), (gama). Kao sto je prikazano na slici 2.2.

c

N

A B

Slika 2.2: Oznaavanje kutova u trokutu

Ucenici prvih razreda srednj$kola upoznaju se s pojmovima skup, relacijadera par,
klasa ekvivalencije. Iz tog razloga u prvom razredu sredkgge mogli bismo kut de nirati
na n&in iz sljed&eg primjera, koji je stian de niciji iz primjera 2.2.2.



16 POGLAVLJE 2. DEFINICIJA KUTA, KRUGA | KRUZNICE

Primjer 2.2.10. De nicija pojma kut [14]
Neka je S skup svih polupravaca ravnine s vrhom O. U skupuSSde nira se relacija

. uredeni par(xq; X2) je u relaciji s uredenim paron{y,;y.) ako postoji rotacija f koja
polupravac x preslikava na xiy; nay. je relacija ekvivalencije. Klasa svih ekviva-
lentnih uretenih parova polupravaca naziva se kut s vrhom u tocki O. OznéakaOx,
(predstavnik kuta).

Medutim, kako smo ve naveli da se takva de nicija koristi kako bi se uvela mjera kuta, a
mjera kuta se u nastavi matematike ne de nira péméunkcije kao u stronoj literaturi.
Ova de nicija se vé&inom ne koristi u prvom razredu sredsjeole jer je za véinu uwcenika
preapstraktna i nerazumljiva.

U nastavi matematike mjeru kuta de niramo kao pozitivan broj idm8 i 360 . Medutim,

u slazenijim primjerima trigonometrije sustemo se s problemima gdje kut ima mjeru
veCu od 360 ili je ona negativna. Iz tog razloga u trem razredu sredngkole uvodi se
pojam orijentiranog kuta, a de nira se naaia prikazan u sljed@em primjeru.

Primjer 2.2.11. De nicija orijentiranog kuta [6]

Kut je ureden par (p,q) dviju zraka koje imaju isti pocetak V. Oznacavamo ga¥q.
Tocku V nazivamo vrh, zraku p nazivamo prvi krak (ili pocetni krak), a zraku q drugi krak
(ili zavrsni krak) kuta®pVQ.

Nakon ovakve de nicije kuta, pojam mjere kuta se grgje i na orijentirane kutove. Mjera
kuta u nastavi nagste se izraava u kutnim stupnjevima, minutama i sekundama. Osim
u stupnjevima, mjera kutova me se izraziti i u radijanima. Puni kut ima mjeru 360
odnosno 2 radijana. Kako kut obiljgavamo krznim lukom mefu polupravcima kojcine
krakove tog kuta, duljina kznog luka i mjera pripadnog kuta su proporcionalnecred.
Oznaimo li puni kut kriznim lukom, once ispasti kranica, a njezina duljina je njezin
opseg. Dakle, vrijedi omjer:

[:0= :2;

gdje jel duljina krznog luka, O opseg kranice, mjera pripadnog kuta te 2koji
oznaava mjeru punog kuta u radijanima. 1z toga slijetli: = 2r : 2 pa se for-
mula za mjeru kuta u radijanima odige kao omjer kranog lukal i duljine polumjera
lukar:

|-

Zelimo li pretvoriti stupnjeve u radijane ili obrnuto, dovoljno je postaviti odgovaiiaju
omijer. Mjeri punog kuta 360odgovara radijanska mjera 2pa tako i zadanoj mjeri kuta
u stupnjevima odgovara mjera tog kuta u radijanima.
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Tadaimamoomjer: :360 = rad:2 ,t. :180 = rad: .lzcegaslijedi:

d= ——;

rad= 180

= _radgg.

U upotrebi je takder i mjerna jedinica grad. Mjera punog kuta iznosi 400 grada.

2.3 PoteskoCe u nastavi prilikom uvodenja pojma kut

Poseban odjeljak posvetiemo potekatama u nastavi s kojima seenici i nastavnici su-
srecu prilikom uvadenja pojma kut. Vano je obratiti panju na potskaCe u nastavi jer
je upravo to segment nastave u kojem uloga nastavnikaseaglolazi do izraaja, a to je
podiska i pom@ ucenicima pri svladavanju tih patkoca.

Pojam kuta u matematici poseban je po toshe kod njega nailazimo na velik broj raz-
nih de nicija. U sljede&em primjeru navestemo neke od njih.

Primjer 2.3.1. De nicije pojma kut [23]
a) Kutje gura koja se sastoji od dva polupravca koji imaju zajednicki vrh.
b) Kut je dio ravnine izmau dva polupravca koji imaju zajednicki vrh.

c) Sustav od dvije zrakeng ha koje izlaze iz iste tocke A nazivamo kutd(ga; ha). A
zovemo vrhom kuta, a zrakg gha njegovim krakovima.

d) Dva polupravca xy s istom rubnom tockom O dijele ravninu na dva dijela. Svaki se
dio zove kut. Kut je trojkéx;y; ) koju cine dva polupravca sa zajednickom rubnom
tockom i jedan od dva dijela ravnine koju odhgju ti polupravci.

e) Rotacijom oko svoje pocetne tocke zraka opisuje lik koji zovemo kutom, a bilo koja
njezina tocka, osim pocetne pritom opisuje lik koji zovemo luk.

f) Neka su AB;C bilo koje tri dane nekolinearne tocke prostora. Presjek (zajednicki
dio) poluravnina ;i , zovemo kutom i oznacujemo g&BAC ili *CAB.

g) Ureden par polupravacgx;; X,) s vchom u tocki O oznacavamo 3x;0x, i nazi-
vamo kutom u tocki O.
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Ovim primjerom prikazana je raznovrsnost kod de niraja pojma kut. Eivditerature uz

de nicije stoje i slike pojmova koji se de niraju. Ukolikaelimo precizno de nirati neku
matemaitku teoriju, moramo je temeljiti na ¢azgradenim aksiomima i de nicijama, a ne

se pozivati na intuiciju i podrazumijevanje da su neke stvetesa slike kasto je tocinio
Euklid. Usporedimo li de nicije a) i b) iz prethodnog primjera i njihove slikovne prikaze
na slici 2.3 vidimo razliku da u de niciji pod a) kutom se naziva unija dva polupravca sa
zajednckom paetnom tekom, a pod b) dio ravnine izrde njih. U slwcaju da uzmemo

de niciju kuta pod a), tada b) smatramo de nicijom unugrgosti kuta.

Slika 2.3: Slike uz de nicije pod a) i b) iz prethodnog primjera

a)

Promotrimo li de niciju kuta pod d) nant se pitanje koji od dva dijela ravnine uzimamo.
Ako uzmemo onaj dio maniji od 180kaosto to mnogi uzimaju, dovodi se u pitanje posto-
janje izbaenog kuta. Onato je takaer nejasno u ovoj de niciji jest kako ravnina @

biti podijeljena na dva dijela. Obgajenje koje nije ispravno prilikom izgradnje formalne

de nicije jest: "Ocito je sa slike.”. Tako ovaj problem memo usporediti s Jordanovim
E]teoremom koji kae da zatvorena krivulja dijeli ravninu na dva dijela. lako nam se ovaj
teoremcini intuitivno jasan, popritno ga je teko dokazati. Onsto se mae pokazati kao

jos jedna od nejastaa prilikom korstenja raznih de nicija su oznake kuta. Naime, po-
gledamo li de niciju pod f) vidimo da isti dio ravnine oznavamo s88ACi CAB Ovdje

se radi o neorijentiranim kutovima. Matim, postoje i orijentirani kutovi kojima je tmo
odredeno koiji je krak prvi, a koji drugi i izabrana je jedna od dviju métjurotacija od pr-

voga kraka prema drugome. Takvi kutovi uvode se u sresthojgkoj nastavi matematike.
Naime, intuitivno reeno, mjerom kuta iskazujemo koliki put "prge” jedan krak kuta
prilikom rotacije oko svoje peetne take, kako bi se podudario s drugim krakom. Ovaj
opis povezan je s de nicijom pod e). Pritom ako je rotacija u smjeru obrnutom kazaljke
na satu, nju smatramo rotacijom u pozitivnom smjeru, a mjera kuta dobivenog vrtnjom u
pozitivnom smjeru je pozitivna. S druge strane, ako je rotacija u smjeru kretanja kazaljke
na satu, onda je ona u negativhom smjeru te uzimamo da je mjera kuta negativha. U ovom

3camille Jordan (Lyon. 1838. - Pariz 1922.) - francuski materaati
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slucaju, pstujemo li dogovorom oden pozitivan smjer rotacije, oznake iz primjera f) ne
oznaavaju isti kut.

Nakon mnogo raztiitih primjera de nicija kuta, namee se pitanje koju de niciju oda-
brati. lako o odabiru de nicije uvelike ovisi stav i sklonost nastavniBaprer [23] istte
nekoliko stvari koje je potrebno uzeti u obzir prilikom odabira de nicije. Prva od njih je
strucnost de nicije, jer gotovo svaka ima svoje dobre $éoosobine. Zatim, pedagko -
didakticka osobitost, jer de nicija mora biti prilagtena dobi i razini aenika. Pri tom je
jasno da de nicija ni na jednom nivou, ma koliko pojednostavljena bila, ne smije biti po-
gresna, ne smije dati netau predodbu o pojmu koji de niramo i ne smije biti u sukobu s
matematikom kao znasou. Maze biti samo nepotpuna i nedovoljno precizna.

Svaki nastavnik kao mateme#ir mora biti upoznat s raznim ciaima de niranja ne-
kog pojma kao i eventualnim patkocama koje se prilikom formiranja de nicija mogu
javiti kod ucenika. Razlog \ge je tosto se u udbenicima nalazi ogracen broj de ni-
cija i objasnjenja o pojmovima, a nigdje nisu navedene pktee koje se mogu javiti kod
ucenika. Kako bi genici tijekomskolovanja mogli napredovati u svojoj konceptualizaciji
pojma kut vrlo je vana uloga nastavnika. Orsbo Lcenicimacesto stvara problem su raz-
lika izmedu statcne i dinamene de nicije pojma kuta. Taj problem javlja se na prijelazu
ucenika izcetvrtog u peti razred. Dinama de nicija je ona koja se odnosi na rotaciju, tj.
nacin nastajanja kuta, a statia je povezana s euklidskim pristupom geometriji i de nira
kut kao takav. Kako se ove dvije de nicije nalaze u sukobu, nije nteguei njihovo obje-
dinjenje. Uz korstenje dinanmine de nicije, nastavnici mogu zornim primjerima popratiti
nastajanje kuta, kastenjem programa dinacke geometrije, demonstracijama pano
skara, kazaljki sata, pataja ruku i sl.

Sljedea situacija koja cenicima mae predstavljati problem je povezana sinavidnim
poljem. Naime, kut se u "stvarnom” prostoru pojavljuje iztnedva beskormaa smjera,
koja na papiru ozreavamo dvama polupravcima koji su tadas@a oku ogrameni po-
drucjem papira. Vezano uz tocanici ponekad pogsmo shvaaju da veltina kuta ovisi o
duljini prikazanih dijelova krakova na papiru ili pak o duljini, tj. veli malog kriznog
luka koji koristimo kako bi oznaili kut. Takoder, zbog ovog n@na oznaavanja kuta ma-
lim kruznim lukom, mnogi genici misle da je kut samo taj mali ozren dio, a necitav
dio ravnine izmédu dva polupravcaCesto ne raspoznaju iseni kut, ne primjéuju nje-
gove krakove, a to je povezano sa stiedim de nicijom. Naime, ako je kut de niran kao
dio ravnine, onda je ispaeni kut istosto i poluravnina, pa nema vrh. Preciznijeeao,
svaka t@ka pravca mpe predstavljati vrh tog kuta. 8lie potekcte javljaju se i kod pu-
nog kuta. Tada je puni kuditava ravnina i svaka ttka ravnine maee biti vrh punog kuta.
Problem stvara i konstrukcija okomice, kao i pravog kuta, ako mu kraci ne odgovaraju
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marginama papira. Na sljedd slici prikazana je situacija u kojojcenici imaju problem
S raspoznavanjem pravog kuta u reitim polozajima.

N

Slika 2.4: Pravi kut u raztitim polozajima

Jos jedan problem eenicima predstavlja koncept kuta u stvarnaivotu. U sljedéem
primjeru prikazana je jedna situacija u kojoj se javljaju ptiEe kod wwenika.

Primjer 2.3.2. Koncept kuta u stvarnonzivotu

Zadamo li ucenicima zadatak da na prvoj prikazanoj slici zaokruze koje psice vide ako
stoje na poziciji ispred zida kako je nacrtano, velik broj ucenika ¢e zadatak rijesit kako je
prikazano na drugoj slici. To ukazuje na problem da nisu svjesni koncepta kuta u svakod-

nevnom zivotu i da bi odgovor trebao biti kako je prikazano na trecoj slici, tj. da vide samo
jednog psica.

Stoga je vrlo vano da se nastavnici u nastavi ztuprimjerima iz svakodnevnagvota,
kako bi wenici pravilno formirali pojam kuta u svojoj svijesti i sheanju te ga kasnije
mogli nadogrdivati.
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Pravovremenim nagsavanjem razlika izna pojmova koji wenicima stvaraju poskace,
poput dzine i njene duljine, nastavnik patava wenika u preciznom izeavanju i izgrad-
nji ispravnih slika tih pojmova. S druge strane, zemo ueiti da se nastavnik nekad u
inzistiranju na preciznom izevanju mae n&i u drugom ekstremu, pa tadaenik pri-
hvata da mora paziti na terminologiju jer takozraastavnik umjesto da mu razlikovanje
koncepata bude prirodno.

2.4 Krugikru znica

Izgradnja pojmova krug i kiznica u nastavi matematike nije toliko kompleksna kao iz-
gradnja pojma kut. Razlog tome g0 su nam pojmovi kruga i kamice intuitivno lalsi

za shvatiti nego pojam kuta. Postoje tri rath naina na koje maemo uvoditi pojmove
krug i kruznica.

Prvi je da de niramo krug, tj. stvorimo predatu o pojmu kruga, a kanicu shvéamo

kao njegov rub. Taj ma@n se koristi u rzim razredima osnovnskole. Wenici pojam
kruga upoznaju vrlo rano, ¢eu prvom razredu osnovrekole. Sliku o pojmu krug stva-
raju promatrajai predmete iz okoline poput sata, CD-a, prometnih znakova i sl. Tako u
svojem shvaanju pojam kruga prepoznaju kao stranu geometrijskog lika koji se zove va-
ljak. Stranicu geometrijskog lika shéaju kao crtu koja on@uje taj lik. Prepoznaju da

je krug omalen zakrivljenom crtom, ali je pne nazivaju kranica. Nadalje, u tigem
razredu usvajaju pojam ravnine te pimju svoje znanje o geometrijskim likovima tako
sto ih shvéaju kao dio ravnine. Time psiruju sliku i de niciju pojma krug, tj. krug je

dio ravnine. Prema "novom” kurikulumu cetvrtom razredu eenici wce razlikovati poj-
move krug i krznica. Korstenjemsestara stvaraju sliku o pojmu kmica. Krwnica je
tragsestara na papiru. Orsto mae stvoriti nejasnee je zato krwznica dijeli ravninu na
dva dijela i zato je jedan od tih dijelova ograzen. Nastavnici ovaj problem gavaju de-
monstracijama pontm sestara i promatranjem ilustracija na kojima je urgnjast kruga
obojena. Tako cenici uaavaju razliku izmdu pojmova krug i kranica.

Drugi nin je napeste korsten u nastavi matematike wsin razredima osnovrekole. U
petom razreduceenici pojam kruga i krenice upotpunjuju de nicijama. lako su se tijekom
nizih razreda najprije upoznali s pojmom kruga, a zatim s pojmorarkce, u petom raz-
redu prvo de niraju kriznicu, a zatim pomau nje de niraju krug. Tako pojam kanice
de niramo kao skup toaka u ravnini koje su jednako udaljene od jedne ksnek& a
pojam kruga kao dio ravnine orden kriznicom. Ova de nicija je dobra za katenje u
nastavi matematike jer nije potrebno de nirati funkciju udaljenost¢ edovoljno pozna-
vati pojam sukladnih dzina. Pojam sukladnostanici upoznaju u petom razredu osnovne
skole. Intuitivno, kaemo da su podskupowi i B ravnine sukladni ako se skugamoze
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"nanijeti” na B. Upravo iz tog razloga se sukladnost u nastavi matemagké mijsa s
jednakestu. Matematiki precizno, sukladnost de niramo preko izometrije. Najprije uvo-
dimo izometriju kao preslikavanje komuva udaljenosti tj. dzine preslikava u sukladne
duzine, a zatim kaemo da su likovi sukladni ako je jedan izometra slika drugog. Dakle,

dva skup&; B M su sukladna, ako postojiizometrijaa M ! M takva da jeB = f(A):

De nicija kruznice izreena na ovaj man je matematki precizna i njenim kostenjem u
nastavi ne narsava se neelo znanstvenosti nastave matematike. S druge strane, de nicija
kruga nije precizna, jer kao i u prethodnom odjeljku nije lako teorijski utemeljiti da zatvo-
rena krivulja dijeli ravninu na dva dijela. U][3] nailazimo na pojmove otvoren i zatvoren
krug, koji se ne pojavljuju skolskoj matematici.

Primjer 2.4.1. Otvoreni i zatvoreni krug([3]

Krug je skup svih tocaka ravnine ogranicen kruznicom. Ako kruznica pripada krugu,
kazemo da je krug zatvoren; ako tocke kruznice ne pripadaju krugu kazemo da je krug
zatvoren.

Otvoreni krug je skup svih tocaka ravnine koje su unutar kruznicezaavoreni krugje

skup svih tocaka ravnine koje pripadaju kruznici ili su unutar nje.

Primjetimo kako se skolskoj matematici pod pojmom krug podrazumijeva zatvoreni krug.

Tre€i nacin de niranja kruga i krznice je pomeéu funkcije udaljenosti koju smo de nirali
u prethodnom odjeljku. U slje@em primjeru prikazano je kako krug i krmicu de niraju
Pavkovt i Veljan u [17].

Primjer 2.4.2. De nicija kruga i kru znice [17]

Neka je O2 M bilo koja tocka ravnine M, a r> 0 realni broj. Kruznica KO;r) sa
sredistem (ili centrom) O i polumjerom (ili radijusom) r je skup svih tocaka T ravnine M
takvih da jejOTj=r,tj. K(O;r) =fT 2M : jOTj=rg Krug s centrom O i radijusom

r, uoznaci KO;r), je skupfT2M : d(O;T) rg

Kroz primjere u nastavku vidjegtemo koje neine de niranja pojmova krug i krenica
autori koriste uskolskim uadbenicima. Takder, s kojim se je pojmovima i primjerima
ucenici susréu i tako nadogrduju koncept pojmova krug i kamica.

Primjer 2.4.3. De nicija kru znice u 5. razredu

VecCina udzbenika za peti razred kruznicu de nira kao skup svih tocaka ravnine koje su
jednako udaljene od zadane tocke S. Tocku S nazivamo srediste kruznice, a u nekim
udzbenicima se javlja naziv centar kruznice. U udzbeniku [19] kruznica sa sredistem u
tocki S se de nira kao zatvorena crta u ravnini cije su sve tocke jednako udaljene od S.

Primjer 2.4.4. De nicije polumjera, tetive i promjera u 5. razredu [22]
Duzina koja spaja srediste kruznice s nekom tockom kruznice naziva se polumjer. Svi
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polumjeri zadane kruznice jednake su duljine. Ta se duljina naziva radijus.

Duzina koja spaja bilo koje dvije tocke kruznice naziva se tetiva.

Tetiva koja sadrzava srediste kruznice naziva se promjer. Svi promjeri zadane kruznice
jednake su duljine. Ta se duljina naziva dijametar.

Uocimo da autori iz prelog primjera naglsavaju kako polumjer ozeava dazinu, a radi-
jus duljinu te duine, kaosto je i promjer daina, a dijametar duljina dune. Ta razlika
nije naglaena u svim urbenicima iz razlogato se ne sleu svi matemadari s ovime.
Dio matemaitara radijus i polumjer smatra sinonimima, jedina je raztit@je polumjer
hrvatska rije. To je slicaj u udbenicima za sredngkole [5], [15].

Primjer 2.4.5. De nicija kruga u 5. razredu

Najjednostavnije receno: Krug je dio ravnine oden kruznicom. Ova de nicija koristi se

u vecini udzbenika za peti razred.

Medutim, u udzbenikul[[4] stoji: "Krug je skup svih tocaka ravnine koje su od sredista
kruznice udaljene za najvise njezin polumjer. Krug je dio ravnine demekruznicom.
Kruznica je dio kruga.”. Vidimo kako se radi o ekvivalentnim de nicijama, sto je u redu.
U ovom slucaju je vazno da nastavnik naglasi koju de niciju €e ucenici koristiti kao
"glavnu”, a koje €e smatrati njezinim posljedicama, tj. svojevrsnim pouccima.

Jos jedan primjer prikazan je na slici 2.5 iz udzbenikatesmmog prema "novom” kuriku-
lumu [22]. U ovom primjeru autori ponovno stvaraju razliku iztiuepojmova polumjer

I radijus kruznice. Nagkasavanje ove razlike, koja nije dogovorena u struci, dovodi do
zbunjivanja i mogucih poteskoca kod ucenika. Tdé ispod primjera je dana de nicija
kruga.

e Prim]er Nacrtajmo dvije kruZnice s istim sredigtem < tako da jedna ima promjer duljine

4 em, a druga polumjer duljine 4 em. Koliki su radijusi tih kruznica?

NEN
Rjesenje

Radljus manje krunice jest 2 cm, a radijus vece kruznice jest 4 cm.

Dio ravnine omeden kruznicom naziva se KRUG.

Slika 2.5: Uvalenje pojma krug iz 22]
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U srednjojskoli de nicije kruga i kruznice rade se na tteopisan nain. Onosto cini
glavnu razliku od prethodnih de nicija jest da se pojam kruga ne de nira kaigte-
jam kruznice. U sljedéem primjeru prikazano je kako se navedeni pojmovi de niraju u
srednjojskoli.

Primjer 2.4.6. De nicija kruga i kru znice [5]

Kruznica je skup svih tocaka ravnine koje su od zadane tocke S udaljene za istu udaljenost
r. S se naziva srediste (centar) kruznice, a r je polumjer (radijus) kruznice. Kruznicu
oznacavamo s(i§; r):

Krug je skup svih tocaka ravnine cija je udaljenost od tocke S manja ili jednakar. S je
srediste kruga, a r je polumjer kruga. Krug oznacavamo($§).

De nicije iz prethodnog primjera, stine su onima iz stane literature, razlika je u kaienju
simbola. U nastavi matematike, vezano uz pojmove krug ztkica, cenici se sus i
s pojmovima krani luk, kruzni isjecak, krzni odsjeak, tangenta i sekanta. U sljéeen
primjeru prikazano je kako se de niraju navedeni pojmovi.

Primjer 2.4.7. De nicije kru znog luka, kruznog isjeka i odsjeka, tangente i sekante
[15]

Kruzni luk je dio kruznice omeen dvjema tockama na kruznici.

Kruzni isjecak je dio kruga onden s dva polumjera i pripadajucim kruznim lukom.
Kruzni odsjecak je dio kruga onaken tetivom i pripadajucim kruznim lukom.

Pravac koiji dira kruznicu u jednoj tocki naziva se tangenta kruznice.

Pravac koji sijece kruznicu u dvije tocke naziva se sekanta kruznice.

U [5] nalazimo malo drugaju de niciju kruznog isjeka. Autori opisuju da kut s vrhom
u sredstu kruga isijeca od njega dio koji nazivamo knilisjecak. Takater, kod de nicije
tangente iz prethodnog primjera autori koristeaijdira”, naglasimo kako bi bilo preciz-
nije reci "sijece u jednoj taki”.

Ucenici se u nastavi matematike suare s pojmovima koji povezuju kut i kanicu, to
su sredsnji i obodni kut. U sljedéem primjeru prikazane su de nicije ovih pojmova.

Primjer 2.4.8. De nicije obodnog i sredsnjeg kuta [15]
Obodni kut je kut kojem je vrh na kruznici, a kraci sijeku tu kruznicu.
Sredisnji kut je kut kojem je vrh u sredistu kruznice.

Jos jedan od pojmova u geometriji koji povezuju kut i knicu je tetivnicetverokut. Tetivni
cetverokutcesto se javlja u natjecateljskim problemima. De niramo ga &etverokut ko-
jem se mae opisati kranica, a njegovo glavno svojstvo koje izemo u obliku teorema
jest da zbroj mjera njegovih nasuprotnih kutova iznosi 180
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U nastavi matematikeaenici se takder bave i konceptima duljine kzaice, povsine
kruga i broja . U ovom radu néemo ulaziti u analizu ovih koncepata. Spomenimo samo
kako je broj jedna od najzahvalnijih tema ziroku obradu u nastavi matematike. Svi
ucenici trebaju znati osnovno zcenje broja , da je taj broj omjer opsega i dijametra sva-
kog kruga. U tom smislu dobro jecenicima zadati zadatak da isteapovijest broja bilo
PowerPoint prezentacijom, bilo izradom postera.

2.5 Razvoj kurikuluma

U obrazovnom sustavu Republike Hrvatske vrijeme je izmjena kurikuluma. Ongije
2019. odlukom MZO Republike Hrvatske d@es je Kurikulum za nastavni predmet ma-
tematike za osnovrekole i gimnazije u Republici Hrvatskoj. On se primjenjuje zanike

1. i 5. razreda osnovnskole i 1. razreda gimnazije akolske godine 2012020., za
ucenike 2., 3., 6. i 7. razreda osnovsile, 2. i 3. razreda gimnazije a#olske godine
2020/2021., a za cenike 4. i 8. razreda osnovskole i 4. razreda gimnazije akolske
godine 20212022.

Kurikulumski pristup usmjeren na odgojno-obrazovne ishodenja zapoeo je Naci-
onalnim okvirnim kurikulumom. Time su stvoreni temelji za oshjavanje i provaenije
cjelovitin promjena u odgojno-obrazovnome sustavu na nacionalnoj razini. U njemu su
odredena @ekivana gencka postignéa za odgojno-obrazovna podja po ciklusima.
Prvi, drugi, tr&i i cetvrti razred razred osnovis&ole prema Nacionalnom okvirnom kuri-
kulumu pripadaju prvom ciklusu. Drugi ciklusne peti isesti razred osnovrskole, a tréi
ciklus sedmi i osmi razred osnovis&ole. Cetvrti ciklus odnosi se na prvi i drugi razred
srednijih strukovnih i umjetekih skola, dok u gimnazijama obuhta svacetiri razreda.
Matematcke domene u kojima su opisaneekivana genicka postignéa iz podreja ge-
ometrije su: Oblik i prostor te Mjerenj€Nacionalni kurikulum za osnovnoskolski odgoj i
obrazovanje)

Do pacetka primjene Kurikuluma za nastavni predmet matematike za osis&ereei gim-
nazije u Republici Hrvatskoj, nastava matematike se u osnogkmtama izvodi prema
Nastavnom planu i programu za osnovskolu koji se odnosi na predmet Matematika

iz 2006., a u srednjinskolama prema Nastavnom planu i programu za stjecskgtske
spreme u programima jezie, klastne i prirodoslovno-matemate gimnazije koji se od-

nosi na predmet Matematika iz 1994. te Nastavnom planu i programu prirodoslovne gim-
nazije koji se odnosi na predmet Matematika iz 2003.

U Nastavnom planu i programu za osnosikolu koji se odnosi na predmet Matematika iz
2006. navedeni su nazivi tema koji se atuwpu po razredima. Za svaku od tema napisani
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su kljucni pojmovi te @ekivana obrazovna postigtai lcenika. U programima za srednje
skole i gimnazije iz 1994. i 2003. navedene su z&dpo razredima, tj. aekivana obra-
zovna postignéa wcenika te sadmaj po cjelinama i temama unutar tih cjelina. Zame
promjene u odnosu na “stare programe” vidljive su "novom programu” iz 2019. godine.
Odgojno-obrazovni ishodi Kurikuluma nastavnoga predmeta Matematika iz 2019. opisani
su sljedéim elementima: odgojno-obrazovni ishod, razrada ishoda, odgojno-obrazovni is-
hodi na razini usvojenosti "dobar” na kraju razreda, gaglite preporuke za ostvarivanje
odgojno-obrazovnih ishoda.

Podsjetimo kako je wano da se pojam izgdaije postepeno kroz obrazovanje. Glavna
uloga kurikuluma je postaviti vertikalno povezivanje za izgradnju pojma. U nastavku ovog
odjeljka opisatemo kako se pojmovi kuta, kruga i lkmice izgraluju kroz tu vertikalu.

C. OBLIK | PROSTOR

1. RAZRED

2. RAZRED

3. RAZRED

4. RAZRED

MAT 05 C.1.1.

lzdvaja i imenuje geometrijska
tijela i likove i povezuje ih s
oblicima objekata u okrugju.

MAT 05 C.2.1.
Opisuje i crta dufine.

MAT 05 C.3.1.

Opisuje i crta toku, duZinu,
polupravac i pravac te njihove
odnose.

MAT 05 C.4.1.
Odreduje i crta kut.

MAT 05 C.1.2.
Crta i razlikuje ravne i zakrivljene
crie.

MAT 05 C.2.2.
Povezuje poznate geometrijske
objekte.

MAT 035 C.3.2.
Prepoznaje i crta pravce u

razli¢itim medusobnim odnosima.

MAT 05 C.4.2.

Razlikuje i opisuje trokute prema
duljinama stranica te pravokutni
trokut.

MAT 08 C.1.3.
Prepoznaje i istice tocke.

MAT 08 C.3.3.
Sluii se Sestarom u crtanju i
konstruiranju

MAT 08 C.4.3.
Opisuje i konstruira krug i njegove
elemente.

MAT 05 C.4.4.
Crta i konstruira geometrijske
likove.

MAT 05 C.4.5.
Povezuje sve poznate
geometrijske oblike.

Slika 2.6: Ishodi vezani uz geometriju i razredima osnovnekole [16]

U prvom razredu seaenici susréu s pojmom kruga kao geometrijskim likom, prepoz-
najuwci ga na objektima iz okoline. Zatim u tem razredu panju koristiti sestar. Ono
sto wenici u tr&em razredu trebaju znati je crtati knicu sestarom, prenositi dinu te
razlikovati krug i krinicu (prema "starom” kurikulumu). Novost uvedena kurikulumom
iz 2019. je da se obrada pojma krug pomaknula izegeucetvrti razred osnovnskole.

U cetvrtom razredu prvi puta se sustes pojmom kuta. Opisuju pojam kuta, analiziraju i
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usporefuju vrste kutova ogiljastog do tupog.

U visim razredima osnovngkole wcenici nadogrduju znanje o pojmovima kut, krug i
kruznica. Na ovoj razini aenici izgratene slike o0 navedenim pojmovima povezuju s nji-
hovim de nicijama. Slika 2.7 prikazuje ishode vezane uz geometrijusinvirazredima
osnovneskole prema "novom” kurikulumu.

C. OBLIK | PROSTOR

5. RAZRED 6. RAZRED 7. RAZRED 8. RAZRED
MAT 05 C.5.1. MAT 05 C.6.1. MATOS C7.1. MAT OS5 CB.1.
Opisuje skupove tofaka u ravnini | Konstruira kut i njegovu simetralu. | Cria i konstruira mnogokute i Skicira prikaz uspravnoga
te analizira i primjenjuje njihova koristi s& njima pri stvaranju geometrijskog tijela u ravnini.
svojstva | odnose. slozenijih geometrijskih motiva.
MAT 05 C5.2. MAT 05 C.6.2. MAT 05 C.7.2. MAT 05 C8.2.
Opisuje i crta /konstruira Konstruira trokute, analizira Crta, zbraja i oduzima vektore. Analizira i izraduje modele i mrefe
geometrijske likove te stvara njihova svojstva i odnose. uspravnih geometrijskih tijela.

motive koristeci se njima.

MAT 05 €.5.3. MAT 05 C.6.3. MAT 05 C.7.3. MAT 05 C.8.3.
Osnosimetriéno i Konstruira Cetverokute, analizira Translatira skupove tocaka u Primjenjuje Talesov poudak.
centralnosimetriéno preslikava njihova svojstva | odnose. ravnini.

skupove tofaka u ravnini.

MAT OF C.8.4.

Prikazuje medusobne cdnose
dviju kruZnica u ravnini.

Slika 2.7: Ishodi vezani uz geometriju usim razredima osnovrekole [16]

Tako u petom razreducenici preiruju znanje o skupovima ¢taka u ravnini: tokama,
pravcima, polupravcima, dinama, kutovima. Sketi se geometrijskim priborom, mate-
matickim jezikom proweavaju, opisuju, de niraju, skiciraju, crtaju i ozoavaju navedene
skupove teaka u ravnini i njihove mgusobne odnose. Susétese s pojmovima sukladnost
dwzina i kutova. Mjere i crtaju kutove porga kutomjera. Prema "novom” kurikulumu
mjere kutova izraavaju u kutnim stupnjevima, minutama i sekundama. Klasi ciraju ku-
tove odsiljastoga do punoga. Prepoznaju i crtaju susjedngrne’kutove, a prema "novom”
kurikulumu kutovi uz presjenicu usporednih pravaca, kutovi s usporednim i okomitim kra-
cima prebaeni su iz sadrajasestog razreda u peti razred. Tdkg cenici petih razreda
prosiruju svoje znanje o krugu i kamici. De niraju i konstruiraju kriznicu i krug te opi-
suju njihove elemente (polumjer, promjer, tetiva). Opisuju i crtaju dijelove krugakru
isjecak, kruzni odsjeak, kruni vijenac).
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U sestom razredu se miouje prca o kutovima. @i se postupak presenja kutova te si-
metrala kuta. Konstruiraju se kutovi od 385 ;60 ;90 ;120 . Takader, Lcenici se susi@i
sa zbrojem unutarnjih kutova u trokutu, a time i prvim dokazom nekogk®u nastavi
matematike. U sedmom razredu jedno je poglavlje poswe krugu i kranici, ali ovaj put
numerckim vrijednostima tih objekata, tj. opsegu i peini. Velika promjena u odnosu
na "stari” kurikulum je da se u osnovnskoli vise n€e obraivati obodni i sredinji kut
kruznice, kao ni poaci vezani uz njih, koji su spadali u sadj sedmog razreda. O ovoj
temi wenici €e witi u srednjojskoli. Ja& jedna promjena u "novom” kurikulumu je da
ucenici osmog razredace o0 melusobnom polpaju kruznica u ravninisto se prema "sta-
rom” programu radi u sedmom razreducédsicice razlikovati mdusobne odnose kznica

u ravnini te istraivati odnose polumjera kamica i udaljenosti njihovih sresfia i sukladno
tome donositi zakljoke. Takaler, bavitte se i pojmovima koncentme krwznice i kriznog
vijenca.

U srednjojskoli se radi usustavljivanje sat#ja iz osnovnskolske geometrije s time da
se neki dijelovi geometrije nadogtaju. "Novi” kurikulum donio je velike promjene u
sadeaju kroz razrede. tknici srednjilskola s geometrijskim sazlijem susreu se u pr-
vom i drugom razredu i to ovisno o programu kojeg paéga, tj. broju nastavnih sati
matematike godinje. Na slici 2.8 prikazani su odgojno-obrazovni ishodi eanike sred-
nje skole vezani uz sadaj koji se odnosi na geometriju. Navedeni ishodi su iz "novog”
kurikuluma iz 2019., a navedene domene su: C - Oblik i prostor i D - Mjerenje.

C. OBLIK | PROSTOR / D. MIJERENJE

1. RAZRED 2. RAZRED

MAT 55 C.1.1. MAT 55 C.2.3.

Konstruira i analizira polozaj MAT S5 D.2.1.

karakteristiénih tofaka trokuta. Primjenjuje znanja o kruZnici i
krugu.

MAT 55 C.1.2. MAT 55 C.2.4.

MAT 55 D.1.2. MAT 55 0.2.2.

Primjenjuje Talesov poutak o Primjenjuje pouéak o sinusima i

proporcionalnosti dufina i slignost | poutak o kosinusu.

trokuta

MAT 55 D.1.3. MAT 55 C.2 5.

Primjenjuje trigonometrijske MATS5D23

omjere. Analizira poloZaj pravaca i ravnina
u prostoru i ratuna udaljenost.
MATSSC26
MAT 55 D.2.4.
Racuna volumen i oploije
geometrijskih tijela

Slika 2.8: Ishodi vezani uz geometriju u sredrg&pli [16]
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Novosti u kurikulumu iz 2019. godine su prebacivanje gag o krugu i kranici iz pr-
vog u drugi razred sredngkole. Takate se genici drugih razreda sredngiole prvi put
susresti s pojmovima obodni i sredji kut, sto je dosad ulazilo u sarhj sedmog raz-
reda. Sadraj koji se obrduje u cjelini "Krug i kruznica” ovisi o programu kojegagnici
pohataju, tj. broju nastavnih sati matematike gatge. Slika 2.9 prikazuje usporedbu
sadraja vezanog uz ishode MATSSC.2.3. i MAT S5 D.2.1. ovisno o broju nastavnih sati
matematike godinje.

Ishod: MAT 58 €.2.3. / MAT 55. D.2.1. Primjenjuje znanja o kruZnici i krugu.

Program
(broj nastawnih sati
matematike godiSnje)

Razrada ishoda

Odgojno — obrazovni
ishodi na razimi
usvojenosti ,dobar” na
kraju razreda

Sadrzaj

Preporuka za
astvarivanje odgojno
— gbrazovnog ishoda

Frimjenjuje poutzk o ocbodnome i sradisnjemu
sredifnjem kutu pri dokazu Talesova poutka.
Konstruira tangentu na kruznicu.

3 pomocu proporcionalnosti izvedi formule za

Prepoznaje elements
kruznice i kruga,
prikazuje ih u ravnini i
konstruira tangentu na

KruZnica i krug.

KruZni luk i kruzni isjecak.
Poudak o obednome i
sredisnjemu kutu.

Otkrivati i
obrazlzgati fermule.

duljinu kruZnoga luka, powrsinu kruznoga isjecka i
povriinu kruznoga odsjecka.

Povezuje duljinu kruznega luka s radijanskom
mjerom kuta.

Radijanszka mjera kuta.

105 " - . . M e Zni

duljinu kruznoga luka | povrsinu kruznoga isjecka. kruznicu. . . .
_ - = . Prozireni sadrzaj: Povriina
Povezuje duljinu kruznoga luka s radijanskom _— i
) kruznoga odsjecka.

mjeram kuta.
Primjenjuje poutzk o obodnome i srediZnjemu Opizuje elements Kruznica i krug. Crtkrivati | obrazloziti
kutu pri dokazu Talesova poucka. kruznice i kruga, Kruzni luk, kruZniisjetzki | formule.
Kaonstruira tangentu na krufnicu. prikazuje ih u ravnini i odzjecak.
S pomoéu proparcionalnosti ivodi formule za k:n.st.ru ra tangentu na Pourfk.c obodnome i

140 duljinu kruznoga luka, powrinu kruznoga isjecka i kruznicu. sredifnjemu kutu.
povriinu kruZnoga odsjecka. Radijanzka mjers kuta.
Fovezuje duljinu kruinega luka s radijznskom
mjeram kuta.
Opizuje elemente kruinice i kruga te ih prikazuje u | Iz zadanih elemenata Kruinica i krug. Crtkrivati, obrazlagati
ravnini. Konstruira tangentu na kruZnicu. rafuna elemente Krufni luk, krufni isjefak i | | dokazivati formule
Frimjenjuje poutzk o cbodnome i sradifnjemu kruznice i kruga te odsjetak.
kutu pri dokazu Talesova poudka. konstruira tangentu na Poutak o abodnom i

175i210 % pomodu proporcionalnosti izvedi formule za kruznicu. sredisnjem kutu.

Slika 2.9: Krug i krinica kroz razkite programe u 2. razredu [16]

Pogledamo li razradu ishoda, ona je jednaka u programima sa 105 i 140 nastavnih sati ma-
tematike godinje te u programima sa 175 i 210 nastavnih sati matematiksmgjediOno

u cemu postoji razlika su odgojno obrazovni ishodi na razini usvojenosti "dobar” na kraju
razreda. denici u programima 105 nastavnih sati matematike ggdimoraju na kraju
razreda znati prepoznati elementemice i kruga, genici u programima 140 nastavnih

sati matematike godnje opisati elemente kzuice i kruga, a cenici u programima 175 i

210 nastavnih sati matematike gsuje iz zadanih elemenatactmati elemente kanice

I kruga. Ucenici u svim programima moraju znati konstruirati tangentu narkau, iako

se opis tog postupka ne nalazi u svinzbdnicima. U programima sa 105 nastavnih sati
matematike godinje povsina kriznog odsjeka ulazi u prgireni sadzaj, dok se u ostalim



30 POGLAVLJE 2. DEFINICIJA KUTA, KRUGA | KRUZNICE

programima obrduje u redovnom sadaju. Ucenici u programima sa 105 i 140 nastav-
nih sati matematike gosinje moraju otkrivati i znati obrazlagati formule iz cjeline "Krug
i kruznica”, dok ih wcenici u programima sa 175 i 210 nastavnih sati matematikesgedi
moraju znati i dokazati.

U nastavnoj cjelini "Krug i krznica” ucenici ponavljaju osnovne pojmove vezane uz krug
i kruznicu te formule za opseg i painu kruga. Kasto je v& spomenuto, ¢e 0 obodnom

i sredsnjem kutu kranice i tako se prvi puta u svom matene&tbm obrazovanju susta s
ispreplitanjem pojmova kuta, kruga i krmice. R&unaju duljinu luka kranice i povsinu
kruznog isjeka. Prema "novom” kurikulumu tanaju i povsinu kriznog odsjeka. U
"novom” kurikulumu stavlja se naglasak na dokazivanjesemucemo vie u sljedéem
poglavlju. U ovoj cjelini wcenici we i dokazuju nekoliko venih powcaka u nastavi ge-
ometrije i njihove obrate. To su: poak o obodnom i srednjem kutu i njegov obrat,
veC spomenuti Talesov poak o obodnom kutu nad promjerom knice i njegov obrat te
pouwcak o tangenti krenice. Dokaze nekih od njih predstaéGgmo u nastavku rada.



Poglavije 3

Uloga dokaza u nastavi matematike

3.1 Pouwakidokaz

U cetvrtoj etapi izgradnje matemelkie teorije istte se izvaenje i dokazivanje teorema.
U skolskoj matematici koristi se nazpoucak patemo u nastavku ovog rada upotreblja-
vati taj izraz. Matematika izjavacija se istinitost utwituje dokazom naziva georemili
poucak [9]. Jedan od najpoznatijih poaka u geometriji naveden je u sljéden primjeru.

Primjer 3.1.1. Talesov pogak
Svaki obodni kut nad promjerom kruznice pravi je kut.

U formulaciji powcka razlikujemo dva dijelgpretpostavku pouckkoju oznaavamo s# i
tvrdnju pouckakoju oznaavamo s&). Pretpostavk® je jedna ili vise izjava koje se sma-
traju istinitim, a tvrdnjaQ je izjava koju treba dokazatfi|[9]. ¢¢nicicesto imaju problema
kod razlikovanja pretpostavke i tvrdnje ptka. Zato je dobro da secanicima ukae na
cinjenicu da je lake izdvoijiti pretpostavku i tvrdnju u poku ako se pocak formulira
recenicom oblikd'’Ako ..., onda ... Nastavnik bi u nastavi trebao poticatianike na pre-
formulaciju powka u taj oblik kako bi oni mogli bolje provesti kriku analizu poaka,
tj. jasno razlikovati pretpostavku i tvrdnju te razumijeti njihovu ulogu u gradnjigkau
Za ilustraciju ovog postupka poglit Cemo se prethodnim primjerom. Prirbjgemo da
pouwcak iz prethodnog primjera nije formuliranaenicom oblika‘Ako ..., onda ... Nje-
gov zapis u tom obliku glasiiko je dani kut obodni kut nad promjerom kruznice, onda je
taj kut pravi kut.Sad iz ove formulacije paka ma@emo lako razlikovati da je pretpostavka
pouwcka: "Dani kut je obodni kut nad promjerom kruznice &4 tvrdnja pogka: "Dani kut

je pravi kut” . Zamijene li se u potku metusobno pretpostavka i tvrdnja, dobiva se izjava
koja se nazivabrat poucka[9]. Nastavna praksa pokazuje deemici, osim potekata pri
razlikovanju pretpostavke i tvrdnje u pcku, imaju dosta potkaca i kada je rije o obratu

31
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powcka i njegovom formuliranju. No, psecivanje obrata svakako nije dobro za razvoj
misljenja wcenika.

Primjer 3.1.2. Obrat Talesovog pocka L
Ako je\ ACB pravi kut, onda je on obodni kut kruznice nad promjer&B

Jos jedan od vanih postupaka za razvoj sijenja kod wenika je dokazivanje paaka.
Konacan niz tvrdnji, pricemu je svaka tvrdnja izvedena logo iz prethodnih tvrdnji ili
koristenjem pooakacija je istinitost v& utvrdena naziva sdokaz powka[9].

3.2 Vaznost dokaza u nastavi matematike

Kako je obrada potaka vaan dio nastave matematike ona zahtijeva posebnu pozornost
svakog nastavnika matematike. Potrebno jeitildodatan napor za svladavanje @keca

i pravilno usmjeravanje rsljenja wcenika prilikom obrade paaka u nastavi. Pravilna
obrada tog pojma omoguije bri razvoj matematikog msljenja wcenika i bolje razumije-
vanje same matematike. lako mnogemici ne shvéaju razloge dokazivanja i rijetko kad
vide potrebu za dokazivanjem, sfjenje je da se skolama trebajuciti dokazi jer se tako

uci rasudivati i zakljucivati, a to je upravo jedan od glavnih zadataka nastave matematike.
Kurnik [12] naglasava kako je vano da nastavnik u pravom trenutku otkrijeemicima
potrebu dokazivanja pa@aka, upozna ih s maima dokazivanja, jer matemekio obrazo-
vanje cenika nije potpuno ako tijekoskolovanja nisu upoznali i shvatili dokaze nekoliko
standardnih pateka. Wenici se iskolama ne bave dokazivanjem kako bi otkrili nove ma-
tematcke rezultate. Razlozi za poavanje dokaza i dokazivanjaskolama polaze od
ocekivanja da genici steknu iskustva u razstjanju slcnima onima matematara.

Jedna od glavnih zada nastave matematike je razvoj mategiaig msljenja. Ono se
u nastavi pojavljuje u raaitim oblicima, od neformalnih obraztenja do formalnih de-
duktivnih zakljicaka. Koju vrstu zakljoivanjacemo Koristiti i poticati kod aenja, ovisi

o dobi i mentalnoj razini na kojoj secenik nalazi. Kurnik([13] istte da iako je matema-
tika deduktivha znanosskolska matematika ne izgtaje se ni na jednoj razini nastave
kao strog deduktivni sustav, #@staje u okvirima modela. Ovo osobito vrijedi za nastavu
matematike u osnovnagkoli, gdje se nenike nageste ne upoznaje s dokazima paka.
Bez obzira na speccni izgled koji svaki dokaz ima,aenici mogu koristiti razne rane
zakljucivanja kako bi povezali prethodno rane pojmove, psirili svoja razmsljanja,
razvili upotrebu matematkog jezika te potaknuli daljnja prosijanja. Formalno za-
kljucivanje temeljimo na razumijevanju u kojem identi ciramo zajezk@ elemente kroz
niz opaaja i shvéanja, zatim te zajedcke elemente povezujemo s prethodnaidigenim
situacijama. Ovaj oblik zaklgivanja posebno je wan u geometriji. Kadaaenici pove-
zuju novo gradivo sa svojim egostoj€im znanjem, véa je vjerojatnost dae breze i bolje
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razumjeti i upamtiti novu informaciju. Stoga je kodanja geometrijskih sagdaja vano
primjenjivati nacelo postupnosti. Preusmjeravanje na zah¥anje i razumijevanje u nas-
tavnom planu i programu pogava razinu sh\@nja i potce razmsljanje kod eenika.

Vet smo naglasili kolika je vana uloga nastavnika u ovom procesu. No, nastavnik nije
ovdje da wenicima "servira” gotove de nicije, iskaze i dokaze malka. Njegova uloga
je da usmjeravaaenike u procesu formiranja novih pojmova, kao i iskazivanjacp&a.
Potice ih davanjem uputa i postavljanjem potpitanja kako Hlidto pravilnih zakljicaka.
Tako i kod dokazivanja pawaka. Jedan od naje kasnijih oga provaienja dokaza u nas-
tavi je poma@u vadenih vjebi. Takader je korisno i zanimljivo pritom Koristiti digitalne
sadraje, pogotovo u geometriji. Jedan od dobriltina provaienja dokaza u geometriji
je priprema vdenih vjebi u programu dinanche geometrije. Odgovaranjem na razna
pitanja, vateni slikama i apletimaaenici samostalno dolaze do zaldaka potrebnih za
provadenje dokaza. Samim time, jasnije sbap dokaz te mogu e kasnije primjeniti do-
kazane pocke u zadatcima. Ukoliko se pritom jave neke pitEe, uloga nastavnika je da
ucenicima pomogne otkloniti patkote davanjem smjernica. Pstete se ne otklanjaju
na n&in da nastavnik preuzme odgovornost, @ik samo pasivno promatra. Unato
tome, sto dokazi u nastavi znajucanicima stvarati probleme, nije dobro da ih nastavnik
zbog toga izbjegava.

3.3 Primjeri dokaza iz geometrije u nastavi matematike

Jedan od prvih dokaza nekog i@ s kojim se aenici u nastavi susee je zbroj velcina
unutarnjih kutova trokuta. U sljedem primjeru prikazane su dvije metode izzbénika
[1] pomctu kojih wcenici mogu istraiti svojstvo unutarnjih kutova u trokutu, a zatim
vodeni dobivenim zakljocima iskazati pocak.

Primjer 3.3.1. Aktivnosti otkrivanja zbroja unutarnjih kutova trokutal[1]

Prva metoda je izrezivanjem kutova trokuta skarama. Ucenici trebaju nacrtati neki trokut
na papiru te njegove unutarnje kutove obojati u razlicite boje. Zatim trebaju izrezati trokut
| razrezati ga na tri dijela tako da svaki dio sadrzi po jedan unutarnji kut trokuta. Tako
razrezane kutove trebaju sloziti jednog do drugog tako da imaju zajednicki vrh. Primjecuju
da su dobili ispruzeni kut cija je mjerd80 . Iz toga zakljucuju da je zbroj unutarnjih
kutova u trokutul80 .

Druga metoda je pomocu racunalnog programa dinamicke geometrije. Nacrta se neki
trokut, izmjere se velicine njegovih unutarnjih kutova i izracuna se njihov zbroj. Zatim
se mijenja polozaj vrhova trokuta i zakljucuje se da zbroj unutarnjih kutova trokuta ne
ovisi o duljinama stranica trokuta. Na kraju se iskazuje pravilo o zbroju unutarnjih kutova
trokuta.
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Koju god metodu nastavnici odabrali, nakon iskazivanjagiaucenici ga trebaju doka-
zati. lako ovo pravilo nemavrstu matematku formu powka i dokaza jer se radi o 6.
razredu, njegovo prodenje u nastavi \mno je za razvoj niljenja i zakljcivanja kod
ucenika. U sljedéem primjeru prikazan je dokaz pcka o zbroju unutarnjih kutova trokut
iz udzenika [1]. Bilo bi dobro da gaaenici provode samostalno uz peklu nastavnika.

Primjer 3.3.2. Dokaz pouka o zbroju unutarnjih kutova trokutal[1]
Nacrtajmo4 ABC, pa kroz vrh C trokutd ABC povucimo pravac q usporedan s pravcem
AB, tj. pravcem p. Uocimo da su tada pravci AC i BC presjecnice usporednih pravaca p
i g. Uocimo na slici 3.1 tri para kutova jednakih velicina. Kutovii ; su jednaki, kao i
kutovi i 4, jer su to jednaki kutovi uz presjecnicu, a kutow 1 Su jednaki kao vrsni
kutovi. Kutovi 1, 11 qcineispruzenikut. Dakle, iz = ,, = ;, = qicinjenice

1+ 1+ 1 =180, slijedi zakljucak.

Slika 3.1: Zbroj unutarnjih kutova u trokutu

U sljede&em primjeru prikazan je jedan odarh dokaza iz sredngkolske nastave ge-
ometrije.

Primjer 3.3.3. Poucak o obodnom i sredinjem kutu [15]
Sredisnji kut nad nekim kruznim lukom dva je puta veci od obodnog kuta nad istim kruznim
lukom.
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Dokaz: Oznacimo mjeru obodnog kuta saa sredisnjeg kuta sa.
Promotrimo tri slucaja ovisno o polozaju sredista kruznice.
Prvi slucaj: Sredste kruznice nalazi se na kraku obodnog kuta

C
£o\
‘ Trokut4 S BC je jednakokracni pa kS BC takder iznosi
. Kut je vanjski kut ovog trokuta pa vrijedi= + =
0 B 2 . Drugi nacin da ovo pokazemo jest preko zbroja mjera
kutova u trokuttdSBC. VrijedCSB= 180 2, a

takoder i\CS B+ =180, jersu\CSBi sukuti. Slijedi
=2 .

Drugi slucaj: Sredste kruznice nalazi se unutar obodnog kuta

c
* v
B Povucemo polupravac kroz tocku C i tocku S. Dobivamo

< dva obodna kuta i ; koja imaju zajednicki krak sa
sredisnjim kutom( ; i ). Sad imamo uvjete kao u pr-
vomslucaju: ; =2 ;i ,=2 ,. Kakoje = 1+ ,i

= 1+ 5, dobivamo =2 .

TrecCi slucaj: Sredste kruznice nalazi se izvan obodnog kuta

C
A Povucemo polupravac kroz tocku C i tocku S. On sijece
l‘ kruznicu u tocki D. Promatramo kruzni luBB. Njegov
vy pripadni sredisnji kut &\ DSB= %+ |, a obodni kut je
8 \DCB= 9%+ . Iz prvog slucaja znamo da jeDS B =
D ' 2\DCB. Kutovi %i ©su obodni i sredisnji kutovi nad
A

kruznim lukomBA i za njih vrijedi © = 2 % Iz ovoga
sljedi =\DSB °=21DCB 2 °=2 +2 %2 09=2,

U vetini srednjskolskih udbenika prvo se radi paak o obodnom i srednjem kutu, a
zatim se kao poseban shj ovog pogka radi Talesov patak o obodnom kutu nad pro-
mjerom krunice. Na kolegiju Elementarna geometrija prvo se radi Talesov teorem o obod-
nom kutu nad promjerom kmmice, a zatim se on poopje i dobiva se teorem 0 obodnom

i sredsnjem kutu. Redoslijed obrade saaja ovisi 0 nastavniku. Nastavnik odlije hae
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li u ovom sluwcaju koristiti metodu specijalizacije ili generalizacije. Ako nastavnik odlu
koristiti metodu specijalizacije, tj. prvo obradi peak o obodnom i srednjem kutu, a
zatim se kao poseban shj ovog pogka radi Talesov patak o obodnom kutu nad pro-
mjerom krwznice, onda Talesov poak dokazuje na mén prikazan u sljedgem primjeru.
U primjerima u nastavku mjeru obodnog kuta ozihdemo sa , a sredsnjeg kuta sa.

Primjer 3.3.4. Talesov poeak o obodnom kutu nad promjerom kanice [18]
Ako jeAB dijametar kruznice i ako je C A; B tocka na njoj, onda j& ABC pravokutan s
pravim kutom u vrhu C.

Dokaz pom@u powcka o obodnom i sredinjem kutu:

C

Prema poucku o obodnom i sredisnjem kutu je 2 ,akakoje =180,toje =90.

Ako nastavnik ipak odlai prvo obraditi Talesov patak o obodnom kutu nad promje-
rom krwznice, a zatim metodom generalizacijeddo powcka o obodnom i sredhnjem
kutu, onda Talesov paak dokazuje na rean prikazan u sljedi@em primjeru, bez kostenja
pouwcka o obodnom i srednjem kutu u dokazu.

Primjer 3.3.5. Talesov poeak o obodnom kutu nad promjerom kanice [3]
Ako je AB promjer kruznice, a C bilo koja tocka kruznice razlicita od A i B, tad&'&CB
pravi.

Dokaz bez pocka o obodnom i sredinjem kutu:

Neka je O srediste kruznice promjeaB. Neka je"CAB = ,~ABC = |~ACB =
. Kako je4AOC jednakokracan s osnovicoAC, to je*AOC = , a kako je4ABOC

jednakokracan s osnovicoBC, to je"BOC = . Slijedi = "ACB= *ACO+ ~OCB=
+ . Konacno,iz + + =180 slijjedi2 = 180 ikonacno =90.
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U sljedeta dva primjera pokazé&emo dokazne zadatake s kojim senici susréu u sred-
njoj skoli. Ovi naizgled zahtjevni zadatci, vrlo se lako dplagorimjenjujlEi poucak o
obodnom kutu i zakljacima veznim uz njega. Swto Lcenici trebaju jest pajivo procitati
zadatak, odreditsto im je u zadatku zadano st se od njih trai da dokau, nacrtati pra-
vilnu skicu te povezati vienalwcene pojmove, pazke i njihove posljedice.

Primjer 3.3.6. U kruznicu je upisan kvadratABCD. Neka jeP tocka onog lukaAD na
kojemu ne lee tecke B i C. Dokazi da polupravciPBi PC dijele dijele kut] APD na tri
jednaka dijela. [18]

Rjesenje: Buduti da je ABCD kvadrat, lukowB, BC i @D su jednakih duljina. Lu-
kovi jednakih duljina (iste kruznice) odifeiju jednake sredisnje kutove, pa samim time i
jednake obodne kutove. TaHAPB= ] BPC =] CPD, jer su to redom obodni kutovi nad
navedenim lukovima.
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Primjer 3.3.7. Neka jeO sredste opisane kranicesiljastokutnog trokutaABC, te neka
je N noziste visine iz vrhaA. Dokazi da je] BAN = | CAO (Skolsko natjecanje iz mate-
matike 2015., 2. razred sredngkole)

Rjesenje: Trokut AOC je jednakokracan (jer JAQ) = jCQ), pa je]CAO = JACO =

%(180 ] AOC): Buduci da je] ABC obodni kut nad sredisnjim kutofrAOC vrijedi
] AOC = 2] ABC = 2] ABN Slijedida je] CAO= %(180 2] ABN) =90 ]ABN Sdruge
strane, trokut ABN je pravokutan, pa]JBAN=90 ] ABN odnosnd BAN=]CAQ

U sljedeem primjeru pokazatemo zadatak s natjecanja u kojerenici samo trebaju
uociti tetivni cetverokutsto im nerijetko predstavlja problem.

Primjer 3.3.8. Tocke A; B; C; D; E leze tim redom na kranici ciji je promjer AE. Odredi
] ABC+ ] CDE: (Skolsko natjecanje iz matematike 2016., 2. razred sredikele)

Rjesenje: Cetverokut ABCE je tetivan pa jeABC = 180 ] AEC Slicno, cetverokut
ACDE je tetivan pa j§ CDE = 180 ] CAE Prema Talesovom poucku je trokut ACE
pravokutan, pa vrijedj CAE+] AEC = 90 : Sada zbrajanjem dobivanjdABC+] CDE =
180 ]JAEC+180 ]JCAE=360 90 =270:




Poglavlje 4

Nastavnicka praksa

U ovom poglavlju bitce predstavljeno istevanje kojim su ispitana radita iskustva i
prakse kojima se sazhji vezani uz krug i kranicu obrauju u srednjekolskoj nastavi
matematike. Anketni upitnik podijeljen je putem e-maila s profesorima mentorima koji
provode metodiku praksu u srednjirgskolama te putem grupe "Nastavnici matematike”
na dristvenoj mrei Facebook. Pitanja se odnose na obraduzsgariz nastavne cjeline
"Krug i kruznica” koja se prema "starom” programu izvodi u 1. razredu sreskpde, a
prema "novom” kurikulumu u 2. razredu sredigjeole.

Ciljevi istra zivanja

Glavni cilj istrazivanja je upoznati i opisati praksu nastavnika kako bi se ta praksa mo-
gla usporediti s analizom kurikuluma i zidenika u prethodnim poglavljima. Isgigacka
pitanja su: analizirati u kojoj mjeri nastavnici koristezalénik prilikom obrade sadaja
vezanih uz krug i kranicu, utvrditi koriste li j& neke izvore prilikom pripreme za nastavni
sat, koje sadmje ukljicuju u obradu nastavne cjeline "Krug i kmica”, koliko detaljno
obraduju te sadraje i na kraju, susti li se s kakvim potekacama kod aenika prilikom
obrade tih sadiaja.

Uzorak ispitanika

U istrazivanju je sudjelovalo 30 ispitanika, od kojih 28na i 1 mgkarac. Prema zasenoj
strucnoj spremi ispitanika, njih 87% su profesori matematike saseanm sveailisnim
studijem, 10% diplomirani irenjeri matematike te 3% profesora matematike i zgte
prikazuje lijevi gra kon na slici 4.1. Na desnom gra konu na slici 4.1 prikazana je podijela
ispitanika prema duljini njihovog radnog g& Najvise ispitanika, njih 67% ima radni gta
izmedu 16 i 30 godina, a samo njih 3% ima radnizstaanji od 5 godina.

39
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Struéna sprema Radni staZ

n profesor matematike (zavrien sweudilisni studij)

» utitelj matematike [zavriena pedagodka akademija do 1980.) = manji od S godina wizmedu §i 15 godina

» utitelj razredne nastave s pojacanim predmetom matematika = izmedu 16 i 30 godina = vize od 30 godina
diplomirani inZenjer matematike

= profesor matematike i fizike

Slika 4.1: Uzorak ispitanika prema zaenoj strenoj spremi i duljini radnog sta

Gra kon na slici 4.2 pokazuje podjelu ispitanika ovisno o programu u kojem izvode nas-
tavu matematike. Najmanje ispitanika, njih 7%, izvodi nastavu u programima koji imaju
210 sati matematike gagtije, a naj\ée njih,cak 83% ispitanika u programima koji imaju
140 sati matematike gaghije.

Nastavni program

210 sati godiZnje - 2 (7%}

175 sati godiZnje - 5 (17%)
105 sati godidnje _ 18 (50%)
70 sati godiZnje - 3 (105}

a 5 10 15 20 25 30

Slika 4.2: Uzorak ispitanika prema nastavnom programu u kojem izvode nastavu matema-
tike
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Rezultati istrazivanja

Rezultati pokazuju kako s#o vise od 50% ispitanika u nastavi koristi zZisenike nak-
ladnika Element. Tako su Elementovizksbnici autora Daki, B. i ElezovE, N. najvse
zastupljeni u programima sa 140 sati nastave matematikesigjedia udbenici autorice
Varosanec, S. u programima s manje sati nastave matematikeng@dbDongenjem "no-
vog” kurikuluma, velik broj nastavnika od nastavne godine 2@D20. i 20202021. pre-
lazi s Elementovih uzbenika na udbenike nakladnik&kolska knjiga iz 2019. napisane
od strane grupe autora. Tek manji broj ispitanika u nastavi korigtibelike nakladnika
Prol.

lako promjena sadaja prema "novom” kurikulumu, vezanih uz krug i knicu u pro-
gramu, za srednjekole se provodi tek od nastavne godine 2(ZR21., prikupljeni su
raznoliki odgovori na pitanje: "U kojem razredu olbtgete cjelinu Krug i krznica?”. Re-
zultati su prikazani na gra konu na slici 4.3. Nage ispitanika navedenu nastavnu cjelinu
obraduje u 1. razredu, a dio njih odgovorio je da to ovisi o kurikulumu. Tek manji broj
ispitanika zbog nedostatka vremena ovu nastavnu cjelinudafgal 2. razredu.

Razred u kojem se obraduje cjelina "Krug i kruznica"

1 razed 14 [47%)

dosmdul,sadduu 2. 7(23%)

2 ramed

1.i2. razred . 2 [7%)
0

7(23%)

3 10 13 20 25 30

Slika 4.3: Smjstaj cjeline "Krug i krinica” u program srednjgkole

Sljede&e pitanje u anketnom upitniku bilo je vezano uz broj nastavnih satsemib na
sadeaje iz nastavne cjeline "Krug i kamica”. Najvei postotak ispitanik, njih 33%
utrosi 10 do 14 nastavnih sati, dok najmanje, njiii% utrcsi vise od 20 nastavnih sati na
sadeaje iz cjeline "Krug i kriznica”.
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Broj nastavnih sati utroSenih na sadriaje iz cjeline
"Krug i kruZnica"

<6 _ 5 (16.7%)
15-19 - 5 [16.7%)
220 - 2(6.7%)

=]

5 10 15 20 5 30

Slika 4.4: Broj utr@enih nastavnih sati na sadje iz cjeline "Krug i krznica”

Sljede€i blok pitanja u anketi odnosio se na zastuplienogtehika i ostalih materijala i
izvora prilikom pripreme za nastavni s&ak 933% ispitanika prilikom pripreme koristi
odabrani udbenik, dok 20% nijih izrduje vlastite listte, koristi GeoGebru, uratke drugih
kolega ili uxcencke prezentacije. Gr&ki prikaz odgovora nalazi se na slici 4.5.

Materijali koriSteni prilikom pripreme za nastavni sat

uratci drugih kolega _ 6 (20%)
ideje i struénih Zasopisa _ 9 (30%)

o 5 10 15 20 5 30

Slika 4.5: Materijali korsteni prilikom pripreme za nastavni sat
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Na nastavnom satu, 60% ispitanika uglavnom slijedi strukturu pojedine temebzni¢a.
Na pitanje o preddanju slijeda tema tijekorskolske godine prema njihovom slijedu u
udzbeniku, 10% ispitanika nikad ne predsi slijed tema tijekonskolske godine prema
njihovom slijedu u udbeniku, 367% njih uglavhom predwa taj slijed, a najmanje njih
5:5% uvijek predvita slijed tema prema abteniku.

Svi ispitanici, njih 100% u nastavnoj cjelini "Krug i kemica” koriste de nicije, teoreme

I aksiome iz odabranog atienika, 50% ispitanika koristi de nicije i teoreme iz drugih
udzbenika. Takder, 167% ispitanika poslz se de nicijama i teoremima iz stamih
casopisa, dok 13% kao izvor koristi internet.

Takader, svi ispitanici, njih 100% u nastavnoj cjelini "Krug i krmica” koriste matematki
jezik i simbole iz odabranog athenika, 367% ispitanika koristi matematki jezik i sim-
bole iz drugih udbenika, 133% ispitanika za to koristi stame casopise, te isti postotak
ispitanika, njih 133% kao izvor koristi internet.

Gradcki prikaz na slici 4.6 prikazuje da najéiepostotak ispitanika motivaciju prilikom
uvoda u novu temu unutar cjeline "Krug i krmica”, njih 733% smslja samostalno.

Materijali koristeni prilikom smisljanja
motivacije za uvod u novu temu

sadrigji s interneta — 18 (63.3%)
adabrani udZhenik _ 16 {53.3%)

drugi udibenid — 11 (36.7%)

struéni Easopisi — B(23.3%)

0 5 10 15 20 25

Slika 4.6: Materijali korsteni prilikom smsljanja motivacije za uvod u novu temu

U nastavnoj cjelini "Krug i krznica”, 967% ispitanika koristi zadatke iz odabranogbeénika,
njih 76:7% poslui se drugim udbenicima, 53% ispitanika samostalno ssfja zadatke,
40% ispitanika kao izvor zadataka koristi internet,a njifi% zadatke uzima iz stenih
casopisa.

Vise od 50% svih ispitanika u cjelinu "Krug i kzaica” ukljucuje sljedée naslove: Krug i
kruznica - de nicije osnovnih pojmova, Opseg kruga, Pomea kruga, Duljina kranog
luka, Poveina krienog isjeka, Kruzni odsjeak, Obodni i sredinji kut, Tangenta na
kruznicu, Tetivnicetverokut, Tangencijalrdetverokut. Oko 30% ispitanika, uz navedene
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naslove obrduju jos i kut izmedu tetive i tangente. Nije prim@na poveznica iznael
odabira sadraja za obradu unutar cjeline i programa u kojem se nastava izvodi. Tek malen
postotak ispitanika iz sadaja izbacuje Krani odsjeak i Tangentu na kanicu. Veina
ispitanika naslove obduje navedenim redoslijedom, njih tek 15% izmijeni redoslijed i
najcesce je to obrada teme Obodni i sredi kut pri paetku cjeline. U nekoliko odgo-
vora ispitanika iz programa s manje sati nastavnih matematikeigjedhnavedeno je da ne
obraduju Tetivni i tangencijalncetverokut.

Konstrukciju tangente na kemicu obraluje 679% ispitanika, iako je u "novom” kuriku-
lumu navedeno kako bi ovim ishodom trebali ovladatenici svih programa. Tek 50%
ispitanika u sadraj nastavne cjeline "Krug i kanica” ukljucuje obradu radijanske mjere
kuta. Od dodatnih sadaja, najvse ispitanika, njih 7% u ovu nastavnu cjelinu uklpuje
povijesne crtice o broju. Problem kvadrature kruga svojintenicima spominje 33%
ispitanika, a zanimljivo je da je to staj i u programu koji ima 70 sati nastave matematike
godisnje. Tek 71% ispitanika genicima predstavlja sarhj vezan uz potenciju tike s
obzirom na kranicu i to u programima koji imaju ge sati matematike gasiije.

Vaznost «wenja pogaka u nastavi i njihovo dokazivanje &/¢g navedena. No, u praksi
dolazi do razilzenja s teorijskim pretpostavkama. Gra kon na slici 4.7 prikazuje koje
poucke ispitanici obreuju i dokazuju unutar cjeline "Krug i kanica”. Gotovo svi is-
pitanici obratuju i dokazuju pogak o obodnom i sredhjem kutu te Talesov peoak o
obodnom kutu nad promjerom kznice. Njihovim obratima bavi se s manji postotak
ispitanika. Najmanji postotak ispitanika u nastavu utljje Ptolomejev potak i powcak

o kutu tetive i tangente.

Poucci unutar cjeline "Krug i kruznica"

poutak o cbodnom i sredifnjem kutu _6.?‘%]
obrat poutka o obodnom i sredidnjem kutu | 1 (53.3%)
Talesov poutak o obodnom kutu nad promjerom kruinice [ !
obrat Talesovog poucka _ 21 (70%)
poutak o tangenti kruznice [N 13 (43 3%)
poutak o tetivnom Eetverokutu _ 17 (56.7%)
poutak o tangendijainom Zetverokutu _ 17 (56.7%)

Prolomejev pouak [l 2 (6.7%)
poucak o kutu tetive i tangente . 1{3.3%)

0 5 10 15 20 25 30

Slika 4.7: Poaci koji se obrauju i dokazuju unutar cjeline "Krug i kanica”
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Gra kon na slici 4.8 pokazuje na koje oime ispitanici dokazuju pake u nastavi. Naj\a
postotak ispitanika, njiltak 60% wenicima samo napé dokaz na plou uz pojanjenja.
Znacajno je primjetiti da 30% ispitanika ne #iaod wenika da samostalno dokazuju, a
cak niti ne prezentiraju dokaze, unateznosti dokazivanja paaka za razvojcenikovog
zakljucivanja i meljenja. Ma@emo nagdati smatraju li nastavnici da je deduktivno za-
kljucivanje i pisanje dokaza pregieno za njihove cenike.

Dokazi pouéaka unutar cjeline "Krug i kruZnica"

Puitam uéenike da samostalno dokazuju. - 5 (16.7%)
Pri |ir emim EJEgn[c_im_a uqdc—nu '.'jeihg k[oz ko_ju _ 15 (50%)
dolaze do zakljucaka koji su potrebni za dokaz. ¥
MNapitem dokaz na plofu uz pojainjenja. _ 18 (60%)
Koristim digit?:;slisiai;l;li:_';;aallo bi uéenicima _ 17 (56.7%)
Meradim dokaze. _ 9(30%)

5 10 15 20 25 30

[=]

Slika 4.8: Naini na koje se dokazuju peui unutar cjeline "Krug i kranica”

Iz prethodnog gra kona vidimo kako je katenje digitalnih sad@aja zastupljeno kod do-
kaza pogaka unutar cjeline "Krug i krznica”. Najvei broj ispitanika, kad je rije o
sadraju vezanom uz geometriju, u nastavi koristi GeoGebru. Njome ge gk vizuali-
zaciju i prikaz pojmova vezanih uz krug i kroicu, motivacijske primjere, \@ene vjebe,
istrazivanje i otkrivanje pouaka te za ponavljanje i dorbazad&u. Neki ispitanici koriste
Sketchpad. Talder, koristi se Edutorij kao izvor motivacijskih primjera te razni videoza-
pisi. Sve je popularnija upotreba kvizova u nastavi. Koriste se za ponavljanje pojmova
I de nicija na pacetku ili na kraju sata, a najpopularniji alati za izradu kvizovadme
ispitanicima, su Kahoot i Wizer.me. Talter, mjesto Powerpoint prezentacija u nastavi
zamijenile su interaktivne prezentacije idesne na platformama poput Desmosa i h5p.

Posljednje pitanje u anketnom upitniku bilo je vezano uz gkiiee s kojima se nastav-
nici susré&u kod wcenika prilikom obrade sadaja vezanih uz nastavnu cjelinu "Krug i
kruznica” te n@ine na koje rjsavaju navedene palecce. Prvi problem je vezan uz poj-
move. Wenicicesto ne razlikuju ili mijgaju pojmove krug i kranica, krani isjecak i
kruzni odsjeak, tetiva i tangenta. Taker, problem se javlja kod povezivanja de nicija,
formula i powcaka. Ponekadagnici mijesaju formule za opseg i pasinu kruga. Ovi



46 POGLAVLJIE 4. NASTAVNICKA PRAKSA

problemi su povezani s pasmim pristupom genika, a u nekim sktajevima i nastavnika.
Vetinu pojmova, de nicija i formula genici nawe napamet, bez razumijevanja, a nastav-
nici ne posvete dovoljno vremena formiranju pojmova ka@egnika i to j& od osnovne
skole. Vezano uz to, problem jede predznanjeagenika, a samim time i razumijevanje
sadeaja. Ispitanici su naveli nedostatak razumijevanjecfieinju zadataka kao éppro-
blem koji se manifestira i pri obradi pojmova. Naoeese pitanje je li to uistinu tako ili
je to samo prebacivanje odgovornosti znike? denici veeinom naee samaablonske
zadatke, pa se javljaju patieate prilikom raunanja slaenijih povssina i duljina lukova te
primjene u stereometriji i zadatcima koji zahtjevaju modeliranje. Tada se nastavnici trude
prikazati razlcite strategije rjsavanja zadataka i poti vrsnjacko uwcenje. Oncsto je ve&
naglaeno kao problem su dokazi u nastavi. Rezultati zstemja pokazuju kako velik
broj ispitanika wenicima samo napé dokaz na plwu te se véina njih ne bavi obratima
powaka u nastavi. To sve stvara probleneenicima. Imaju potekate s iskazivanjem
pouwcaka, obratima, dokazima, pa na kraju i primjenomgaika u zadatcima. Rjenje
ovog problema istiu nastavnici je osvijesitiaenike o razlikovanju pretpostavke puka,

tj. sto je poznato u zadatku i tvrdnje paka, tj. sto trebaju dokazati u zadatku. Talaw,
pomae i koristenje analogije, tj. povezivanje sadja s vé& poznatim. Velik broj ispita-
nika kao problem naveo je nedostatak vremena. Navode kako je ovo zadnja cjelina koju
obraduju u 1. razredu te ne uspijevaju kvalitetno obraditi gapl ni provjeriti znanje
ucenika. Ovaj problem navode ispitanici koji nastavuzasiaju u programima sa 140 nas-
tavnih sati matematike goghije. Tako dio njih se tim sagajima ponovo poswaije u 2.
razredu. Kako se ovi sazhiji prema "novom” kurikulumu obiduju tijekom 2. razreda
srednjeskole, postoji vjerojatnost kaki® se rijsiti problem s nedostatkom vremena, a sa-
mim timece mada i nastavnici ma posvetiti vee panje na rjsavanje potgkota vezanih

uz ove sadraje te promijeniti powsni pristup. Dio ispitanika navodi kako ne prirbjge
nikakve potskaoce. Nema poveznice izrda ovog odgovora i programa u kojem se izvodi
nastava matematike. Mogiuazlozi su izbjegavanje sazhja kod kojih bi se mogli pojaviti
problemi, kao i dokazivanja pcaka.

Diskusija i zaklju cak istrazivanja

Rezultati istraivanja pokazuju kako se najsiebroj ispitanika dzi odabranog uzbenika
prilikom pripreme sadraja za nastavni sat. Talter, veina nastavnika koristi de nicije,
pouwcke i matematiki jezik iz odabranog uzbenika kako ne bi zbuniliaenike. Uz oda-
brani udzbenik, prisutno je kostenje ud@benika drugih autora, interneta te u manjoj mjeri
strucnih casopisa. Mogti razlog korstenja drugih izvora i materijala jest inovativhost u
idejama koju mada ne nalazimo u odabranimzizenicima. Udbenici su dosta ograceni
informacijama i sadrajem. Sadre samo ono najzaije iz svake jedinice, nigdje nisu na-
glasene potskote s kojima se cenici mogu susresti. Taker, mog@e da nastavnici za-
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datke iz udbenika ostavljaju cenicima za zadau, a za sat koriste ske zadatke iz drugih
izvora. Na internetu su dostupni razni digitalni segjr koji mogu poslaiti u nastavi. Ve-

lik broj ispitanika u nastavu geometrije ukdjuje digitalne sadmje i to izralene pomou
GeoGebre. Ispitanici uglavnom oloigu sadeaje redoslijedom navedenim u odabranom
udzbeniku. Pogledamo li broj sati koje nastavnici sgona obradu sazija iz cjeline
"Krug i kruznica” nije utvdena pravilnost ni veza izrde programa u kojima se nastava
izvodi, tj. broja nastavnih sati matematike gedie i broja utrgenih nastavnih sati na
sadraje iz cjeline "Krug i krznica”. Mozemo zakljeiti kako se sadraji iz cjeline "Krug

i kruznica” ne obrduju s prevse dodatnih sadaja, a jedan od razloga je i nedostatak vre-
mena. Prema ishodima iz kurikulumaanici u svim programima moraju znati konstruirati
tangentu na krznicu, iako se opis tog postupka ne nalazi u svimhghicima. Takder,
nisu svi ispitanici odgovorili da obdju konstrukciju tangente na krmicu. |znendujuc

je podatak da u programima ssei sati matematike gaghje, tek manje od 10% ispitanika
obraduje potenciju toke s obzirom na kmznicu.

Glavne potskace koje se javljaju kod eenika prilikom obrade sadaja iz ove nastavne
cjeline, vezani su uz nerazumijevanje i nsg@je pojmovato je posljedica pognog pris-
tupa te problem s dokazivanjem pxaka i dokaznim zadatcinso je posljedica r@na na
koji se wenicima predstavlja dokaz. Primjeri praka i dokaza koje smatramo priklad-
nima za ovu cjelinu opisani su u 3. poglavlju ovog rada. Zabrinjazaje cinjenica da
velik broj nastavnika izbjegava obradu maka i njihovo dokazivanje u nastavi, jer pritom
zele izbj&€i moglenost pojave poskata. Time smanjuju interakcijucenika s dokazima,
jer bez wenja dokaza u nastavcenici ne razvijaju logiko zakljwcivanje u mjeri u kojoj
je to pazeljno. Velik dio ispitanika kao problem naveo je nedostatak vrenmsng&ao po-
sljedicu ima povsnu obradu sadaja i neprovjeravanje znanjaenika. Primjetimo kako
smo u drugom poglavlju ovog rada, koristeaznu literaturu, naveli puno s& potskata
koje se mogu javiti u nastavi negto su to naveli ispitanici anketnog upitnika. Mdagu
razlog tome je ograneni doseg odabrane metode kojom smo prikupili podatke. S druge
strane, mogce da ispitanici nisu dovoljno upoznati s pskeCama koje se mogu javiti,
izbjegavaju ih izbacivanjem tog sadyja ili ih jednostavno zanemaruju.

Nakon opsene analize procesa de niranja pojmova kut, krug ikrica u nastavi matema-
tike te usporedbe sazhja kurikularnih dokumenata, mdenika i anketom dobivenog uvida
u nastavrsku praksu, postavlja se pitargéo sve to skupa zeaza nastavnike? Mzemo
zakljuciti kako kod nastavnika @ uvijek nisu osvjstene sve suptilnosti. Nastavnici se
jako oslanjaju na urhbenike, a u njima nisu naglane te suptilnosti kao ni patecce koje

se mogu javiti kod oenika. Prilikom pripreme za nastavu, nastavnici u teagje jako
puno toga pokazatiagnicima, no prilikom realizacije tih ideja javlja se problem s nedos-
takom vremena. Kako uz geometriju postoje i drugeneateme u kurikulumu, nastavnici
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su primorani donijeti odlukisto izbaciti iz nastavnog saghja. Moj osobni stav je kako
se pritom ne bi trebali izbacivati poai i dokazi. Wtenicima bi bilo od koristi znati barem
osnovne pocke i dokaze prikazane u ovom radu.

Prilog 1: Anketni upitnik

Nastavnicka iskustva

Postovani/a,

upitnik koji s2 nalazi pred Vama ispituje razlifita iskustva i prakse kojima se sadriaji vezani
uz krug i kruZnicu obraduju u srednjoskolsko] nastavi matematike. Pitanja se odnose na
obradu sadrizja iz nastavne cjeline "Krug i kruZnica® koja se po starom programu izvodiu 1.
razredu srednje Skole, a po novom kurikulumu u 2. razredu srednje Skole.

IstraZivanje se provodi u svrhw izrade diplomskog rada Anje erjut. studentice na
matematitkom odsjeku Prircdoslovno-matematiékog fakulteta u Zagrebu pod mentorstvom
Doc. dr. sc. Matije Bagica.

Sudjelovanje u ovom istraZivanju je dobrovoljno | @nonimna. Ispunjavanje wpitika traje u

prosjeku 10 minuta.
Unagrijed Vam zahwvaljujeme na Yado] suradnji!

Spal
iz
Om

Struéna sprema

D profesor matematike (zavrien sveudilidni studij)

I::I ugitel] matematike (zavriena pedagodka skademijz do 1930.)
O ugitelj razredne nastave s pojadanim predmetom matematika

I::I diplomirani inZenjer matematike

O Ostale:



Radni staz

D manji od 3 godina
[:::l izmedu 615 godina
() izmedu 16 i 30 godina

vide od 30 godina

Mastavu matematike izvodim u programima koji imaju

O 105 sati godiznje
O 140 sati godiznje
O 175 sati godisnje
O 210sati godisnje
O

Ostala:

Kaoje udibenike koristite u nastavi? (Navedite autore, naziv, nakladnika, godinu
izdanja)

Vas cdgaowvor

L kojem razredu abradujete cjelinu "Krug i kruznica"?

Vag cdgaowvor
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Sazetak

U ovom radu prikazan je sken proces izgradnje matence teorije vezane uz pojmove
kut, krug i kriznica u nastavi matematike. Opisana je njegova postupnost iseagla
vaznost prilagodbe sagaja i izgleda de nicije uzrastuaenika u nastavi, bez da se pritom
narwise osnovna reela koje matematika kao znanost zahtjeva. Naglasak je stavljen na
poteskoCe s kojima se suste weenici i hastavnici u nastavi prilikom udenja pojmova

kut, krug i kruznica te vanost uloge nastavnika pri otklanjanju tih psiteta. Sukladno
provedenom istrAvanju navedeni su mogurazlozi pojave potekota prilikom obrade
sadraja vezanih uz krug i kanicu u srednjskolskoj nastavi matematike.






Summary

This thesis presents a complex process of building mathematical theory related to the terms
of an angle, a circle and a disk in teaching mathematics. We describe that the process is
gradual and emphasize the importance of adapting the content and formulating the de -
nition according to the students' age, without violating the basic principles required by
mathematics as a science. The emphasis is orculties that students encounter when
introduced to the concept of an angle, a circle and a disk and moreover the importance of
the role of a teacher in eliminating these dulties. Based on the conducted research, we
show possible reasons for the occurrence of thecdities when studying topics related

with a circle and a disk in high school mathematics.
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