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Uvod

U ovom radu promatramo Szalasov algoritam koji za danu modalnu formulu pronalazi
njenog korespondenta prvog reda. Szalasov algoritam se moZe primijeniti u sustavima za
automatsko dokazivanje teorema modalne logike. U prvom poglavlju definiramo osnovni
modalni jezik te Kripkeovu semantiku za modalnu logiku. Zatim iznosimo potrebne defini-
cije 1 rezultate logike prvog reda te ukratko iznosimo potrebne pojmove logike drugog reda.
U drugom poglavlju rada bavimo se temom korespondencije formula osnovnog modalnog
jezika i formula logike prvog i drugog reda. Promatramo funkciju standardne translacije te
definiramo jednu istaknutu klasu modalnih formula zvanu Sahlqgvistove formule. U tre¢em
poglavlju detaljno promatramo Szalasov algoritam. Teorijski ga analiziramo i1 opisujemo
po koracima, potom iznosimo pseudokod algoritma kao i neke primjere rada.



Poglavlje 1
Modalna logika i logika prvog reda

U prvom dijelu rada definiramo sintaksu 1 semantiku modalne logike a potom iznosimo
najbitnije definicije logike prvog reda. Pojmovi i rezultati izneseni u ovom poglavlju nuzni
su za razmatranje algoritama automatske korespondencije modalne logike i logike prvog
reda. Na kraju poglavlja ukratko iznosimo i neke pojmove logike drugog reda, za koju
¢emo vidjeti da je takoder nuZna za daljnja razmatranja.

1.1 Osnovni modalni jezik

Modalna logika je u svojoj osnovi nastala kao nadogradnja na logiku sudova. Jedna od
glavnih mana klasi¢ne logike sudova je definicija interpretacije logickog veznika kondi-
cionala. Semanticka interpretacija kondicionala razlikuje se od govorne intuicije. Tako
je reCenica "Ako sam visok pet metara onda dobro igram sah” istinita u klasi¢noj logici
sudova dok govorno nema nekog smisla.

Uz to Zeljelo se proSiriti ekspresivne moci logike sudova da bi se matemati¢ki mogle
opisati reCenice kao “Ako je oblacno tada je moguce da ce padati kisa.” ili "Ako je UV-
index 8 i suncam se 5 sati tada ¢u nuzno dobiti opekotine.”

Zelja za takvim prosirenjima dovodi do promatranja operatora na sudovima koji su
dobili naziv modalni operatori, pa se iz tog razloga i pripadne logike nazivaju modalne
logike. U prethodnim primjerima koristili smo dva operatora: “nuzno” i "moguée”, koje
redom oznacavamo sa 01 <.

Ne postoji jedna modalna logika, pa tako ne postoji niti jedinstveni modalni jezik.
Postoje razne modalne logike ¢iji modalni jezici mogu imati i viSe operatora na sudovima
ili u kojima modalni operatori mogu djelovati na viSe sudova. Mi ¢emo se fokusirati na
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osnovni modalni jezik gdje se jeziku klasi¢ne logike sudova dodaje samo jedan unarni
operator <. Definirajmo sintaksu osnovnog modalnog jezika.

Definicija 1.1.1. Abecedu osnovnog modalnog jezika cini prebrojiv skup propozicionalnih
varijabli ® cije elemente oznacavamo sa Py, Py, P,, ..., zatim bulovski veznici negacije —,
konjunkcije A, disjunkcije V, kondicionala — i bikondicionala <, logicka konstanta za laZ
1, te unarni modalni operator <.

Formula osnovnog modalnog jezika definira se rekurzivno:

1. Svaka propozicionalna varijabla je formula i L je formula.

2. Ako su A i B formule, onda su rijeci (-A), (AAB), AVB), (A— B), (Ao B)i
(QA) takoder formule.

Za operator ¢ definiramo njemu dualni operator O sa OA := —<$—-A. Formulu ¢A
Citamo “Moguce je A.”, a formulu OA ¢itamo kao dual ”Nije moguce da nije A.” odnosno
”Nuzno je A.”. 1z tog razloga operatore ¢ i O redom zovemo operator moguénosti i
operator nuznosti. Neki primjeri formula osnovnog modalnog jezika su: OGPy — OPyq4,
oOOP; — Ps, Py V =Py, ..., dok su primjeri rije¢i koje nisu formule osnovnog modalnog
jezika: Yx OP(x), A(Py, P14) — P7, R(OPy, Py) — P(OP), ...

Prirodno pitanje koje se dalje namece jest kako definirati semantiku, odnosno znacenje
prethodno definirane sintakse. Kako je osnovni modalni jezik proSirenje jezika logike su-
dova s jednim operatorom, tada je razumno probati proSiriti definiciju interpretacije kao
istinitosnu funkciju koja bi sada dodatno djelovala i na operator <. Tada imamo sljedece
mogucénosti: mozemo dodefinirati interpretaciju / tako da I(QGA) := 1 ili I(GA) := 0, za
svaku formulu A. No takvo dodefiniranje nam nije od neke Koristi jer njime dobivamo
konstante koje ve¢ postoje u jeziku. Dalje nam ostaju jo$ dvije moguénosti: I(QA) := I(A)
ili I(QGA) := 1-1(A), za svaku formulu A. No u takvom dodefiniranju uvedeni operator < je
ili identiteta ili negacija Sto nam opet nije od koristi. Dakle interpretaciju modalnih opera-
tora ne mozemo jednostavno zadati pomocu neke istinitosne funkcije. Semantika modalne
logike koju ¢emo mi koristiti u ovome radu zove se Kripkeova semantika.

1.2 Kripkeova semantika

Kripkeovu semantiku razvio je Saul Kripke Sezdesetih godina proslog stoljeca. U Kripke-
ovoj semantici klju¢nu ulogu imaju pojmovi okvira i modela, stoga prije daljnjeg razma-
tranja prvo dajemo njihovu definiciju.

Definicija 1.2.1. Kripkeov okvir (skraceno okvir) je uredeni par (W, R) gdje je W neki
neprazan skup kojeg nazivamo domena i cCije elemente zovemo svjetovi, a R € W x W
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binarna relacija koju zovemo relacija dostiZivosti. Ako za x iy iz W vrijedi da je uredeni
par (x,y) u relaciji R, tada to oznacavamo sa xRy i kazemo da je svijet y R-dostiZiv iz
svijeta Xx.

Kripkeov model I je uredena trojka (W, R, ), gdje je (W, R) okvir, a \+ je binarna relacija
izmedu svjetova i formula koja ima sljedeca svojstva:

1. wk L
. Wik —=A ako i samo akow ¥ A
. Wik AABakoisamoakow+Aiwi B

. Wik AV Bakoisamoakow W+ Ailiwi B

2

3

4

5. wikr A — Bakoisamoakow ¥ Ailiw - B

6. wir A & Bako i samo ako w I+ A je ekvivalentno saw I+ B
7

. Wik QA ako i samo ako Iv (WRviv I A)
Relaciju v zovemo relacija forsiranja.

Napomena 1.2.2. I7 definicije modalnog operatora nuZnosti direktno slijedi w + DA ako i
samo ako za svaki svijet v takav da wRv vrijedi v I+ A.

Primijetimo da se u definiciji forsiranja formula oblika ¢A, pa onda i u forsirsiranju
formula oblika OA, redom javlja egzistencijalna i univerzalna kvantifikacija prvog reda po
elementima domene. Definicija istinitosti formule direktno se veZe na pojmove Kripke-
ovog modela 1 Kripkeovog okvira te razlikujemo znacenje istinitosti formule na modelu 1
na okviru.

Definicija 1.2.3. Neka je M = (W, R, ) Kripkeov model. KaZemo da je neka formula F
istinita na modelu N ako za svaki svijet w € W vrijedi Wi, w « F. To kratko oznacavamo
sadl E F.

KaZemo da je formula F valjana ako za svaki Kripkeov model I vrijedi M = F.

Neka je F = (W,R) neki Kripkeov okvir, te F neka formula. KaZemo da je formula F
istinita na okviru ¥ ako za svaku relaciju forsiranja + na okviru ¥ vrijedi da za model
M = (W, R, ) vrijedi M = F. To oznacavamo sa ¥ E F.

Primijetimo da u definiciji valjanosti formule imamo univerzalnu kvantifikaciju po mo-
delima, Sto je kvantifikacija drugog reda.
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U danaSnje vrijeme modalna logika se koristi kao sredstvo za opis relacijskih struktura.
Za neki okvir ¥ = (W, R) kaZzemo da je tranzitivan (refleksivan; simetrican) ako je rela-
cija R tranzitivna (refleksivna; simetri¢na). Sljedeca propozicija sluzi kao motivacija za
razmatranje modalne logike kao sredstvo opisa relacijskih struktura.

Propozicija 1.2.4. Neka je ¥ = (W, R) proizvoljan okvir. Tada vrijede slijedece tvrdnje:
1. ¥+ OOP — OP ako i samo ako F je tranzitivan okvir
2. F I P — OP ako i samo ako F je refleksivan okvir
3. F i P — OOP ako i samo ako F je simetri¢an okvir

Dokaz. Dokazimo prvu tvrdnju. Neka je ¥ tranzitivan okvir, I proizvoljna relacija forsi-
ranja i w € W proizvoljan svijet. Ozna¢imo sa 9t = (W, R, ) model nad okvirom ¥ . Ako
M, w ¥ OOP tada iz definicije relacije forsiranja (I.2.1)) slijedi M, w = GOP — OP. Ako
M, w I GOP tada pokazimo da M, w - OGP. Dakle, trebamo pokazati da postoji svijet v
koji je R-dostiziv iz w 1 da vrijedi M, v = P. Kako po pretpostavci M, w - OGOP, tada iz
definicije (1.2.1)) slijedi da postoji svijet v € W takav da vrijedi wRv i M, v  GP. Kako
M, v I OP, tada ponovno iz definicije (I.2.1)) slijedi da postoji svijet u € W takav da vrijedi
VRu i M, u + P. Buduéi da nam je osnovna pretpostavka da je F tranzitivan okvir, tada po
svojstvu tranzitivnosti iz wRv 1 vRu slijedi wRu. Dakle postoji svijet u koji je R-dostiziv
izwi1I,u I+ P pa tada iz definicije (1.2.1) slijedi M, w = GP. Time, imamo da za svaki
svijet w € W vrijedi M, w IF GOP — OP. 1z definicije sada slijedi M E OOP — OP. No
iz proizvoljnosti relacije forsiranja slijedi da je formula GOP — OP istinita na okviru 7,
Sto dokazuje prvi smjer.

Dokazimo obrat. Neka je F okvir takav da ¥ I+ OOP — OP. Tada iz definicije (1.2.1)
slijedi da za svaku relaciju forsiranja I+ i za svaki svijet w € W vrijedi M, w - GOP — OP,
gdje je M = (W, R, ). Tada vrijedi:

M,w ke OOP  ili M w i OP (1.1)

Ako pretpostavimo da ¥ nije tranzitivan, tada postoje svjetovi w,v,u € W takvi da wRv i
VRu, te da u nije R-dostiZiv iz w. No tada za relaciju forsiranja " za koju vrijedi:

1. Mwr P
2. Mu v’ P

3. M, ¢ ¥ P, za svaki svijet t koji je R-dostiziv iz w
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imamo N, w ' OGOP i M, w ¥ OP, sto nam daje kontradikciju sa (1.1). Dakle F je
tranzitivan okvir.

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Neka je F refleksivan okvir, I+ proizvoljna relacija
forsiranja 1 w € W proizvoljan svijet. Ozna¢imo sa M = (W, R, ) model nad okvirom
F. Ako M,w k P tada iz definicije relacije forsiranja (1.2.1)) slijedi M, w + P — OP.
Pretpostavimo M, w I P, te pokaZimo da vrijedi M, w I GP. Dakle, pokazimo da postoji
v € W koji je R-dostiZiv iz w 1 za koji vrijedi M, v - P. Kako je po pretpostavci F =
(W, R) refleksivan okvir, tada je svaki svijet w € W R-dostiziv iz samoga sebe. Sada iz
pretpostavke M, w I P te iz definicije direktno slijedi Vi, w I+ OP.

DokaZzimo obrat. Neka je ¥ okvir takav da # I P — &P. Tada iz definicije (1.2.1))
slijedi da za svaku relaciju forsiranja I i za svaki svijet w € W, MM, w - P — OP, gdje je
N = (W, R, ). Tada imamo:

Mwre P ili Mwik OP (1.2)

Ako pretpostavimo da ¥ nije refleksivan okvir, tada postoji svijet w € W koji nije R-
dostiZiv iz samoga sebe. Tada za relaciju forsiranja " za koju vrijedi:

L. Mw - Pi
2. M, v ¥ P, zasvaki svijet v koji je R-dostiZiv iz w

imamo NV, w I+ P i, w k¥ OP jer za niti jedan svijet v koji je R-dostiziv iz w ne vrijedi
M, v I+ P. To nam daje kontradikciju sa (1.2)). Dakle, F je refleksivan okvir.

Dokazimo sada i posljednju tvrdnju propozicije. Neka je ¥ simetrican okvir, IF pro-
izvoljna relacija forsiranja i w € W proizvoljan svijet. Oznac¢imo sa I = (W, R, IF) mo-
del nad okvirom #. Ako M,w k P tada iz definicije relacije forsiranja (1.2.1) slijedi
M, w - P — OoOP. Ako M, w I P tada pokazimo da M, w OO P. Dakle, trebamo poka-
zati da za svaki svijet v koji je R-dostiZiv iz w, postoji svijet u koji je R-dostiZiv iz v takav
dadt, ui- P.

Kako je po pretpostavci ¥ = (W, R) simetri¢an okvir, tada

MveWw) (ako wRy tada va) (1.3)
Dalje, kako 9, w I+ P tada

(Vv € W) (ako yRw onda M, v I <>P) (1.4)
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Iz (1.3) i (1.4) slijedi da za svaki svijet v € W, ako wRv onda M,v I OP. Sto je, po
napomeni (I.2.2) upravo M, w I OOP.

Dokazimo obrat. Neka je F okvir takav da ¥ + P — OOP. Tada iz definicije (1.2.1))
slijedi da za svaku relaciju forsiranja I+ 1 za svaki svijet w € W, I, w - P — OOP, gdje je
M = (W, R, +). Tada imamo:

Nwre P ili  N,wiOOP (1.5)

Ako pretpostavimo da F nije simetriCan okvir tada postoje svijetovi w,v € W takvi da
vrijedi wRv 1 da w nije R-dostiziv iz v. Tada za relaciju forsiranja I+ za koju vrijedi:

1. Mw " P,
2. M,v ¥ Pi
3. M, t ¥ P, za svaki svijet t koji je R-dostiziv iz v

imamo N, w I P 1 IM,w ¥ OOCP jer postoji svijet v koji je R-dostiziv iz w 1 za koji
I, v ¥ OP posto niti jedan svijet R-dostiZiv iz v ne forsira P. To nam daje kontradikciju
sa (1.5)). Dakle, ¥ je simetri¢an okvir. O

Ovi rezultati motiviraju istrazivanje modalne logike kao sredstvo za opis relacijskih
struktura jer izuzetno jednostavnim izrazima, kao §to je npr. OOP — O P, moZemo opisati
svojstva relacija kao Sto je tranzitivnost. Ako zanemarimo interpretaciju, sintakti¢ki zapis
svojstva tranzitivnosti u modalnom jeziku nema kvantifikatora. Ima dva pojavljivanja iste
propozicionalne varijable, tri pojavljivanja istog operatora i jedan logicki veznik.

1.3 Sistem K

Iako aksiomatski sistemi modalnih logika nisu glavna tema ovoga rada, oni ¢e nam biti
korisni u kasnijim razmatranjima. Prve formalizacije modalne logike bile su aksiomatske.
Pojam nuZnosti i mogucénosti je u nekim situacijama nejasan u intuitivnom smislu. Tako se
na primjer postavlja pitanje hoemo li uzeti formulu DA — OOA kao aksiom u modalnim
sistemima ili ne? Ovisno o prihvacanju ili ne prihvacanju pojedinih formula kao aksioma u
aksiomatskom sistemu dolazimo do razli¢itih aksiomatskih sistema modalne logike. Jedan
od najjednostavnijih modalnih sistema obi¢no se oznacava sa K (u Cast S. Kripkeu).

Alfabet sistema K je osnovni modalni jezik a aksiomi sistema K su sve tautologije
i aksiom distribucije: 0O(A — B) — (DA — 0OB). Napomenimo da se pod tautologije
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smatraju tautologije u osnovnom modalnom jeziku, Sto znaci da se uz valjane formule
klasi¢ne logike sudova tu ubrajaju i modalne formule nastale uniformnom supstitucijom
propozicionalnih varijabli u tautologijama proizvoljnim formulama. Tako su OA VvV —OA,
1 — 0A1OA — OA neki primjeri tautologija u sistemu K. Pravila izvoda sistema K su
klasiéni modus ponens 1 pravilo nuznosti: iz A slijedi OA. Sasvim analogno kao za sistem
RS definiraju se pojmovi dokaza, izvoda i teorema.

Spomenimo ukratko jo§ neke aksiomatske sisteme. Sistem T dobiva se dodavanjem
sistemu K aksiom refleksivnosti: 0A — A. Lako je vidjeti da je formula 0A — A ekvi-
valentna formuli A — <¢A koja po prethodnoj propoziciji odreduje refleksivnost relacije
dostiZivosti. Sistem S4 dobiva se dodavanjem sistemu T aksiom OA — 0OOA. Lako je
vidjeti da je formula OA — OOA ekvivalentna formuli $GA — <©A koja po prethod-
noj propoziciji odreduje tranzitivnost relacije dostiZivosti. Sistem S5 koji je od izrazite
vaznosti dobiva se dodavanjem sistemu T aksiom GA — OCA.

1.4 Logika prvog reda

Za razumijevanje algoritama koji ¢e se javljati u ovom radu, uz modalnu logiku nuzno je i
poznavanje logike prvog reda. Sada ¢emo ukratko, u svrhu ponavljanja, iznijeti najbitnije
definicije logike prvog reda koje ¢e nam biti bitne u daljnjim razmatranjima. Dodatno
razjaSnjenje svih navedenih definicija i rezultata moZe se pronaci u knjizi [8]. Po¢injemo s
definicijom alfabeta proizvoljne teorije prvog reda.

Definicija 1.4.1. Alfabet neke teorije prvog reda je unija prebrojivog skupa individualnih
varijabli {xy, x1, ...}, skupa logickih simbola {—, \,V,—, <, V, A}, skupa relacijskih sim-
bola {R}* : k € I}, skupa funkcijskih simbola {f," : k € J}, skupa konstantskih simbola
{ck : k € K}, te skupa pomocnih simbola { (), }. Skupovi indeksa I,J i K su neki pod-
skupovi skupa N a prirodne brojeve ny. i m; nazivamo mjesnosti. Dodatno pretpostavljamo
da skup relacijskih simbola sadrzi barem jedan dvomjesni relacijski simbol kojeg cemo
oznacavati sa =.

Uniju skupova relacijskih, funkcijskih i konstantskih simbola zovemo skup nelogickih sim-
bola ili signatura, te je oznacavamo sa o.

Primijetimo da su za razliCite teorije prvog reda signature upravo ono po ¢emu se raz-
likuju pripadni alfabeti. Sada ¢emo definirati alfabet jedne istaknute teorije prvog reda:
logike prvog reda.

Definicija 1.4.2. Signatura logike prvog reda je unija prebrojivo mnogo relacijskih sim-
bola, prebrojivo mnogo funkcijskih simbola i prebrojivo mnogo konstantskih simbola. Sto-
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vise, smatramo da za svaki k € N postoji prebrojivo mnogo relacijskih i funkcijskih simbola
mjesnosti k.

U nastavku ove tocke sa o~ oznacavamo proizvoljan, ali fiksiran, skup nelogickih sim-
bola. Nastavljamo s definicijom terma i formule.

Definicija 1.4.3. Term je rijec definirana sljedecom rekurzivnom definicijom:
1. svaka individualna varijabla i svaki konstantski simbol koji pripada o su termi

2. ako je f neki n-mjesni funkcijski simbol iz o ity,...,t, o-termi, tada je rijec¢
f(t,....t,) term

3. rijec je o-term ako i samo ako je nastala pomocu konacno mnogo primjena pravila
1.i 2.

Definicija 1.4.4. Ako je R neki n-mjesni relacijski simbol iz o, te su ty,...,t, termi, tada
rije¢ R(ty, ..., t,) nazivamo atomarna formula.
Formula je rijec¢ definirana sljedecom rekurzivnom definicijom:

1. svaka atomarna formula je formula

2. ako su A i B formule tada su rijeci (—A), (AAB), (AVB), (A — B)i(A < B) takoder
Sformule

3. ako je A formula, a x varijabla, tada su rijeci (Vx A) i (Ax A) takoder formule

4. rjec je formula ako i samo ako je nastala pomocu konacno mnogo primjena pravila
1.,2.1 3.

Dakle, iz definicija slijedi da su YxVy R(x,y) i VxVydz f(x,y) = z formule logike
prvog reda dok Ax — P i Vx f(Ox) nisu formule logike prvog reda. Dalje iznosimo jo$
tri defincije vezane za sintaksu logike prvog reda koje su nam takoder vazne u daljnjim
razmatranjima.

Definicija 1.4.5. Atomarnu formulu i njezinu negaciju nazivamo literal. Neka su Ay, . .., A,
proizvoljne formule prvog reda. Tada formulu oblika A\ A - - - A A,, nazivamo konjunkcija a
Sformulu oblika A, V - - -V A, nazivamo disjunkcija. Elementarna konjunkcija je konjunk-
cija literala a elementarna disjunkcija je disjunkcija literala. Konjunktivna normalna
Jorma je konjunkcija elementarnih disjunkcija.

Dakle f(x1) = x, V =R(xy, x3) je jedan primjer formule logike prvog reda koja je ele-
mentarna disjunkcija, dok je ((R(f(x1)) V = P(f(x2))) A (=R(x;) V = P(x,))) formula logike
prvog reda koja je u konjunktivnoj normalnoj formi.
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Definicija 1.4.6. Za formulu Q:x; ... Q,x, A kaZemo da je u preneksnoj normalnoj formi
ako je A otvorena formula (ne sadr?i kvantifikatore), a Q; € {¥,3}, zai=1,...,m. Po
definiciji smatramo da je svaka otvorena formula u preneksnoj normalnoj formi.

Kasnije, u razmatranju Szalasovog algoritma, od bitnog znacaja biti ¢e nam upravo
formule koje su u konjunktivnoj normalnoj formi i u preneksnoj normalnoj formi.

Definicija 1.4.7. U svakoj atomarnoj formuli svaki nastup varijable je slobodan. U formu-
lama oblika ¥ x A i Ax A svaki nastup varijable x je vezan. Ako varijabla x ima slobodan
(vezan) nastup u formuli A tada je taj nastup varijable x slobodan (vezan) i u formulama
(=A), AANB),(AVB),(A— B), (A e B), (VYyA)i(dyA), gdje je B proizvoljna formula
i y varijabla razlic¢ita od x.

Sada kada smo definirali sintaksu jezika logike prvog reda, idemo definirati seman-
tiku. Vidjet ¢emo kako ¢e pojam istinitosti formule ponovno biti sloZeniji nego kod logike
sudova.

Definicija 1.4.8. o-struktura, odnosno kratko struktura, je uredeni par Mt = (M, ¢), gdje
Jje M neprazni skup koji nazivamo nosac, a ¢ je preslikavanje sa skupa nelogickih simbola
o koje ima sljedeca svojstva:

1. svakom relacijskom simbolu R* iz o pridruZuje se ni-mjesna relacija ¢(R*) na M

2. svakom funkcijskom simbolu £ iz o pridruzuje se n-mjesna funkcija o(f"™) sa M™
uM

3. svakom konstantskom simbolu c iz o pridruzuje se neki element ¢(cy) iz M.

Za danu strukturu I, svaku funkciju sa skupa individualnih varijabli u nosac strukture
nazivamo valuacija.

Lagano se dokazuje da se na danoj strukturi 9t svaka valuacija v moZe jedinstveno
prosiriti tako da je proSirenje definirano na skupu svih terma koje odreduje dani skup ne-
logickih simbola o

Definicija 1.4.9. Svaki uredeni par neke o-strukture I i proizvoljne valuacije v na M
nazivamo o-interpretacija, ili kratko interpretacija.

Primijetimo da je zadavanjem interpretacije odredena “vrijednost” svakog simbola u
proizvoljnoj formuli. Zadavanjem strukture 9t po definificiji (1.4.8)) slijedi da smo za svaki
relacijski, funkcijski i konstantski simbol zadali redom relaciju, funkciju i konstantu u M.
Zadavanjem valuacije, zadali smo svakoj individualnoj varijabli "vrijednost” iz nosaca.
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U nastavku éemo umjesto ¢(R), ¢(f) i ¢(c) redom koristiti oznake R™, f™ i ¢™. Dalje,
ako je M struktura, v valuacija na MM i # term, tada éemo umjesto v(¢) pisati ™ [v].

Za danu valuaciju v i varijablu x sa v, oznaCavamo svaku valuaciju koja se podudara sa
v na svim varijablama osim mozda na varijabli x. Sada mozemo definirati istinitost formule
u odnosu na interpretaciju.

Definicija 1.4.10. Neka je (M, v) neka o-interpretacija. Istinitost o-formule F za danu
interpretaciju, u oznaci M |, F, definiramo rekurzivno po sloZenosti formule F ovako:

1. ako je F atomarna formula, tj. F je oblika R(t,,...,t,), tada definiramo :
M |, F ako i samo ako (t?t[v], e, t?,ﬁ[v]) e R™

2. ako je F formula oblika =G tada definiramo :
M =, F ako i samo ako ne vrijedi M =, G

3. ako je F formula oblika A N B tada definiramo :
M E, F ako i samo akoME, AiME, B

4. ako je F formula oblika A vV B tada definiramo :
M E, F ako i samo ako M E, Aili It =, B

5. ako je F formula oblika A — B tada definiramo :
M =, F ako i samo ako ne vrijedi M k=, A ili vrijedi M =, B

6. ako je F formula oblika A < B tada definiramo :
M |, F ako i samo ako vrijedi da je M |=, A ekvivalentno sa M =, B

7. ako je F formula oblika ¥ x G tada definiramo :
M [, F ako i samo ako M =, G za sve valuacije v,

8. ako je F formula oblika Ax G tada definiramo :
M k=, F ako i samo ako M |, G za neku valuaciju v,

Sada kada imamo definiranu istinitost formule, moZemo definirati ispunjivost i obori-
vost formule.

Definicija 1.4.11. KaZemo da je formula F ispunjiva (oboriva) ako postoji interpretacija
(M, v) tako da vrijedi M =, F ( M £, F).

KaZemo da je struktura 9t model za formulu F ako je M struktura za F i ako vrijedi M =, F
za sve valuacije v. Tu c¢injenicu oznacavamo sa M = F.

KaZemo da je formula valjana ako je istinita za svaku interpretaciju.
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Neka je I' skup formula, te Mt struktura za I'. Sa M |= T kratko oznacavamo da za sve
F €T vrijedi M E F. Sada mozemo definirati relaciju logicke poslijedice za logiku prvog
reda.

Definicija 1.4.12. Neka je F neka o-formula i U skup o-formula. KaZemo da formula
F logicki slijedi iz skupa formula T ako za svaku o-strukturu I vrijedi: M = T povlaci
I E F. To kratko oznac¢avamo sal |E F. Relaciju = nazivamo relacija logicke poslijedice.
Ako je skup T jednoclan, tj. I = {A}, tada umjesto {A} E B pisemo A = B.

KaZemo da su o-formule F i G logicki ekvivalentne ako vrijedi F = Gi G = F. Tu
cinjenicu oznacavamo sa F & G.

U daljnjim razmatranjima, uz logiku prvog reda, biti ¢e nam bitna i logika drugog reda.
Dok su u logici prvog reda sve varijable individualne, u logici drugog reda za svaki pri-
rodni broj n postoje varijable koje mogu poprimiti vrijednosti proizvoljne n-mjesne relacije
1 postoje varijable koje mogu poprimiti vrijednosti proizvoljne n-mjesne funkcije. For-
mula logike drugog reda definira se analogno kao i formula logike prvog reda uz dodatnu
mogucnost kvantifikacije po relacijskim i funkcijskim varijablama. VaZno je primijetiti da
nema razlike u alfabetu logike prvog i drugog reda. Tako formula P(x) — R(y) V R(f(y))
moze biti formula logike prvog ali i drugog reda, dok je YPAR, fVxdy (P(x) — R(y) V
R(f(y))) formula logike drugog reda jer su P i R relacijske varijable a f funkcijska vari-
jabla po kojima se kvantificira. Struktura se u logici drugog reda definira analogno kao i
u logici prvog reda, dok se definicija valuacije u logici drugog reda prosiruje tako da je
domena valuacije unija individualnih, relacijskih i funkcijskih varijabli, te valuacija dodje-
ljuje individualnim varijablama vrijednosti iz nosaca, relacijskim varijablama dodjeljuje
relacije nad nosacem a funkcijskim varijablama dodjeljuje funkcije s nosaca u nosac. In-
terpretacija se u logici drugog reda definira analogno kao uredeni par strukture i valuacije,
te su definicije istinitosti i ispunjivosti formule te logi¢ke ekvivalencije formula takoder
analogne definicijama za logiku prvog reda uz postivanje proSirenja definicije valuacije.
Vidimo da je logika drugog reda proSirenje logike prvog reda Sto joj daje izuzetnu ekspre-
sivnost no istovremeno oduzima neka dobra svojstva. Prije kraja ovog poglavlja uvodimo
jos jedan pojam koji ¢e nam kasnije biti od vaznosti.

Definicija 1.4.13. Neka je F formula logike prvog reda koja ne sadrZi kvantifikatore.
Za prirodni broj n > 0 formulu 3x,,...3Ax,Yyy,...Vy,F nazivamo Skolemova normalna
Jorma.

Nije teSko dokazati da za svaku formulu logike prvog reda F postoji Skolemova nor-
malna forma F’ tako da vrijedi: F je ispunjiva ako i samo ako je F” ispunjiva. Tada kazemo
da je F’ Skolemova normalna forma za formulu F. Dalje, neka je F' formula logike prvog
reda. Proces nalaZenja Skolemove normalne forme za formulu F' nazivamo skolemizacija.



POGLAVLIJE 1. MODALNA LOGIKA I LOGIKA PRVOG REDA 13

Skolemizaciju formule logike prvog reda F' provodimo tako da prvo pronademo pre-
neksnu normalnu formu za formulu F a zatim zamijenimo svaku egzistencijalno kvantifi-
ciranu individualnu varijablu y termom f(xy,...,x,) gdje su xi, ..., x, univerzalno kvan-
tificirane individualne varijable koje su u preneksnoj normalnoj formi kvantificirane prije
individualne varijable y, a f je novi funkcijski simbol koji se ne javlja u polaznoj formuli.
Funkcijski simbol f uveden Skolemizacijom nazivamo Skolemova funkcija. Ukoliko je
Skolemova funkcija mjesnosti O tada je nazivamo Skolemova konstanta te je sukladno
tome obi¢no oznaavamo sa c.

Primjer 1.4.14. Skolemova normalna forma za formulu logike prvog reda ¥ x3yVz P(x,y, 2)
je formula NxVz P(x, f(x),z). Takoder, Skolemova normalna forma za formulu ¥Yz3u¥ x3y

(Q@z,u) = O(x,y)) je formula Vz¥x(Q(z, f(2)) — Q(x, g(z, x))).

PokaZimo ispravnost skolemizacije na primjeru formule:

F = Vxy,...Yx,dy R(xy,...,x,Y), gdje je R neki n + 1-mjesni relacijski simbol. Po de-
finiciji ispunjivosti formule logike prvog reda, prethodna formula je ispunjiva ako pos-
toji interpretacija (9, v) za koju je formula F istinita. Odnosno ako za svaku mogucu
vrijednost iz nosaca pridruZenu varijablama xi,..., x, postoji vrijednost iz nosaca pri-
druZena varijabli y tako da (x;™,...x,™,y™) € R™. Tada postoji funkcija f takva da
YW= Fa™, .. x,™). Stoga je formula F/ = Yxi,...Vx, R(xi,..., X, f(x1,...,X,)) is-
punjiva u strukturi M’ koja je dobivena kao proSirenje strukture Mt tako da smo interpre-
tirali funkcijski simbol f prethodno opisanom funkcijom. Time smo pokazali da ukoliko
je F ispunjiva u strukturi 9, tada je F’ ispunjiva u proSirenju strukture 9t’. Obratno,
ako je F’ ispunjiva tada postoji interpretacija (9, v) za koju je formula F” istinita. Tada
postoji funkcija f™ takva da za svaku vrijednost individualnih varijabli xi, ..., x, vrijedi
™ L ™, x, ™) € R™. Tada je formula F ispunjiva za istu interpre-
taciju kako je y* = ™ (x,™,...x,”). U logici drugog reda opisanu tvrdnju moZemo
iskazati slijedeCcom formulom:

Vi, ... Vx,AyR(xy, ..., X, y) © AfVxq, . VX,R(X, ..y X, f(X, ., X)),

Dakle, na nivou logike drugog reda, formule F i Skolemova normalna forma za F su
logicki ekvivalentne.



Poglavlje 2

Korespondencija

2.1 Standardna translacija

Sada se poCinjemo baviti temom korespondencije. Klju¢no pitanje koje nam je od interesa
je moZemo li na neki nacin “preslikati” formule osnovnog modalnog jezika u jezik neke te-
orije prvog reda? Jedan od razloga zaSto nam je tako neSto od interesa je taj Sto je modalna
logika ekspresivnija od logike prvog reda, no u logici prvog reda postoje jako optimizirani
1 efikasni algoritmi za provjeru je li dana formula ispunjiva (vidi [2]]). Kada bi imali efi-
kasan algoritam koji bi za danu formulu osnovnog modalnog jezika odredio formulu neke
teorije prvog reda 1 to tako da su pritom sacuvana neka odredena svojstva ulazne formule,
kao primjerice ispunjivost ili valjanost, tada bi mogli iskoriStavati prednosti obje logike.

Prije nego krenemo dalje, moramo prvo vidjeti u koji jezik teorije prvog reda moramo
preslikavati formule osnovnog modalnog jezika. OCito je glavno pitanje kako “tumaciti”
modalni operator ¢ 1 propozicionalne varijable.

Definicija 2.1.1. Za osnovni modalni jezik s prebrojivim skupom propozicionalnih vari-
jabli ® = {Py, Py, P,, ...} definiramo jezik korespondencije (na modelima) prvog reda
(s jednakoséu) L1(®) s jednim binarnim relacijskim simbolom R pridruZenim modalnom
operatoru < i unarnim relacijskim simbolima Py, Py, P,, . .. pridruZenim istoimenim pro-
pozicionalnim varijablama.

Dakle R(x,y) A Py(y), Pi(x) A P2(x) V R(x,y) 1 VxVy (Po(x) — Pi(y) V R(x,y)) su
primjeri formula jezika korespondencije prvog reda. Model osnovnog modalnog jezika
M = (W,R,Ir) sada na prirodan nacin mozemo promatrati i kao strukturu jezika kores-
pondencije prvog reda. Naime, W mozemo gledati i kao nosac, a R isto tako kao relaciju
pridruZenu istoimenom relacijskom simbolu. Sto se tiée relacije forsiranja I, za svaku pro-
pozicionalnu varijablu P osnovnog modalnog jezika gledamo skup svjetova u kojima se

14
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forsira P kao unarnu relaciju pridruZenu odgovaraju¢em unarnom relacijskom simbolu P
jezika korespondencije prvog reda.

Sada kada smo definirali jezik korespondencije mozemo se pozabaviti pitanjem kako
preslikati formule osnovnog modalnog jezika u jezik korespondencije prvog reda.

Definicija 2.1.2. Neka je x varijabla u jeziku L'(®), te neka su A i B formule osnovnog
modalnog jezika. Rekurzivno definiramo standardnu translaciju ST, kao preslikavanje
koje formule osnovnog modalnog jezika preslikava u formule jezika korespondencije prvog
reda:

1. ST«(P) := P(x)

ST (L) :=x+#x

ST(—A) := 2ST(A)
ST,(AANB):=ST,(A)ANST(B)
STAAV B):=ST.(A)V ST.(B)
ST,(A— B):=ST,(A) = ST.(B)
ST(A & B):=ST,(A) & ST(B)

Lo N & U K WD

ST (CA) := Iy (R(x,y) A ST\(A)), gdje je y nova varijabla, tj. razlicita od svih koje
smo u prijevodu formule koristili prije primjene ({S).

U definiciji standardne translacije ne definira se njezino djelovanje na formule oblika
OA, no iz dualnosti modalnih operatora nuznosti 1 moguénosti, lako moZemo dobiti to
djelovanje:

ST(DOA) = ST (-0-A) = ST (0-A) =B -3y (R(x,y) A ST,(—A)) =
= =3y (R(x, ) A =S T,(A) = Yy (-R(x,y) V ST,(A)) = ¥y (R(x,y) = ST,(A)).

Dakle, za propozicionalnu varijablu P osnovnog modalnog jezika standardna transla-
cija od OP je: ST (OP) = Vy (R(x,y) — P(y)). Standardna translacija svake modalne
formule sadrZi to¢no jednu slobodnu varijablu, i to x.

Idemo sada promotriti semantiku standardne translacije. Neka je A formula osnovnog
modalnog jezika. Zanima nas u kakvom su odnosu istinitosti formula A 1 formula jezika
korespondencije prvog reda S7,(A). Sjetimo se kako smo istinitost formule osnovnog
modalnog jezika u svijetu w definirali preko relacije forsiranja (I.2.1). Dakle, istinitost
modalne formule u svijetu w ovisi direktno o tome je li dana formula forsirana na svijetu
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w. Ako model osnovnog modalnog jezika tumacimo kao strukturu jezika korespondencije
prvog reda, tada vidimo da ¢e slobodna varijabla koja se nalazi u standardnoj translaciji
upravo reprezentirati svijet u kojem promatramo istinitost, odnosno forsiranje, modalnih
formula.

Neka je sada 9t model za osnovni modalni jezik, te neka je w svijet iz tog modela,
a A formula osnovnog modalnog jezika. Izraz I = ST,(A)[w] sada nam oznaCava da
je formula prvog reda S 7,(A) istinita u modelu M, kojeg sada promatramo kao strukturu
jezika korespondencije, uz valuaciju koja slobodnoj varijabli x pridruzuje w. Iz prethodnog
razmatranja sada prirodno slijedi slijedece propozicija.

Propozicija 2.1.3. Neka je A formula osnovnog modalnog jezika. Tada vrijedi:
1. za svaki model M i svijet w vrijedi: M, w I+ A ako i samo ako M = ST (A)[w]
2. za svaki model M vrijedi: M | A ako i samo ako M = VxST,(A)

Dokaz. Dokazimo prvu tvrdnju indukcijom po sloZenosti formule osnovnog modalnog je-
zika. SloZenost formule osnovnog modalnog jezika A definiramo kao ukupan broj pojav-
ljivanja znakova -, V i ¢ i oznatavamo s k(A). Iako smo u definiciji (I.1.I) osnovnog
modalnog jezika rekli da se abeceda sastoji i od bulovskih veznika A, — 1 <, radi sazetijeg
dokaza, pretpostavljamo da su ti veznici samo pokrate. Naime, postoji viSe ekvivalentnih
definicija sintakse osnovnog modalnog jezika, te uvodenje veznika A, — 1 < u definiciju
nije nuzZno jer se oni mogu zapisati samo koriStenjem veznika — i V. Tako na primjer
formulu A A B moZemo zapisati kao ekvivalentnu formulu —(=A V —=B).

Baza: neka je k(A) = 0. Tada je A neka propozicionalna varijabla P ili logicka kons-
tanta L. U prvom slucaju, iz M, w I P slijedi da je w element skupa {v € W | M, v I P}.
Kako je ST,(P) = P(x), §to je u kontekstu jezika £!(®) upravo prethodno iskazani skup,
tada je formula S 7' (P) istinita za sve valuacije koje pridruZuju slobodnoj varijabli x vri-
jednost w iz nosaca, tj. slijedi M E ST,(A)[w]. U drugom smjeru, iz M = ST,.(P)[w]
slijedi da je w element {v € W | i, v I P}, tada posebno vrijedi M, w I P.

U drugom slucaju, L nije nikad istina u modalnoj logici, a njen prijevod x # x isto tako
nikad nije istinit u logici prvog reda, pa tvrdnja slijedi trivijalno.

Pretpostavka: neka tvrdnja vrijedi za sve formule osnovnog modalnog jezika sloZenosti
manje ili jednake n.

Korak: neka je k(A) = n + 1. Tada je A jednaka (—B), (B Vv C) ili (¢B), pri ¢emu
su formule B i C sloZenosti manje ili jednake od n. Pogledajmo prvo slucaj A = ¢B. Iz
definicije (1.2.1) slijedi 9, w + <©B ako i samo ako postoji svijet v iz domene W takav
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da je wRv i M,v I+ B. S druge strane iz definicije M E ST (OB)[w] ako i samo
ako postoji svijet v iz domene W takav da je wRv 1 M E ST, (B)[v]. Kako je formula B
sloZenosti manje ili jednake od n tada po pretpostavci indukcije slijedi M, v - B ako i samo
ako M E ST, (B)[v], ¢ime je prvi slucaj dokazan.

Pogledajmo sada slu¢aj A = B vV C. Ponovno iz definicije (1.2.1) slijedi M, w - BV C
ako 1 samo ako M, w I Bili M, w I C. Kako su i B i C formule osnovnog modalnog jezika
sloZenosti manje ili jednake od n, tada po pretpostavci indukcije slijedi:

N, w I+ B ako i samo ako M = ST (B)[w] i

N, w - C ako i samo ako Mt | ST,.(C)[w].

Dakle, M, w + B ili M, w I C ako i samo ako I E ST (B)[w] ii M E ST,.(C)[w],
Sto je ekvivalentno sa M = ST (B)[w] V ST(C)[w], §to je po definiciji (2.1.2) upravo
ME ST(BV C)[w].

Pogledajmo joS zadnji slucaj kada imamo A = —B. Iz definicije slijedi MV, w -
=B ako i1 samo ako 9, w ¥ B. Kako je sloZenost formule B manja ili jednaka od n tada iz
pretpostavke indukcije slijedi 9, w ¥ B ako i samo ako I £ S T,(B)[w]. S druge strane, iz
definicije (2.1.2) slijedi M = S T (—B)[w] ako i samo ako M = —S T (B)[w]. Kako formula
prvog reda S T,(B)[w] nema slobodnih varijabli osim varijable x kojoj valuacija pridruzuje
vrijednost w, tada I | =S T(B)[w] ako i samo ako M = S T,(B)[w], Cime je zadnji slucaj,
a time i prva tvrdnja, dokazana.

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Po definiciji (I.2.3), M = A ako i samo ako M, w - A
za svaki svijet w iz domene W. Po upravo dokazanoj prvoj tvrdnji propozicije imamo:
M, w I A ako 1 samo ako I = ST,(A)[w] za svaki w iz W, Sto u logici prvog reda vrijedi
ako i samo ako M E Vx ST (A). |

Primijetimo da u iskazu prethodne propozicije nismo oznacavali za koju valuaciju je
formula prvog reda S T,(A)[w] istinita. Razlog tome je, kao $to smo prethodno komentirali,
da standardna translacija modalne formule ima samo jednu slobodnu varijablu. Stoga,
gornja tvrdnja vrijedi za svaku valuaciju koja slobodnoj varijabli u standardnoj translaciji
pridruzuje vrijednost w iz nosaca.

No ako se Zelimo udaljiti od konkretnog svijeta prilikom utvrdivanja istinitosti, tada
moramo promatrati korespondenciju na okvirima. Kako je formula osnovnog modalnog
jezika istinita na okviru ¥ ako je istinita na svakom modelu tog okvira, tada istinitost
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formule na okviru ne ovisi o relaciji forsiranja. Tada, iz istog razloga, u translaciji pr-
vog reda formule koja je istinita na okviru ne Zelimo imati unarne relacijske simbole koji
odgovaraju skupovima svjetova u kojima se istoimena propozicionalna varijabla forsira,
kao Sto smo htjeli kod korespondencije na modelima. Prisustvo unarnih relacija u jeziku
korespondencije na okvirima znacilo bi da istinitost translatirane formule ovisi o tome u
kojim svjetovima se forsira koja propozicionalna varijabla, Sto dovodi do ovisnosti izmedu
istinitosti formule i relacije forsiranja.

Definicija 2.1.4. Za osnovni modalni jezik definiramo jezik korespondencije (na okvirima)
prvog reda (s jednakoséu) L' kao jezik prvog reda s dvo&lanim skupom binarnih relacijskih
simbola {R, =} te praznim skupovima funkcijskih simbola i konstantskih simbola.

Okvir ¥ = (W, R) osnovnog modalnog jezika sada moZemo promatrati kao strukturu
jezika £, no radi izbjegavanja zabune, takoder éemo govoriti da je ¥ okvir za £'. Neka je
P zadana propozicionalna varijabla osnovnog modalnog jezika. Iz definicije (1.2.3)) slijedi
da je formula P istinita na okviru ¥ = (W, R) ako 1 samo ako je istinita za svaku relaciju
forsiranja. Relacija forsiranja pridruzuje formule svjetovima, ali isto tako njeno djelovanje
mozZemo gledati na nacin da svakoj formuli pridruzuje skup svjetova (podskup domene
W) u kojima je ta formula istinita. Tada se istinitost za svaku relaciju forsiranja prirodno
prikazuje kao kvantifikacija drugog reda.

Dok logika prvog reda dopusta kvantifikaciju samo po individualnim ili objektnim va-
rijablama, logika drugog reda kvantificira i po relacijskim i funkcijskim simbolima. To
¢ini logiku drugog reda izuzetno izrazajnom ali ona istovremeno gubi neka dobra svojstva.
Tako ako Zelimo iskazati princip bivalencije u terminima logike prvog reda, moramo se
koristiti shemom Vx(x € PV x ¢ P). Ono Sto time Zelimo iskazati jest da za svaki skup P
vrijedi da za svaki x, ili je x u P ili x nije u P. No primijetimo da nam je za taj iskaz po-
trebno onoliko formula logike prvog reda koliko je 1 skupova. S druge strane, dovoljna nam
je jedna jedina recenica logike drugog reda da u potpunosti iskazemo princip bivalencije:
VPYx(x€e PV x ¢ P).

Ovdje je izraz VP kvantifikator drugog reda, a P varijabla kojoj se u interpretaciji pri-
druZuju skupovi. Kvantifikator drugog reda uvijek ¢emo koristiti samo nad unarnim rela-
cijama. Takve se formule drugog reda zovu monadske formule. Takoder, koristit cemo
samo univerzalni kvantifikator drugog reda i to uvijek samo na pocetku formule. Takve se
formule zovu univerzalne formule drugog reda.

Iz prethodnog razmatranja vidimo da nam se u proucavanju jezika korespondencije
prirodno namecu i jezici drugog reda. 1z svega navedenog dolazimo do slijedece definicije.
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Definicija 2.1.5. Za osnovni modalni jezik s prebrojivim skupom propozicionalnih varijabli
® = {Py, Py, P,, ...} definiramo jezik korespondencije drugog reda L* kao monadski jezik
drugog reda dobiven tako da jeziku L' dodamo po jednu monadsku relacijsku varijablu za
svaku propozicionalnu varijablu iz skupa @.

Monadske varijable u jeziku £? oznacavat éemo isto kao i unarne relacijske simbole u
jeziku LY(®), tj. s Py, P;.P,,... Dalje, okvir ¥ = (W, R) osnovnog modalnog jezika sada
moZemo promatrati i kao strukturu jezika £2. Dakle, uz sve $to moZe jezik L', jezik L>
ima i moguénost kvantifikacije po podskupovima okvira.

Definicija 2.1.6. Neka je A formula osnovnog modalnog jezika i F klasa okvira. KaZemo
da A definira F ako za svaki okvir F vrijedi da je ¥ u F ako i samo ako vrijedi F I A.
Slicno, za skup T formula osnovnog modalnog jezika kaZemo da definira F ako za svaki
okvir F iz F vrijedi da je ¥ u F ako i samo ako je svaka formula iz I valjana na F.

KaZemo da je klasa okvira (modalno) definabilna ako postoji skup formula koji je
definira.

Neka je a formula jezika korespondencije prvog ili drugog reda (L' ili £?). KaZemo
da « definira klasu okvira F ako za sve okvire F vrijedi da je F iz F ako i samo ako je a
valjana na F (istinita na ¥ za svaku valuaciju). Analogna je definicija za skup formula
Jjezika korespondencije prvog ili drugog reda.

KaZemo da su formula A osnovnog modalnog jezika i formula « jezika korespondencije
(L' ili £?) jedna drugoj korespondenti (na okvirima) ako definiraju istu klasu okvira.

Neformalno kazemo da formula ili skup formula definira neko svojstvo ako definira
klasu okvira s tim svojstvom. Tako ¢emo za formulu prvog reda VYx R(x, x) reci da defi-
nira refleksivnost zato $to ona definira klasu refleksivnih okvira. Kako smo u propoziciji
(I.2.4) dokazali da modalna formula P — <P isto definira refleksivnost, tada direktno iz
prethodne definicije slijedi da su te formule korespondenti na okvirima. Takoder, formula
prvog reda VxVyVz (R(x,y) A R(y,z) = R(x,z)) definira tranzitivnost a formula prvog reda
VxVy (R(x,y) — R(y, x)) definira simetri¢nost, pa ponovno po propoziciji (1.2.4) slijedi da
su korespondenti na okviru tih formula redom ¢OP — OP 1P — OOP.

Za proizvoljnu modalnu formulu A cilj nam je pronaci formulu jezika koresponden-
cije (korespondenta) koja je valjana na istim okvirima kao i A. Kao $to smo prethodno
razmatrali, ako relaciju forsiranja promatramo kao relaciju koja svakoj formuli dodjeljuje
podskup svjetova u kojima je ta formula istinita, tada kvantificiranje po relacijama forsi-
ranja u definiciji valjanosti zapravo znaci kvantificiranje po svim podskupovima okvira.
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Tako izravno dolazimo do sljedeée propozicije, koja proizvoljnoj modalnoj formuli nalazi
korespondenta u jeziku £

Propozicija 2.1.7. Neka je A formula osnovnog modalnog jezika. Tada za svaki okvir F i
svijet w iz F vrijedi:

1. F,w A akoisamo akoF EVP;.. YP,ST.(A)[w]
2. F v AakoisamoakoF EVPy.. YP,¥x ST (A)

gdje kvantifikatori drugog reda veZu monadske varijable drugog reda P; pridruZene isto-
imenim propozicionalnim varijablama koje se pojavljuju u A.

Formulu VP, ...VP,Vx ST,(A) zovemo prijevod ili translacija drugog reda formule
A. Dokaz prethodne propozicije moze se naci u [6]. Napomenimo jo$ da simboli Py, ..., P,
u translaciji drugog reda oznacavaju monadske varijable, dok oni u translaciji prvog reda
oznacavaju unarne relacijske simbole.

2.2 Sahlqvistov teorem

Sada kada imamo definirane translacije prvog i drugog reda, postavlja se pitanje koje for-
mule osnovnog modalnog jezika imaju svog korespondenta prvog reda na okvirima. Iz
propozicije (2.1.7) slijedi da svaka formula osnovnog modalnog jezika ima svog kores-
pondenta drugog reda na okvirima, no opcenito ne vrijedi da svaka formula osnovnog
modalnog jezika ima korespondenta prvog reda na okvirima. Sahlqvistov teorem nam daje
Siroku klasu formula osnovnog modalnog jezika koje imaju korespondenta prvog reda na
okvirima. U ovom dijelu samo iskazujemo Sahlqvistov teorem jer nam on sluzi kao mo-
tivacija za prouCavanje algoritama korespondencije u idu¢em poglavlju. Dodatni detalji
vezani uz ovaj dio rada mogu se pronaci u [6]. Kako bi iskazali Sahlqvistov teorem prvo
moramo definirati neke sintakti¢ke i semanticke pojmove.

Definicija 2.2.1. Neka je ¢ formula osnovnog modalnog jezika i a(x) formula jezika ko-
respondencije prvog ili drugog reda (x je jedina slobodna varijabla formule «). KaZemo
da su ¢ i a(x) medusobno lokalni korespondenti ako za svaki okvir ¥ i za svaki svijet w iz
F vrijedi: F,w I+ ¢ ako i samo ako F = a[w].

Nakon semanti¢kog pojma lokalnog korespondenta definiramo neke sintakti¢ne poj-
move. Iduéu definiciju najlakSe je formulirati ukoliko promatramo osnovni modalni jezik
kao jezik koji sadrzi samo veznike —, V i ¢ kao $to smo u¢inili u dokazu propozicije (2.1.3).
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Definicija 2.2.2. KaZemo da se propozicionalna varijabla P pojavljuje pozitivno u formuli
osnovnog modalnog jezika A ako je u dosegu parnog broja negacija, a negativno ako je
u dosegu neparnog broja negacija. Za modalnu formulu B kaZemo da je pozitivna u P
(negativna u P) ako se P u B pojavljuje samo pozitivno (negativno). Za formulu kaZemo
da je pozitivna (negativna) ako je pozitivna (negativna) u svakoj varijabli koja se u njoj
pojavljuje.

Dalje, kazemo da se P pojavljuje uniformno u B ako se pojavijuje samo pozitivno ili samo
negativno, odnosno ako je B pozitivna ili negativna u P. Za formulu kaZemo da je unifor-
mna ako se sve propozicionalne varijable koje sadrZi pojavljuju uniformno.

Napomena 2.2.3. Svi navedeni pojmovi se potpuno analogno definiraju i za jezike ko-
respondencije prvog i drugog reda, s tim da se umjesto o pojavljivanju propozicionalnih
varijabli govori o pojavljivanju relacijskih simbola odnosno o pojavljivanju monadskih
varijabli drugog reda.

Dakle, u danoj formuli drugog reda VP, Q, R Vx (P(x) A =Q(x)) V (R(x) A =P(x)) mo-
nadska varijabla R se javlja pozitivno, monadska varijabla Q se javlja negativno, dok za
monadsku varijablu P kazemo da se ona ne javlja uniformno, odnosno da se javlja i pozi-
tivno i negativno. No, u modalnoj formuli =(P — Q) se propozicionalna varijabla P javlja
pozitivno dok se propozicionalna varijabla Q javlja negativno zato jer je prethodna formula
ekvivalentna modalnoj formuli —(=P Vv Q) pa je propozicionalna varijabla P u dosegu par-
nog broja negacija a propozicionalna varijabla Q je u dosegu neparnog broja negacija. Sada
moZemo definirati pojam Sahlqvistove formule a potom iskazujemo Sahlqvistov teorem.

Definicija 2.2.4. Formulu osnovnog modalnog jezika zovemo O-atom ako je oblika O . .. OP,
gdje je P propozicionalna varijabla.

Sahlgvistova antecedenta je formula osnovnog modalnog jezika izgradena od logickih
konstanti, O-atoma i negativnih formula, uz upotrebu veznika konjunkcije A, disjunkcije Vv
i modalnog operatora mogucnosti <.

Sahlgvistova implikacija je formula oblika ¢ —  takva da je ¢ Sahlgvistova antece-
denta, a  pozitivna formula.

Sahlgvistova formula je formula sastaviljena od Sahlgvistovih implikacija slobodnom
primjenom operatora nuZnosti O i veznika konjunkcije A, te primjenom disjunkcije samo
medu formulama koje nemaju zajednickih propozicionalnih varijabli.
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Teorem 2.2.5. (Sahlqvist) Neka je y Sahlgvistova formula. Tada y lokalno korespondira s
formulom prvog reda a,(x) koju je moguce efektivno odrediti.

Dokaz Sahlqvistovog teorema mozete vidjeti u [2] i [6]. Primijetimo da nam Sahlqvis-
tov teorem ne daje formulu prvog reda koja korespondira sa y ve¢ govori da takva formula
postoji. Dalje, primijetimo da je pojam Sahlqvistove formule €isto sintakti¢ni pojam, dakle
ako imamo formulu osnovnog modalnog jezika koja je svojim oblikom Sahlqvistova, tada
znamo da ta formula ima izracunljivog korespondenta prog reda. Napomenimo jo$ da je
klasa Sahlqvistovih formula jedna Siroka klasa te se poslije ovakvog rezultata prirodno
namece pitanje kako izracunati korespondenta prvog reda.



Poglavlje 3

Szalasov algoritam

U protekla Cetiri desetljeCa puno paznje je posveceno automatskom dokazivanju teorema.
Nakon Robinsonovog iznoSenja metode rezolucije 1968 godine, veliki fokus u automat-
skom dokazivanju teorema bio je usmjeren na logiku prvog reda. To je rezultiralo velikim
brojem implementacijsko-orijentiranih optimizacija metode rezolucije i otkrivanjem novih
tehnika za automatsko dokazivanje. No kako smo vidjeli u uvodu rada, logika prvog reda
ima svoje nedostatke te su modalne logike predloZene kao alternativa. U pokuSaju automa-
tiziranja modalnog zakljucivanja postoje dva moguca smjera: dizajniranje cijelog sustava
od pocetka, Sto iziskuje puno truda i vremena, ili koriStenje postojecih dokazivaca teorema
u logici prvog reda. Kako bi se mogli iskoristiti postoje¢i dokazivaci teorema za logiku
prvog reda, potrebno je interpretirati modalne formule kao formule prvog reda. Jedan od
nacina za to postici je translacijom formula.

No to je samo dio problema. Kada Zelimo imati automatsko dokazivanje teorema, tada
moramo imati definiran aksiomatski sistem unutar kojega ¢e se provoditi dokazivanje. To
znac¢i da moramo imati definirane aksiome i pravila izvodenja koja smijemo Koristiti u do-
kazu. Svojstva modalnih operatora obi¢no su zadana shemom aksioma. Tako, na primjer,
ako kaZzemo da modalni operator ¢ zadovoljava P — <OP, ono S§to zapravo mislimo pod
tim je da za svaku modalnu formulu P vrijedi da P povlaci OP. Szalasov algoritam, koji
¢emo proucavati u ovom poglavlju, za danu formulu osnovnog modalnog jezika vraca for-
mulu jezika korespondencije prvog reda koja je korespondent na okvirima ulazne formule.
TraZenje korespondenta prvog reda za shemu aksioma je primjer kada trazimo korespon-
denta na okvirima. Dakle, Szalasov algoritam je prvotno razvijen u svrhu nalaZenja kores-
pondenta prvog reda za modalnu shemu aksioma, no kao Sto ¢emo vidjeti, on je primijenjiv
1 za opCenitiji problem nalazenja korespondenta prvog reda na okvirima za danu formulu
osnovnog modalnog jezika.

23
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Pojasnimo jo$§ malo “prenoSenje” dokazivanja iz modalne logike u logiku prvog reda.
Pretpostavimo da nam je dana formula osnovnog modalnog jezika A, te Zelimo dokazati A u
modalnom sistemu u kojemu su aksiomi sve tautologije osnovnog modalnog jezika te P —
OP, OOP — OP 1 P — 0OOP. U prethodnom poglavlju smo pokazali da su korespondenti
prvog reda na okvirima prethodnih aksioma redom Vx R(x, x), VxVyV¥z (R(x,y) AR(y,z) —
R(x,72)) 1 VxVy (R(x,y) — R(y, x)) . Tada, umjesto traZzenja dokaza u modalnom sistemu,
mozemo translatirati formulu osnovnog modalnog jezika A u formulu logike prvog reda A’
te probati dokazati da A” slijedi iz korespondenata danih aksioma.

Sam algoritam koji ¢emo promatrati je neovisan o odabiru funkcije translacije jer je ona
jedan od ulaznih parametara algoritma. No ipak odabrana translacija mora zadovoljavati
da je modalna formula valjana ako i samo ako je translatirana formula valjana. 1z propo-
zicije (2.1.3) i definicija valjanosti modalne formule i formule logike prvog reda, slijedi
da je jedan primjer takve translacije funkcija koja formulu A osnovnog modalnog jezika
translatira u formulu logike prvog reda Vx S T,(A).

Uoc¢imo jos jednu pojavu. Ako promatramo OP kao aksiom zadan modalnom shemom
tada, kao 1 prije, mislimo da za svaku modalnu formulu P vrijedi da je formula OP valjana
na svakom okviru. Po propoziciji je tada formula drugog reda VPYx S T,(OP), Sto
je ekvivalentno sa YPYxVy(R(x,y) — P(y)), korespondent u £? formule OP. Kako nam je
krajnji cilj pronaci korespondenta u £!, tada moramo eliminirati monadsku varijablu P iz
dobivene formule drugog reda, Sto je upravo glavni fokus Szalasovog algoritma.

Prije nego nastavimo sa daljnjim razmatranjima Szalasovog algoritma, prvo iznosimo
tvrdnju koja nam daje jedno teorijsko ogranicenje.

Teorem 3.0.1. (L. A. Chagrova) Neodlucivo je ima li proizvoljna modalna formula osnov-
nog modalnog jezika korespondenta prvog reda na okvirima.

Prethodni teorem moze se pronaci u [2]. Teorem Chagrove nam govori da ne postoji
algoritam koji ¢e u kona¢no mnogo koraka za proizvoljnu formulu osnovnog modalnog je-
zika dati korespondentna na okvirima, ukoliko on postoji, odnosno javiti neuspjeh ukoliko
korespondent ne postoji. Dakle sam problem kojeg Szalasov algoritam pokusSava rijesiti
je neodluciv, no kao $to smo prethodno komentirali znamo da Sahlqvistove formule imaju
korespondenta prvog reda. Idemo sada detaljnije razmotriti Szalasovo algoritam.

3.1 Uvod

Iskazimo jednu propoziciju i lemu koje Ce biti bitne u radu samog algoritma. Sa A(o := 9)
¢emo oznacavati formulu dobivenu iz formule A zamjenom svakog pojavljivanja izraza o
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sa izrazom 0.

Propozicija 3.1.1. Neka je Q proizvoljni kvantifikator, te neka su A, B i C formule logike
prvog reda takve da se u formuli C varijabla x ne pojavljuje kao slobodna varijabla. Tada
vrijede sljedece tvrdnje:

(]) -—AS A

(2) —(AAB)e -AV-B

(3) -(AVB) & -AAN-B

(4) —YxA(x) © dx -A(x)

(5) —-dx A(x) & Vx -A(x)

(6) dx (A(x) V B(x)) © dx A(x) vV dx B(x)

(7) Yx (A(x) A B(x)) © Yx A(x) A Vx B(x)

(8)  Ox(AX)) A C & Qx(Ax) AC)

(9)  CAQx(Ax)) & Ox (C AA(x))

(10) QOx(A(x))VC & Q0x(A(x) v C)

(11) CV Qx(A(x)) © Qx(CV A(x))

(12)  QxQyA & QyQxA

(13) Vx(x#tVC(t:=x) e C(t)(gdje je t term koji ne sadrZi variajblu x)

(14) Ax(x=tAC(t:=x) & C(t) (gdje je t term koji ne sadrZi variajblu x)

Prethodna propozicija sumira dobro poznate tvrdnje matematicke logike ¢ije dokaze
mozZete pronaci u [8]]. Prije iznoSenja najavljene leme, prvo moramo definirati neke poj-
move koji ¢e nam biti bitni u daljnjim razmatranjima.

U uskoj vezi sa sintaktickim pojmovima pozitivnosti i negativnosti propozicijske (ili
monadske) varijable, koje smo definirali u prethodnom poglavlju, su semanti¢ki pojmovi
monotonog rasta i pada.

Definicija 3.1.2. Neka je P propozicionalna varijabla. KaZemo da je modalna formula A
monotono rastuc¢a u P ako za svaki model M = (W, R, V), svaki svijet w i svaku relaciju
forsiranja V' takvu da je fw € W | M, w Ir P} C{we W|D,wi Pli{we W |I,w i
O} ={weW|M,wir" Q}za sve Q # P, vrijedi : ako M,w I+ A onda (W,R,+"),w I+ A.
Analogno, kaZemo da je modalna formula A monotono padajuéa u P ako za svaki model
M = (W,R, ), svaki svijet w i svaku relaciju forsiranja V' takvu da je {w € W | M, w IF
PloweW | Mwir Plilwe W|Dwir O ={we W|I,wi O} za sve Q # P,
vrijedi : ako M, w I+ A onda (W,R,+"),w I A.

Napomena 3.1.3. Slicno se definira rastuca i padajuca monotonost formule logike prvog
i drugog reda u relacijskom simbolu P.

Primjer 3.1.4. PokaZimo da je modalna formula P N Q monotono rastuca u P. Neka je
I neki model i w neki svijet takav da M, w + P A Q. Tada po definiciji relacije forsiranja
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imamo M,w + P iM,w + Q. Neka je sada V' neka relacija forsiranja za koju vrijede
uvjeti iz gornje definicije. Tada iz uvjeta {w € W |0, w - P} C{w € W | I, w I+ P} slijedi
N,w I+ P, aizuvjeta{w € W | M, w ik Q} = {we W |D,w " Q} slijedi M,w I+ Q,
pa imamo M, w I+ P A Q. Sada po gornjoj definiciji slijedi da je modalna formula P A Q
monotono rastuéa u P.

Sljedeca lema daje vezu sintaktickih pojmova pozitivnosti i negativnosti sa semanti¢kim
pojmovima monotonog rasta i pada.

Lema 3.1.5. Neka je A formula osnovnog modalnog jezika ili formula logike prvog ili
drugog reda. Tada vrijedi:

1. Ako je formula A pozitivna u P, onda je formula A monotono rastuca u P.
2. Ako je formula A negativna u P, onda je formula A monotono padajuca u P.

Dokaz. Provest ¢emo dokaz tvrdnje samo za formule osnovnog modalnog jezika jer se
slicnom argumentacijom mogu dokazati tvrdnje za formule logike prvog i drugog reda.
Obje tvrdnje dokazujemo simultano indukcijom po sloZenosti modalne formule A. 1z tog
razloga, kao i u dokazu propozicije (2.1.3), smatramo da osnovni modalni jezik sadrzi
samo veznike —, V i ¢. Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti da se propozici-
onalna varijabla P pojavljuje u formuli A (inace je formula A o€ito 1 pozitivna i negativna u
propozicionalnoj varijabli P, a isto tako je o€ito i rastuca i padajuéa u P, pa tvrdnje vrijede
trivijalno).

Baza: neka je k(A) = 0. Tada je formula A neka propozicionalna varijabla P pa je
po definiciji formula A pozitivna u P. Pokazimo da je formula A monotono rastuca u P.
Neka je Mt neki model 1 w neki svijet takav da 9, w I P.Dalje, neka je I+’ neka relacija
forsiranja za koju vrijede uvjeti iz definicije (3.1.2). Tada iz uvjeta {w € W | D, w i P} C
{fwe W |I,wir P}slijedi M, w i P. Time smo dokazali prvu tvrdnju za bazu indukcije
dok druga tvrdnja slijedi trivijalno jer se u modalnoj formuli sloZenosti 0 propozicionalna
varijabla P ne moZe pojaviti negativno.

Pretpostavka: neka obje tvrdnje vrijede za sve formule sloZenosti manje ili jednake n

Korak: neka je modalna formula A sloZenosti n + 1. Tada je formula A jednaka (—B),
(BV C)ili (OB), pri cemu su modalne formule B i C sloZenosti manje ili jednake 7.

Pogledajmo prvo slucaj kada je modalna formula A jednaka (¢B). Neka je formula
A pozitivna u propozicionalnoj varijabli P. Tada je 1 potformula B pozitivha u P pa je
po pretpostavci indukcije monotono rastuca u P. Trebamo dokazati da je i formula A
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monotono rastu¢a u P. Neka je 9t neki model 1 w neki svijet takav da M, w I A, te neka je
I neka relacija forsiranja za koju vrijede uvjeti iz definicije (3.1.2). Kako vrijedi i, w I
(OB) tada po definiciji relacije forsiranja postoji svijet v takav da je R(w,v) i 9, v I B.
Kako je formula B monotono rastuéa u propozicionalnoj varijabli P, slijedi M, v " B. Tada
po definiciji relacije forsiranja vrijedi M, w I OB j. M, w I A. Pogledajmo sada slucaj
kada je modalna formula A negativna u propozicionalnoj varijabli P. Tada je i potformula
B negativna u P pa je po pretpostavci indukcije monotono padajuéa u P. Trebamo dokazati
da je i formula A monotono padajuéa u P. Neka je 9t neki model i w neki svijet takav da
M, w I- A, te neka je I neka relacija forsiranja za koju vrijede uvjeti iz definicije (3.1.2).
Kako vrijedi M, w I (OB) tada po definiciji relacije forsiranja postoji svijet v takav da je
R(w,v) 1M, v I+ B. Kako je formula B monotono padajuca u propozicionalnoj varijabli P,
slijedi M, v " B. Tada po definiciji relacije forsiranja vrijedi M, w I+ GB . M, w IF A.

Pogledajmo sada slucaj kada je formula A jednaka (BV C). Neka je formula A pozitivna
u propozicionalnoj varijabli P. Tada se propozicionalna varijabla P pojavljuje u formuli A
samo pozitivno, pa se P pojavljuje samo pozitivno i u potformulama B 1 C. Dakle, formule
B 1 C su po pretpostavci indukcije monotono rastuce u P. Trebamo dokazati da je 1 formula
A monotono rastuéa u P. Neka je 9t neki model i w neki svijet takav da M, w - A, te
neka je I’ neka relacija forsiranja za koju vrijede uvjeti iz definicije (3.1.2)). Kako vrijedi
M, w I+ (B V C) tada po definiciji relacije forsiranja 0, w + B ili M, w I C. Kako su
formule B 1 C monotono rastuce u propozicionalnoj varijabli P, slijedi da je 9, w " B ili
N, w i C. Dakle, M, w - BV Ct. M, w I A. Pogledajmo sada slucaj kada je modalna
formula A negativna u propozicionalnoj varijabli P. Tada se propozicionalna varijabla P
pojavljuje u formuli A samo negativno, pa se P pojavljuje samo negativno i u potformulama
BiC. Dakle, formule B i C su po pretpostavci indukcije monotono padaju¢e u P. Trebamo
dokazati da je 1 formula A monotono padajuca u P. Neka je 9t neki model i w neki svijet
takav da 9t, w I A, te neka je I neka relacija forsiranja za koju vrijede uvjeti iz definicije
(3.1.2). Kako vrijedi M, w I+ (B V C) tada po definiciji relacije forsiranja M, w I B ili
M, w - C. Kako su formule B i C monotono padajuée u propozicionalnoj varijabli P,
slijedi da je M, w I+ Bili M, w " C. Dakle, M, w i+ BV C tj. M, w I+ A.

Neka je sada formula A jednaka (—B). Neka je formula A pozitivna u propozicionalnoj
varijabli P. Tada je oCito modalna formula B negativna u P, pa je po pretpostavci indukcije
formula B padaju¢a u P. Dokazimo da je formula A monotono rastuéa u P. Neka je
It neki model i w neki svijet takav da Mi,w I+ A, te neka je I+ neka relacija forsiranja
za koju vrijede uvjeti iz definicije (3.1.2). Kako vrijedi M, w I —B tada po definiciji
relacije forsiranja ne vrijedi M, w I+ B. No, tada ne vrijedi ni 9, w " B jer bi to bilo u
kontradikciji s padajuéom monotonoS¢u od B. Sada odmabh iz definicije relacije forsiranja
slijedi M, w " =B tj. M, w IF" A, §to smo i trebali dokazati. Pogledajmo sada slucaj kada je
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formula A negativna u propozicionalnoj varijabli P. Tada je modalna formula B pozitivha u
P, pa je po pretpostavci indukcije formula B monotono rastuca u propozicionalnoj varijabli
P. Dokazimo da je formula A monotono padajué¢a u P. Neka je i neki model i w neki
svijet takav da M, w I+ A, te neka je I+ neka relacija forsiranja za koju vrijede uvjeti
iz definicije (3.1.2). Kako vrijedi M, w + A tj. I, w  —B tada po definiciji relacije
forsiranja ne vrijedi 9, w I B. No, tada ne vrijedi ni 9, w I B jer bi to bilo u kontradikciji
s rastu¢om monotonoS$¢éu od B u propozicionalnoj varijabli P. Sada odmah iz definicije
relacije forsiranja slijedi M, w " =B tj. M, w " A. Dakle formula A je monotono padajucéa
u propozicionalnoj varijabli P.

O

Prethodna lema nam na osnovi sintaktickog zapisa formule daje semanticko svojstvo
koje ta formula zadovoljava. Monotoni rast, odnosno pad, formule je svojstvo koje za
sobom povla¢i mnoga druga svojstva. IskaZzimo jedno od njih koje ¢emo kasnije koristiti.

Lema 3.1.6. Neka je B formula logike prvog reda koja je monotono rastuca u relacij-
skom simbolu P, te neka su C i D neke formule logike prvog reda. Tada za svaku struk-
turu MM vrijedi: ako M E Vxi,...,x,(C(x1,...,x,) = D(xy,...,x,)) tada M E B(P :=
C(x1,...,x,)) = B(P := D(xy,...,X)).

Tvrdnju leme je lako dokazati indukcijom po sloZenosti formule B. Lemu (3.1.6) cemo
koristiti u dokazu iduce tvrdnje koja ima klju¢nu ulogu u Szalasovom algoritmu. Naime,
iduca lema nam pruza moguénost eliminacije varijabli drugog reda. No, prije samog iskaza
dajemo primjer koji moZe posluZziti kao motivacija za najavljenu lemu.

Primjer 3.1.7. PokaZimo kako za formulu logike drugog reda, koja ima odgovarajuci oblik,
moZemo pronaci njoj ekvivalentnu formulu u kojoj nema pojavljivanja jednog unarnog re-
lacijskog simbola. Oznacimo s R neki jednomjesni relacijski simbol. Zatim neka je formula
prvog reda B(x) = YxR(x) i A(x) = Q(x) formula prvog reda, gdje je Q neki jednomjesni
relacijski simbol. Nije tesko pokazati da je formula B(x) pozitivna u relacijskom simbolu
R. Pogledajmo formulu drugog reda AR( VYx[R(x) V A(x)] A B(R := —=R) ). Oznacimo sa
F formulu dobivenu zamjenom potformula A(x) i B(x) u prethodnoj formuli sa formulama
O(x) i YxR(x). Sada imamo

F =3dR(Vx[R(x) V Q(x)] A (Vx—=R(x)) ).

Neka je Mt struktrua drugog reda takva da Wt = F. Iz M = F posebno slijedi

M E Vx(R(x) V O(x)). No, iz E F imamo i M E Yx—R(x). Sada M |E Yx(R(x) V O(x))
i M = Vx-R(x) povlace M E YxQ(x). Obratno, Neka je M neka struktura prvog reda.
DokaZimo sada da I = VxQ(x) povlaci M E F. Iz M = VxQ(x) posebno slijedi

M E Vx(L V Q(x)) A T. Promotrimo sada M kao strukturu drugog reda u kojoj je unarna
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relacijska varijabla R interpretirana praznim skupom. Tada ocito vrijedi M | Vx R(x) <
L iM E Vx (-R(x)) & T. Iz prethodnog ocito slijedi MM | F.

Lema 3.1.8. Neka je P relacijski simbol te neka su A(xy, ..., x,) i B(P) formule logike pr-
vog reda. Neka je svako pojavljivanje od P u B pozitivno te neka se P ne pojavijuje u A.
Tada vrijedi:

1. Formula drugog reda
AP (Y1, % [P(x1 .0 %) V Ax, o x) | A B(P = =P)) 3.1)
je logicki ekvivalentna formuli
B(P := A(x1,...,X,)) (3.2)

gdje su varijable xi, ..., x, od A zamijenjene odgovarajucim termima od P, uz pre-
imenovanje vezanih varijabli kada god je to potrebno.

2. Formula drugog reda
AP (Yx1,.... X, [ =P, .., X)) V Ax1, . %) | A B(P)) (3.3)
je logicki ekvivalentna formuli
B(P = A(xy,...,x,)) (3.4)

gdje su varijable x,,...,x, od A zamijenjene odgovarajucim termima od P, uz pre-
imenovanje vezanih varijabli kada god je to potrebno.

Dokaz. Ako za neku formulu logike prvog ili drugog reda F postoji struktura 9t takva
da M E F, tada ¢emo u dokazu skraceno pisati da formula F “vrijedi”. Dokazimo sada
prvu tvrdnju. Prvo pokaZzimo da = (3.2). Po pretpostavci, P se u B pojavljuje samo
pozitivno pa iz leme slijedi da je B monotno rastuca u P. Pretpostavimo da vrijedi
(3.1)). Oznacimo valuaciju relacijske varijable P s P’. Sada vrijedi

Vx| P ) VAL x)| A B(P = P,
Standardnom reformulacijom logi¢kog veznika disjunkcije slijedi

V... ,x,,[—|P’(x1, X)) = A, ,x,,)] A B(P := -P).
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Kako je B monotono rastu¢a u P, tada primjenom leme (3.1.6) slijedi
|B(P := ~P) > B(P := A(x1,..., x,)| A B(P := =P").

Sada iz B(P := =P’)1 B(P := =P’) = B(P := A(xy,...,x,)) slijedi B(P := A(xy,...,X,))
¢ime je dokazana prva implikacija.

Pokazimo sada da (3.2) = (3.I). Neka je P = —A(xy,...,x,). Tada je formula (3.1)
ekvivalentna formuli

Vg, ... ,x,,[—|A(x1, LX) VA>,. . ,xn)] A B(P := ==A(xy, ..., X,)).

Kako je konjunkt Vxi,..., xn[ﬂA(xl, e X)) VA, ..., x,,)] ispunjiv za svaku strukturu,
te poSto je zamijenjeni P bio izvan dosega kvantifikatora Vx, ..., x, 1 poSto su varijable
X1,...,X, WA zamijenjene termima od P, posljednja je formula ekvivalentna sa

B(P :=A(xq,...,Xx,)).

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Pokazimo prvo da (3.3) = (3.4)). Ponovno se po pretpos-
tavci P u B pojavljuje samo pozitivno pa iz leme (3.1.5) slijedi da je B monotono rastu¢a u
P. Pretpostavimo da vrijedi (3.3)). Tada postoji valuacija relacijskog simbola P, koju ¢emo
oznaciti s P’, za koju vrijedi

VXX 2P (%) VAL x) | A BOP).

Standardnom reformulacijom logi¢kog veznika disjunkcije iz prethodne formule slijedi

Vi, .. .,xn[—u—'P/(xl, X)) = Alxy, . .,xn)] A B(P).

Kako je B monotono rastuéa u P, tada primjenom leme (3.1.6) na prethodnu formulu
slijedi

[B(P := ==P') = B(P = A(x,,. .. ,x,,))] A B(P).

Formula B(P := ——=P’) je logicki ekvivalentna formuli B(P := P’) koja je opet logicki
ekvivalentna formuli B(P’). Sada iz B(P’) i B(P") — B(P := A(xy,...,x,)) slijedi B(P :=
A(xy,...,X,)) Cime je prva implikacija druge tvrdnje dokazana.

Pokazimo sada da (3.4) = (3.3). Neka je P = A(xy,...,x,). Tada formula (3.3) poprima
oblik
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vy, ... ,xn[ﬂA(xl, LX) VAR, .., xn)] AB(P := A(x,. . ., x))).

Kako je konjunkt Vxi,... ,xn[ﬂA(xl, e X)) V A(xy, .. .,xn)] ispunjiv za svaku struk-
turu, te posto je zamijenjeni P bio izvan dosega kvantifikatora VYx,..., x, i poSto su va-
rijable xi,...,x, u A zamijenjene termima od P, posljednja je formula ekvivalentna sa
B(P := A(xy,...,Xx,)) ¢ime je i druga tvrdnja ove leme dokazana. O

Napomena 3.1.9. lako se u jeziku korespondencije drugog reda javljaju samo monadske
varijable, prethodna lema je iskazana u opcenitijem slucaju gdje mjesnost relacijske vari-
jable moZe biti i veca od 1. Razlog tome je da se pokaZe opcenitost algoritma. Takoder,
iako ¢emo mi promatrati samo osnovni modalni jezik, Szalasov algoritam se moZe lagano
prosiriti tako da prihvaca i polimodalne logike, viSemjesne modalne operatore,... Vise
detalja o potencijalnim proSirenjima Szalasovog algoritma moZe se pronaci u [[7)].

Prethodna lema nagovjeStava strategiju Szalasovog algoritma. Naime iz modalne for-
mule primjenom propozicije dolazimo do formule drugog reda koja je korespondent
na okvirima modalne formule. Potom za dobivenu formulu drugog reda moramo pronaci
njoj ekvivalentnu formulu drugog reda koja je u formi prikladnoj za primjenu prethodne
leme. Zatim primjenom prethodne leme dolazimo do formule koja je ekvivalentna kores-
pondentu drugog reda i u kojoj viSe nema pojavljivanja jedne monadske varijable. Time
je 1 ta nova formula korespondent na okvirima polazne modalne formule. Primijetimo
da ukoliko polazna modalna formula sadrzi viSe od jedne propozicionalne varijable tada
korespondent drugog reda dobiven primjenom propozicije takoder sadrzi vise od
jedne monadske varijable. Tada svakim ponavljanjem prethodnih koraka (svakim prola-
zom) dobivamo novog korespondenta na okvirima koji sadrZi jednu monadsku varijablu
manje nego prethodni korespondent dok kona¢no ne dobijemo korespondenta koji nema
niti jedno pojavljivanje monadskih varijabli i time je taj korespondent ujedno i korespon-
dent prvog reda na okvirima.

U radu algoritma pretpostavlja se postojanje sljedeéih procedura:

1. CNF(A) ...procedura koja prima formulu prvog reda A te vraca formulu prvog reda
koja je logicki ekvivalentna sa A te koja je u konjunktivnoj normalnoj formi i u
preneksnoj normalnoj formi (svi kvantifikatori se nalaze u prefiksu formule).

2. Skolemize(A) ...procedura koja prima formulu prvog reda A te za izlaz vraca for-
mulu drugog reda koja je dobivena skolemizacijom formule A.

3. Unskolemize(A) ...procedura koja prima formulu drugog reda A te za izlaz vraca
formulu prvog reda dobivenu eliminacijom Skolemovih funkcija iz formule A uve-
denih procedurom Skolemize()
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Za rad samog algoritma je bitno da procedura CNF() za izlaz vraca formulu koja je
logicki ekvivalentna formuli na ulazu, dok je za proceduru Skolemize() bitno da je izlazna
formula ispunjiva na proSirenjima struktura u kojima je ispunjiva ulazna formula. Proce-
dura Unskolemize() mora vratiti formulu koja je logicki ekvivalentna ulaznoj formuli. Za
procedure Skolemize() 1 Unskolemize() to nije tipicni zahtjev, no one to mogu zadovolja-
vati ako su na primjer bazirane na sljedecoj ekvivalenciji:

VX, oo, X AY Ay, .o X, Y, . .) © AV, o X A, e X Y = (X, ey X))y e e )e

Tada bi procedura Skolemize() mogla koristiti prethodnu ekvivalenciju za uvodenje eg-
zistencijalne kvantifikacije drugog reda umjesto egzistencijalne kvantifikacije prvog reda,
a procedura Unskolomize() bi mogla koristiti prethodnu ekvivalenciju kako bi eliminirala
kvantifikaciju drugog reda i zamijenila je kvantifikacijom prvog reda.

3.2 Opis rada algoritma

U ovoj tocki proSirujemo prethodni opis Szalasovog algoritma. Algoritam za ulaz prima
formulu osnovnog modalnog jezika A te funkciju translacije 7 koja preslikava formule
osnovnog modalnog jezika u formule jezika korespondencije prvog reda. Izlaz algoritma
je formula koja je korespondent prvog reda na okvirima formule A. Szalasov algoritam
ima 13 koraka. Sada ih redom navodimo:

Algoritam 3.2.1. (Szalasov algoritam)

1. korak. Na pocetku rada algoritma odmah primijenjujemo propoziciju (2.1.7) na
polaznu formulu A i time dobivamo formulu YPy, ..., P, T(A) koja je korespondent u L*
formule A gdje su P,,..., P, monadske varijable koje odgovaraju istoimenim propozici-
onalnim varijablama iz A. Kao Sto smo ve¢ najavili, u ostatku algoritma pokusavamo
redom "eliminirati” monadske varijable Py, ..., P;.

2. korak. Oznacimo sa B formulu ~(VPy,..., P, T(A)). Dok postoji barem jedna
kvantificirana monadska varijabla {P,, . .., P;} ponavljamo slijedece korake.

3. korak. Oznacimo s P neku kvantificiranu monadsku varijablu iz formule B.

4. korak. Primijenimo propoziciju (3.1.1112) na B tako da monadska varijabla oznacena
s P bude prva kvantificirana monadska varijabla. Sada je B u formi AP B’, gdje smo sa B’
oznacili potformulu formule B. Sada iz proizvoljnosti modalne formule A slijedi da je oblik
potformule B’ takoder proizvoljan no znamo da za svaku formulu postoji njoj ekvivalentna
Jormula koja je u konjunktivnoj normalnoj formi i u preneksnoj normalnoj formi.
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5. korak. Koristimo proceduru CNF() s ulazom B’ i izlaz oznacimo s C kako bi do-
bili formulu koja je logicki ekvivalentna formuli B’ i koja je u konjunktivnoj i preneksnoj
normalnoj formi. Tada iz logicke ekvivalencije formula B’ i C slijedi da je formula logike
drugog reda B logicki ekvivalentna formuli P C.

6. korak. Ako C pocinje s egzistencijalnim kvantifikatorom onda primjenom propo-
zicije ([3.1.1112) pomicemo egzistencijalno kvantificiranje monadskih varijabli u C ispred
egzistencijalne kvantifikacije monadske varijable oznacene s P. E]

7. korak. Ako se u svim konjunktima formule C u kojima se javlja monadska varijabla
oznacena s P ona javlja samo pozitivno ili samo negativno, onda oznacimo s F formulu
dobivenu iz C brisanjem svih konjunkta koji sadrZe monadsku varijablu oznacenu s P. Tada
jeformula AP; ..., P; F, gdje su P, ,...,P; € {Py,...P}, logicki ekvivalentna formuli B
te formula F ne sadrZi niti jedno pojavljivanje monadske varijable oznacene s P. EI Stoga
moZemo ukloniti AP iz prethodne formule i oznaciti sa B formulu AP; ,...,P; F, gdje su
Pj,....P; € {Py,... P} \ {P}). Ukoliko u formuli B ima joS kvantificiranih monadskih
varijabli vratimo se na 3. korak[)|

8. korak. Ako postoji konjunkt u formuli C koji sadrZi i pozitivno i negativno pojavlji-
vanje monadske varijable oznacene s P onda javljamo da algoritam nije uspio i stajemo s
izvrSavanjem algoritma.

9. korak. Ako uvjeti 7. i 8. koraka nisu zadovoljeni tada se u nekim konjunktima
formule C monadska varijabla oznacena s P javlja samo pozitivno, a u drugim konjunktima
se javlja samo negativno. Tada transformiramo formulu C u ekvivalentnu formulu koja ima
formu C A C, gdje potformula oznacena s C sadrZi samo pozitivna pojavljivanja monadske
varijable oznacene s P a potformula oznacena s C sadri samo negativna pojavljivanja
monadske varijable oznacene s P.

10. korakﬂ Ako proizvoljni konjunkt formule C sadrZi najvise jedno pojavljivanje mo-
nadske varijable oznacene s P onda koristenjem algoritma s ulazom C dobivamo

!'Sada kada imamo formulu C u konjunktivnoj i preneksnoj normalnoj formi, moZemo podeti iskoristavati
njen oblik.

ZRazlog zasto je prethodno definirana formula F logicki ekvivalenta formuli C ilustrirat éemo primjerom
@gakle ako se u svim konjunktima formule C u kojima se javlja varijabla oznacena s P ona javlja samo
pozitivno ili samo negativno, onda moZemo lagano eliminirati jednu monadsku varijablu.

#U ovom koraku algoritma koristiti éemo pomoéni algoritam kojeg ¢emo iznjeti kasnije. Algori-
tam @) smo izdvojili radi preglednosti.
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ekvivalentnu formulu koja je u formi Af, ... fiVz1...2, (P(21...2,) V D1) A D», gdje su
fi Skolemove funkcije te Dy i D, formule koje ne sadrZe pojavljivanja monadske varijable
oznacene s P. Ako proizvoljni konjunkt od C ne sadrZi najvise jedno pojavljivanje mo-
nadske varijable oznacene s P onda provjeravamo ako proizvoljni konjunkt od C sadrZi
najvise jedno pojavljivanje monadske varijable oznacene s P. Ako sadrZi onda koristenjem
algoritma analognog algoritmu s ulazom C dobivamo ekvivalentnu formulu koja
jeu formi Afy...fiVz1...2, (=P(zy...2,) V Dy) A Dy, gdje su fi,...,fite Dy i D, kao
prethodno. Ukoliko ni jedan ni drugi uvijet nisu zadovoljeni onda javljamo da algoritam
nije uspio.E]

11. korak. Primijenimo lemu ({3.1.8) na prethodnu formulu kako bi dobili formulu koja
vi§e nema pojavljivanja monadske varijable oznacene s P. te oznacimo formulu koju smo
dobili primjenom leme s E.

12. korak. Ukoliko smo prilikom primjene algoritma koristili skolemizaciju
onda se jos moramo rijesiti funkcijskih varijabli uvedenih prilikom skolemizacije. To cemo
uciniti pozivom procedure Unskolemize() s ulazom E.

13. korak. Oznacimo formulu koju procedura Unskolemize() vratila kao izlaz s F.
Ukoliko procedura Unskolemize(E) nije uspjela onda se ne moZemo rijesiti uvedenih funk-
cijskih varijabli pa javljamo da algoritam nije uspio i stajemo s daljnjim izvrsavanjem. No
ukoliko je procedura Unskolemize(E) uspjela, tada oznacimo s B formulu AP; ,...,P; F,
gdje su P, ..., P; € {Py,... Py}, te sada moZemo obrisati u formuli B kvantificiranje mo-
nadske varijable oznacene s P te sve druge kvantifikatore drugog reda koji se ne javljaju u
F. Time je jedan prolaz algoritma zavrsen.

Kao $to smo prethodno rekli, svakim prolazom algoritma dobivamo formulu koja je
logicki ekvivalentna polaznoj formuli te koja sadrzi jednu monadsku varijablu manje od
prethodne formule. Algoritam uspjesno staje kada formula oznacena s B viSe nema mo-
nadskih varijabli te kao izlaz algoritma vraCamo formulu —B.

[lustrirajmo sada 7. korak Szalasovog algoritma primjerom. Dokaz ispravnosti 7. ko-
raka moZe se pronaci u [7].

Primjer 3.2.2. Pogledajmo formulu

C = 3APYx,yAP; ((P(x) V P2(x)) A (P2(y) V P2(x)) A (P(y) V Pa(y)). 3.5)

SPrimijetimo da ukoliko prethodni korak uspije tada je formula B ekvivalentna formuli oblika 3f; ... f;
APVzy ...z20(P(z1 .. 20) VDDIA Dy ACTILAfy ... f1 AP [Vz1 ... 20(=P(z1 ... 20) V D1)] A [D2 A C].
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Tada za P = T slijedi
¥V, yAP, (T V Pa(x)) A (P2(y) V Po(x)) A (T V P2()). (3.6)

Formula (3.6) je logicki ekvivalentna s ¥x,yAP; (T A (Po(y) V Py(x)) A T) $to je opet
logicki ekvivalentno s ¥ x,yaAP, (P2(y) V Pa(x)). U drugom smjeru iz ([3.6) trivijalno slijedi
(3.3). Upravo provedeni dokaz logicke ekvivalencije formula bio je moguc zbog pozitivnog
pojavljivanja varijable P. Takoder, ukoliko je svaki nastup varijable P negativan, tada
moZemo provesti isto zakljucivanje samo koriste¢i —-P = T.

Kako bi u potpunosti opisali Szalasov algoritam jo§ nam preostaje opisati pomo¢ni
algoritam kojeg koristimo u 10. koraku.

Algoritam 3.2.3. Ulaz pomocnog algoritma je formula logike prvog reda C koja je u ko-
njunktivnoj normalnoj formi i koja sadrZi samo pozitivna pojavljivanja relacijskog simbola
P. Izlaz algoritma je formula logike drugog reda koja ima oblik f; ... fiVzi ...z,
(P(z1,...,20) V. D1) A D, gdje su fi,..., fi Skolemove funkcije a D, i D, formule koje ne
sadrZe pojavljivanje relacijskog simbola P.

1. korak. Ako formula C sadri egzistencijalne kvantifikatore onda pozivamo me-
todu Skolemize() sa ulazom C te izlaz metode oznacimo s E. Sada formula E ima oblik
Afi ... fiVxi .. x,(EL A - A Ey), gdje su fi, ..., f; Skolemove funkcije a Ey, ..., Ey ele-
mentarne disjunkcije.

2. korak. Oznacimo s D formuluNx, ... x,(E; A--- N E;) gdje su E; , ..., E; svi ko-
njunkti formule E u kojima se ne javlja relacijski simbol P. Obrisimo konjunkte E; , ... ,E
iz formule E.

Iq

3. korak. Pomaknimo sve univerzalne kvantifikatore u formuli E ispred svakog od
preostalih konjunkta koristeci propoziciju (3.1.1}7). Sada formula E ima oblik 3f; ... f;
(Vx1 .o Xp(Ej )N AYXy .o xn(ES), gdje suEj, ..., E; elementarne disjunkcije polazne
formule od kojih svaka sadrZi tocno jedno pojavljivanje relacijskog simbola P.

4. korak. Koristenjem propozicije (3.1.113) zamijenimo svaki konjunkt formule E
Jormulom Vxy...x,Vz1...2,(P(z1,...,2,) V F), gdje su zy, ..., z, novo uvedene varijable.

5. korak. Koristeci propoziciju 11i.12) i distributivnost disjunkcije prema ko-
njunkciji, iz formule E dolazimo do ekvivalentne formule oblika

Afi .o V21 2 PG ) VXL e X (1 A -+ A F)]
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6. korak. Kao rezultat algoritma vratimo formulu
Elf] ...f,Vzl ...,Zn[P(Z],...,Zn) VV.X] ....Xm(F] A A Fr)] /\Dz.

Iz opisa Szalasovog algoritma vidimo da na kraju svakog prolaza algoritma formula
oznacena s B sadrzi jednu monadsku varijablu manje nego Sto je imala formula oznacena s
B na pocetku prolaza algoritma. Kako modalna formula na ulazu algoritma ima konacano
mnogo propozicionalnih varijabli tada algoritam moZe imati samo konacno prolaza. Nije
teSko vidjeti da svaki prolaz algoritma dolazi do kraja ili staje, a time 1 cijeli algoritam
uvijek staje. Dalje, Szalasov algritam je ispravan u smislu da kada vrati formulu, ta for-
mula jest korespondent prvog reda na okvirima ulazne formule. No, vidimo da postoje
koraci algoritma (npr. 13. korak) u kojima algoritam staje i javlja da nije uspio pronaci
korespondenta prvog reda na okvirima za ulaznu formulu, ali nije ocito da li tada nuZno
korespondent prvog reda ne postoji. Odnosno nije o€ito je li Szalasov algoritam potpun.
Iz teorema (3.0.1)) slijedi da nije a dati cemo 1 modalne formule koje imaju korespondenta
prvog reda na okvirima a koje Szalasov algoritam ne uspije izraunati. Prvo iznosimo
pseudokod Szalasovog algoritma a potom ¢emo pokazati neke primjere rada.
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ulaz : funkcija translacije T koja prevodi modalne formule u formule logike

prvog reda i modalna formula A

izlaz: korespondent prvog reda na okvirima formule A ili odgovor da algoritam

nije uspio

1 neka su Py, ..., Py sve propozicionalne varijable koje se javljaju u formuli A;
2 H—VP,...,P. T(S);

3 B« -H,;

4 dok postoji kvantificirani P; u formuli B, P; € {P,, ..., P,} ponavljaj:

o L N A W

10
11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
21

22

23

P« P;
B« AP B’ ; // elemente {P;,...,P:}\ P tretiramo kao konstante
C « CNF(B);
B « 3P C;
ako C pocinje sa egzistencijalnim kvantifikatorom onda:
koristec¢i Propoziciju (12) pomakni ih ispred 3P
ako se u svim konjunktima od C u kojima se javlja relacijski simbol P, on
javlja samo pozitivno ili samo negativno onda:
F « formula dobivena iz C brisanjem svih konjunkta koji sadrze P;
odi na korak 31.
ako postoji konjunkt u C koji sadrZi i pozitivno i negativno pojavljivanje
relacijskog simbola P onda:
javi da algoritam nije uspio i stani
inace:
transformiraj C u ekvivalentnu formulu koja ima formu C A C gdje
potformula C ne sadrZi negativna pojavljivanja relacijskog simbola P a
C ne sadrZi pozitivna pojavljivanja relacijskog simbola P
ako proizvoljni konjunkt od C sadrZi najvise jedno pojavljivanje relacijskog
simbola P onda:
koristeéi algoritam sa ulazom C dobivamo ekvivalentnu formulu
kojajeuformi Af;... i Vz1...2, (P(z1...2,) V D) A Dy, gdje su f;
Skolemove funkcije te Dy, D, ne sadrZe pojavljivanja od P;
B« 3af,... iAP([Vz1...2.(P(z1,...,20) V D) A D2 A C));
inace ako proizvoljni konjunkt od C sadrzi najvise jedno pojavljivanje
relacijskog simbola P onda:
koriste¢i algoritam analogan algoritmu (3.2.3) sa ulazom C dobivamo
ekvivalentnu formulu koja je u formi f; ... f; Vz;...z,
(=P(z1...20) VD) A Dy, gdje su fi,..., fite Dy i D, kao i prije;
B« 3dfi... idP([Vzi...2,(=P(z1,...,22) V DD A [Dy A C));
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24 inace:

25 javi da algoritam nije uspio i stani

26 E < formula koja je dobivena primjenom Leme na B;

27 ako je skololemizacija bila potrebna za izvrsavanje linija 19 ili 22 onda:
28 F < Unskolemize(E);

29 ako procedura Unskolemize() nije uspjela onda:

30 javi da algoritam nije uspio i stani

31 B«3P,,....,P, F,gdijesuP;,...,P;, €{P,....,Px}\ P;
32 obri$i u B kvantifikator 4P (odnosno 3P;) te sve druge kvantifikatore drugog
reda koji se ne javljaju u F;

33 vrati =B ; // —B je korespondent prvog reda na okvirima

Sada ¢emo prikazati rad algoritma kroz nekoliko primjera. Napomenimo da ¢emo u sli-
jedecim primjerima koristiti neke dodatne optimizacije kao npr. kada pozitivna 1 negativna
pojavljivanja relacijskog simbola P budu razdvojena, neCemo transformirati cijelu formulu
u konjunktivnu normalnu formu ve¢ samo jedan dio formule. Dalje, kao $to smo prethodno
naveli, za funkciju translacije T koristiti ¢emo funkciju definiranu sa T(A) := VxS T,(A),
gdje je A neka modalna formula. Takoder, za ulaz algoritma ¢emo zapisati sve modalne
formule koriste¢i samo logi¢ke simbole V 1 —.

Primjer 3.2.4. Pogledajmo prvo modalnu formulu OP — P za koju smo pokazali da defi-
nira svojstvo refleksivnosti. Formula koju dajemo algoritmu na ulazu je tada -OP V P.

o translatirana formula: N PYx—-(Vy(—=R(x,y) V P(y))) V P(x).

e negirana formula: AxAP(Vy(—R(x,y) V P(y))) A =P(x). — primijetimo da je formula
vec u rastavljenom obliku te da moZemo primijeniti lemu (3.1.8)).

e P eliminaran: Ax—R(x, x).
e negirana formula: ¥ xR(x, x).

Dakle algoritam kao rezultat daje korespondenta prvog reda na okvirima kojega smo
prethodno i teorijski pronasli.

Primjer 3.2.5. Pogledajmo sada rad algoritma za modalnu formulu 0P — OOP. Formula
koju dajemo algoritmu na ulazu je tada —~0OP v OOP.

o translatirana formula: ¥ PYx—~(Ny(=R(x,y) V P(y))) V Vy(=R(x,y) V Yz(=R(y,2) V
P(2))).
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negirana formula: APAx(VYy(—=R(x,y) V P(y))) A Ay(R(x,y) A Az(R(y,z) A = P(2))) —
primijetimo da je formula vec u rastavljenom obliku.

transformirana formula: APAxVy[P(y)V —R(x, y)IA[Ay(R(x, y) AJzZ(R(y, 2) A= P(2)))]
— sada moZemo primijeniti lemu (3.1.8)).

P eliminiran: Ax3Ay(R(x,y) A Az(R(y,z) A =R(x, 2))).

negirana formula: ¥ xVy(=R(x,y)VVz(=R(y, 2)VR(x, 2))) — Szalasov algoritam ovdje
staje no vracena formula se moZe jos pojednostaviti.

pojednostavljena formula: Yx¥yVz (R(x,y) — (R(y,2) — R(x,2)))) — Sto je formula
prvog reda koja definira tranzitivnost.

Primjer 3.2.6. Pogledajmo sada rad algoritma na primjeru modalne formule koja ima
dvije propozicionalne varijable. Formula koju dajemo algoritmu na ulazu je =0O(P V Q) V
(aP v oQ).

translatirana formula: N PY QVx-(Yy(=R(x,y)V(P(y)V O()))V(VYz(=R(x,2)V P(2))V
Yv(=R(x,v) V O(v)))).

negirana formula: APAQAx(Vy(—=R(x,y) V P(y) V QO)A(Jz(R(x,z) A =P(2))AIv
(R(x,v) A =Q()))).

rastavljena formula s obzirom na Q: dx3z3qv APAQVYY[Q(y) V (=R(x,y) V P(y))] A
[R(x,2) A =P(2) A R(x,v) A =O(V)].

Q eliminiran: Ax3dz3v AP(R(x,z) A =P(2) A R(x,v) A (=R(x,v) V P(v))).

rastavljena formula s obzirom na P: Axdz3v AP[P(v) V =R(x,v)] A R(x,z) A = P(2) A
R(x,v) A =P(v) — sada koristimo propoziciju 13).

transformirana formula: Ax3z3v APYu[P(u)V (u # vV —R(x, u))] A[R(x, 2) A= P(2) A
R(x,v)] — sada moZemo primijeniti lemu (3.1.8)).

P eliminitran: Ax3z3v [R(x,2) A (2 # vV =R(x,2)) A R(x,V)].

negirana formula: ¥VxVz¥Vv [-R(x,2) V (z = v A R(x,2)) V =R(x,v)] — Szalasov
algoritam ovdje staje no vracena formula se moZe jos pojednostaviti.

pojednostavljena formula: YxVzVv (R(x,z) A R(x,v)) — (z = v A R(x, 2)) odnosno
VaxVzV¥v ((R(x,z2) A R(x,v)) = z = .
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Kao $to smo rekli Szalasov algoritam nije potpun. Primjer formule za koji Szalasov
algoritam ne uspije pronaéi korespondenta prvog reda na okvirima je (OP — OOP) A
(O0P — <©OP). Modalna formula OOP — <OP poznata je pod imenom McKinseyev
aksiom te je za nju dokazano da opcenito nema korespondenta prvog reda na okvirima,
no dokazano je da ima korespondenta prvog reda na tranzitivnim okvirima Sto se moze
pronaci u [1].



Poglavlje 4
Zakljucak

Problem pronalaZenja korespondenta prvog reda na okvirima modalne formule je i dalje
predmet intezivnog istraZivanja. Znacaj Szalasovog algoritma lezi u Cinjenici da je on
drugi objavljeni algoritam za prolaZenje korespondenta. Prvi objavljeni algoritam na tu
temu bio je SCAN algoritam. Veliki nedostatak tog algoritma bilo je to Sto SCAN algori-
tam ne staje uvijek. Nakon Szalasovog algoritma objavljen je DLS algoritam za nalazenje
korespondenta prvog reda na okvirima. No DLS algoritam ima sli¢ne nedostatke kao 1
Szalasov. Najveci nedostatak Szalasovog i DLS algoritma je koriStenje skolemizacije. Pri-
likom koriStenja skolemizacije u algoritmu uvode se nove kvantifikacije drugog reda koje
se potom moraju eliminirati primjenom procedure Unskolemize(). Opéenito je problem od-
skolemizacijeﬂ neodluciv te se pokazalo da je upravo taj korak najkriti¢niji i glavni razlog
kada algoritam ne uspije pronaci korespondenta prvog reda. Godine 2006. W. Conradie,
V. Goranko 1 D. Vakarelov izdaju svoj prvi Clanak [3] iz serije od Cetiri ¢lanka o novom
algoritmu SQEMA. Algoritam SQEMA nadilazi prethodne algoritme time Sto izbjegava
koriStenje skolemizacije a time i potrebu za odskolemiziranjem. Naime, SQEMA algo-
ritam radi transformacije direktno nad modalnim formulama umjesto nad translatiranim
formulama. Po teoremu (3.0.1) znamo da ne moZe postojati algoritam koji je potpun na
klasi svih formula osnovnog modalnog jezika. No, znamo da postoje podklase formula
(kao npr. Sahlqgvistova) za koju je moguce imati potpun algoritam. U idu¢im ¢lancima
[4] 1 [S], W. Conradie, V. Goranko i D. Vakarelov proSiruju SQEMA algoritam tako da
on bude potpun na klasi sloZenih induktivnih formula, $to je puno Sira klasa i od sloZenih
Sahlqgvistovih formula.

!Odskolemizacija je proces eliminacije Skolemovih funkcija uvedenih skolemizacijom.
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Sazetak

Glavna tema ovog rada je Szalasov algoritma koji za danu modalnu formulu pronalazi nje-
nog korespondenta prvog reda na okvirima. U prvom poglavlju rada promatramo osnovni
modalni jezik, Kripkeovu semantiku te iznosimo potrebne definicije i pojmove logike pr-
vog i drugog reda. Potom se bavimo temom korespondencije formula osnovnog modalnog
jezika 1 formula logike prvog i drugog reda. Uz to promatramo i funkciju standardne tran-
slacije za formule osnovnog modalnog jezika. U treCem poglavlju detaljno promatramo
Szalasov algoritam. Teorijski ga analiziramo, opisujemo po koracima, iznosimo pseudo-
kod algoritma kao i neke primjere rada.



Summary

The main topic of this Master thesis is Szalas’ algorithm which for a given modal formula,
finds its first-order correspondent. In the first chapter of the thesis, we look at the basic
modal language, Kripke semantics, and present the necessary definitions and concepts of
first and second-order logic. We then address the topic of correspondence between basic
modal formulas and first or second-order formulas. We also look at the standard translation
function for basic modal formulas. In the third section, we look at the Szalas’ algorithm in
detail. We analyze it theoretically, describe it step by step, present the pseudocode of the
algorithm and present some examples.
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