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Uvod

Algebarska geometrija je grana matematike Cija je glavna zadada opisivanje
rjeSenja sustava polinomijalnih jednadzbi. Skupove rjesenja polinomijalnih jed-
nadzbi u viSe varijabli zanimljivo je promatrati kao geometrijske objekte. Upravo
je ideja algebraizacije (svakom geometrijskom objektu pridruZen je odredeni pr-
sten polinomijalnih funkcija ¢ija svojstva odrazavaju geometrijsku strukturu tog
objekta) bila glavna ideja ove grane matematike koja se pocela znaCajnije razvi-
jati u devetnaestom stoljeCu. Nakon proucavanja algebarske geometrije u afi-
nom prostoru slijedi proSirenje na projektivni prostor odnosno proucavanje pro-
jektivno algebarske geometrije. Cilj ovog diplomskog rada je upravo proSiriti
afini prostor do projektivnog, definirati projektivne mnogostrukosti, promotriti
odredena svojstva algebarskih skupova u projektivnom prostoru te napraviti po-
veznicu s afinim prostorom.

U prvom dijelu ovog rada napravljen je kratki pregled pojmova (vezanih za
afini prostor) koji ¢e nam biti potrebni u nastavku. Iznosimo definicije polja,
polinoma, afinog prostora, afine mnogostrukosti i ideala te znacajne teoreme,
propozicije, korolare i leme vezane uz navedene pojmove. U drugom dijelu pro-
matramo projektivnu ravninu odnosno projektivni prostor. Nakon promatranja
i definiranja projektivne ravnine, projektivnog pravca i homogenih koordinata
toCke projektivne ravnine prelazimo na projektivni prostor. Definiramo projek-
tivni prostor, homogene polinome, proSirujemo definiciju afine mnogostrukosti
na projektivni prostor (projektvina mnogostrukost) te se osvréemo na poveznicu
afinog 1 projektivnog prostora.



Poglavlje 1

Preliminarni rezultati

U ovom poglavlju osvrnut ¢emo se na afini prostor i napraviti pregled najvaznijih
pojmova vezanih za afini prostor, a koji ¢e nam biti od velikog znacaja u nastavku
rada obzirom da je cilj ovog rada prouciti algebarske skupove u projektivnom
prostoru.

1.1 Polja

Najprije je potrebno osvrnuti se na polja i precizno iskazati definiciju. Intuitivno
nam je jasno da je polje skup na kojemu su definirane Cetiri osnovne operacije
(zbrajanje, oduzimanje, mnoZenje i dijeljenje) sa standardnim svojstvima. No,
za preciznu definiciju polja potrebno je prisjetiti se definicija grupe i prstena.

Definicija 1.1.1. Neka je R neprazan skup i neka je o binarna operacija na R.
Uredeni par (R, o) je grupa ako vrijedi

1. (asocijativnost) (Va,b,c € R) (aob)oc=ao(boc)
2. (neutralni element) (dle € R)(Va € R) eoca=aoe=a
3. (inverzni element) (Va € R)(Ab € R) aob=boa=c.

Ako uz navedena tri svojstva vrijedi 1 komutativnost (Va,b € R) aob =boa)
onda kazemo da je grupa komutativna ili Abelova.

Definicija 1.1.2. Neka je R neprazan skup i neka su definirane binarne ope-
racije zbrajanja (+) i mnozenja (-) na R. Uredena trojka (R, +, -) je prsten ako
vrijedi

1. (R, +) je komutativna grupa s neutralnim elementom 0 = Og
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2. (R,-) je polugrupa, to jest mnoZenje je asocijativno
3. vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju to jest
x-(y+z)=x-y+x-z
(x+y)-z=x-z+y-z
Vx,y,z € R.

Element 0 = Og u grupi (R, +) naziva se nula prstena R. Ako postoji je-
dini¢ni element (krace jedinica), 1 = 1; € R takav da je

l-x=x-1=x

Vx € R, onda kaZemo da je R prsten s jedinicom. Prsten R je komutativan
prsten ako vrijedi

X-y=y-x

Vx,y € R. Inace kazemo da je prsten nekomutativan.
Nakon $to smo definirali grupu 1 prsten sada moZemo definirati i polje.

Definicija 1.1.3. Neka je R neprazan skup te neka su definrane binarne ope-
racije zbrajanja i mnoZenja na R. Uredena trojka (R, +, -) je polje ako vrijedi

1. (R,+) je Abelova grupa
2. (R\ {0},-) je Abelova grupa
3. vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju.

Osnovni primjeri polja su polje realnih brojeva R 1 polje komplenskih brojeva
C. U skupu cijelih brojeva Z operacija dijeljenja ne zadovoljava potrebna svoj-
stva tako da polje cijelih brojeva zapravo ne postoji. Polja su zaista vrlo vaZzna
posebnice u linearnoj algebri. Najcesce se koriste polja realnih i kompleksnih
brojeva te polje racionalnih brojeva. Mnoge teoreme i propozicije moguce je
primijeniti i na opce polje F.

1.2 Polinomi
Nakon $to smo definirali polje sada moZemo definirati polinome. Naravno, nas

¢e zanimati definicija polinoma u viSe varijabli. Najprije definiramo monom pa
zatim polinom.
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Definicija 1.2.1. Monom u xy, ..., x, je produkt oblika

Xn

aq @
XX, X,

u kojem su svi eksponenti aj, ..., @, nenegativni cijeli brojevi. Stupanj ovog

monoma je suma @p + ... + @,,.

Oznaku za monome mozemo pojednostavniti na sljedeci nacin. Neka je @ =
(a4, ..., @,) n-torka nenegativnih cijelih brojeva. Tada definiramo

p

a_ al.az---
Xt =xx, x,".

Zaa =(0,...,0)je x* = 1. Za stupanj monoma x* koristimo oznaku |c|.

Definicija 1.2.2. Polinom f u xi, ..., x, s koeficijentima u F je kona¢na linearna
kombinacija (s koeficijentima u F) monoma. Polinom f zapisujemo u formi

f= Za(,x", a, €F
[0

gdje sumiramo konacan broj n-torki @ = (aj,...,@,). Skup svih polinoma u
X1, ..., X, 8 koeficijentima iz F oznaCavamo s F[xy, ..., x,].

Osvrnimo se i1 na terminologiju vezanu uz polinome.

Definicija 1.2.3. Neka je f = ), a,x polinom u F[xy, ..., x,,].
1. a, zovemo koeficijent monoma x*
2. ako je a, # 0 tada a,x* zovemo €lan od f

3. stupanj od f, u oznaci deg(f), je najveci |a| takav da je koeficijent a,
razlicit od nule dok stupanj nul-polinoma ne definiramo
Primjerice, polinom f = 5x*y’z + 1x*y° — 2z ima tri ¢lana i stupnja je osam.
Primijetimo da su dva ¢lana s maksimalnim stupnjem sto je nemoguce kod poli-
noma u jednoj varijabli. Izdvojimo 1 nekoliko svojstava vezanih za polinome:
1. suma dva polinom je polinom
2. produkt dva polinom je polinom

3. kazemo da polinom f dijeli polinom g ako vrijedi g = fh, pri Cemu je
he F[Xl, . )Cn]

4. uz definirane operacije zbrajanja i mnozenja F[x, ..., x,,] je komutativan
prsten s jedinicom.
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1.3 Afini prostor

Nakon $to smo definirali polja i polinome dolazimo do definicije afinog prostora.

Definicija 1.3.1. Neka je F proizvoljno polje i n neki prirodni broj. Tada skup
F'={(ay,...,a,) : a, ..., a, € F}

nazivamo n-dimenzionalni afini prostor nad poljem F.

Primjerice, ako uzmemo da je F = R tada imamo poznati prostor R”. Op¢eni-
to, F! = F naziva se afina linija, a F* afina ravnina. Sada ¢emo promotriti kako
su polinomi povezani s afinim prostorom. Klju¢na ideja koju ovdje koristimo je
da polinom f = ), a,x* € F[xy, ..., x,,] daje funkciju

f:F'">F

definiranu tako da za dani (ay, ..., a,) € F" supstituiramo svaki x; s a;,i = 1,...,nu
izrazu za f. Svi koeficijenti leZe u F pa ova operacija daje element f(ay, ...,a,) €
F. Promatranje polinoma kao funkcije omoguc¢ava nam da poveZemo algebru i
geometriju. Ova dualna priroda polinoma ima neke, mozemo reci, neocekivane
posljedice. Primjerice, ako se pitamo je li f = 0 to moZe znaciti da se pitamo

1. je li f nul-polinom odnosno jesu li svi ¢lanovi a, jednaki nula ili

2. je li f nul-funkcija odnosno vrijedi li f(ay,...,a,) = 0 za sve (ay,...,a,) €
F".

Takoder je iznenadujuce Sto tvrdnje da je polinom nul-funkcija i da je po-
linom nul-polinom nisu ekvivalente. Kako bismo to pokazali promotrit ¢emo
polje koje se sastoji od samo dva elementa, a to su 0 i 1. To je najmanje polje
koje oznacavamo s F, te u njemu vrijedi 1 + 1 = 0. Promotrimo sada polinom
x> —x = x(x — 1) € F>[x]. Vrijednost tog polinoma je nula upravo u to¢kama
01 1, Sto znaci da smo pronasli polinom razli¢it od nul-polinoma koji daje nul-
funkciju u afinom prostoru F. Opéenito, dokle god je F beskonacan, neée biti

problema Sto se ti¢e dualne prirode polinoma. Izdvojimo sljedeci teorem.

Teorem 1.3.2. Neka je F beskonacno polje i neka je f € F[xy,...,x,]. Tada
je f = 0uF[xy, ..., x,] ako 1 samo ako je f : F* — F nul-funkcija.
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Primijetimo da u iskazu teorema 1.3.2. tvrdnja da je f = O u F[xy, ..., x,]
znaci da je f nul-polinom odnosno da je svaki koeficijent od f jednak nula.
Zbog toga koristimo isti simbol 0 da bismo oznacili nul-element od F i nul-
polinom u F[xy, ..., x,] no iz konteksta e biti jasno radi li se o nul-polinomu ili
nul-elementu. Posljedica je da su dva polinoma jednaka to¢no onda kada daju
istu funkciju u afinom prostoru §to je navedeno u sljedecem korolaru.

Korolar 1.3.3. Neka je F beskonacno polje i neka su f, g € F[xy, ..., x,,]. Tada je
f =guF[xy,..,x,] akoisamo akosu f : F* —» Fig:F" — Fiste funkcije.

Posebno svojstvo polinoma nad poljem kompleksnih brojeva C nalazimo u os-
novnom teoremu algebre.

Teorem 1.3.4.(Osnovni teorem algebre) Svaki polinom f € C[x] stupnja veéeg
ili jednakog 1 ima rjeSenje u skupu kompleksnih brojeva.

Vrijedi izdvojiti joS jednu definiciju.

Definicija 1.3.5. Polje F je algebarski zatvoreno ako svaki polinom f € F[x]

stupnja veceg ili jednakog 1 ima rjesenje u F.

Dakle, R nije algebarski zatvoreno polje dok C jest.

1.4 Afine mnogostrukosti

Definicija 1.4.1. Neka je F polje te neka su fi, ..., f; polinomi u F[x, ..., x,].
Definiramo

V(fi,.... fy) = (a1, ...,a,) € F" : filay,....,a,) =0Vi=1,..,s}.

V(fi, ..., fy) nazivamo afina mnogostrukost definirana polinomima fi, ..., f;.

Prema tome, afina mnogostrukost V = V(fi, ..., f;) € F" je skup svih rjeSenja
sustava jednadzbi

Fi(x1, e, X)) = oo = fi(X1, e, X)) = 0.

Afine mnogostrukosti najéesce se oznacavaju slovima V 1 W. Spomenut ¢emo
razne primjere od kojih su neki poznatiji, a neki manje poznati. Zapocnimo s
poznatijim primjerima:

1. uravnini R? afina mnogostrukost V(x? + y? — 1) to jest kruZnica radijusa 1
sa srediStem u ishodiStu
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2. konusni presjeci (kruznice, elipse, parabole 1 hiperbole) su afine mnogos-
trukosti kao i grafovi polinomnih funkcija (graf od y = f(x) je V(y— f(x)))
i grafovi racionalnih funkcija (primjerice graf od y = ’ﬁT‘l je mnogostru-
kost V(xy — x> + 1)

3. uprostoru R* afina mnogostrukost je dana rotacijskim paraboloidom V(z—
x* — y?) koji se dobije rotacijom parabole z = x> oko z osi

Sada ¢emo navesti primjere mnogostrukosti viSih dimenzija. Poznati primjer
dolazi iz linearne algebre. Naime, fiksirajmo polje F i promotrimo sustav m
linearnih jednadZbi s n nepoznanica xi, ..., x,, s koeficijentima u F:

apxy + ...+ apx, = b

A1 X1 + oo + Ay X, = by,

Rjesenja ovih jednadzbi tvore afinu mnogostrukost u F" koju zovemo line-
arna mnogostrukost. Dakle, pravci i ravnine su linearne mnogostrukosti. Napo-
menimo da su metode za pronalazenje svih rjeSenja ovakvog sustava jednadzbi
poznate kao Gaussove eliminacije. Ako je V neprazan tada je dimenzija od
V jednaka n — r pri Cemu je r rang matrice (a;;). MozZemo reci da je dimenzija
odredena brojem nezavisnih jednadzbi. Afine mnogostrukosti mogu biti i prazan
skup. Primjerice, kada je F = R vrijedi da je V(x*> + y*> + 1) = 0 bududi da jed-
nad’ba x* + y* = —1 nema rjeSenja u skupu realnih brojeva. Jo§ jedan zanimljiv
primjer je V(xy, xy — 1) jer neovisno nad kojim smo poljem dani x i y ne mogu
zadovoljavati istovremeno jednadzbe xy = 0 i xy = 1 pa je to takoder prazan
skup. Afine mnogostrukosti imaju vazno svojstvo koje je iskazano u sljedecoj
lemi.

Lema 1.4.2. Ako su VW C F" afine mnogostrukosti onda sutoi VU W i
VNnw.

Ova lema iskazuje da su konacni presjeci 1 unije afinih mnogostrukosti ponovno
afine mnogostrukosti. Kao primjer moZemo pogledati uniju xy ravnine i z osi u
trodimenzionalnom afinom prostoru. Prema lemi vrijedi

V(2) U V(x,y) = V(zx, zy).

Primjere afinih mnogostrukosti koje smo naveli mogu nas dovesti do zanimljivih
pitanja. Ako pretpostavimo da vrijedi fi, ..., fy € F[xy, ..., x,] pitamo se:
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1. (konzistentnost) mozZemo li odrediti je li V(fi, ..., f;) # 0 odnosno imaju li
jednadzbe f; = ... = f; = 0 zajednicko rjeSenje

2. (ograni¢enost) mozemo li odrediti je 1i V(fi, ..., f;) konacan te ako jest,
mozemo li eksplicitno pronaci sva rjesenja

3. (dimenzija) moZemo li odrediti dimenziju od V(fi, ..., f;).

Odgovor na sva ova pitanja je potvrdan pri ¢emu moramo oprezno odabrati polje
F.

1.5 Ideali

Ostaje nam jo$ osvrnuti se na ideale, prikazati njihovo prirodno pojavljivanje te
ih povezati s afinim mnogostrukostima.

Definicija 1.5.1. Podskup I € F[xy, ..., x,] je ideal ako vrijedi
1.0el
2. akosu f,gelondajei f+gel
3. ako feliheF[xy,..,x,Jondahf € l.

Ideali su vrlo korisni iz razloga $§to nam daju algebarski jezik za raCunanje s afi-
nim mnogostrukostima. Prvi pravi primjer ideala je ideal generiran konacnim
brojem polinoma.

Definicija 1.5.2. Neka su fi, ..., f; polinomi u F[xy, ..., x,,]. Definiramo

(fisens fi) = {Z hif; < b, oo by € FLxy, ...,xn]}.
i=1

Lema 1.5.3. Akosu fi, ..., f; € F[xy, ..., x,] ondaje (fi, ..., f;) ideal od F[xy, ..., x,].
(f1 ..., fy) naziva se ideal generiran polinomima fi, ..., f;.

Definicija 1.5.4. Za dani I = (fi, ..., f;) € F[xy, ..., x,,] prvi eliminacijski ideal
je ideal od F[x, ..., x,] definiran s

I, = INF[xy,..., x,].
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Ideal (fi, ..., f;) ima interpretaciju u terminima polinomijalnih jednadzbi. Za
dane fi, ..., f; € F[xy, ..., x,,] dobijemo sustav jednadzZbi

fi=0

£, =0.

Iz ovih jednadzbi mogu se izvesti ostale. Primjerice, ako pomnoZimo prvu jed-
nadzbu s hy € F[xy, ..., x,] drugu s h, € F[xy, ..., x,] 1 tako dalje redom do zadnje
koju pomnozimo s h; € F[xy, ..., x,] dobijemo

h1f1 + /’lzfz + ...+ hsfs =0

Sto je posljedica pocetnog sustava. Primijetimo da je lijeva stana ove jednadzbe
element ideala (fi, ..., f;). Dakle, mozemo promatrati (fi, ..., f;) kao skup svih
polinomijalnih posljedica jednadzbi f; = f, = ... = f; = 0. Kako bi uvidjeli
prakti¢nu primjenu pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 1.5.5. Promotrimo sljedeci parametarski prikaz
x=1+t¢

y:1+t2.

Eliminacijom ¢ dobivamo
y=x>+2x+2.

Ponovimo postupak koriste¢i gornje ideje. ZapiSimo jednadzbe ovako:
x=1-1t=0

y—1-£=0. (1)

Kako bismo se rijesili ¢, pomnoZimo prvu jednadzbu s x — 1 + ¢, adrugu s —1:
(x-17-£=0

—y+1+£=0

pa nakon toga zbrojimo dobivene jednadzbe i dobivamo

x=1)?—y+1=x>-2x+2-y=0.
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U terminima ideala generiranog jednadzbama iz (1) moZemo pisati
K =2x4+2-y=(x-1+Dx-1-0D+Dy-1-)ex-1-t,y—1-7).

VaZno je napomenuti da bilo koja polinomijalna posljedica od (1) daje element
ovog ideala.

Kazemo da je ideal I konacno generiran ako postoje fi, ...f; € F[xy, ..., x,] takvi
da je
I = <f19 ~-~7fs>

te za fi, ..., fy kazemo da su baza od I. Napomenimo da dani ideal moZe imati i
viSe razlicitih baza.

Teorem 1.5.6. (Hilbertov teorem o bazi) Neka je I C F[xy,..., x,] ideal. Tada
postoje fi, ..., fs € I takvi da vrijedi

I= <f1’ EAE) fY)

to jest svaki ideal je konacno generiran.

Sljedeca propozicija pokazuje kako mnogostrukost ovisi samo o idealu gene-
riranom definiranim jednadZbama.

Propozicija 1.5.7. Ako su fi,..., f; 1 g1,..., g baze istog ideala u F[xy, ..., x,]
takve da vrijedi (fi, ..., fy) = (g1, ..., & tada je

V(fis e o) = V(81,00 81)-

Kao primjer promotrimo mnogostrukost
V@2x* +3y* — 11, x* —y* = 3).
Lako je pokazati da vrijedi
QX +3y" =11, —y* =3) = —4,y" - 1)
tako da prema navedenoj propoziciji vrijedi
VX +3y° =11, x> =y =3) = V(x* = 4,y* = 1) = {(£2, +])}.

Dakle, promjena baze ideala olakSava proces odredivanja mnogostrukosti.
Moguénost promjene baze bez utjecaja na mnogostrukosti je vrlo vazna jer nas
to navodi na razmatranje da su afine mnogostrukosti odredene idealima, a ne
jednadzbama.



Poglavlje 2
Algebarski skupovi

U ovom poglavlju promotrit ¢emo projektivnu ravninu nad poljem realnih bro-
jeva. Definirat ¢emo homogene koordinate i projektivni pravac te konstrukciju
projektivne ravnine generalizirati na n-dimenzionalni prostor. Zatim ¢emo u tom
(projektivnom) prostoru promotriti algebarske skupove.

2.1 Projektivna ravnina

Kako bi definirali projektivnu ravninu najprije trebamo promotriti pravce u rav-
nini R2. PoloZaj dvaju pravaca u R? moZe biti:

1. pravci se sijeku
2. pravci su paralelni
3. pravci se podudaraju

pri ¢emu slucaj kada se pravci podudaraju moZzemo smatrati kao posebnu situ-
aciju paralelnih pravaca. Primjetimo sada da dva pravca uvijek imaju sjeciSte
osim u slu¢aju kada su paralelni. No, ako zamislimo da se Cak 1 paralelni pravci
sijeku u nekoj beskonac¢no dalekoj tocki tada zapravo dobivamo tvrdnju da se
svaka dva pravca u ravnini R? sijeku i to u jednoj tocki. Ogito je da tada pos-
toje razlic¢ite beskonacno daleke tocke, ovisno o smjeru pravaca, Sto prikazuje i
sljedeca slika.

11
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sijeku se u beskonacéno dalekoj tocki

¥ ¥ J
X
\
"X
sijeku se u drugoj beskonaéno
dalekoj tocki

Znamo da za pravac p u ravnini R? postoji beskonatno mnogo pravaca koji su
paralelni s tim pravcem. Stoga definiramo relaciju ekvivalencije za pravce u
ravnini:

p1 ~ p2 ako py || pa.

Tada klasa ekvivalencije [p] postoji za sve pravce paralelne zadanom pravcu p.
Prema tome uvodimo jednu beskonacno daleku toc¢ku za svaku klasu ekvivalen-
cija [p]. Na temelju ove rasprave iznosimo privremenu definiciju projektivne
ravnine.

Definicija 2.1.1. Projektivna ravnina nad poljem R, u oznaci P*(R), je skup

P2(R) = R? U {jedna beskonacno daleka tocka za svaku klasu ekvivalencija
paralelnih pravaca}.

Primijetimo da bi bilo korisno uvesti posebnu oznaku za beskonacno daleku
tocku iz prethodne definicije. Stoga uvodimo oznaku [p]. za zajednicku be-
skonacno daleku toc¢ku svih pravaca paralelnih pravcu p. Skup

P =pUple CPAR)

nazivamo projektivni pravac, koji odgovara pravcu p.

Vazno je napomenuti da se dva projektivna pravca uvijek sijeku u jednoj
tocki. Ako nisu paraleni sijeku se u jednoj tocki ravnine R?, a ako su paralelni
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sijeku se u zajednickoj beskonacno dalekoj toc¢ki. Promatrajuéi pravac u rav-
nini moZzemo pomisliti kako postoje dvije beskonacno daleke tocke tog pravca,
ovisno o orijentaciji po kojoj se kre¢emo duz pravca. No, ako bi postojale dvije
takve tocke onda bi paralelni pravci imali dvije tocke presjeka Sto je ujedno raz-
log zaSto Zelimo imati samo jednu beskona¢no daleku toCku. Primjerice, ako
parametriziramo pravac y = x kao (x,y) = (z,t) tada beskonacno dalekoj tocki
tog pravca mozemo pristupiti koriste¢i t — oo ili t — —oo.

Sljede¢om slikom prikazat ¢emo kako se uobicajeno vizualiziraju beskona¢no
daleke tocke.

tocka nestajanja tocka nestajanja

b J

4— horizont

Dakle, zamislimo na$ planet Zemlju kao zastavu 1 zamislimo dvije ceste koje
se protezu beskonacno daleko u razl¢itim smjerovima. Za svaku cestu posebno,
mozemo reci da se dvije strane ceste (koje su paralene, iako se Cini da konvergi-
raju) susrecu u istoj tocki na horizontu. Ta se tocka u teoriji perspektiva naziva
tocka nestajanja. Stovise, svaki pravac paralelan jednoj od navedenih cesti su-
srece se s tom cestom u njenoj tocki nestajanja Sto pokazuje da tocka nestajanja
prikazuje odnosno prezentira beskonacno daleku tocku tih pravaca. Na isti na¢in
dolazimo do bilo koje to¢ke na horizontu pa moZemo reci da horizont na slici
prikazuje beskonacno daleke tocke. Primijetimo da horizont ne sadrZi sve be-
skonacno daleke tocke jer nedostaje beskonacno daleka tocka pravaca paralelnih
horizontu.

Ova slika otkriva jo§ jedno zanimljivo svojstvo projektivne ravnine: be-
skonacno daleke tocke ¢ine poseban projektivni pravac kojeg nazivamo beskona-
¢no daleki pravac. Slijedi da P?(R) sadrZi projektivni pravac p = p U [ple, pri
¢emu je p pravac u R?, zajedno s beskonaéno dalekim pravcem. VaZno je napo-
menuti da dva razli¢ita projektivna pravca u P?(R) odreduju jedinstvenu tocku te
da dvije razlic¢ite to¢ke u P>(R) odreduju jedinstven projektivni pravac.
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Kao primjer kako se beskona¢no daleke tocke mogu pojaviti u drugom kon-

tekstu moZemo navesti hiperbolu. Znamo da je jednadZba jedini¢ne hiperbole

-y =1

Parametrizacijom dobivamo

_1+7 2t

R - A

Kada je r # +1 ocito je da ovom parametrizacijom dobivamo sve tocke hiperbole
osim tocke (-1, 0). Promotrimo sada slucaj kada je r = +1.

Ako stavimo t — 17 tada se tocka hiperbole (x,y) pribliZava asimptoti hiper-
bole y = x u prvom kvadrantu. Ako stavimo t — 17 tada se toc¢ka hiperbole
(x,y) priblizava asimptoti hiperbole y = x u treCem kvadrantu. Dakle, mozemo
zakljuciti da slucaj kada je r = 1 zapravo simbolizira beskona¢no daleku to¢ku
asimptote hiperbole y = x. Analognim postupkom za t = —1 dobivamo da taj
slu¢aj odgovara beskonacno dalekoj tocki asimptote hiperbole y = —x.

Problem koji susreCemo u projektivnoj ravnini je nejedinstven nacin odredi-
vanja to¢aka. Tocke u ravnini R? odredene su svojim koordinatama dok su be-
skonacno daleke tocke odredene pravcima. U svrhu rjeSavanja tog problema
uvodimo homogene koordinate u P>(R). No, za uvodenje homogenih koordinata
trebamo novu definiciju projektivne ravnine odnosno prostora. Najprije defini-
ramo relaciju za to¢ke u R? \ {0} (pri ¢emu je O = (0, 0, 0)):

(x1,¥1,21) ~ (X2, ¥2,22)
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ako postoji realan broj A # 0 takav da vrijedi

(1, y1,21) = Ax2, 2, 22).
Propozicija 2.1.2. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu R? \ {O}.
Dokaz. PokaZimo da je ~ relacija ekvivalencije na skupu R? \ {O}. Prisjetimo se

da je ~ relacija ekvivalencije na skupu S ako vrijedi refleksivnost, simetri¢nost i
tranzitivnost. Pokazimo redom da vrijede ta tri svojstva.

1. Refleksivnost: (x1,y1,21) ~ (x1,y1,21) za sve (x1,y1,21) € R\ {0}, §to
znaci da trebamo pronaci realan broj A # 0 takav da vrijedi

(-xhyla Zl) = /l(xl,YI,Zl),

ato vrijedi za A = 1 te je dokazano svojstvo refleksivnosti.

2. Simetri¢nost: (x1,y1,21) ~ (X2,¥2,22) povlaCi (x2,y2,22) ~ (x1,y1,21), za
sve (X1, y1,21), (X2, ¥2, 22) € R*\{0}. To znadi da uz pretpostavku da postoji
realan broj 4, # 0 takav da je

(x1,¥1,21) = 4i(x2,¥2, 22),

trebamo pronaci realan broj 4, # 0 takav da vrijedi

(x2,¥2,22) = (X1, Y1, 21)-

Stavljajuci 4, = % dobivamo odgovarajuéi A, te je dokazano svojstvo
simetri¢nosti.

3. Tranzitivnost: (x1,y1,21) ~ (X2,¥2,22) 1 (X2,¥2,22) ~ (x3,3,23) povlaci

(X1, ¥1,21) ~ (X3,¥3,23), za sve (x1,y1,21), (X2, Y2, 22), (%3, ¥3,23) € R?\ {O}.
To znaci da uz pretpostavku da postoje realni brojevi 4; # 0, 4, # 0 takvi
da

(xl,yl,Zl) = /ll(xz,YZ, 22)

(x2,¥2,22) = A2(x3,¥3,23),

trebamo pronadi realan broj A3 # 0 takav da je
(X1, y1.21) = A3(x3,¥3,23).
Primijetimo da je
(x1,y1,21) = A1(x2, Y2, 22) = A1 d2(X3, 3, 23)

pa stavljajuci A3 = A; 4, dobivamo odgovarajuéi A3 te je svojstvo tranzitiv-
nosti dokazano.
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Nakon definiranja relacije za totke u R3 \ {O} potrebno je izdvojiti i definiciju
kvocijentnog skupa. Dakle, skup X/. = {[x] : x € X} naziva se kvocijentni skup
skupa X obzirom na relaciju ~, pri ¢emu je [x] klasa ekvivalencije odredena ele-
mentom x. Sada moZemo preoblikovati definiciju projektivne ravnine.

Definicija 2.1.3. P2(R) je kvocijentni skup skupa R? \ {O} obzirom na relaciju
~. Sastoji se od klasa ekvivalencija koje oznacavamo (x : y : z) definiranih kao

{(X,y,2); AeR\{0}, (X,y.,Z)=(Ax, Ay, A2)}.

Mozemo zapisati
PXR) = (R’ \ {O})/".

(x : y : z) su homogene koordinate tocke projektivne ravnine, a (x,y,z) je
predstavnik te klase ekvivalencija.

Ako pogledamo dvije navedene definicije projektivne ravnine, uoavamo da
nije odmah jasno da se radi o istom objektu. Dakle, sada se trebamo uvjeriti
da je zaista tako. Homogene koordinate razlikuju se od uobic¢ajenih koordinata
toCaka po tome S$to nisu jedinstvene. Primjerice (1,1,1), (2,2,2), (m,m,7) i
(V2, V2, V2) predstavljaju istu to¢ku u projektivnom prostoru. Kako bi objas-
nili kako se zapravo koriste homogene koordinate potrebno je definirati pojam
projektivnog pravca.

Definicija 2.1.4. Neka su A, B i C realni brojevi razliciti od 0. Tada skup

{p € P2(R) : (x,V,7) predstavnik homogenih koordinata od p i
Ax+ By + Cz = 0}

nazivamo projektivni pravac u P*(R).

Vazno je napomenuti da ako predstavnik homogenih koordinata (x,y, z) tocke
p € P*(R) zadovoljava jednadzbu Ax + By + Cz = 0 tada tu jednadzbu zado-
voljavaju homogene kordinate to¢ke p. To vrijedi jer ostale mogu biti zapisane

kao
Ax,y,2) = (Ax, Ay, A7)

pa je
A-Ax+B-Aly+C-Az=A(Ax+ By +Cz) =0.

Kako bi povezali dvije definicije projektivne ravnine koristit ¢emo preslikavanje

R? = P*(R) (1)



POGLAVLIJE 2. ALGEBARSKI SKUPOVI 17

definirano tako da se tocka (x, y) € R? preslika u tocku p € P%(R) ¢iji je predstav-
nik homogenih koordinata (x,y, 1). Ovo preslikavanje ima svojstva koja ¢emo
iskazati u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.1.5. Preslikavanje (1) je bijektivno i komplement od slike tog presli-
kavanja je projektivni pravac H,, koji definiramo kao z = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da se (x,y) i (x',y’) preslikavaju u istu to¢ku p € P?(R).
Tada su (x,y, 1)1 (x’,y’, 1) predstavnici homogenih koordinata od p pa vrijedi

(x,y, 1) =A(x,y', 1)

za neki realan broj 4 # 0. Prema trecoj koordinati slijedi da je 4 = 1 pa dobi-
vamo (x,y) = (x’,y"). Pretpostavimo sada da su (x : y : z) homogene koordinate
tocke p € P2(R). Ako je z = 0 tada je p na projektivnom pravcu H,,. Akojez # 0
tada mnoZenjem s i dobivamo (f : f : 1) Sto pokazuje da p pripada slici pres-
likavanja (1). Dakle, za svaku toCku p C¢ije su homogene koordinate (x : y : z)
takve da je z # O vrijedi da je u slici od preslikavanja (1). Zaklju¢ujemo da je
slika preslikavanja razdvojena od H,,. Dakle, dokazali smo ovaj teorem.

Projektivni pravac H,, prozvat ¢emo beskonacno daleki pravac. Uobicajeno
je da se ravnina R? poistovjeéuje sa svojom slikom u P?(R) (iako to nije bas
sasvim precizno) pa projektivnu ravninu mozZemo napisati kao uniju

P>(R) = R* U H..

Ostaje nam joS pokazati da se H,, zapravo sadrzi od beskonac¢no dalekih
to¢aka. Kako bi to pokazali moramo promotriti kako su povezani pravci u R?
(koje ujedno nazivamo i afini pravci) s projektivnim pravcima. Pri tome ¢e nam
pomodi sljedeca tablica.

afini pravac projektivni pravac beskonacno daleka tocka
p.y=mx+b — p.y=mx+bz — (1,m,0)
p.x=c — p.x=cz — (0,1,0)

Najprije promotrimo afini pravac p...y = mx + b. Kod preslikavanja (1) tocka
(x,y) na pravcu p preslikava se u tocki (x : y : 1) projektivnog pravca p...y =
mx + bz. Tako p moZemo smatrati kao podskup od p. Prema teoremu 2.1.5.
ostale tocke pravca p dobivamo presjekom p sa z = 0. No, njihov presjek je
y = mx tako da rjeSenja piSemo u obliku (x, mx,0). x # O jer homogene koor-
dinate ne mogu biti sve istovremeno jednake nula te dijeljenjem s x dobivamo
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(1,m,0), a to je zapravo jedinstvena tocka presjeka p N H.. Sada ¢emo ana-
logno postupiti za vertikalni afini pravac x = ¢. Dakle, trazimo presjek x = cz i
z = 0. RjeSenja mozemo zapisati u obliku (0, y, 0) odnosno dijeljenjem s y # 0
dobivamo jedinstveno rjesenje (0, 1, 0).

Dakle, tablica pokazuje da se dva pravca u ravnini R? sijeku odnosno do-
diruju u beskonacno dalekoj tocki ako i samo ako su paralelni. Za pravce koji
nisu vertikalni beskonac¢no daleka tocka odreduje i njihov nagib, a za vertikalne
pravce je drugacija beskonacno daleka tocka. Sada mozemo reci da H,, sadrzi
jedinstvenu beskonacno daleku toCku za svaku klasu ekvivalencija paralelnih
pravaca. Stoga P>(R) = R? U H,, pokazuje da obje definicije projektivne ravnine
odreduju isti objekt.

Tocke u projektivnoj ravnini moZemo promatrati i na drugaciji na¢in odnosno
pristupiti im viSe geometrijski. Neka su (x : y : z) homogene koordinate tocke
p € P2(R) (dakle (x,y, z) je predstavnik homogenih koordinata dok ostale nala-
zimo u obliku A(x, y, z) zaneki A € R\ {O}). Presudno je zapaziti da sve te tocke
leZe na istom pravcu kroz ishodiste u R? §to prikazuje i sljedeca slika.

Ax,y,z)

(x,v.2) -

X t

pravac kroz ishodiite

Prisjetimo se da se u definiciji 2.1.3. zahtijeva uvjet (x,y,z) # (0,0,0) Sto
nam osigurava postojanje pravca u R, Vrijedi i obrnuto, odaberemo li proizvo-
ljan pravac p kroz ishodiste u R? i neku to¢ku (x, y, z) koja pripada p \ {O} do-
bivamo homogene koodrinate jedinstvene totke projektivne ravnine P?(R) (sve
ostale tocke pravca p \ {O} nalazimo u obliku A(x,y, z)). Dakle, moZzemo re¢i
da je (x : y : z) zapravo pravac kroz ishosiste u R? bez ishodita. Projektivnu



POGLAVLIJE 2. ALGEBARSKI SKUPOVI 19

ravninu moZemo zamisliti kao skup pravaca kroz ishodiste u R? i zapisati da
vrijedi

P2(R) = {pravci kroz ishodiste u R3}.

Nakon ove konstatacije Cini se kako bi moglo biti teSko razmiSljati o tockama
projektivne ravnine P*(R) kao o pravcima u R? no postoji zanimljiv na¢in kako
to intuitivno objasniti. Trebamo prouciti kako trodimenzionalni objekt prikazati
na dvodimenzionalnoj povrSini (npr. papiru ili platnu). Zamislimo pravce, od-
nosno zrake koje povezuju nase oko i tocke na odabranom trodimenzionalnom
objektu. Zatim radimo prikaz sukladno tome gdje zrake presjecaju papir kao Sto
je prikazano 1 na slici.

platno, papir
objekt ¥

_____

Vrlo je vazno naglasiti da svaka zraka to¢no jednom presjeca papir. Tako
dobivamo vezu izmedu zraka i tocaka na papiru.

Sada ¢emo papir i oko iz kojeg se promatra objekt smjestiti u R? kako bi
mogli lakSe opisati zapazanja. Oko postavljamo u ishodiSte, a papir postavljamo
kao ravninu z = 1 kao §to i prikazuje slika.
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=~ A~ ravnina z=1

/ + Raite
pravac

Zrake koje povezuju oko i objekt koji promatramo su zapravo polupravci
s poc¢etnom tockom u oku (odnosno ishodiStu) pa ¢emo umjesto zraka proma-
trati pravce kroz ishodiSte. Kao $to moZemo vidjeti na slici svaka tocka ravnine
z = 1 odreduje jedinstven pravac kroz ishodiSte Sto nam dopusSta promatranje
tocke ravnine kao pravca kroz ishodiste u R*. Primijetimo da tocka (x, y) u rav-
nini odreduje tocku (x,y, 1) na nasem papiru koji prikazuje ravninu z = 1 pa je
odgovarajuci pravac kroz ishodiSte zapravo tocka p € P?(R) ¢ije su homogene
koordinate (x : y : 1) stoga moZemo reci da je to preslikavanje zapravo identi¢no
preslikavanju R? — P?(R) iz teorema 2.1.5.

U mnogim situacijama korisno je promatrati projektivnu ravninu P?(R) na
oba nacina: algebarski (u terminu homogenih koordinata) i geometrijski (u ter-
minu pravaca kroz ishodiste).

Homogene koordinate moZemo iskoristiti kako bi detaljnije proucili beskona-
¢no daleki pravac. Polazimo iz sljedeceg zapazanja. Pretpostavimo da smo oda-
brali toc¢ku Cije su koordinate (x,y). Homogene koordinate te tocke sadrze x,y 1
z koordinatu no moZemo reci da zapravo z koordinata niSta posebno ne mijenja.
§t0vi§te, ako Zelimo moZemo postaviti koordinate x i z kao polazne, a y kao do-
datnu koordinatu. To moZe biti vrlo korisno. Promotrimo pravce p;...y = x + % i

p2...y =X — % u xy-ravnini prikazane na slici.
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Ta dva pravca su paralelna, dakle sijeku se u beskonacnosti no slika ne prika-
zuje njihovo sjeciSte. Kako bi prikazali te pravce u beskonacnosti promotrimo
projektivne pravce

_ 1
Pry = X+ 52
_ 1
pi...y=x+ EZ.

Postavimo sada koordinate x i z kao poc€etne. Tako smo zapravo odredili presli-
kavanje xz-ravnine R? u projektivnu ravninu P?(R) kao (x,z) — (x, 1,z). Prema
teoremu 2.1.5. ovo preslikavanje je bijektivno i xz-ravninu moZemo nadopuniti
do projektivne ravnine P?(R) stavljajuéi y = 1. Ako to primijenimo na jednadZbe
projektivnih pravaca p; 1 p, dobivamo

pl.z=-"2x+2

Dy =2x—2.

Tako smo dobili sljedecu sliku u xz-ravnini.
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z=0

Na prikazanoj slici os apscisa je definirana kao z = 0 Sto je zapravo beskonacno
daleki pravac definiran u teoremu 2.1.5. Primijetimo da se p} 1 p) sijeku kada
je z = 0 Sto odgovara Cinjenici da se p; i p, sijeku u beskonacnosti. Ova nam
slika prikazuje kako se dva pravca ponasaju kada pristupe beskona¢no dalekom
pravcu. Zanimljivo je ovu sliku usporediti sa slikom prikazanom ranije u ovom
poglavlju koja prikazuje horizont i tocke nestajanja te primijetiti da horizont
predstavlja beskonacno daleki pravac.

Zanimljivo je takoder primijetiti da pojam udaljenosti u Euklidskom prostoru
nema znacajnu ulogu u projektivnom prostoru. Primjerice, udaljenost pravaca
p1 1 py u xy-ravnini je konstantna dok se pravci p| i p, medusobno sve vise
priblizavaju u xz-ravnini. Dakle, geometrija projektivne ravnine P?(R) znatno se
razlikuje od Euklidske geometrije.

2.2 Projektivni prostor P"

Konstrukciju projektivne ravnine danu u definiciji 2.1.3. moZemo generalizirati
na projektivni prostor dimenzije n nad poljem F. Prije nego Sto definiramo pro-
jektivni prostor potrebno je definirati relaciju za tocke u F**! \ {O} (pri ¢emu je
0 =(0,...,0)):

(X0 wevs X)) ~ (X0s vves Xn)
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ako postoji 4 € F, A # 0 takav da vrijedi
(X0 ees X)) = A(XQy 2eny X))

Dokazimo sada da je relacija ~ relacija ekvivalencije.
Propozicija 2.2.1 Relacija ~ je relacija ekvivalencije u F**! \ {{O}.
Dokaz. PokaZimo da vrijede svojstva refleksivnosti, simetri¢nosti i tranzitiv-

nosti.

1. Refleksivnost: (xg, ..., x;,) ~ (X, ..., X,) za sve (X, ..., X;,) € F1\ {0}, §to
znaci da trebamo pronaci A4 € F, A # 0 takav da vrijedi

(-xz)’ L] x;l) = /1()(:0, seey xn),
ato vrijedi za A = 1 te je dokazano svojstvo refleksivnosti.

2. Simetri¢nost: (xy, ..., X;,) ~ (Xo, ..., X,) povlaCi (xo, ..., X,) ~ (x{, ..., X;,), za
SvVe (X, ..rs X)), (X0, ooy Xp) € F*!'\ {0}. To znaci da uz pretpostavku da
postoji 4; € F, A; # 0 takav da je

(X5 s X7) = A1(X05 -.es X),
trebamo pronaci A, € F, A, # 0 takav da vrijedi
(X0s +evs X)) = A2(XGyy cvey X))

Stavljajuci 4, = A‘—l dobivamo odgovarajuéi A, te je dokazano svojstvo
simetri¢nosti.

3. Tranzitivnost: (xj, ..., x;) ~ (X, ..., Xz) 1 (X0, o0y Xp) ~ (X7, ..., X;,) povlaci
(XG5 ees X)) ~ (X5 s X5 28 SVE (X(p5 2oy X)), (X0 wees X)), (XG5 00 X)) € Py
{O}. To znaci da uz pretpostavku da postoje A1, 4, € F, 4, A, # 0 takvi da

(K woes X,) = A1 (s s X2)

(X0, +ves Xn) = A2(XG 5 ooy X)),

trebamo pronaci A3 € F, A3 # 0 takav da je
(X wos X)) = A3(X7 5 ooy X))
Primijetimo da je
(X0 cees X7) = A (XQy ey X)) = (XG5 s X))

pa stavljajuci A3 = A; 4, dobivamo odgovarajuéi A3 te je svojstvo tranzitiv-
nosti dokazano.
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Sada moZemo definirati projektivni prostor P, odnosno poopciti definiciju 2.1.3.

Definicija 2.2.2. Projektivni prostor P"(F) nad poljem F je kvocijentni skup
skupa F"*! \ {O} obzirom na relaciju ~. Sastoji se od klasa ekvivalencija koje
oznacavamo (xy : ... : x,) definiranih kao

{(xGs oes X)) A€ FAN{O}, (X}, ..y X)) = (AX0, ...y AXp)}

Mozemo zapisati
P'(F) = (F™'\ {0))/".

(xo : ... 1 x,) suhomogene koordinate tocke projektivnog prostora, a (xo, ..., X,)
je predstavnik te klase ekvivalencija.

Znamo da homogene koordinate nisu jedinstvene pa moZemo kao i u P?(R)
navesti primjer za P*(F). Uzmimo P*(C). Tada (0, V2,0, 1)1(0,2i,0, - \/i) pred-
stavljaju istu tocku jer je (0,2i,0,— V2) = V2i(0, V2,0, i). Projektivnom pros-
toru, kao Sto smo i projektivnoj ravnini, moZemo pristupiti viSe geometrijski
odnosno da ga zamislimo kao skup pravaca koji prolaze kroz ishodiste u F**!,
Tada vrijedi

P"(F) = {pravci kroz ishodiSte u F**!}. (1)

Dakle, projektivna ravnina sadrzi afinu ravninu R?, odnosno afina ravnina R? je
podskup projektivne ravnine dok je afini prostor F” podskup prokjektivnog pros-
tora P"(FF).

Teorem 2.2.3 Neka je
Uy = {(xo, ..., x,) € P"(F) : x9 £ 0}.

Tada je preslikavanje f : F" — U, c P"(F) definirano kao

f(al’ '--’an) = (1,01, eeey an)»

pri ¢emu je (ay,...,a,) € F',a(l : a; : ... : a,) homogene koordinate tocke iz
P"(F), bijektivno.

Dokaz. Obzirom da je prva koordinata preslikavanja f razli¢ita od nule, do-
bivamo preslikavanje f : F' — U,. Sada moZemo definirati i preslikavanje
f~': Uy — F" na sljedeéi nacin. Neka je p = (xo, ..., X,) € Uy. Kako je x # 0,
smijemo mnoZiti sa skalarom A = x—lo pa dobivamo homogene koordinate tocke

p= (1 S ;C—O) Dakle, vrijedi f~'(p) = (i—(‘), x—) Sto je zapravo element

X0 > X
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skupa F". Preslikavanje ! je inverzno preslikavanju f pa je stoga dokaz ovog
teorema dovrSen.

Prema definiciji skupa U, mozemo primijetiti da vrijedi da je P*(F) = Uy U H,
pri cemu je
H=peP'F) :p=>U:x0:...:x). (2)

Ako skup U, poistovjetimo s afinim prostorom F*, onda moZemo o skupu H
razmiSljati kao o hiperravnini u beskonacnosti. 1z definicije skupa H mozemo
vidjeti da postoji bijekcija izmedu skupa H i skupa koji sadrzi sve uredene n-
torke (x; : ... : x,), gdje dvije uredene n-torke predstavljaju istu tocku skupa
H ako je jedna nastala mnoZenjem druge skalarom razli¢itim od nule (pri ¢emu
samo zanemarimo prvu koordinatu tocke iz skupa H). Drugim rijeCima, skup
H moZemo poistovjetiti sa projektivnim prostorom manje dimenzije P"~!(F).
Dakle, moZemo zapisati

P'F) =F UP"(F). (3)

Pogledajmo sada geometrijsku interpretaciju H = P"~!(F). Primijetimo da
tocku p € P !(F) mozemo zamisliti kao pravac ¢ u F" koji prolazi kroz is-
hodiSte. Stoga tocka p u (3) zapravo predstavlja smjer svih pravaca u F" koji su
paralelni s g Sto nam omogucuje da tocku p smatramo kao beskonac¢no daleku
tocku. Time dolazimo do intuitivnog poimanja definicije projektivnog prostora.

Osvrnimo se sada na projektivni pravac P!(F). Znamo da se P°(F) sastoji od
jedne tocke (Sto slijedi iz definicije 2.2.2.). UvrStavanjem n = 1 u (3) dobivamo

P'(F) = F' UP(F) = F U {0},

pri ¢emu co predstavlja tu jednu tocku P(F). Ako promatramo tocke iz P! (F) kao
pravce kroz ishodiste u F? (prema (1)) tada iz P'(F) = F' UPY(F) = FU{co} slijedi
da su ti pravci odredeni svojim nagibom (pri ¢emu je nagib vertikalnog pravca
jednak o0). U slu€aju da se nalazimo u polju kompleksnih brojeva C uobicajeno
se

P'(C) = CU {eo)

naziva Riemannova sfera. Napomenimo da pored U postoje mnogobrojna pres-
likavanja F* u P"(F) (pomocu kojih smo takoder mogli dokazati teorem 2.2.3.)
pa tako dolazimo do leme koja obuhvaca sva ta preslikavanja odnosno generali-
zira teorem 2.2.3.

Lema 2.2.4. Neka je
U; = {(x, ..., x,) € P"(F) : x; # 0}
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pri ¢emu je i = 0, ...n. Tada vrijedi
1. postoji bijekcija izmedu svakog U; i F"
2. komplement od P*(F) \ U; moZemo poistovijetiti s P~ (F)

3. P'(F) = U™, U..

Nakon Sto smo kratko promotrili projektivni prostor dolazimo do mnogostru-
kosti. Cilj je proSiriti definiciju mnogostrukosti u afinom prostoru na projektivni
prostor. Stoga promatramo mnogostrukost V(f) za polinom f € F[xy, ..., x,].
Ve¢ u jednostavnim primjerima vidimo da treba pripaziti kada se nalazimo u
projektivnom prostoru. Primjerice, u P?(F) moZemo konstruirati V(x; — x%).
Odaberimo sada to¢ku p € P?(F) &iji je predstavnik homogenih koordinata
(x0, X1, X2) = (1,4,2). Vidimo da koordinate tocke p zadovoljavaju jednadZbu
x; — x3 = 0 §to zapravo i traZimo. No, znamo da homogene koordinate toc¢ke
p nisu jedinstvene pa dolazimo do problema ako odlu¢imo za predstavnika ho-
mogenih koordinata to¢ke p uzeti primjerice 2(1,4,2) = (2,8,4) jer bi u tom
slucaju vrijedilo

x1—x=8-4"=-8%0.
Dakle, homogene koordinate iste tocke mogu dati razlicite rezultate. Kako bi
izbjegli takve probleme, u projektivnhom prostoru koristit ¢emo homogene poli-
nome. Slijedi definicija homogenih polinoma.

Definicija 2.2.5. Polinom f € F[xy,..., x,] je homogen stupnja k ako mu je
svaki monom stupnja k.

Pogledajmo neke primjere homogenih polinoma:
1. polinom f = x; + x; + x3 je homogen stupnja 1
2. polinom g = x;x, + x5 + x1x3 je homogen stupnja 2
3. polinom / = y;y,y3 + y; je homogen stupnja 5
4. nul-polinom je homogen svakog stupnja.
Ako je f homogeni polinom potpunog stupnja k tada svaki njegov ¢lan mozemo

zapisati u obliku

(YO .« .. an
cx, x,",

pri ¢emu je ag + ... + @, = k. Dakle, lako vidimo da vrijedi

F(Axg, ..., Ax,) = A f(xo, ..., x,), YA €F.
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Naime, ako svaki ¢lan homogenog polinoma f(x, ..., x,) moZemo zapisati kao

cxg‘) -+ xy,", vrijedi i da svaki ¢lan od f(Ax, ..., Ax,) moZemo zapisati u obliku

c(Aag)® - - - (Aan)™

Sto je jednako

aot.tay 00 oy _ ka0 |«
A "ca, a," = Aca, a,”.

Sada je potrebno zbrojiti sve ¢lanove polinoma f(Axy, ..., Ax,) ¢ime se dobiva
jednakost f(Axo, ..., Ax,) = A f(x0, ..., X,).

Primijetimo da polinom f = x; — x3 nije homogen i to je razlog zbog kojeg
smo dobili razlicite rezultate. Kod homogenih polinoma to nece biti slucaj.

Teorem 2.2.6. Neka je f € F[x, ..., x,] homogeni polinom. Ako je vrijednost
polinoma f jednaka nula za nekog predstavnika homogenih koordinata tocke
p € P" tada je jednaka nula i za homogene koordinate te tocke p. Posebno,
V(f) ={p € P"(F) : f(p) = 0} je dobro definiran podskup projektivnog prostora
P"(F).

Dokaz. Neka su (ay, ..., a,) 1 (day, ..., Aa,) dva predstavnika homogenih koordi-
nata toc¢ke p € P"(F) te pretpostavimo da je f(ao, ..., a,) = 0. Ako je f homogeni
polinom potpunog stupnja k tada svaki njegov ¢lan moZemo zapisati u obliku

(yo o« ..
CcX,

n
n o

X

pri ¢emu je @y + ... + @, = k. Kada napravimo supstituciju x; = Aa;,i = 0,...n
dobivamo

c(Aapg)™ - - - (Aa,)™ = /lkcag" ceeagn.

Sumirajuci po ¢lanovima od f dobivamo zajednicki faktor te slijedi
f(ay, ..., Aa,) = A f(aq, ...,a,) = 0.
Time je dokaz ovog teorema dovrSen.

Primijetimo da iako je polinom f homognen, jednadZba f = a nema smisla
u projektivnom prostoru P"(F) dok je O # a € F. Jednadzba f = 0 je posebno
vazna jer je zbog toga dobro definiran podskup u P"(F). Napomenimo da takoder
postoje i podskupovi od P"(F) koji su definirani sustavom homogenih polinoma
(zanimljivi su homogeni polinomi razliCitih potpunih stupnjeva). Sada ¢emo de-
finirati projektivhu mnogostrukost.
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Definicija 2.2.7. Neka je F polje te neka su fi, ..., f; homogeni polinomi. Defi-
niramo

V(fi,.... fy) = {(ao, ...,a,) € P"(F) : fiap,...,a,) =0Vi=1,..,s}.

V(fi, ..., fy) nazivamo projektivha mnogostrukost definirana polinomima fi, ..., f;.
Primjerice, u P"(F) bilo koji homogeni polinom stupnja 1
I(x0, ..., X,) = CoXg + ... + CpXp

definira projektivnu mnogostrukost V(/) koju nazivamo hiperravnina. Jedan pri-
mjer koji smo ve€ vidjeli je hiperravnina u beskonacnosti, definirana s H =
V(xp). Kada je n = 2 tada V(/) nazivamo projektivni pravac ili jednostavnije
pravac u P(F). Sli¢no, kada je n = 3 hiperravninu nazivamo ravninom u P3(F).
Mnogostrukosti definirane pomocu jednog ili viSe linearnih polinoma (homoge-
nih polinoma stupnja 1) nazivaju se linearne mnogostrukosti u P*(F). Primjerice,
V(x1, x,) € P3(F) je linearna mnogostrukost koja je zapravo projektivni pravac u
P3(F).

Projektivne mnogostrukosti V(f) definirane jednom homogenom jednadzbom
skupno se nazivaju hiperpovrSine. Pojedinacne hiperpovrSine su klasificirane
prema stupnju definirane jednadzbe. Prema tome, ako je f stupnja 2 u F[xy, ..., X,]
onda se uobi¢ajeno V() naziva kvadratna hiperpovrSina. Primjerice, V(—xj +
x? + x3) € P3(R) je kvadratna hiperpovriina. Sli¢no, hiperpovriine definirane
jednadzbama stupnja 3 nazivaju se kubne hiperpovrsine.

Sada ¢emo se osvrnuti na vezu izmedu afine i projektivne mnogostrukosti.
Kao sto smo vidjeli u lemi 2.2.4. podskupovi U; C P"(F) su zapravo preslike F".
Stoga se moZemo pitati kako se afine mnogostrukosti u U; = F" odnose prema
projektivnim mnogostrukostima u P"(F). Najprije, ako uzmemo projektivnu
mnogostrukost V i presjeCemo ju sa nekim od U; pitamo se dobivamo li opet
projektivnu mnogostrukost. Odgovor na to pitanje je potvrdan te se jednadZbe
mnogostrukosti V N U; mogu odrediti procesom koji se naziva dehomogeniza-
cija. Prikazat ¢emo to razmatranjem V N U,. Iz dokaza teorema 2.2.3. znamo da
ako je p € U, tada p ima homogene koordinate u obliku (1 : x; : ... : x,). Ako
f € Flxo, ..., x,] definira jednu jednadZbu mnogostrukosti V tada je vrijednost
polinoma

g(xyy ey xy) = f(1, X1, .00, X)) € Flxy, ..., X,]

jednaka nula za svaku toc¢ku iz V;. Stavljanjem xo = 1 u f dobivamo dehomo-
genizirani polinom g koji obi¢no nije homogen. Dakle, tvrdimo da je V N U,
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afina mnogostrukost koja je dobivena dehomogenizacijom jednadzbi iz V. Tako
dolazimo do sljedeéeg teorema.

Teorem 2.2.8. Neka je V = V(fy,..., f;) projektivnha mnogostrukost. Tada
W =V, mozemo definirati kao afinu mnogostrukost V(gy, ..., g5) C F", pri cemu
je &1y s yn) = fill,y1, .., yu) zasvakii = 1, ..., s.

Dokaz. Koristimo isto preslikavanje kao i u teoremu 2.2.3. samo ¢emo ga
umjesto f oznaciti s ¢ kako nebi doslo do zabune Sto se ti¢e oznaka. Dakle ¢ :
Uy — F'1p(W)C V(g,...,gs). S druge strane, ako je (aj, ...,a,) € V(g1,...,&s)
tada tocka homogenih kooridnata (1 : a; : ... : a,) pripada skupu U i1 zadovo-
ljava jednadzbe

fi(l,ay,...,a,) = gi(ay, ...,a,) = 0.

Prema tome, ¢~ '(V(gy, ..., g5)) C W. Preslikavanja ¢ i ¢! su inverzna pa postoji
bijekcija izmedu Wi V(gy, ..., g5).

Primjerice, promotrimo projektivhu mnogostrukost
2 3 2 3
V = V(x7 — x2%0, x; — x3x5) € P°(R).

Presjecanjem V sa U, dehomogeniziramo definirane jednadzbe Sto nam daje
afinu mnogostrukost
V(x% — xz,x? - x3) C R%.

Takoder, moZemo napraviti dehomogenizaciju obzirom i na druge varijable.
Na primjer, dokaz teorema 2.2.8. pokazuje nam da za bilo koju projektivhu
mnogostrukost V C P*(F), V N U; moZemo promatrati kao afinu mnogostrukost
u R? definiranu jednadzbama koje su dobivene stavljanjem

8i(x0, X2, x3) = fi(x0, 1, X2, x3).

Kada to napravimo sa projektivnom mnogostrukosti V = V(x? — x,xo, x? - X3x§)
(iz gornjeg primjera) vidimo da je V N U, zapravo afina mnogostrukost V(1 —
xxX0, 1 — x3x7).

Krenemo li u suprotnom smjeru, mozemo se pitati moze li afina mnogostru-
kost u U; biti napisana kao V' N U; u nekoj projektivnoj mnogostrukosti V. Odgo-
vor je 1 u ovom slu€aju potvrdan te postoji vise nacina kako to uciniti no rezultati
mogu ponekad biti iznenadujuci. Jedna prirodna ideja koja se namece je preokre-
nuti proces dehomogenizacije i homogenizirati definirane jednadZbe afine mno-
gostrukosti. Primjerice, pogledajmo afinu mnogostrukost W = V(x, — x7 + x7)
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u Uy = R%. Definirane jednadZbe nisu homogene pa ne moZemo direktno iz ove
jednadZbe dobiti projektivnu mnogostrukost u P>(R). No moZemo iskoristiti do-
datnu varijablu x, kako bi f = x, — x; + x] postao homogen. Obzirom da je
stupanj polinoma f 3, modificiramo polinom f tako da je svaki Clan stupnja 3.
Tako dobivamo homogeni polinom

= xx% = 3 + xlx.

Stovise, primijetimo da je nehomogenizirani polinom f” opet pocetni polinom
f uvarijablama x; 1 x,. NaSe razmatranje generalizirano je u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.2.9. Neka je g(xy, ..., x,) € F[xy, ..., x,] polinom stupnja d.

1. Rastavimo g u homogene komponente g = Y% g;, gdje su g; homogeni
polinomi stupnja i ili nul-polinomi. Tada vrijedi

e X Xn
g" d:fxg-g(—l,...,—)
X0 X0
d
= Z gi(x1, ..., x,)xd
i=0
2. Dehomogenizacijom g" dobivamo g. Vrijedi g"(1, x1, ..., x,) = g(x1, ..., X,,).

V(g") N Uy je afina mnogostrukost odredena s g to jest ima jednazbu g = 0.

3. Neka je F(xo, ..., x,) homogeni polinom i neka je x; najveca potencija koja
dijeli F. Ako je f = F(1, xy, ..., x,) dehomogenizacija od F onda vrijedi
F=xt- fh

0

Dokaz. Najprije dokazimo prvu tvrdnju. Dakle,
pdef 4 X1 Xn d < X1 Xn
g = x -g(x—o, vy x_o) = X, ;gi(x—o, ves X_o)
Nadalje, iz razloga Sto su g; homogeni polinomi stupnja i vrijedi da je
J d X Xy J 4
X Z gi (x—o, . X_o) = X; lzz(; x_f)gi(xl’ s X))

Sto konacno daje
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Druga tvrdnja ovog teorema je o€ita, a dokaz trece tvrdnje nalazi se u lemi 9.2.
iz 9. poglavlja bibliografije [2].

Pogledajmo sada na sljede¢em primjeru racunanje homogenizacije za dane poli-
nome.

Primjer 2.2.10. Zadani su polinomi:
l. gr=x1+2x -1
2. 8 =2x1 + xx; +x§—5
3.8 =x0—-x
4. gg=x1+x—1
5.8 =x—-x—1.

Za polinome g; potrebno je odrediti g,i = 1,...,5. Zadatak zapocinjemo tako
da najprije odredimo koliki je stupanj polinoma te napravimo homogenizaciju.
Zapoc¢nimo s polinomom g; te zatim analogno postupamo i za preostale poli-
nome:

1. stupanj polinoma g; je 1 pa je

X1 X2 X1 X2
g=x-gl==]=x-=+2-=-1|=x,+20-x
Xo Xo

2. stupanj polinoma g, je 2 pa je
2
Xy X X1 X X X
gg:xg.g(_l,z):xg.(z._u_2._1+(_2) _5]:
Xo Xo X0 Xo Xo X0
= 2xpX1 + X2X1 + x% - SX%

3. stupanj polinoma g3 je 2 pa je
2
o 2o 2 o 2 [ 2 (2 | = apxy — 2
3770 g(xo’XO) o (xo (xo)) S
4. stupanj polinoma g4 je 2 pa je
2 2
h_ 2 X1 X2 2, 2 2
= . _— + | — _1 = + —
84 =X g((x()) (Xo) ] Xt X=X

5. stupanj polinoma gs je 2 pa je

2 2

X X

g’gzxé-g(—z) —(—1) —1)=x§—x?—xé-
X0
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Sazetak

U ovom radu najprije izlazemo pregled pojmova vezanih za afini prostor koji
nam pomazu u daljnjem razmisljanju. Zatim definiramo projektivnhu ravninu i
projektivni prostor. Glavni cilj ovog rada je prosiriti definiciju algebarskih sku-
pova u afinom prostoru na projektivni prostor te promotriti svojstva tih skupova
u projektivnom prostoru. Time se bavimo do kraja rada.



Summary

In this thesis we present the overwied of terms which are connected with affine
space which is helping us in further reflection. Then we define the projective
plane and projective space. The main aim of this thesis is to expand the definition
of algebraic sets in affine space at the projective space and observe the properties
of these sets in projective space. We engage this until the end of the thesis.
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