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Uvod

U ovom diplomskom radu se proucavaju Peanove trojke. U prvom poglavlju definiramo
pojam funkcije te zatim uvodimo pojam Peanove trojke, potom proucavamo neka njena
svojstva, a izmedu ostalog dokazujemo da vrijedi takozvani princip definicije indukcijom.
Nadalje, definiramo zbrajanje na Peanovoj trojci te prou¢avamo razna svojstva te binarne
operacije. Definiramo 1 uredaj na Peanovoj trojci, a na kraju prou¢avamo izomorfizme
Peanovih trojki te dokazujemo da su svake dvije Peanove trojke izomorfne.

Kroz drugo poglavlje proteze se tema o beskonacnim skupovima. Dokazujemo eg-
zistenciju Peanove trojke uz pretpostavku postojanja beskonacnog skupa. Zatim, dokazu-
jemo egzistenciju beskonacnog skupa uz pretpostavku postojanja p-skupova. Prou¢avamo
1 ekvipotentnost skupova te koriste¢i Peanove trojke dajemo karakterizaciju beskonacnih
skupova. Na kraju opisujemo neke od Cinjenica vezanih za konacne skupove.



Poglavlje 1

Peanove trojke

1.1 Funkcije

Definicija 1.1.1. Za dva objekta x i y definiramo uredeni par od x i y, u oznaci (x,y), kao
skup {{x, y}, {x}}.

Pretpostavimo da su xi, x,,y1,y, takvi da (x;,y;) = (x2,y2). Tada je po prethodnoj

definiciji
{xe b ) = {{xa, yab {2} (1.1)

Ako je x; # y;, onda je {x;,y} # {x}, pa skup na lijevoj strani u (I.1)) ima dva elementa te
isto vrijedi i za skup na desnoj strani iz Cega slijedi da je x, # y,, a onda lako zaklju¢ujemo
da je {x1} = {xy}, to jest x; = x,, pa takoder zakljuCujemo da je y; = y,.
Ako je x; = y; lako dobivamo da je x; = x, = y;.
ZakljuCujemo: Za sve x1, y1, X2, ¥, vrijedi sljedeéa ekvivalencija:

(xL,y1) =00, & x1=x 1 Yy =y. (1.2)

Definicija 1.1.2. Ako su S i T skupovi onda sa S X T oznacavamo skup svih uredenih
parova (x,y) takvihdajex € S iy e T. Za S X T kaZemo da je Kartezijev produkt skupova
SiT.

Definicija 1.1.3. Neka su S i T skupovi. Za svaki podskup od S X T kaZemo da je relacija
izmedu skupova S i T.

Definicija 1.1.4. Neka su S i T skupovi te neka je R relacija izmedu S i T koja ima sljedece
svojstvo: za svaki x € S postoji jedinstveni y € T takav da je (x,y) € R. Tada za R kaZemo
da je pravilo pridruZivanja izmedu S i T.
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Napomena 1.1.5. U prethodnoj definiciji recenica za svaki x € S postoji jedinstveniy € T
takav da je (x,y) € R znaci sljedece:

1. postojiy € T takav da je (x,y) € R,
2. ako suyy,y, € T takvi da vrijedi (x,y;) € Ri(x,y,) € R, onda je y, = y.

Definicija 1.1.6. Za tri objekta x,y i z definiramo uredenu trojku (x,y, z) sa

(x,¥,2) = ((x,9),2).

Uocimo sljedece: ako su xy,y;, z1 1 X2, ¥2, 22 objekti tada je

(xL,Yy1L,21) =(X2,)2,22) & X1=X2, Y1 =) 1 21 =22

Definicija 1.1.7. Neka su S i T skupovi te neka je R pravilo pridruZivanja izmedu S i T.
Tada za uredenu trojku (S, T, R) kaZemo da je funkcija sa S u T. Ako je f funkcija sa S u
T, onda pisemo f : S — T.

Definicija 1.1.8. Neka su S i T skupovi te neka je f :S — T. Imamo f = (S, T,R) gdje je
R pravilo pridruZivanja izmedu S i T. Za x € S sa f(x) oznacavamo onaj y € T takav da
Jje (x,y) ER.

Primjer 1.1.9. Neka su S i T skupovi te neka je yo € T. Definirajmo R = {(x,y9) | x € S'}.
Ocito je R € S X T, dakle R je relacija izmedu S i T. Nadalje, R je pravilo pridruZivanja
izmedu S i T. Stoga je (S, T, R) funkcija sa S uT. Oznacimo f = (S, T,R). Za svaki x € S
vrijedi f(x) = yo.

Uocimo da iz prethodnog primjera dobivamo sljedeci zakljucak:
Ako su S i T skupovi takvi da je T neprazan skup, onda postoji funkcijasa S u 7.

Primjer 1.1.10. Neka je S = 0 te neka je T bilo koji skup. Tada je prazan skup relacija
izmedu S i T i to pravilo pridruzivanja izmedu S i T. Dakle (0,T,0) je funkcija sa Q u T.
Posebno (0,0, 0) je funkcija sa O u 0.

Primjer 1.1.11. Neka je S # (. Pretpostavimo da je R pravilo pridruzivanja izmedu S i
0. Odaberimo x € S (to moZemo jer je S # 0). Tada prema definiciji pravila pridruZivanja
mora postojati y € O takav da je (x,y) € R, $to je ocito nemoguce. Prema tome ne postoji
pravilo pridruZivanja izmedu S i 0, dakle ne postoji funkcija sa S u 0.

Primjer 1.1.12. Neka je S skup. Definiramo R = {(x,x) | x € S}, tada je R pravilo
pridruZivanja izmedu S i S. Neka je f = (S,S,R). Dakle f : S — S i za svaki x € S
vrijedi f(x) = x.
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Propozicija 1.1.13. Neka su S,S,,T, i T, skupovite nekasu f : S;1 > T,ig:S, > T,
funkcije. Tada je

f=g=81=8,,T1=T, i f(x)=gkx), VxeS;.

Dokaz. Tmamo f = (S,T1,R;) te g = (S,,T>,Ry) pri ¢emu su R, pravilo pridruZivanja
izmedu S 1 T4, a R, pravilo pridruZivanja izmedu S, 1 75.

Pretpostavimo da je f = g. Tada je oCito S| = §,, 7T =T, 1Ry = R,. Nekaje x € §;.
Tada je (x, f(x)) € Ry, pa zbog R; = R, imamo (x, f(x)) € R,. Ujedno vrijedi x € S, i
(x, g(x)) € R,. Iz ¢injenice da je R, pravilo pridruZivanja slijedi da je f(x) = g(x).

Obratno, pretpostavljamo da je S; = S,, 7, = T 1 f(x) = g(x) za svaki x € §;.
Dokazimo da je Ry = R,. Neka je (x,y) € Ry. Znamo da je R; C §; X T} pa slijedi
dajex € S11y € Ty. Vrijedi (x, f(x)) € Ry paiz (x,y) € R; 1 Cinjenice da je R,
pravilo pridruZivanja slijedi da je y = f(x). Nadalje, zbog S| = S, vrijedi x € §, pa
je (x,g(x)) € R,. Stoga je (x,y) = (x, f(x)) = (x,g(x)) € R,, to jest (x,y) € R,. Time smo
dokazali da je R; € R,. Analogno dobivamo da je R, C R;. Prema tome R; = R, pa je
S, T1,R) = (52, T2, Ry) to jest f = g. O

Napomena 1.1.14. Neka su S i T skupovi te neka je R pravilo pridruZivanja izmedu S i T.
Neka je f = (S,T,R). Tada je ocito R = {(x, f(x)) | x € S}.

Propozicija 1.1.15. Neka su S,T i V skupovite nekasu f : S - T ig: T — V funkcije.
Tada postoji jedinstvena funkcija h : S — V takva da je h(x) = g(f(x)), za svaki x € §.

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost. Pretpostavimo da su hy, h, : S — V funkcije takve
da je hi(x) = g(f(x)), za svaki x € S 1 hy(x) = g(f(x)) za svaki x € §. Tada je ocito
hi(x) = hy(x), za svaki x € § pa iz prethodne propozicije slijedi da je h; = h,.

DokaZzimo sada da takva funkcija & postoji. Definirajmo R = {(x,g(f(x)) | x € S}.
Za svaki x € § vrijedi g(f(x)) € Vpaje R C S x V. OCito je da za svaki x € S postoji
jedinstveni z € V takav da je (x,z) € R. Stoga je pravilo pridruzivanja. Neka je h =
(S,V,R). Tadaje h : S — Vizasvaki x € S vrijedi h(x) = g(f(x)). O

Definicija 1.1.16. Za funkciju h iz prethodne propozicije kaZemo da je kompozicija funk-
cija f i g te je oznacavamo sa g o f.

Definicija 1.1.17. Neka je f : S — T funkcija. Za funkciju f kazemo da je injekcija ako
za sve x1, X, € S takve da x; # x, vrijedi f(x1) # f(x2).

Definicija 1.1.18. Neka je f : S — T funkcija. Za funkciju f kaZemo da je surjekcija ako
za svaki 'y € T postoji barem jedan x € S takav da je f(x) = y.

Definicija 1.1.19. Za funkciju f : S — T kaZemo da je bijekcija ako je i injekcija i
surjekcija.
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Definicija 1.1.20. Akoje f : S — T funkcijai A C S definiramo
fA)={yeT|dx € A takav da je f(x)=y}.
Za f(A) kaZemo da je slika skupa A pri funkciji f.

1.2 Definicija Peanove trojke

Definicija 1.2.1. Neka je A skup, f : A — A funkcija i @ € A. Pretpostavimo da vrijedi
sljedece:

1. f jeinjekcijai f(A) = A\ {a},
2. ako je B C A takav da je a € B i takav da je f(x) € B,Yx € Bonda je B = A.

Tada za (A, f, @) kaZemo da je Peanova trojka.
Svojstvo 2. obicno nazivamo princip indukcije.

Propozicija 1.2.2. Neka je (A, f, @) Peanova trojka. Tada za svaki x € A vrijedi x # f(x).

Dokaz. Definirajmo

B={xeA|x#+ f(x).
Ocito je B podskup od A. Iz prvog svojstva definicije slijedi @ € B. Pretpostavimo da
je x € B. Po definiciji od B vrijedi x # f(x). Budu¢i da je f injekcija slijedi da je
f(x) # f(f(x)). ZakljuCujemo da je f(x) € B. Iz drugog svojstva definicije slijedi da je
B = A. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 1.2.3. Neka je (A, f, @) Peanova trojka te neka je S skup. Pretpostavimo da je
g : S — S funkcija te x, € S. Nadalje, pretpostavimo da su h,h’ : A — S funkcije takve
da vrijedi sljedece:

1. h(@) = x1,h(f(a)) = g(h(a)), Ya € A
2. W(a) =x1,h(f(a) = g(h(a)), Va € A.
Tada je h = h'.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je h(a) = h'(a) za svaki a € A.
Definirajmo
B={acA|h(a) =H(a).
Ocito je B C A. Iz pretpostavke propozicije slijedi da je @ € B. Pretpostavimo da je a € B.
Tada je h(a) = h'(a) pa je g(h(a)) = g(h'(a)). Iz pretpostavke propozicije slijedi da je
h(f(a)) = W' (f(a)). Stoga je f(a) € B. Dakle vrijedi sljedece: @ € Bi f(a) € B za svaki
a € B. Iz definicije Peanove trojke slijedi da je B = A. Time smo dokazali da za svaki
a € A vrijedi h(a) = h'(a). Dakle h = h'. m]



POGLAVLIJE 1. KRATKI NASLOV POGLAVLJA 6

1.3 Princip definicije indukcijom

Lema 1.3.1. Neka je (A, f, ) Peanova trojka. Neka je S skup te g : S — S funkcija. Neka
jeac€Ateh: A — S funkcija, h = (A, S, R). Tada je h(f(a)) = g(h(a)), ako i samo ako za
svaki s € S vrijedi sljedece:

(a,s) € R = (f(a),g(s)) €R. (1.3)

Dokaz. Pretpostavimo da je h(f(a)) = g(h(a)). Neka je s € S takav da je (a, s) € R. Tada
je s = h(a). 1z pretpostavke slijedi h(f(a)) = g(s), Sto znaci da je (f(a), g(s)) € R. Prema

tome vrijedi (I.3).
Pretpostavimo sada da za svaki s € S vrijedi (I.3). Znamo da je (a, h(a)) € R pa iz
(T3) slijedi da je (f(a), g(h(a)) € R. Dakle h(f(a)) = g(h(a)). O

Teorem 1.3.2. Neka je (A, f, @) Peanova trojka, neka je S skup te g : S — S funkcija.
Neka je x| € S. Neka je R skup svih relacija R izmedu A i S takvih da vrijedi sljedece:

1. (a', X]) €R
2. za svakia € Aisvaki s € S vrijedi (a,s) € R = (f(a),g(s)) € R.

Neka je
Ry ={(a,s) e AXS |(a,s) € R,YR e R}.

Tada je Ry € R te je Ry pravilo pridruZivanja izmedu A i S.

Dokaz. 1z definicije od Ry je jasno da je Ry € A X §, dakle Ry je relacijaizmedu A1S. Za
svaki R € R vrijedi (a, x;) € R (prema definiciji od R). Stoga je (a, x;) € Ry.

DokazZimo sada da R, zadovoljava svojstvo 2.. Pretpostavimo dasua € Ai s € § takvi
da vrijedi (a, s) € Ry. Neka je R € R proizvoljan. Tada je (a, s) € R. Buduéidaje R € R
vrijedi implikacija 2. pa zakljuCujemo da je (f(a), g(s)) € R. Dakle (f(a), g(s)) € R vrijedi
za svaki R € R. Stoga je (f(a), g(s)) € Ry. Time smo dokazali da 2. vrijedi za Ry,. Prema
tome R, € R.

DokaZimo sada da je R, pravilo pridruZivanja izmedu A i S, to jest da za svaki a € A
postoji jedinstveni s € S takav da je (a, s) € Ry.

Neka je

B={acA|3ls e Stakav da je (a, s) € Ry}.

Da bismo dokazali da vrijedi da za svaki a € A postoji jedinstveni s € S takav da je
(a, s) € Ry, dovoljno je dokazati B = A. U tu svrhu dovoljno je, prema definiciji Peanove
trojke, dokazati da vrijedi:

(1) a€eB
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(i1) ap € B= f(ay) € B.

Za (i) je potrebno dokazati da postoji jedinstveni s € S takav da je («, s) € Ry. Znamo da
je (@, x1) € Ry, preostaje dokazati sljedece: ako je s € S takav da je (a, s) € Ry, onda je
s = x1. Definiraymo

R={(a,x)}V{a,s)|acA,a+a,seS}

Ocito je R relacija izmedu A 1 §. OCito je (a, x;) € R. Pretpostavimodasua € Ais € S
takvi da je (a, s) € R. Prema definiciji Peanove trojke vrijedi f(A) = A\{a}. Stoga f(a) # «
pa je (f(a),g(s)) € R. Time smo dokazali da za R vrijedi 2.. ZakljuCujemo da je R € R.
Pretpostavimo sada da je s € S takav da je (a, s) € Ry. Zbog R € R vrijedi (@, s) € R. 1z
definicije od R slijedi s = x;. Time smo dokazali da je @ € B.

Pretpostavimo da je ay € B. Dakle, postoji jedinstveni sy € S takav da je (ao, So) €
Ro. Zelimo dokazati da je f(ay) € B, to jest da postoji jedinstveni r € S takav da je
(f(ap),t) € Ry. 1z (ag, o) € Ry 1 Cinjenice da je Ry € R (dakle R, zadovoljava 2.) slijedi
(f(ao), g(s0)) € Ry. Dakle postoji ¢ € S takav da je (f(ap), ?) € Ry. Preostaje dokazati da je
takav ¢ jedinstven. U tu svrhu definirajmo

R = {(f(ao), g(so)} U {(a,5) [ a € A,a # f(ao), s € S}) N Ry.

Tvrdimo da je R € R. OCcito da je R presjek dva podskupaod A X § stogajei R C AXS.
Dakle R je relacija izmedu A i §. Znamo da je (@, x;) € Ry. Nadalje vrijedi @ # f(aop)
(prema definiciji Peanove trojke), stoga je

(a,x1) €{(a,s)|acA,a# flay),s € S}.

Stoga je (a, x;) € R. Pretpostavimo da je (a’, s”) € R. OCito je tada (a’, s”) € Ry. Zelimo
dokazati da je (f(a’),g(s")) € R. 1z (a’, s") € Ry slijedi (f(a’), g(s")) € Ry.
DokazZimo jos da je

(f(@), 8(s")) € {(f(ao), §(s0)} U {(a, 5) | a € A,a # f(ag),s € S} (1.4)

1. slucaj

a = ag

Imamo (a’, s’) € Ry to jest (ap, s") € Ry pa iz ”jedinstvenosti” od sq slijedi s* = so.
Dakle @’ = ap1s" = sppaje

(f(@), 8(s")) = (f(ao), 8(s0)).
Stoga (1.4) vrijedi.
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2. slucaj

a # ag

Prema definiciji Peanove trojke funkcija f je injektivna pa slijedi da je f(a’) # f(ao).
Stoga je

(f(d),g(s)) €l(a,s)la€Aa# flap),s €S}

Prema tome (1.4) vrijedi.

Dakle (T.4) vrijedi u oba slucaja pa smo time dokazali da je (f(a’), g(s")) € R.

Zakljucak: Ako je (a’,s") € R onda je (f(a’), g(s’)) € R. Prema tome R € R.

Pretpostavimo da je 7 € S takav da je (f(ap),t) € Ry. Slijedi, prema definiciji od R, da
je (f(ap),t) € R. Posebno

(f(ao), 1) € {(f(ao), g(so)} U{(a,s) | a € A,a # f(ao),s € S}.
Ocito
(f(ap), 1) ¢ {(a,s)|aec A,a+# f(ap),s €S}
pa slijedi da je
(f(@ao), 1) = (f(ao), 8(s0))-

Stoga je t = g(sp). Time smo dokazali da postoji jedinstveni # € S takav da je (f(ap),?) €
Ry. Prema tome f(ap) € B.

Zakljucak: Vrijedi (ii). Stoga je B = A. Dakle Ry je pravilo pridruZivanja izmedu A i
S. |

Teorem 1.3.3. Neka je (A, f, @) Peanova trojka, neka je S skup, g : S — S i x; € S. Tada
postoji jedinstvena funkcija h : A — S takva da je h(a) = x; i h(f(a)) = g(h(a)) za Ya € A.

Dokaz. Prema prethodnom teoremu postoji pravilo pridruzivanja Ry izmedu A i S takvo
da je:

1. (@, x1) € Ry
2. Yae A,Vs € S vrijedi (a, s) € Ry = (f(a), g(s)) € Ry
Nekaje h = (A,S,Ry). Dakle h : A — § te iz 1. slijedi da je h(a) = x;. Neka je a € A.

Tada za svaki s € S vrijedi
(a,s) € Ry = (f(a), g(s)) € Ry
pa iz leme[I.3.T|slijedi da je
h(f(a)) = g(h(a)).

Prema tome postoji funkcija s traZzenim svojstvima. Da je ta funkcija jedinstvena slijedi iz
propozicije[1.2.3] |
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1.4 Zbrajanje na Peanovoj trojci

Definicija 1.4.1. Neka je S skup. Za funkciju sa S XS u S kaZemo da je binarna operacija
na skupu S .

Ako je = binarna operacija na skupu S (dakle = : S XS — §)onda za x,y € S umjesto
*(x,y) pisSemo x * y.

Za binarnu operaciju * na skupu S kaZemo da je asocijativna ako za sve x,y,z € S
vrijedi

(x#y)*z=x*(y=*2).

Za binarnu operaciju * na skupu S kaZemo da je komutativna ako za sve x,y € S

vrijedi
X*y=Yy*X.

Teorem 1.4.2. Neka je (A, f,a) Peanova trojka. Tada postoji jedinstvena binarna opera-
cija + na A takva da je

(i) x+a=f(x)
(i) x+ f(y) = f(x+Y)
Za sve x,y € A.

Dokaz. Neka je x € A. Tada prema prethodnom teoremu postoji jedinstvena funkcija
h,:A — Atakvadaje h(a) = f(x)1 h(f(y)) = f(h(y)) zasvakiye A(zaS =A,g=f
1x; = f(x)).

Definirajmo binarnu operaciju + na A sa

+(x, ) = h(y).
Dakle
x+y="h(),Yx,y € A.

Provjerimo da za binarnu operaciju + vrijede svojstva (i) i (if).
Neka je x € A. Imamo
x+a=hla) = fx),
dakle (i) vrijedi.
Neka su x,y € A. Tada je

x+ f) = h(f() = f(h(y)) = f(x + ),

dakle (ii) vrijedi.
Dokazimo sada da je binarna operacija + sa svojstvima (7) i (ii) jedinstvena.
Pretpostavimo da je +" binarna operacija na A takva da za sve x,y € A vrijedi
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i) x+" a = f(x)
(") x+" fy) = fx+"y)
Neka je x € A. Dokazimo da za svaki y € A vrijedi x + y = x +’ y. Neka je
S={yeA|x+y=x+"y}
Vrijedi
x+a=f(x)=x+ a.

Stogajea € S.
Pretpostavimo da je y € §. Tada je

x+y=x+"y

paje

fx+y)=flx+"y).
Iz (i) i (i) slijedi

x+ f(y) = x+ f(y)

paje f(y) € S. Dakle za svaki y € S vrijedi f(y) € S. 1z definicije Peanove trojke slijedi
daje S = A. Stoga zasvakiy € A vrijedi y € S, to jest

x+y=x+"y.

Zakljucak: Za sve x,y € A vrijedi x + y = x +’ y. Time smo dokazali da je + = +’, pa je
tvrdnja teorema dokazana. O

Za binarnu operaciju + na A koja ima svojstva iz prethodnog teorema kazemo da je
zbrajanje na Peanovoj trojci (A, f, @).

Propozicija 1.4.3. Neka je (A, f, @) Peanova trojka te neka je + zbrajanje na toj Peanovoj
trojci. Tada je + asocijativna binarna operacija.

Dokaz. Neka su x,y € A. Definirajmo
S={zeA|(x+y)+z=x+(Q+2)}

Dokazimo daje § = A.
Vrijedi sljedece:

x+y)+a=fx+y=x+f)=x+Q+a).
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Dakle
x+y)+ta=x+Qy+a)

pajea €S.
Pretpostavimo da je z € S. Tada je

x+y)+z=x+Qy+2).
Imamo

(x+y)+ ) =f((x+y)+2)=fx+ G+ =x+fy+2)=x+ O+ fQ2)

Dakle
x+y)+ f(2) = x+ O+ f(2),

pa zakljuCujemo da je f(z) € S.
Iz definicije Peanove trojke slijedi da je S = A, Sto znaci da za svaki z € A vrijedi

x+y)+z=x+Qy+2).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 1.4.4. Neka je (A, f, @) Peanova trojka te neka je + zbrajanje na toj Peanovoj trojci.
Tada za svaki x € A vrijedi x + @ = a + x.

Dokaz. Neka je
S={xeA|x+a=a+x}

Ocito je @ € S. Pretpostavimo da je x € §. Tada je
X+a=a+ux
Koriste¢i ovo i asocijativnost od + dobivamo
fW+a=x+a)+a=(r+x)+a=a+(x+a)=a+ f(x).

Dakle
S +a=a+ f(x),

paje f(x) €S.
Prema definiciji Peanove trojke vrijedi § = A. Time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 1.4.5. Neka je (A, f, @) Peanova trojka te neka je + zbrajanje na toj Peanovoj
trojci. Tada je + komutativna binarna operacija.
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Dokaz. Neka je x € A. Definirajmo
S={yeA|lx+y=y+x}.

Tvrdimo da je S = A. Vrijedi @ € S prema prethodnoj lemi. Pretpostavimo dajey € S.
Tada je
X+y=y+ux,

pa koristeci asocijativnost binarne operacije + dobivamo
x+f)=fx+y) = fO+0)=y+f(O)=y+(x+a)=y+(@+x) =Q+a)+x=f()+x

Dakle
x+ f) =5 +x

paje f(y) €S.
ZakljuCujemo da je S = A (prema definiciji Peanove trojke), Sto znaci da za svakiy € A
vrijedi x + y = y + x. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

1.5 Uredaj na Peanovoj trojci

Definicija 1.5.1. Neka je p binarna operacija na skupu S.
KaZemo da je p refleksivna binarna relacija na S ako svaki x € S vrijedi

XPX.
KaZemo da je p irefleksivna binarna relacija na S ako svaki x € S vrijedi
(x,x) & p.
KaZemo da je p simetri¢na binarna relacija na S ako za sve x,y € S vrijedi
Xpy = ypx.
KaZemo da je p antisimetricna binarna relacija na S ako za sve x,y € S vrijedi
xXpy i ypx =>x=y.
KaZemo da je p tranzitivna binarna relacija na S ako za sve x,y,z € S vrijedi
xXpy I YpT = XpZ.

Definicija 1.5.2. Neka je (A, f, @) Peanova trojka. Neka je < binarna relacija na A defini-
rana sa x <y ako postoji z € A takav da jey = x + z.
(Pri tome podrazumjevamo da je + zbrajanje na Peanovoj trojci (A, f, @).)
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Uocimo sljedece: za svaki x € A vrijedi x < f(x). Naime ako je x € A, onda je
f(x)=x+a.

Propozicija 1.5.3. Neka je (A, f, @) Peanova trojka. Tada je < irefleksivna i tranzitivna
binarna relacija na A.

Dokaz. Neka je z € A. Tvrdimo da za Vx € A vrijedi x # x + z. Definirajmo
S={xeA|x+x+2z}.

Zelimo dokazati da je S = A. DokaZimo prvo daje a € S.
Imamo
a+z=z+a=f(2) € f(A),

a prema definiciji Peanove trojke vrijedi da a ¢ f(A) pa zaklju¢ujemo da je
aFa+z

Stogajea € S.
Pretpostavimo da je x € S. Tada je

XFx+2z
pa buduci da je f injekcija imamo
J) # flx+2).
Vrijedi
Jx+2) = fz+x) =2+ f(x) = f(x) +z.
Dakle

J) # f() +2

paje f(x) € §. Prema tome za svaki x € S vrijedi f(x) € S pa zakljuCujemo da je S = A.
Ovo znaci da za sve x, z € A vrijedi

X#*X+2Z
Pretpostavimo da je x € A takav da je x < x. Tada postoji z € A takav da je
xX=x+z,

Sto je prema dokazanom nemoguce. Prema tome ne postoji x € A takav da je x < x.
Dakle, < je irefleksivna binarna relacija na A.
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Pretpostavimo da su x,y,z € A takvi da je x < yiy < z. Tada postoje a, b € A takvi da
y=x+aiz=y+b.
Vrijedi
z=y+b=((x+a)+b=x+(a+Db),

pa zakljuujemo da je x < z.
Prema tome < je tranzitivna binarna relacija na A. O

Lema 1.5.4. Neka je (A, f, a) Peanova trojka. Tada za svaki x € A vrijedi a = x ili @ < x.

Dokaz. Definirajmo
S=xeAla=x 1i a<ux}

Ocitoje a € S. Pretpostavimo daje x € §, tadaje @ = xili @ < x. Znamo da je x < f(x), to
u prvom slucaju znaci da je @ < f(x), a u drugom slucaju iz tranzitivnost relacije < slijedi
a < f(x). U svakom slucaju je @ < f(x) pa je f(x) € S. Dakle za svaki x € S vrijedi
f(x) € S pa zakljuCujemo da je S = A. Time je tvrdnja leme dokazana. O

Lema 1.5.5. Neka je (A, f,a) Peanova trojka. Neka su x,y € A takvi da je x < y. Tada
vrijedi f(x) < f(y).

Dokaz. 1z x < y slijedi da postoji z € A takav da je y = z + x. Tada je
JO) = flz+x) =z+ f).

Dakle
SO =z+ f),

pa je
fx) < f.

O

Teorem 1.5.6. Neka je (A, f,a) Peanova trojka. Tada za sve x,y € A takve da je x # y
vrijedi x < yiliy < x.

Dokaz. Neka je
S={yecA|VxeA takavdaje x#y vrijedi x<y ili y<ux}.

Dovoljno je dokazati da je S = A.
Pretpostavimo da je x € A takav da je x # «. Iz prethodne leme slijedi @ < x. Prema tome
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a € §. Pretpostavimo da je y € S. Zelimo dokazati da je f(y) € S. Neka je x € A takav da
je x # f(y). Tvrdimo da je

x<fO i fOo)<x (1.5)

Ako je x = @ onda (L.5)) vrijedi prema lemi [I.5.4] Pretpostavimo da je x # . Prema
definiciji Peanove trojke vrijedi f(A) = A \ {a} pa zakljuCujemo da je x € f(A). Stoga
postoji z € A takav da je x = f(z). Iz x # f(y) slijedi f(z) # f(y) pajez # y. Iz ovoga i
Cinjenice da je y € S slijedi z < y ili y < z. Sada prethodna lema povlaci da je f(z) < f(y)
ili f(y) < f(2), to jest x < f(y) ili f(y) < x. Zaklju¢ujemo da je f(y) € S. 1z definicije
Peanove trojke slijedi da je S = A. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Definicija 1.5.7. Neka je S skup te ¢ binarna relacija na S. Pretpostavimo da je ¢ reflek-
sivna, antisimetricna i tranzitivna relacija na S. Nadalje, pretpostavimo da za Vx,y € S
vrijedi xpy ili ypx. Tada za ¢ kaZemo da je uredaj na skupu S .

Definicija 1.5.8. Neka je (A, f, a) Peanova trojka. Neka je < binarna relacija na A defini-
rana sa x <y ako je x < yili x = y.

Propozicija 1.5.9. Neka je (A, f, @) Peanova trojka. Tada je < uredaj na A.

Dokaz. Ocito je < refleksivna relacija na A. Neka su x,y € Atakvidax < yiy < x.
Pretpostavimo da je x # y. Tada je x < y iy < x pa tranzitivnost relacije < povlaci da je
x < x, §to je u kontradikciji s ¢injenicom da je < irefleksivna relacija. Dakle x = y. Prema
tome relacija < je antisimetricna.

Neka su x,y,z € A takvida x < yiy < z. Zelimo dokazati da je

x<z. (1.6)

Ako je x = y onda (I.6) slijedi iz y < z. Ako je y = z onda (1.6) slijedi iz x < y.
Pretpostavimo da je x # y1y # z. Tada je x < y 1y < z. 1z tranzitivnosti relacije < slijedi
x < zpaje x < z. Time smo dokazali da je < tranzitivna relacija.

Neka su x,y € A. Tvrdimo da

x<y ii y<ux (1.7)

Ako je x = yonda je x < y pa vrijedi (1.7). Pretpostavimo da je x # y. Tada prema teoremu

[1.5.6 vrijedi x < y ili y < x. Iz ovoga ocito slijedi (I.7).
Zakljucak: < je uredaj na A. O

Definicija 1.5.10. Neka je (A, f, @) Peanova trojka. Definiramo binarnu relaciju > na A sa
x > yakojey < x.

Lako se vidi da je > uredaj na A.
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1.6 Izomorfizam Peanovih trojki

Definicija 1.6.1. Neka su (A, f, @) i (B, g,8) Peanove trojke. Neka je h : A — B bijekcija.
KaZemo da je h izomorfizam Peanovih trojki (A, f,a) i (B, g, ) ako je g(h(a)) = h(f(a)) za
Ya € A.

Propozicija 1.6.2. Neka su (A, f,a) i (B, g,8) Peanove trojke te neka je h : A — B izo-
morfizam ovih Peanovih trojki. Tada je h™' : B — A izomorfizam Peanovih trojki (B, g,p) i

A, f,a).
Dokaz. OCito je h™! bijekcija. Ostaje dokazati da za svaki b € B vrijedi
SN (b)) = k™' (g(b)). (1.8)

Neka je b € B. Definirajmo a = h™'(b). Slijedi i(a) = b. Buduéi da je h izomorfizam
Peanovih trojki vrijedi

g(h(@)) = h(f(a)),

to jest
g(b) = h(f(h™'(b))).
Stoga je
h'(g(b)) = f(h™' ().
Dakle (1.8) vrijedi za Vb € B. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 1.6.3. Neka je (A, f, @) Peanova trojka. Neka je S skup te neka je < tranzitivna
relacija na S. Pretpostavimo da je h : A — S funkcija takva da je h(a) < h(f(a)) za svaki
a € A. Tada za sve x,y € A takve da je x <y vrijedi h(x) < h(y).

Dokaz. Neka je x € A. Dokazimo da za svaki y € A takav da je x < y vrijedi h(x) < h(y).
Buduci da za svaki y € A takav da je x < y postoji z € A takav da je y = x + z, dovoljno je
dokazati da za Yz € A vrijedi h(x) < h(x + 2).
Neka je
T ={z€A|h(x) < h(x+ 2)}.

Vrijedi @ € T budu¢ida je x+a = f(x), a po pretpostavci je h(x) < h(f(x)). Pretpostavimo
da je z € T. Zelimo dokazati da je

h(x) < h(x + f(2)). (1.9)

Iz z € T slijedi
h(x) < h(x + 2),
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a iz pretpostavke leme slijedi
h(x + z) < h(f(x + 2)).

Zbog tranzitivnosti relacije < imamo

h(x) < h(f(x + 2)).

Prema definiciji binarne operacije + vrijedi

fx+2)=x+ f(2).

Dakle, vrijedi (1.9). Stoga je f(z) € T. Zakljucujemo da je T = A, §to znaci da za svaki
Z € A vrijedi
h(x) < h(x + 2).

Time je lema dokazana. |

Napomena 1.6.4. Neka je < irefleksivna i tranzitivna binarna relacija na S. Neka su
x,y € S. Tada ne moZe vrijediti x < y iy < x. Naime, kada bi to vrijedilo, onda bi iz
tranzitivnosti relacije < slijedilo da je x < x, §to je nemoguce jer je < irefleksivna relacija.

Teorem 1.6.5. Neka su (A, f,a) i (B, g,8) Peanove trojke. Tada postoji jedinstveni izomor-
fizam h : A — B ovih Peanovih trojki.

Dokaz. 1z teoremall.3.3|slijedi (za S = B1ix; = f8) da postoji jedinstvena funkcijah : A —
Btakvadaje h(a) =B 1
h(f(a)) = g(h(a)) za VacA. (1.10)

Neka su <4 i < relacije na A i B kao u definiciji[[.5.2] Za svaki b € B vrijedi da je

b <B g(b)

Neka je a € A. Tada je

h(a) < g(h(a)),
to jest

h(a) <p h(f(a)).
Iz ovoga, prethodne leme i Cinjenice da je <jp tranzitivna relacija na B slijedi da za sve
x,y € A takve da je x <4 y vrijedi

h(x) <p h(y).

Neka su x,y € A takvi da je x # y. Prema teoremu [[.5.6] vrijedi x <4 yiliy <4 x. Ako
je x <4 y onda je h(x) < h(y), a ako je y <4 x onda je h(y) <z h(x). U oba slucaja
irefleksivnost relacije <p povlaci h(x) # h(y). ZakljuCujemo da je h injekcija.
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Dokazimo sada da je & surjekcija, to jest da je h(A) = B. OCito je h(A) C B. Nadalje,
zbog h(a) = B slijedi da 8 € h(A). Pretpostavimo da je b € h(A). Zelimo dokazati da je
g(b) € h(A). Imamo da je b = h(a) za neki a € A, slijedi

8(b) = g(h(a))

pa (L.10) povlaci da je
g(b) = h(f(a)).
Stoga je g(b) € h(A). Dakle, 8 € h(A) i svaki b € h(A) = g(b) € h(A). 1z definicije
Peanove trojke slijedi da je h(A) = B. Dakle, & je surjekcija. ZakljuCak: A je bijekcija i
vrijedi (1.10). Znadi, h jest izomorfizam Peanovih trojki (A, f, @) i (B, g, ).
Pretpostavimo da je 4’ izmorfizam Peanovih trojki (A, f, @) i (B, g, B). Zelimo dokazati
da je i’ = h. 1z definicije izomorfizma Peanovih trojki slijedi da je

h(f(a)) = g(h'(a)) (1.11)

zaVa € A.
Koristeéi (1.11]) i ¢injenicu da za svaki b € B vrijedi b < g(b) dobivamo da za svaki
a € A vrijedi

W (a) < g(h' (@) = h'(f(a)
to jest
W (a) < ' (f(a)).
Iz dobivenog i'(a) < I'(f(a)) i leme[1.6.3]slijedi da za sve x,y € A vrijedi da
x<y = HWkx)<h(@y) (1.12)

Budu¢i da je A’ surjekcija postoji x € A takav da h'(x) = B. Tvrdimo da je x = a.
Pretpostavimo suprotno x # a. Tada iz leme slijedi

a < X.
Prema (1.12) vrijedi
W (@) < h'(x)
to jest
W(a) <B.

Bududi da je < irefleksivna binarna relacija vrijedi

B+ h(a).



POGLAVLIJE 1. KRATKI NASLOV POGLAVLJA 19

1z leme slijedi
B < h(a),

Sto je u kontradikciji sa napomenom [1.6.4}
Zakljucak: x = a, prema tome /' (@) = S.
Neka je
S ={a € Alh(a) = W (a)}.

Dokazali smo da je h'(«) = 8, a znamo da je h(«) = 8 prema tome h'(a) = 3, dakle @ € S.
Pretpostavimo da je a € S'. Zelimo dokazati da je f(a) € S. Iza € S slijedi

h(a) = W' (a).
Koristeci i dobivamo
hf(@) = g(ha) = g(h'(a)) = h'(f(a)).

Dakle,
h(f(a)) = I (f(a)).
Prema tome f(a) € S. Imamo sljedece: S C A, @ €S 1 f(a) €S zasvakia € §. Stoga je

S = A. To znaci da za svaki a € A vrijedi h(a) = h’'(a). Prema tome /& = h’. Time je tvrdnja
teorema dokazana. |

Napomena 1.6.6. Iz dokaza prethodnog teorema vidimo da vrijedi sljedece: Ako su (A, f, @)
i (B, g,B) Peanove trojke i h : A — B izomorfizam tih Peanovih trojki onda je h(a) = .
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Beskonacni skupovi

Definicija 2.0.1. Za skup S kaZemo da je beskonacan ako postoje T C S, T + S i bijekcija
f:8-T.

Primjer 2.0.2. Neka je (A, f,a) Peanova trojka. Tada je A beskonacan skup. Naime,
znamo da je f : A — A injekcija takva da je f(A) = A \ {a}. Definirajmo ¢ : A — A\ {a}
tako da je ¢(x) = f(x),Yx € A. Tada je ¢ bijekcija, a vrijedi A\ {a} C Ai A\ {a} # A.
Prema tome A je beskonacan skup.

Napomena 2.0.3. Neka je S beskonacan skup. Tada postoji injekcija f : S — S koja nije
surjekcija.

Naime, znamo da postoje T € S, T # S i bijekcija g : S — T. Definirajmo funkciju
f:8 = 8 sa f(x) =gx),¥x € §. Iz Cinjenice da je g injekcija slijedi da je f injekcija.
BuducidajeT C S, T # S postojiy € S takav day ¢ T. Kada bi postojao x € S takav
da je f(x) = y onda bi vrijedilo g(x) =y, a to bi povlacilo da je y € T, sto je nemoguce.
Prema tome ne postoji x € S takav da je f(x) =y, dakle f nije surjekcija.

2.1 [Egzistencija Peanove trojke
Lema 2.1.1. Neka je A skup, f : A — A injekcija te a € A takav da je

f(A) C A\ {a}. 2.1)

Pretpostavimo da vrijedi sljedece:
ako je B C A takav da vrijedi

lI. a€eB

2. x€ B= f(x) € B,

20
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onda je B = A.
Tada je (A, f, @) Peanova trojka.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je f(A) = A\ {a}.
Definirajmo
B ={a} U f(A).

Ocito je B C A, nadalje, ocito je @ € B. Ako je x € Bonda je x € A paje f(x) € f(A) Sto
povlaci da je f(x) € B. Prema tome vrijedi

x€B= f(x)eB.

1z pretpostavke leme slijedi da je B = A.
Dakle
{a} U f{A} = A. (2.2)

Neka je x € A\ {a}. Tada je x € A paiz (2.2) slijedi da je

x € {a} U f(A).

Stoga je
x € f(A).
Time smo dokazali da je
A\ (a) € f(A).
Iz (2.1)) slijedi da je
f(A) = A\ {a}.
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Teorem 2.1.2. Ako postoji beskonacan skup, tada postoji Peanova trojka.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji beskonacan skup S. Prema napomeni[2.0.3|postoji injek-
cja f : § — S koja nije surjekcija. Buduci da f nije surjekcija postoji @ € § takav
da

a ¢ f(S). (2.3)

Neka je ¥ familija svih T C S za koje vrijedi sljedece:
l.aeT

2. xeT= f(x)eT.



POGLAVLIJE 2. BESKONACNI SKUPOVI 22

Uocimo daje S € ¥, dakle ¥ # (. Neka je
A={xeS |xeT VT € F}.
Tvrdimo da je

1) aeA

2. xe A= f(x) €eA.

Ocito je @ € T za svaki T € F. Stoga je @ € A. Pretpostavimo da je x € A. Neka je
T € ¥. Tada je x € T (prema definiciji od A) pa je onda f(x) € T (jer je T € ¥). Dakle,
f(x) € T zasvaki T € ¥. Stoga je f(x) € A. Prema tome za svaki x € A vrijedi da je
f(x) € A, prema tome vrijedi 1.”12.".
Definirajmo funkciju g : A — A sa g(x) = f(x) za svaki x € A. Uo¢imo da je funkcija g
dobro definirana zbog 2.”. Tvrdimo da je (A, g, @) Peanova trojka. Neka su xi, x, € A takvi
da je x; # x,. Bududi da je f injekcija vrijedi f(x;) # f(x,), dakle g(x;) # g(x;). Prema
tome g je injekcija.
Pretpostavimo da je B C A takav da vrijedi sljedece:

1a€eB
ii xe B= g(x)€B.
Zelimo dokazati da je B = A. OCito je B C S, a iz ii zakljuCujemo da vrijedi sljedece:
x€B= f(x)eB.

1z ovoga te iz (i) i definicije od ¥ slijedi da je B € ¥ . Iz definicije od A slijedidaje A C T
za svaki T € ¥ . Posebno vrijedi A C B. Ovo, zajedno sa B C A daje B = A.

Da bismo dokazali da je (A, g, @) Peanova trojka dovoljno je jos, prema lemi[2.1.1] dokazati
daje g(A) € A\ {a}. Ocito je g(A) C A. Pretpostavimo da je a € g(A), tada postoji x € A
takav da @ = g(x). No g(x) = f(x), dakle @ = f(x) paje a € f(S) Sto je u kontradikciji sa
(2.3). Prema tome @ ¢ g(A) pa zakljuCujemo da je g(A) € A \ {e}. Prema tome (4, g, @) je
Peanova trojka. O

2.2 Egrzistencija beskona¢nog skupa

Tvrdimo da ne postoji skup svih skupova to jest da ne postoji S takav da za svaki skup S
vrijedi S € S.

Pretpostavimo da takav skup S postoji. (Uo¢imo da je tada S € S.)
Definirajmo
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T ={SeS|S¢S). (2.4)

Ocito je 7 € S. 1z definicije od 7 je jasno da za svaki S vrijediako S € T = S ¢ S.
Stoga kada bi vrijedilo 7 € 7 onda bi slijedilo 7 ¢ 7, kontradikcija. Stoga vrijedi
T ¢ 7.Sadaiz7 € Si(2.4) slijedi 7 € 7. Kontradikcija. Pretpostavka da postoji skup
svih skupova nas je dovela do kontradikcije stoga zakljucujemo da takav skup ne postoji.

Definicija 2.2.1. Neka je ~ binarna operacija na skupu S. Za ~ kaZemo da je relacija
ekvivalencije na S ako je ~ refleksivna, simetricna i tranzitivna relacija na S.

Pretpostavimo da je S skup te ~ relacija ekvivalencije na S. Za x € S definiramo

[x]={yeS [x~y}

Za [x] kazemo da je klasa ekvivalencije od x pri relaciji ~.

Pretpostavimo da su x,y € § takvi da x ~ y. Tvrdimo da [x] = [y]. Neka je z € [x].

Tada je x ~ z. Iz x ~ y i simetri¢nosti relacije ~ slijedi da je y ~ x. Ovoi x ~ z daje
y ~ z (tranzitivnost od ~). Prema tome z € [y]. Dakle [x] C [y]. Analogno dobivamo da je
[yl € [x].
Pretpostavimo da su x,y € § takvi da x + y, tvrdimo da tada [x] N [y] = 0. Pretpostavimo
da[x]N[y] # 0. Odaberemo z € [x]N[y]. Iz z € [x] slijedi x ~ z,aiz z € [y] slijediy ~ z. Iz
simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije ~ slijedi x ~ y $to je u kontradikciji sa pretpostavkom.
Prema tome [x] N [y] = 0.

Ako je ~ relacija ekvivalencije na skupu S onda skup svih klasa ekvivalencije pri rela-
ciji ~ oznaCavamo sa S/. 1 nazivamo kvocijentni skup od S pri relaciji ~. Dakle

S/.={lxllxeS}.

Definicija 2.2.2. Neka je S skup. Skup svih podskupova od S nazivamo partitivni skup od
S i oznacavamo sa P(S) (smatramo da takav skup postoji). Dakle

PES)={T|TcS}
Propozicija 2.2.3. Neka su S i T skupovi takvi da je S # T. Tada je P(S) = P(T).

Dokaz. 1z S # T slijedi S € Tii T £ S. Pretpostavimo da § ¢ T. Tada postoji x € S
takav da x ¢ T. Slijedi {x} € S paje {x} € P(S). Budu¢ida x ¢ T imamo {x} £ T pa
{x} ¢ P(T). Iz {x} € P(S) 1{x} ¢ P(T) slijedi P(S) # P(T). Do istog zakljucka dolazimo
uslucaju T ¢ S. Tvrdnja propozicije je time dokazana. O

Napomena 2.2.4. Za svaki skup S vrijedi P(S) # 0. Naime, imamo S € P(S) za svaki
skup S'.
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Napomena 2.2.5. U napomeni[2.0.3|smo vidjeli da ako je S beskonacan skup onda postoji
injekcija f : S — S koja nije surjekcija. No vrijedi i obrat ove tvrdnje to jest ako je S skup
takav da postoji injekcija f : S — S koja nije surjekcija onda je S beskonacan.

Naime pretpostavimo da je S skup te da je f : S — S injekcija koja nije surjekcija.
Definirajmo T = f(S). Za funkciju g : S — T definiranu sa g(x) = f(x) za svaki x € S
vrijedi da je surjekcija, ali oCito je g i injekcija jer je f injekcija. Prema tome g je bijekcija.
Ocito je f(S) C S, a s obzirom da f nije surjekcija vrijedi f(S) # S. Dakle T C S, T # S
te postoji bijekcija g : S — T, zakljucujemo da je S beskonacan skup.

Ranije smo vidjeli da ne postoji skup svih skupova, no pretpostavimo na trenutak da
postoji takav skup, ozna¢imo ga sa S. Neka je f : S — S funkcija definirana sa f(S) =
P(S). Akosu S, T € Stakvidaje S # T, onda je P(S) # P(T) prema propoziciji [2.2.3]
pa f(S) # f(T). Dakle f je injekcija. Imamo @ € §, no ne postoji S € S takav da
f(S) = 0 (napomena [2.2.4). Stoga f nije surjekcija. Dakle, postoji injekcija S — S koja
nije surjekcija. To prema napomeni povlaci da je § beskonacan skup. Prethodno
zakljucivanje pokazuje kako bismo mogli dokazati egzistenciju beskonacnog skupa. No,
problem je u tome Sto ne postoji skup svih skupova.

Dokazimo da postoji beskonacan skup uz jednu dodatnu pretpostavku, a to je da pos-
toji “’Citav novi svijet skupova” koji ¢emo zvati p-skupovi. Smatramo da p-skupovi imaju
analogna svojstva kao i skupovi, pa tako imamo prazan p-skup, kojeg oznaCavamo sa 0,,,
nadalje da za p-skupove x 1y imamo p-skupove {x}, 1 {x, y}, te takoder uredeni p-par (x, y),,.
Da je x element p-skupa S oznaCavamo sa x €, S. Akosu S i T p-skupovi takvi da za svaki
x takav da je x €, S vrijedi x €, T onda kazemo da je S p-podskup od T'ipiSemo S C, T.
Za dva p-skupa S i T smatramo da vrijedi S = T akoisamoako$§ C, TiT C, S. Nadalje
smatramo da za svaki p-skup S postoji partitivni p-skup od S, to je p-skup koji se sastoji
od svih p-podskupova od §. Njega oznaCavamo sa £,(S). Dakle P,(S) ={T | T <, §},.

Napomena 2.2.6. Takoder za p-skupove S i T imamo Kartezijev p-produkt S X, T tih
skupova, a svaki p-podskup od S X, T nazivamo p-relacija izmedu S i T. Imamo i p-
funkcije izmedu p-skupova (ako su S i T skupovi te f p-funkcija izmedu S i T onda pisemo
f:S —, T). No ovi pojmovi nam za sada nece biti potrebni.

VaZna pretpostavka koju uvodimo je sljedeéa: postoji skup svih p-skupova.
Propozicija 2.2.7. Neka su S i T p-skupovitakvida S # T, tada je P,(S) # P,(T).

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu propozicije [2.2.3] no navodimo ga zbog navikavanja na
nove oznake.

IzS # TslijediS ¢, TiliT ¢, S. Pretpostavimo da S ¢, T. Tada postoji x €, S
takav da x ¢, T. Slijedi {x}, C, S pa je {x} €, P,(S). Buducida x ¢, T imamo {x}, £, T
pa {x}, &, Pp(S). 1z {x}, €, P,(S) 1 {x}, ¢, Pp(T) slijedi P,(S) # P,(T). Do istog
zakljucka dolazimo u sluCaju T €, S. Tvrdnja propozicije je time dokazana. m|
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Napomena 2.2.8. Za svaki p-skup S vrijedi P,(S) # 0,. Naime za svaki p-skup S vrijedi
S e, P,(S)iS ¢, 0, dakle P,(S) L, 0,.

Teorem 2.2.9. Postoji beskonacan skup.

Dokaz. Znamo da postoji skup S svih p-skupova. Definirajmo funkciju f : & — 8 sa
f(§) =P,(S). Daje f injekcija slijedi iz propozicije Imamo 0, € Ste f(S) # 0,
za svaki S € S prema napomeni Ovo znaci da f nije surjekcija. Zakljucak: postoji
injekcija S — S koja nije surjekcija, prema tome S je beskonacan skup. O

2.3 Ekvipotentnost

Definicija 2.3.1. Za skupove S i T kaZemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija f :
S — T. U tom slucaju pisemo S = T. Ako skupovi S i T nisu ekvipotentni pisemo S # T.

Propozicija 2.3.2. Neka su S, T i V skupovite nekasu f : S - Tig: T — V funkcije.
(1) Ako su f i g injekcije onda je i g o f injekcija.

(2) Ako su fi g surjekcije onda je i g o f surjekcija.

(3) Ako su f i g bijekcije onda je i g o f bijekcija.

Dokaz. (1) Pretpostavimo da su f i g injekcije. Imamo go f: S — V. Nekasu sy,5, € S
takvi da je
S| # 8.

Buduc¢i da je f injekcija
Sf(s1) # f(s2).

Takoder, zbog Cinjenice da je g injekcija

g(f(s) # g(f(52).

Dakle,
(8 0 f)(s1) # (g0 f)(s2).
Stoga g o f je injekcija.
(2) Pretpostavimo da su f i1 g surjekcije. Neka je v € V. Bududi da je g surjekcija postoji
t € T takav da
g(n) =v.
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Takoder, zbog Cinjenice da je f surjekcija postoji s € § takav da

f(s) =t

Dakle,
v =g(1) = g(f(s))

to jest

v = (g0 f)s).

ZakljuCujemo da je g o f surjekcija.

(3) 1z tvrdnji (1) 1 (2) slijedi tvrdnja (3).

Propozicija 2.3.3. Neka su S, T i V skupovi. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
)S§ =S,

ii) akojeS =T ondajeT = S,

iii) akoje S =T iT =VondajeS =V.

Dokaz. 1) Nekaje f: § — § definirana sa f(x) = x za svaki x € §. OCito je f bijekcija.
Prema tome § = S.

ii) Pretpostavimo da S = T. Tada postoji bijekcija f : S — T. Funkcija f~! : T — S je
bijekcija, pa zakljuCujemo daje 7 = S.

111) Pretpostavimo daje S = T 17T = V. Tada postoje bijekcije f : S = Tig: T — V.
Prema propoziciji funkcijago f : § — V je bijekcija. Prema tome S = V.
O

Korolar 2.3.4. Neka je F familija skupova. Neka je ~ binarna relacija na ¥ definirana
sa A ~ Bako je A = B. Tada je ~ relacija ekvivalencije na F .

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz prethodne propozicije. O
Propozicija 2.3.5. Neka su S i T skupovi. Pretpostavimo da suaib takvidaa ¢ S,b ¢ T.
1) Pretpostavimo da je S =T, tada S U{a} =T U {b}.

2) Pretpostavimoda S # T, tada S U {a} # T U {b}
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Dokaz. 1) Nekaje f : S — T bijekcija. Definirajmo funkciju g : S U {a} — T U {b} sa

2)

Neka su xy, x, € § U {a} takvi da je
X1 # Xo.

Ako su x1, x, € S onda je

Sx1) # f(x2)
(jer je f injekcija), pa je

g(x1) # g(x2).

Inace imamo x; € S1ix; =ailix; =aix; € S. Akoje x; € S 1 x, = aonda je

gx) = f(x)€eT,

ag(x) =b¢T. Stoga je
g(x1) # g(x2).

Do istog zakljucka dolazimo u slu€aju x; = ai x, € S. Prema tome za sve xj,x, €
S U {a} takve da x; # x, vrijedi g(x;) # g(x,). Prema tome g je injekcija.

Nekajey e T U {b}. Akojey € T, postoji x € S takav da je f(x) =y (f je surjekcija),
dakle g(x) = y. Ako je y = b onda je oCito g(a) = y. Dakle za svaki y € T U {b} postoji
x € § U {a} takav da g(x) = y. Prema tome g je surjekcija, dakle g je bijekcija.

Time smo dokazalidaje S U {a} = T U {b}.

Pretpostavimo suprotno to jest da je S U {a} = T U {b}. Tada postoji bijekcija f :
S Uf{a} — T U {b}. Pretpostavimo da je f(a) = b. Ako je x € S, onda je x # a pa
je f(x) # f(a) to jest f(x) # b, Sto povlaci f(x) € T. Dakle za svaki x € S vrijedi
f(x) € T. Definirajmo funkciju g : § — T sa g(x) = f(x) za svaki x € S. 1z ove
definicije je ocito da je g injekcija. Neka je y € T, bududi da je f surjekcija tada postoji
x € S U{a}takav da f(x) =y. No, x #ajerbi x = apovlaCilob = f(a) = f(x)=yeT
to jest b € T, Sto je nemoguce. Stoga je x € §. Dakle, za svaki y € T postoji x € S
takav da f(x) = y. Prema tome za svaki y € T postoji x € S takav da g(x) = y. To
znaci da je g surjekcija. Dokazali smo da je g bijekcija pa slijedi S = 7. No to je u
kontradikciji sa pretpostavkom iz 2). Stoga je f(a) # b, dakle f(a) € T. Buduci da je
f surjekcija postoji xo € S U {a} takav da f(xy) = b. OCito da je xy # a, dakle xy € S.
Uocimo sljedece, ako je x € § takav da x # xo onda je f(x) # f(xo) to jest f(x) # b,
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paje f(x) € T. Dakle, za svaki x € S takav da je x # xj vrijedi f(x) € T. Definirajmo

funkcijug: S — T sa

{f(X), X # Xo

g(x) = :
fla), x=x
Dokazimo da je g injekcija. Pretpostavimo da su x,x” € S takvi da x # x’. Ako je
X # xo1xX # xpondaje g(x) = f(x)i1g(x") = f(x'), a f(x) # f(x') jer je f injekcija.
Stoga je g(x) # g(x’). Ako je x = xy, onda je g(x) = f(a), no x’ # a jerje x' € S pa
injektivnost funkcije f povlaci da je f(x") # f(a). Zbog x # x’ imamo x" # Xy, pa je
g(x’) = f(x'). Dakle
g(x) = f(x') # fla) = g(x),

to jest g(x’) # g(x). Ako je x’ = x( na slican nacin dobivamo da je g(x’) # g(x). Prema
tome g je injekcija. Nekajey € T. Ako je y = f(a) onday = g(xp). Pretpostavimo da
je y # f(a). Buduci da je f surjekcija postoji x € S U {a} takav da je y = f(x). Ocito je
x # a, dakle x € §. Nadalje, imamo x # x, jer bismo u suprotnom imali

y=fx)=f(x)=b¢T.

Prema definiciji od g vrijedi g(x) = f(x) za takav x. Dakle, g(x) = y.
Zakljucak: g je surjekcija. Prema tome g je bijekcija, Sto povlacidaje S = T. No to je
u suprotnosti sa pretpostavkom. Prema tome S U {a} # T U {b}.

O

Akosu S 1T p-skupovite f : § —, T p-funkcija onda je ocito kada za f definiramo
da je f injekcija, surjekcija i1 bijekcija. Nadalje, za p-skupove kazemo da su ekvipotentni
ako postoji p-bijekcija f : § —, T. U tom slucaju piSemo § =, T.

Sljedeca propozicija je analogon propozicijama 1
Propozicija 2.3.6. Neka su S, T i V p-skupovi.
1) §=,8
2) AkojeS =, T,ondajeT =,S.
3) AkojeS =, TiT =, V,ondajeS =,V.

4) Pretpostavimo da su a i b p-skupovi takvida a ¢, S ib ¢, T.
AkojeS =, T, ondaje S Ul{a}, =, T U{b},.
Ako S #, T, onda § Ula}, %, T U {b},.

Analogno kao u slu¢aju skupova vidimo da ne postoji p-skup svih p-skupova.
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Napomena 2.3.7. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu S. Neka su x,y € S. Tada je

x~y e [x]= [yl (2.5)

Naime, ranije smo vidjeli da x ~ y povlaci [x] = [y]. Obratno ako je [x] = [y] onda iz
v € [y] slijedi y € [x] pa je x ~ y.
Iz (2.3) slijedi da

x+y & [x] # [yl

Napomena 2.3.8. Neka je S skup takav da S = 0. Tada postoji bijekcija f : S — 0. Iz

primjera|l.l.11|slijedi da je S = ().
Isto tako ako je S p-skup takav da je S =, 0, onda je S =0,

Primjer 2.3.9. Neka je S skup svih p-skupova. Na S definiramo binarnu relaciju ~ tako
dazaS,T € S stavimo S ~ T ako jeS =, T.
Iz tvrdnji 1) — 3) iz prethodne propozicije slijedi da je ~ relacija ekvivalencije na S.
Neka je S € S. Tada je

[S]1={TeS|S ~T}

to jest
[S1={TeS|S =T}

Imamo

S/.=1{ls]|seS}

Definirajmo funkciju f : S/. — S/. na sljedeci nacin. Neka je a € S/.. Tada postoji
S € S takav da a = [S]. Nadalje, buduci da S nije p-skup svih p-skupova (jer takav ne
postoji), postoji p-skup a takav da a &, S. Imamo p-skup S U {a},, dakle S U {a}, € S pa
definiramo

f@) =[S Ula},l.

DokaZimo da ova definicija ne ovisi o izboru od S i a.

Pretpostavimo da je T € S takav da je a = [T] te da je b p-skup takav da b &, T. Tvrdimo
daje [S Ula}] = [TU{b}]. Iz @ = [T] slijedi [S] = [T], pa je prema napomeni2.3.7]S ~ T.
Dakle S =, T.Iza ¢, S ib ¢, T te propozicije2.3.6|pod 4) slijedi

S Ula}, =, T U({b},.
Dakle S U {a}, ~ T U {b}, pa je

[S Ula}p] = [T U {b},].
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Prema tome funkcija f je dobro definirana.
DokaZimo da je f injekcija. Neka su a, € S/.. takvida a # B. Imamo a = [S]iB = [T]
zaneke S,T € S. Odaberimo p-skupove a i b takve daa ¢, S i b ¢, T. Imamo

fl@) =[S Ulal,] i f(B)=I[TU{b},l
Iz a # B slijedi [S] # [T]1pa S + T. Prematome S %, T pa iz propozicije[2.3.6] slijedi
S Ulal, # T U (b},

Dakle S U{a}, » T U{b},, paje[S Ula},] # [T U{b},] to jest f(a) # f(B). Prema tome f
je injekcija.

No f nije surjekcija. Naime imamo [0,] € S/ ., a ne postoji a € S/ . takav da f(a) = [0,].
Pretpostavimo suprotno to jest da takav a postoji. Imamo f(a) = [S U {a},] gdje su S i
a neki p-skupovi. Iz [S U {a},] = [0,] slijedi S U {a}, = 0, pa je prema napomeni
S Ula}, = 0,. No to je nemoguce jer S U{a}, nije prazan p-skup. Naime ocito a €, S U{a},.
Prema tome ne postoji « takav da je f(«) = [0,] pa zakljucujemo da f nije surjekcija.

Iz napomene slijedi da je S/ . beskonacan skup.

2.4 Karakterizacija beskonacnih skupova

Propozicija 2.4.1. Neka su S i T skupovi takvi da je S C T. Pretpostavimo da je S
beskonacan skup. Tada je T beskonacan.

Dokaz. Budu¢i da je S beskonacan skup postoji injekcija f : § — S koja nije surjekcija.
Definirajmo funkciju g : T — T sa

() = f(x), xe8
§H = X, xeT\S'

Dokazimo da je g injekcija. Neka su x, x, € T takvi da je x; # x,. Imamo 4 slucaja.

Prvi sluCaj: x;,x, € §, tada je g(x1) = f(x1), gx2) = f(x2), a f(x1) # f(x2) jer je f
injekcija. Prema tome g(x;) # g(x,).

Drugi slu€aj: x;,x, € T\ S, tada je g(x;) = x1, g(x2) = x; paje oCito g(x;) # g(x2).

Treéi slucaj: x; € S,x, € T\ §, ocito je tada g(x;) € S 1 g(xp) € T\ S pa je jasno da je
g(x1) # 8(x2).

Cetvrti slucaj: x; € T\ §,x, € §, analogno treem slucaju slicno zaklju¢ujemo g(x;) #
8(x2).

Dakle, za sve xi, x, € T takve da x; # x, vrijedi g(x;) # g(x,). Stoga je g injekcija. Buduci
da f nije surjekcija postoji y € S takav da f(x) # y za svaki x € §. OCcito da je tada
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g(x) #yzasvakixe S. Zax e T\S imamo g(x) € T\ S pa je ocito g(x) # y. Prema tome
za svaki x € T vrijedi g(x) # y pa zakljuCujemo da g nije surjekcija. Stoga slijedi da je T
beskonacan skup. O

Propozicija 2.4.2. Neka su S i T skupovi takvi da je S = T. Pretpostavimo da je S
beskonacan skup. Tada je T beskonacan skup.

Dokaz. Bududi da je S beskonacan skup, postoji A € § takavda A # S 1 A = §. Bududi
daS = T postoji f : S — T. Oznatimo B = f(A). Definirajmo funkciju g : A — B
sa g(x) = f(x) za svaki x € A. Lako zakljuCujemo da je g bijekcija. Prema tome A = B.
Budu¢ida A C S 1A # S postoji xyp € S takav da xy ¢ A. Imamo f(x() € T. Pretpostavimo
f(xo) € B, tada je f(xo) € f(A) pa postoji x € A takav da f(xy) = f(x). Injektivnost
funkcije f povlac¢i xy = x Sto znaci da je xy € A, a to je u suprotnosti s odabirom od x.
Prema tome f(xo) ¢ B,dakle B# T.1zT =S,S xAiA = BslijediT = B. Stogaje T
beskonacan skup. O

Propozicija 2.4.3. Neka su S i T skupovi te neka je f : S — T injekcija. Pretpostavimo
da je S beskonacan skup. Tada je T beskonacan skup.

Dokaz. Nekaje g:S — f(S) funkcija definirana sa g(x) = f(x) za svaki x € §. Tada je g
bijekcija paje S = f(S). Prema propoziciji [2.4.2]imamo da je f(S) beskonacan. O¢ito da
f(S) € T paiz propozicije slijedi da je T beskonacan skup. O

Teorem 2.4.4. Neka je (A, f, @) Peanova trojka te neka je S skup. Tada je S beskonacan
skup ako i samo ako postoji injekcija g : A — S.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji injekcija g : A — S. Prema primjeru [2.0.2] skup A je
beskonacan skup. Stoga je S beskonaCan prema propoziciji[2.4.3

Obratno, pretpostavimo da je S beskonacan skup. Tada prema napomeni postoji
injekcija h : § — § koja nije surjekcija. Bududi da /4 nije surjekcija postoji x; € S takav
da x; ¢ h(S). Prema teoremu [I.3.3| postoji funkcija g : A — S takva da g(@) = x; i

8(f(@)) = h(g(a)) (2.6)

zasvakia € A.

Dokazimo da je g injekcija.

Dokazimo prvo sljedece: za svaki a € A takav da a # « vrijedi g(a) € h(S). Neka je
a € Atakavdaa # a. Tadaje a € A\ {a}, a po definiciji Peanove trojke znamo da je
f(A) = A\ {a}. Stoga, postoji a’ € A takav da je f(a’) = a. Koriste¢i dobivamo

g(a) = g(f(a") = h(g(a)),
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dakle g(a) € h(S). Neka je a € A takav da a # «. Tada je g(@) # g(a). Naime g(a) = xi,
g(a) € I(S), ax; ¢ h(S).
Neka je

B ={x e A|zasvakiy € A takav da je x < y vrijedi g(x) # g()}.

Vrijedi @ € B jer ako je y € A takav da @ < y onda je g(@) # g(y) prema dokazanom.
Pretpostavimo da je x € B. Tvrdimo da je f(x) € B. Pretpostavimo da je y € A takav da
f(x) <y. Iza < f(x) slijedi @ < y (ako je @ = f(x) to je oCito, a ako je @ < f(x) onda
iz tranzitivnosti od < slijedi). Stogajey # a to jesty € A \ {a} pa postoji z € A takav da
y = f(z). Dakle f(x) < f(z) pa iz toga slijedi x < z (u suprotnom bismo prema teoremu
[1.5.6)imali x = zili z < x pa bi slijedilo f(x) = f(z) ili f(z) < f(x) prema lemi[[.5.5] no i
jedno i drugo je u kontradikciji sa f(x) < f(z)). Iz x < zi x € Bslijedi g(x) # g(z). Buduéi
da je & injekcija dobivamo h(g(x)) # h(g(z)). No, prema to znaci g(f(x)) # g(f(2)),
to jest g(f(x)) # g(y). Time smo dokazali da je f(x) € B.

ZakljuCak: a € B, 1 za svaki x € B vrijedi f(x) € B. 1z definicije Peanove trojke slijedi
B = A.

Neka su x,y € A takvi da x # y. Prema teoremu [[.5.6) vrijedi x < yiliy < x. Akoje x <y
onda zbog x € B (Sto slijedi iz B = A) imamo g(x) # g(y). Ako je y < x, onda zbog y € B
imamo g(y) # g(x). Prema tome, g je injekcija i time je tvrdnja teorema dokazana. O

2.5 Konacni skupovi

Definicija 2.5.1. Za skup S koji nije beskonacan kaZemo da je konacan skup.

Lema 2.5.2. Neka je S konacan skup te neka je xy neki objekt. Tada je S U {xy} konacan
skup.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je S U {xq} beskonacan skup to jest postoji pravi
podskup 7" od S U {xy} takav da je S U {xo} = T. Uocimo da xo ¢ S (jer bi inace vrijedilo
S U {xo} = § Sto je konacan skup).

1. slucaj: xo ¢ T

Ocitoje T # 0 (erje S U{xo} = T 1S U{xo} # 0). Odaberimo neki ty) € T. Iz
T CSU{xo}ixyg ¢ TslijediT € S. Slijedi ty € S pa zakljuCujemo da je T \ {ty} pravi
podskup od §S. Iz ovogasslijedida S % T \{#} (u suprotnom bi S bio beskonacan skup Sto je
u suprotnosti s pretpostavkom leme). Iz propozicije [2.3.5|slijedi S U {xo} & (T \ {to}) U {10},
tojest S U {xo} # T. Kontradikcija.

2.slucaj: xp € T

[zT €S U{xo}slijedi T\ {xo} €S (akojex € T\ {xo},ondajex e Tix # xypa
je x € S Uixolix # xo, dakle x € §). Kada bi vrijedilo 7 \ {xo} = S onda bismo imali
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(T \ {xo}) U{xo} =S U{xp}, tojest T =S U {xp}, Sto je nemoguce jer je T pravi podskup
od S U {xo}. Stogaje T \ {xo} # S, dakle T\ {x¢} je pravi podskup od S. Buduéi da S nije
beskonacan imamo S % T \ {x} pa propozicija[2.3.5povlaci S U {xo} # (T \ {xo}) U {xo},
to jest S U {xo} ¢ T. Kontradikcija.

U oba slucaja smo dobili kontradikciju pa zakljuCujemo da je S U{xo} konaCan skup. O

Lema 2.5.3. Neka je (A, f,a) Peanova trojka. Neka su x,y € A takvi da je x < y. Tada za
svaki z € A vrijedi
X+z<y+z

Dokaz. 1z x < y slijedi da postoji k € A takav da je y = x + k. Koristeci propozicije 1
dobivamo

yv+z=x+k)+z=x+k+2)=x+z+k=(x+2) +k.

Dakle
y+z=(x+2) +k

pa je
X+z<y+z

O

Napomena 2.5.4. Ako je (A, f,a) Peanova trojka te ako su x,y,z € A takvi da je x <y,
ondajex+z<y+z
Naime to je ocito ako x =y, a ako je x # y onda je x <y pa tvrdnja slijedi iz leme

2.5.3

Propozicija 2.5.5. Neka je (A, f, @) Peanova trojka te neka su a,x € A takvi da je a < x.
Tada je f(a) < x.

Dokaz. Zbog a < x postoji k € A takav da je x = a + k. Imamo @ < k (lema[I.5.4)) pa iz
prethodne napomene slijedi da je a + @ < a + k, to jest f(a) < x. O

Teorem 2.5.6. Neka je (A, f, @) Peanova trojka. Za a € A neka je
S.={x€eA|x<al.
Tada je S , konacan skup za svaki a € A.

Dokaz. Neka je
T ={aecA|S, jekonacan skup}.
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Vrijedi S, = {a} pa je ocito S, konacan skup. Dakle @ € T'.
Pretpostavimo da je a € T. Zelimo dokazati da je f(a) € T.
Tvrdimo da je
Sy =SaUifla)} (2.7)

Nekaje x € S, U {f(a)}. Tadaje x € S, 1li x = f(a). Ako je x € S,, onda je x < a pa zbog
a < f(a) slijedi x < f(a), dakle x € S s,). Ako je x = f(a), onda je ocito x < f(a) pa je
x €S fq. Prema tome S, U {f(a)} C S f).

Obratno, pretpostavimo da je x € S f,. Tada je x < f(a). Ako je x = a, onda je oCito
x €S, dakle x € S, U {f(a)}. Pretpostavimo da je x # a. Tada je x < a ili a < x (teorem
[1.5.6). Ako je x < a, onda je oCito x € S, dakle x € S, U {f(a)}. Ako je a < x, onda
je prema prethodnoj propoziciji f(a) < x, Sto zajedno sa x < f(a) daje x = f(a) pa je
x €S, U{f(a)}

Zakljucak: S ¢, € S, U {f(a)}.

Prema tome vrijedi (2.7).

Skup S, je konacan (jer je a € T) pa iz i leme [2.5.2]slijedi da je S s, konacan skup.
Dakle f(a) € T.

Prema tome, @ € T'1 f(a) € T za svaki a € T. ZakljuCujemo da je T = A. Dakle za svaki
a € Avrijedidajea e T tojest S, je konacan skup. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo prucavali Peanove trojke. U prvom poglavlju smo naj-
prije opisali osnovne pojmove vezane za funkciju potrebne za ovaj rad. Nadalje, definirali
smo pojam Peanove trojke 1 proucili neka njena svojstva izmedu kojeg je i dokaz principa
definicije indukcijom. U nastavku rada smo definirali zbrajanje 1 uredaj na Peanovoj trojci
uz njihova osnovna svojstva. Za kraj prvog poglavlja definirali smo izomorfizam i proucili
ga u okviru Peanovih trojki dokazavsi i ujedno da su svake dvije Peanove trojke izomorfne.

Drugo poglavlje je bilo posveceno beskonacnim skupovima. Uz pretpostavku da pos-
toji beskonacan skup dokazali smo egzistenciju Peanove trojke. Potom smo i1 dokazali
egzistenciju beskonacnog skupa uz pretpostavku postojanja novouvedenih p-skupova. Do-
takli smo se 1 teme ekvipotentnosti skupova. Koriste¢i Peanove trojke karakterizirali smo
beskonacne skupove. Na kraju smo iskazali i dokazali neke od ¢injenica vezanih za konacne
skupove.



Summary

In this Master’s Thesis Peano triples were discussed. First chapter started with definition
of a function and its main properties that were necessary for this Thesis. Then we defined
Peano triples and studied some of its characteristics, main one being the definition by
induction. Furthermore, by using Peano triples addition and inequality were introduced.
Final topic of first chapter was isomorphism where we proved that any two Peano triples
are isomorphic.

Chapter two was dedicated to infinite sets. By assuming that an infinite set exists we
proved existence of a Peano triple. Afterwards, we also demonstrated existence of an
infinite set with the assumption that p-sets exist. Then we observed equipotent sets. Using
Peano triples we characterized infinite sets. At the very end, we stated and proved some of
the properties of finite sets.
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