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Uvod

U ovom diplomskom radu promatramo neke elementarne aspekte potpunosti.

Na pocetku ¢emo definirati osnovne pojmove kao Sto su binarna operacija, binarna
relacija, polje i uredaj na skupu. Na kraju prvog poglavlja proucit ¢emo neka svojstva
uredenog polja.

U drugom poglavlju fiksirat ¢emo jedno potpuno uredeno polje te u njemu konstruirati
skupove N, Z i Q. Proucit ¢emo svojstva tih skupova a ujedno i omedenost.

Dokazat éemo da ne postoji V2 u Q a zatim koristeéi taj rezultat dokazati da Q nije
potpuno uredeno polje.

Pokazat ¢éemo da postoji V2 u R. Na kraju ¢emo promatrati nizove i konvergenciju
nizova u uredenim poljima.






Poglavlje 1

Uredena polja

1.1 Binarne operacije i relacije

Definicija 1.1.1. Neka je S neprazan skup i = : S X S — § funkcija. Tada kaZemo da je
binarna operacija na skupu S.
Ako je * binarna operacija na skupu S, onda za x, y € S umjesto *(x, y) pisemo i x * y.

Definicija 1.1.2. Za binarnu operaciju * na skupu S kaZemo da je asocijativna ako za sve
X, y, Z € S vrijedi:

X*(y*z)=(x*y)*z

Definicija 1.1.3. Za binarnu operaciju = na skupu S kazemo da je komutativna ako za sve
x, y € S vrijedi:

X*ky=Yy*X

Definicija 1.1.4. Neka je * binarna operacija na skupu S te neka je n € S. Kazemo da je n
neutralni element za operaciju = ako za svaki x € S vrijedi:

X*NnN=n*Xx=MX

Napomena 1.1.5. Neka je = binarna operacija na skupu S. Pretpostavimo da su ny, n,
neutralni elementi za *. Tada je ny = n.
Naime, imamo:

ny=n;*xn; =ny;

prva jednakost vrijedi jer je n, neutralni element (za *), a druga jer je i ny neutralni element
(za *).
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Definicija 1.1.6. Neka je = binarna operacija na skupu S te neka je n neutralni element za
«. Neka su x, y € S. KaZemo da je y inverzni element za x s obzirom na * ako:

X*y=niy*Xx=n.
PokaZimo sada da je inverzni element od x, ako postoji, jedinstven.

Propozicija 1.1.7. Neka je * asocijativna binarna operacija na skupu S te neka je x € S.
Pretpostavimo da su y, i y, inverzni elementi od x s obzirom na operaciju *. Tada je

Y1 = Y2

Dokaz. Neka je n neutralni element za operaciju *. (On sigurno postoji prema definiciji
inverznog elementa.)
Imamo:

X*y; =n,
paje
Y2k (X #y)) =y *n.

Kako je * asocijativna operacija i1 kako je n neutralni element vrijedi:

(y2 # X) % y1 = y2.
Stoga je
nxy; =y,
tj.
Y1 = y2.

O

Definicija 1.1.8. Neka je S skup. Za svaki podskup od S X S kaZemo da je binarna relacija
na skupu S. Ako je ~ binarna relacija na skupu S, tj. ~C S X S, onda za x,y € S pisemo
X ~ yako je (x, y) € ~.

Definicija 1.1.9. Za binarnu relaciju ~ na skupu S kazemo da je refleksivna ako za svaki
x € Svrijedi x ~ x.

Definicija 1.1.10. Za binarnu relaciju ~ na skupu S kazemo da je simetricna ako za sve x,
y € S vrijedi:

Ako je x ~y, onda je y ~ x
(x~y=y~x).
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Definicija 1.1.11. Za binarnu relaciju ~ na skupu S kaZemo da je antisimetricna ako za
sve x, y € S vrijedi:

X~Yyiy~xXx=x=)y.

Definicija 1.1.12. Za binarnu relaciju ~ na skupu S kaZemo da je tranzitivna ako za sve x,
Yy, Z € S vrijedi:

X~ZIiZ~y=Xx~).

Definicija 1.1.13. Za binarnu relaciju ~ na skupu S kaZemo da ima svaojstvo usporedivosti
ako za sve x, y € S vrijedi:

x~yiliy~x.

Definicija 1.1.14. Neka je S skup i ~ binarna relacija na S koja je refleksivna, antisime-
tri¢na, tranzitivna te ima svojstvo usporedivosti. Tada za ~ kaZemo da je uredaj na S.

1.2 Polja

Definicija 1.2.1. Neka je P skup koji ima bar dva elementa te neka su + i - binarne ope-
racije na skupu P, koje su asocijativne i komutativne. Nadalje, pretpostavimo da postoji
neutralni element za operaciju +, oznacimo ga s 0, te da za svaki x € P postoji inverzni ele-
ment od x s obzirom na operaciju +. Nadalje, pretpostavimo da postoji neutralni element
za operaciju -, oznacimo ga s 1, te da svaki x € P, takav da je x # 0, ima inverzni element
s obzirom na operaciju -.

Pretpostavimo da za sve x,y,z € P vrijedi:

x-(+2)=(x-y)+(x-2).
Tada za uredenu trojku (P, +, -) kazemo da je polje.

Napomena 1.2.2. Ako je (P, +, -) polje, onda ¢emo obicno, kao i u definiciji, sa 0 oznacavati
neutralni element za operaciju +, a s 1 neutralni element za operaciju -. Za x € P sa -x
demo oznacavati inverzni element od x s obzirom na operaciju +, a ako je x # 0, sa x™!
¢emo oznacavati inverzni element od x s obzirom na operaciju -.

Dakle, za svaki x € P vrijedi x + (-x) = 0i za svaki x € P, x # 0 vrijedi x - x =1

U sljedecoj propoziciji vidjet ¢emo neka svojstva polja (P, +, -).
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Propozicija 1.2.3. Neka je (P, +, -) polje.
1) Neka su x, y, z € Ptakvidajex +z=y+ z Tada je x = y.
2) Neka je x € P takav da je x + x = x. Tada je x = 0.
3) Neka je x € P. Tada je x - 0 = 0.
4) 0+ 1
5) Neka je x € P. Tada je -(-x)=x.
6) Neka je x € P, x # 0. Tada je
¥ £0 te je xhH ! =x
7) Neka su x, y € P. Tada je
x-(=y)=~=(x-y),
(=x)-y=~(x-y),
(=x) - (=y)=x-y.
Dokaz. 1) Izx+z=y+zsljedi

x+2)+(-2)=y+z+(-2)

paje
X+ (@z+(=2) =y+(z+(=2),
g.
x+0=y+0,
paje
X=Yy

2) Imamo x + x =0+ xpaiz 1) slijedi x = 0.
3) Imamox-0=x-(0+0)=x-0+x-0. Iz 2) sada slijedi x- 0 = 0.
4) Pretpostavimo 0 = 1. Neka je x € P. Tada je

x=x-1=x-0=0,

pri ¢emu smo koristilli 3). Dakle, x = 0 za svaki x € P, tj. P = {0}, §to jeu
kontradikciji s €¢injenicom da P ima bar dva elementa (prema definiciji polja).
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5)

6)

7)

1.3

Opcenito, ako je * binarna operacija na skupu S, te @ € S 1 b inverzni element od a s
obzirom na *, onda je a inverzni element od b s obzirom na *.
Stoga je x inverzni element od —x s obzirom na operaciju + pa je x = —(—x).

Pretpostavimo x~' = 0. Tada je
0=x-0=x-x"'=1,

$to je u kontradikciji s 4). Dakle, x™!' # 0.
Kao u 5), sada zaklju¢ujemo (x 1)~ = x.

Vrijedi
x-=M+ -y =x-((=0)+y)=x-0=0.
Dakle,
(x- (=) +(x-y)=0.

Kada prethodnoj jednakosti pribrojimo —(x - y), dobivamo
x-(=y)=—(x-y).

Jednakost (—x) - y = —(x - y) se dokazuje analogno.
Koristeci prethodne dvije jednakosti i 5) dobivamo:

(=x) - (=) = =((=x0) - y) = =(=(x-y)) = x-y.

Uredena polja

Definicija 1.3.1. Neka je (P.+,-) polje, te neka je < uredaj na P. Za (P+,-,<) kaZemo da je
uredeno polje ako za sve x,y,z € P vrijedi:

(1) Ako je x <y, ondajex+z7<y+z
(2)Akoje 0 < xi0<y,ondajeO<x-y.

Propozicija 1.3.2. Neka je (P.+,-,<) uredeno polje. Tada je 0 < 1.

Dokaz. Buduci da je < uredaj, vrijedi: 1 <01ili 0 < 1.
Pretpostavimo da je 1 < 0. 1z definicije([1.3.1] (1) slijedi:

I+(-1)<0+(-1),4.0<-1.
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1z definicije (2) slijedi:
0<(=1)-(=D.

Prema propoziciji[1.2.3](7) vrijedi:
D) (=)=1-1=1.

Dakle, 0 < 1. Ovo, zajedno sa 1 < 0, daje 0 = 1 Sto je nemoguce prema propoziciji [1.2.3)]
4).

Dosli smo do kontradikcije, pa zakljucujemo: 0 < 1. O

Propozicija 1.3.3. Neka je (P.+,:) polje, te neka su x,y € P takvida x # 0iy # 0. Tada je
x-y#0.

Dokaz. Pretpostavimo da je x -y = 0. Slijedi:
X! -(x-y):x_l -0,
pajel-y=0,t). y=0,Sto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije. O

Definicija 1.3.4. Neka je < uredaj na skupu S. Za x,y € S pisemo x < y ako je x < y i
x # y. Nadalje, pisemo x £ y ako ne vrijedi x < y te pisemo x « y ako ne vrijedi x < y.

U iduéoj propoziciji vidjet ¢emo neka svojstva uredaja na skupu.
Propozicija 1.3.5. Neka je < uredaj na S. Neka su x,y,z € S. Tada vrijedi:

1) x£x

2) Akojex<yiy<z ondajex<z

3) Akojex <yiy<z ondajex<z

4) Akojex <yiy<z ondajex <z

5) x £y ako i samo ako vrijedi y < x.

6) x £y ako i samo ako vrijedi y < x.
Dokaz. 1) Ocito vrijedi.

2) Pretpostavimo da je x < y1y < z. Tada je y < z pa tranzitivnost relacije < povlaci da
jex<z
Preostaje joS dokazati da je x # z. Pretpostavimo suprotno, tj. x = z. Sada zbogy < z
imamo y < x pa antisimetri¢nost relacije < povlaci da je x = y. No, to je nemoguce
jerjey < z,t.y < x. Prema tome, x # z, paje x < z.
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3) Dokazuje se analogno kao i (2).
4) Tvrdnja slijedi iz (2).

5) Dokazujemo tvrdnju =
Pretpostavimo da je x £ y. Buduc¢i da relacija < ima svojstvo usporedivosti, mora
vrijediti y < x. Takoder vrijedi y # x (y = x povla¢i x < y) pajey < x.
Dokazujemo tvrdnju <
Pretpostavimo y < x. Kada b1 vrijedilo x < y onda bismo iz (2) zakljucili da je x < x
Sto je nemoguce.
Dakle, x £ y.

6) iz prethodne tvrdnje negacijom slijedi:
XSy yLax,

a to je upravo tvrdnja (6) uz zamjenu uloga x i y.

Propozicija 1.3.6. Neka je (P+,-,<) uredeno polje.

(1)0<1

(2) Neka su x, y € Ptakvidaje O <xi0<y. Tada je 0 < x - y.
(3) Neka su x,y,z € P takvida je x < y. Tada je x + 7 <y + z.

Dokaz. 1) Iz propozicije (4) i propozicije slijedi 0 < 1.

2) Slijedi0 < x10 < ypaje 0 < x-y (prema definiciji uredenog polja). Nadalje, takoder
imamo x # 01y # 0, pa iz propozicije slijedi x -y # 0.
Prema tome, 0 < x - y.

3) Izx < yslijedi x < ypaje x +z <y+ z. Pretpostavimo da je
X+z=y+z

Tada je
(x+2)+(-2) = +2)+(-2),

iz Cega lako zakljuCujemo da je x = y . To je nemoguce jer je x < y. Stoga je
X+z#y+z,pajex+z<y+z.
O

Definicija 1.3.7. Neka je (P, +, ) polje. Za x,y € P definiramo:

xX—y=x+(-y).
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Propozicija 1.3.8. Neka je (P, +, -) polje, te neka su x, y, z € P. Tada vrijedi:
1) x—x=0,

Dx-y-2)=(x-y)=(x-2),

x=y-z=x-2-0"2.

Dokaz. 1) Ocito vrijedi.

2) Koristeci propoziciju|l.2.3/imamo
x--2=x-0+ED) =N+ D=+ ((x-2)=(-y) - (x-2).

3) Slijedi iz (2) zbog komutativnosti operacije - .
O

Propozicija 1.3.9. Neka je (P, +, -) polje, te neka je x € P, x # 0. Tada je —x # O te je
(-0 = —x!

Dokaz. Kada bi vrijedilo —x = 0, onda bi slijedilo —(—x) = -0, tj. x = -0, a bududi da
je =0 = 0, vrijedilo bi x = 0 Sto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije. Dakle,
-x # 0.

Koriste¢i propoziciju(l.2.3|(7), dobivamo: (—x)-(—x~!) = x-x7! = 1, dakle (=x)-(-x~") = 1,
pa zakljuCujemo da je —x! inverzni element od —x s obzirom na operaciju .

Dakle, —x~! = (—x)7". o

Propozicija 1.3.10. Neka je (P, +, -) polje, te neka su x, y € P takvi da je x # 0 iy # 0.
Tada je

eyt =ay

Dokaz. Znamo da je x -y # 0 prema propoziciji[1.3.3] Imamo

ey = ey ) = x0T ) = e (D)) =) = xex = 1

Definicija 1.3.11. Neka je (P, +, -) polje. Za x,y € P, y # 0 definiramo

X -1
_:x.y
y

Propozicija 1.3.12. Neka je (P, +, -) polje.
1) Za svaki x € P vrijedi
.
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2) Neka je x € P takav da x # 0. Tada je

X 1 _
“=li-=x"
X X

3) Neka su a, b, c € P takvi da je ¢ # 0. Tada je
atb a b
c ¢ ¢

4) Neka sux, y, z € Ptakvida jey # 0iz # 0. Tada je
Z°X X

-y Y

5) Neka sux, y, a, be Ptakvidajey+ 0ib # 0. Tada je

f+g_x-b+a-y

y b y-b

6) Neka su x, y, a, b € P takvida jey # 0i b # 0. Tada je
x a_xa
y b y-b

7) Neka su x, y € P takvi da je x # 0 iy # 0. Tada je
X x\™
—¢0it) =2
y y X
8) Neka su x,y € P takvi da je y # 0. Tada je

X -x
3T
X X
3
X -x
vy
Dokaz. 1) Neka je x € P. Imamo
%:x I"=x-1=x

11
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2) Imamo

3) Vrijedi
b

—@+b) ¢ =@-cH+b-cH=2+2.
C C

a+b

4) Koristeci propoziciju|l.3.10/imamo:

ﬂ:(z-x)'(z-y)_l:(z-x)-(z_l‘y_l):x-y_l:g.

Dakle,
XX
<y
5) Koristeci (4) i (3) dobivamo
x a_x b a-y _ x-b+a-y
vy by by y-b

6) Koriste¢i propoziciju[1.3.10|dobivamo:

gz oy D@ bH=@a- 6" bY=x-a-(y-b' =

7) Iz f = x -y !, propozicije(1.2.3[(6) i propozicije|1.3.3|slijedi da je f # 0.
Koristeci propoziciju|1.2.3|(6) 1 propoziciju|l.3. obivamo:

-1
(i) = (x.y_l)_l = x_l . (y_l)_l = _x_l y=y- _x_l = i

xX-a
yb

8) Koristeci propoziciju (7) dobivamo

X _ 4 =X
——=x (=) =0y =
y y
Nadalje, koriste¢i propoziciju[1.3.9)1 propoziciju (7) dobivamo

- _ X
Z=xyt=a (o) = —xey T =20
-y y

Prema dokazanom imamo
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Napomena 1.3.13. Neka je (P, +, -) polje. Kao i inace, u izrazima koji ukljucuju + i -
smatrat ¢emo da - ima veci "prioritet” od +. Tako c¢e npr. za x,y,z € P, x +y - 7 znaciti

x+ - 2).

Propozicija 1.3.14. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje.
(1) Neka sux,y, z€ Ptakvidajex<yiO<z Tadajex-z<y-z
(2) Neka su x, y,z€ Ptakvidajex<yiO<z Tadajex-z<y-z

Dokaz. (1) 1z x < y slijedi 0 < y — x. Iz definicije uredenog polja slijedi 0 < (y — x) - z.
Propozicija[1.3.8](3) povladi :

0<y-z—-x-z2

pa je
X2y 2.
(2) Iz x < y i propozicije (3) slijedi
O<y-—nx

Sada, iz propozicije[1.3.6](2) slijedi 0 < (y — x) - z.
Dakle, 0 <y-z— x -z, paiz propozicije[1.3.6](3) slijedi x -z < y - z. m|






Poglavlje 2

Konstrukcija skupova N, Z, Q

Definicija 2.0.1. Neka je (P, +, -, < ) uredeno polje. Pretpostavimo da vrijedi sljedece:

Ako su A i B neprazni podskupovi od P takvi da je x <y za svaki x € A i svaki y € B, onda
postoji z € P takav da je x < z <Y, za svaki x € A i svaki y € B.

Tada za (P, +, -, <) kaZemo da je POTPUNO uredeno polje ili polje realnih brojeva.

Od sada pa nadalje, neka je ( R, +, -, <) jedno fiksirano potpuno uredeno polje.

2.1 Skup N

Definicija 2.1.1. Neka je S C R. KaZemo da je S induktivan skup ako vrijedi sljedece:
(1)1€S
(2) Ako je x € S, onda je x + 1 € S.

Primjer 2.1.2. Uocavamo da je R induktivan skup. Nadalje, neka je
S={xeR|1<x}.

Tada je S induktivan skup.

Naime, imamo 1 € § jer je 1 < 1. Pretpostavimo da je x € S. 1z 0 < 1 slijedi x < x + 1.
Zbog x € S vrijedi 1 < x, pa iz tranzitivnosti relacije < dobivamo 1 < x + 1. Stoga je
x+1€S.

Definicija 2.1.3. Definirajmo N = {x € R | x € S, za svaki induktivan skup S }
Uocimo sljedece: za svaki induktivan skup S vrijedi N C §.

Propozicija 2.1.4. N je induktivan skup.

15
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Dokaz. Ocito je 1 € N.

Ako je x € Nonda je x € § za svaki induktivan skup S, paje x+1 € §, za svaki induktivan
skup S,tj. x+ 1 €eN.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.1.5. (PRINCIP INDUKCIJE)
Neka je S C N takav da je 1 € S te takav da za svaki x € S vrijedi x + 1 € S. Tada je
S =N

Dokaz. OCcito je S induktivan skup, paje N C S. Iz ovoga i iz pretpostavke da je S € N
slijedi S = N. O

Propozicija 2.1.6. Za svaki x € N vrijedi 1 < x.

Dokaz. Nekaje S ={xeR| 1< x}.
Znamo da je S induktivan skup, stogaje N C §.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 2.1.7. Za svaki x € N vrijedi 0 < x.
Dokaz. Slijedi iz propozicije[1.3.6|(1) i propozicije[1.3.5](3). m|
Propozicija 2.1.8. Za sve x,y € N vrijedi x + y € N.

Dokaz. Fiksirajmo x € N. Dokazimo indukcijom po y da je x + y € N, za svaki y € N.
Tocnije govoreci, neka je S = {y € N | x + y € N}. Dokazimo da je § = N koristeci
propoziciju Princip indukcije.

Ocitoje 1 € §.

Pretpostavimo dajey € §. Tadaje y € Ni x + y € N. Slijedi

y+1eNi(x+y)+1€N,

. x+(y+1)eN.

ZakljuCujemodajey+ 1€ S.

Iz propozicije 2.1.5|(Princip indukcije) slijedi da je S = N.

Dakle, za svaki y € N vrijedi x + y € N.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.1.9. Za sve x,y € N vrijedi x - y € N.

Dokaz. Fiksirajmo x € N. Neka je

S={yeN|x-yeN}
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Ocito je S € N. Nadalje, o¢itoje 1 € S.
Pretpostavimodajey € §. Tadaje x -y € N, paiz

x-+D)=x-y+x-1=x-y+x,

i prethodne propozicije slijedidaje x- (y + 1) € N. Dakle,y+ 1 € §.
Iz propozicije 2.1.5|(Princip indukcije) slijedi da je S = N.
Dakle, za svaki y € N vrijedi x - y € N. |

Lema 2.1.10. Za svaki x € N takav da je 1 < x vrijedi:
x—1eN.

Dokaz. NekajeS ={1}U{l +k|k e N}.
Ocitoje S CNtel e S.
Zasvakix € S vrijedix+1€S.
Prema propoziciji[2.1.5|(Princip indukcije) imamo S = N.
Neka je x € N takav da je 1 < x. Imamo x € § pa postoji k € N takavdajex =1 +k.
Slijedi x — 1 = k, dakle, x — 1 € N. ]

Lema 2.1.11. Neka je y € N. Tada za svaki x € N, takav da je x <y, vrijedi x + 1 < y.

Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po y. Preciznije, neka je S skup svih y € N takvih da
za svaki x € N, takav da je x <y, vrijedi x + 1 < y.
Na trivijalan nacin vrijedi 1 € S.
Pretpostavimo da je y € §. Zelimo dokazati dajey + 1 € S.
Nekaje x €e Ntakavdajex <y+ 1. Tvrdimodaje x+ 1 <y+ 1. Ako je x = 1, onda zbog
1 <y (propozicija[2.1.6) imamo
I+1<y+1,
tj.
x+1<y+1.

Pretpostavimo 1 < x. Iz leme[2.1.10]slijedi daje x — 1 e N. Izx < y + L slijedi x — 1 < y.
Bududi da je y € S, prema definiciji skupa S imamo

x-1D+1<y,

{j.
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Iz ovoga slijedi
x+1<y+1.

Time smo dokazalidajey+ 1€ S.
Prema principu matemati¢ke indukcije slijedi da je § = N.
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 2.1.12. Neka su x,y € N takvi da je x < y. Tada je y — x € N.

Dokaz. Definirajmo S = {ze N |z<x}U{x+k |k € N}.
Dovoljno je dokazati da je S = N. Naime, tada Ce slijediti da je y € S pa e zbog x <y
slijediti da postoji k € N takav da je y = x + k, iz Cega ¢e odmabh slijediti da je y — x € N.
Skup S je unija dva skupa koji su ocito podskupovi od N pa je § € N.
Prema propoziciji[2.1.6) vrijedi 1 < x, stogaje 1 € S.
Pretpostavimo da je z € S. Zelimo dokazati da je z + 1 € S. Imamo dva slucaja:

. z<x.Tadajez< xiliz = x.

Akojez < x,ondaje z+ 1 < x prema lemi|2.1.11|paslijedidajez+ 1 € S. Ako je
z=x,ondajez+1=x+1,daklez+1e{x+k|keN}. Daklez+1€S.

2. z=x+k,zaneki k € N.
Tadajez+1=(x+k)+1=x+(k+1)pajez+1€S.

Dakle, za svaki z € S vrijedi z+ 1 € S. Prema propoziciji Princip indukcije vrijedi
S = N. Time je propozicija dokazana. |

2.2 Omedeni skupovi

Definicija 2.2.1. Neka je S C R, te M € R. KaZemo da je M gornja meda skupa S ako za
svaki x € S vrijedi x < M.

Definicija 2.2.2. Ako je M gornja meda skupa S i M € S, onda za M kaZemo da je
maksimum skupa S .

Definicija 2.2.3. Neka je S C R. Za S kaZemo da je odozgo omeden skup ako postoji bar
jedna gornja meda od S .

Definicija 2.2.4. Neka je S C R te neka je M € R. KaZemo da je M supremum skupa S
ako je M najmanja gornja meda od S, tj. ako vrijedi
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1) M je gornja meda od S,
2) za svaku gornju medu M’ od S vrijedi M < M'.

Pretpostavimo da je M maksimum skupa S. Tvrdimo da je tada M supremum skupa S .
Ocito je M gornja meda skupa S. Nadalje, za svaku gornju medu M’ od S vrijedi M < M’
jerjieM e S.

Neka je S € R. Pretpostavimo da su M; i M, supremumi skupa S. Tada je M| = M,.
Naime, iz 2) slijedi My < My 1 M, < My, paje M| = M,.

Nadalje, uo¢imo i ovo:

Ako su M; i M, maksimumi skupa S, onda je M; = M,. To moZemo zakljuciti iz
¢injenice da su M; 1 M, takoder supremumi od S.

Supremum skupa S, ako postoji, oznacavamo sa sup S .

Maksimum skupa S, ako postoji, oznacavamo sa max S .

Propozicija 2.2.5. Neka je x € R.
1) Pretpostavimo da je 0 < x. Tada je 0 < x7'.
2) Pretpostavimo da je x < 0. Tada je x™' < 0.

Dokaz. 1) Prema propoziciji (6) vrijedi x™' # 0. Znamo da vrijedi 0 < x7! ili
x1'<0,4.0< x'ili x™! < 0. Pretpostavimo x~! < 0. Tadaje 0 < —x! paiz0 < x
i propozicije[1.3.6)(2) slijedi

O<(=xH-x=-ux"'x=-1.

Dakle, 0 < —1 pa je 1 < 0 3to je u kontradikeiji sa propozicijom[1.3.6](1).

Dakle, 0 < x7 .
2) Iz x < 0 slijedi 0 < —x pa prema tvrdnji (1) vrijedi 0 < (=x)7'. 1z propozicijem
slijedi
0<—x"
pa je
x <.

O

Definiramo2 =1+1.1z0 < 1slijediO+ 1 <1+ 1¢tj. 1 < 2. Iz ovoga slijedi takoder
daje 0 < 2. Izovogai (1) slijedi 0 < 27!,
Iz propozicije(1.3.14{(2) slijedi 1 - 27! <2-271, ¢j. 271 < 1.
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Propozicija 2.2.6. Neka su x,y € R takvi da je x < y. Tada postoji z € R takav da je
xX<z<y.

Dokaz. 1z x < y slijedi 0 < y — x. Znamo da je 0 < 27! < 1 pa je prema propoziciji m
(2):
0<27'(y-x).

S druge strane, iz propozicije [I.3.14] (2) slijedi:

27\ y—x) <y-=x
Oznadimo £ = 27'(y — x). Imamo 0 < e < y — x.
Iz0 < eslijedi x < x + &.
[ze<y—xslijedix+ & < y.
Definirajmo z = x + . Tadaje x < z < y. O

Definicija 2.2.7. Neka su a,b € R. Definiramo:
(a,b) ={xeR|a<xix<b},
l[a,p] ={xeR|a<xix<b}
[a,b) ={xeR|a<xix<b}
(a,00) ={xeR|a< x}

Analogno definiramo {(—o0, a), [a, o), {—c0, a],{a, b].

Primjer 2.2.8. Tvrdimo da je O supremum skupa {—o0,0).

Ocito je 0 gornja meda skupa (—o0,0). Pretpostavimo da je M gornja meda skupa
(=00,0). Tvrdimo da je 0 < M.

Pretpostavimo suprotno. Tada je M < 0. Prema propoziciji postoji x € R takav
dajeM < x < 0.

Iz x < 0 slijedi x € (—0,0) pa x < M (jer je M gornja meda ovog skupa), sto je u
kontradikciji sa M < x. Dakle, 0 < M pa zakljucujemo da je 0 supremum skupa (—oo, 0).

Ocito 0 nije maksimum ovog skupa jer O ¢ (—o0,0).

Nadalje, skup (—c0,0) nema maksimum (jer bi taj maksimum morao biti supremum pa
bi morao biti jednak 0).

Uocimo sljedece: ako skup S ima supremum, onda je S odozgo omeden.

Propozicija 2.2.9. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum.

Dokaz. Neka je G skup svih gornjih meda od §. Imamo da su S 1 G neprazni podskupovi
od R takvi da za svaki x € § i svakiy € G vrijedi x < y.

Znamo da je (R, +, -, <) potpuno uredeno polje pa iz definicije potpuno uredenog polja
slijedi da postoji z € R takav da je x < z < y za svaki x € S i svaki y € G. Iz ovoga
zakljuCujemo da je z supremum skupa S'. m|
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2.3 Skup Z

Definicija 2.3.1. Neka je Z =N U {0} U {—x | x € N}.
Lema 2.3.2. Neka je (P, +,-) polje. Neka su x,y € P. Tada je —(x +y) = —x + ().
Dokaz. Imamo
X+ +(x+ () =((x+y)+(=x) +(-y) =
=(O+0+E)+ D=0+ +(E0) +(-y) =
=0+0)+(E=y)=y+(=y=0.
Dakle,
(x+y)+(=x+ (=) =0

pa je
—(x+y)=—x+(=y).

Propozicija 2.3.3. Za sve x,y € Z vrijedi x + y € Z.

Dokaz. Nekasu x,y e Z.Jasnojedajex+yeZakojex=0iliy=0.
Pretpostavimo da je x # 01y # 0. Imamo nekoliko slucajeva:

1. x,yeN
Prema propoziciji|2.1.8| vrijedi x + y € N. Dakle, x + y € Z.
2. x,ye{-z|zeN}
Tada je x = —z; 1y = —25, gdje su z;, 2, € N. Koristeéi lemu dobivamo
x+y=(2)+(-2)=-(21+2).
Prema propoziciji2.1.8| vrijedi z; + z, € N. Stoga je x +y € Z.
3. xeNiye{-z|zeN}
Tada postoji z € Ntakavdajey = —z. Vrijjediz < xiliz=x1ilix < z.
Ako je z < x onda je prema propoziciji2.1.12]x — z € N, dakle x — z € Z.
Akojez=xondajex—z=0pajex—z€Z.
Ako je x < z, onda je koristeéi lemu i propoziciju (5) dobivamo
x—z=x+(2)=-(-(x+(=2) = ~(-x+ (-(-2) = ~(-x+2) = =2 — %),

dakle x — z = —(z — x) pa iz propozicije 2.1.12]slijedi x — z € Z. U svakom slucaju
vrijedi x +y € Z.
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4. xe{-z|zeN}iyeN

Analogno kao u 3. dobivamo x + y € Z.

Napomena 2.3.4. Neka je x € Z. Tada je x e Nili x = 0ili x € {—z | z € N}.

Ako je x € N, onda je ocito —x € Z.

Ako je x = 0, onda je i —x = 0 pa je —x € Z.

Ako je x € {—z| z € N}, onda je x = —z za neki z € N. Sada imamo —x = —(-2) = Z pa
je —x € N. Dakle —x € Z.

U svakom slucaju vrijedi —x € Z.

Propozicija 2.3.5. Neka su x,y € Z. Tada je x - y € Z.

Dokaz. Ako je x = 0iliy = 0, onda je prema propoziciji[l.2.3|(3) x-y=0pajex-y € Z.
Pretpostavimo sada da je x # 01y # 0. Imamo 4 sluCaja:

1. x,yeN
Prema propoziciji2.1.9slijedi daje x -y e Npaje x -y € Z.
2. x,ye{-z|zeN}

Tada postoje z; 1 z, € N takvi da je x = —z; 1y = —2,. Koristeci propoziciju 7
dobivamo

x-y=0Cz)(-22) =212
pa iz propozicije[2.1.9|slijedi x - y € N. Dakle, x - y € Z.
3. xeN,ye{-z|zeN}
Tada postoji z € N takav da je y = —z. Koristeci propoziciju[1.2.3](7) dobivamo
x-y=x-(-2)=—(x-2),
paiz x - z € N (Sto slijedi iz propozicije|2.1.9)) slijedi x - y € Z.

4. xe{-z|zeN},yeN

Analogno kao u 3. dobivamo x -y € Z.
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24 Skup Q

Definirajmo Q = {* | m € Z,n € N}.
Uocimo da je ova definicija dobra jer 0 ¢ N (prema korolaru|2.1.7)).

Propozicija 2.4.1. Neka su x,y € Q. Tada je x +y € Qi x -y € Q. Nadalje, vrijedi da je
—x € Q. Ako je x # 0, onda je x™' € Q.

o my e om N
Dokaz. Neka sumy, my € Zteny, np € Ntakvidajex = 7t iy = 3. KoristeCi propoziciju

[1.3.12](5) dobivamo

mp  mp MmNy + nimp
X+y=—+—=——— "
n ny niny
paje x +y € Q (prema propoziciji[2.1.9] propoziciji[2.2.8|i propoziciji[2.2.9).
Nadalje, x - y = 222 pa zakljuCujemo da je x - y € Q.

ni-np
Koristeci propoziciju(l.3.12|(8) dobivamo
mi —ny
—_-X=-—— = —
n n

paiz —m; € Z slijedi —x € Q.
Pretpostavimo da je x # 0. Tada je m; # 0. Takoder vrijedi n; # 0. Prema propoziciji

313 (7) vrijedi
—1 (ml )_1 n
X =|— = —.

ni m

Ako je m; € N onda je ocito x™! € Q.
Inace, zbog m; € Z1m, # 0 vrijedi m; = —n, zaneki n € N. Stoga je —m; = —(—n) =n

pa iz propozicije|1.3.12|(8) slijedi

-1 _ M —ny —n
X == — = —
my —ny n
pa je o¢ito x~! € Q.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 2.4.2. Neka su +q i -g binarne operacije na Q definirane sa
X+oy=x+Yy,

X.Qy=X-)y.

Uocimo da su ove definicije dobre prema propoziciji[2.4.1]
Nadalje, neka je <q binarna relacija na Q definirana sa x <g y ako je x <'y.
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Propozicija 2.4.3. Uredena cetvorka (Q, +q, -q, <q) je uredeno polje.

Dokaz. Nekasu x,y,z € Q. Tada je
(X+gy) +oz=(x+y) +z,

X+ +o2) =x+(y+2).

Iz ¢injenice da je + asocijativna binarna operacija, slijedi da je

(x+qy) +tQz=x+q (¥ +q 2)-

Dakle, +q je asocijativna binarna operacija.

Analogno vidimo da asocijativnost binarne opreacije - povlaci asocijativnost binarne
operacije -q.

Na isti nacin zakljucujemo da su +q i -g komutativne binarne operacije.

Ocito je 0 € Q. Za svaki x € Q vrijedi

-x €Q,
te
X+ (=x)=x+(-x)=0.
Dakle,
X+g (=x) =0,
te takoder
(=x)+ox=0.

Svaki element od Q ima inverzni element s obzirom na operaciju +gq.

Ocito je 1 € Q. Za svaki x € Q vrijedi x .o 1 = x- 1 = x te takoder 1 -g x = x. Stoga je
1 neutralni element za operaciju -q.

Neka je x € Q takav da je x # 0. Prema propoziciji[2.4.1] vrijedi

xleQ.

Imamo
xox'=x-x"=1

Stoga svaki element iz Q razli¢it od 0 ima inverzni element s obzirom na -q
Neka su x,y € Q. Tada je

xXo(+e2)=x-(y+2)=x-y+x-2=X-qy+oX-Q2

Dakle, x - (y +g2) =x-@qy+g X g 2.



2.5. MINIMUM SKUPA 25

Zakljucak: (Q, +q, -g) je polje.

Neka je x € Q. Tada je x < x (jer je < refleksivna binarna operacija. Stoga je x <g X.
Dakle, <q je refleksivna binarna relacija na Q.

Nekasu x,y € Qtakvidaje x <g y1y <g x. Stogaje x < yiy < x iz Cega zakljuCujemo
da je x = y (jer je < antisimetriCna relacija). Prema tome, <g je antisimetri¢na binarna
relacija.

Neka su x, y, z € Q takvi da vrijedi

X<gyly<gz

Tadaje x <yiy < zpajex < z. Dakle, x <q z. ZakljuCujemo da je <g tranzitivna binarna
relacija.
Neka su x,y,z € Q. Znamo da je

x<yiiy<x

paje
x<gyiliy <q x.
Zakljucak: Relacija <q je uredaj na Q.
Neka su x,y,z € Q takvi da je x <g y.Tada je x < y pa je
X+z<y+z
Stoga je i
X+gZ<q)y+toz

Neka su x,y,z € Q takvi da je
0<gxi0 g y.

Tada je
0<xi0<y

paje 0 < x-y. ZakljuCujemo da je 0 <g x g y.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

2.5 Minimum skupa

Definicija 2.5.1. Neka je S podskup od R te neka je sy € S. KaZemo da je s, minimum
skupa S ako je sy < x, za svaki x € S.
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Uocimo sljedece: ako su sy 1 s; minimumi skupa S onda je 5o = s;. Naime, imamo
so < 51 jer je so minimum od S te s < sp, jer je s; minimum od S. Dakle, minimum skupa
S je, ako postoji, jedinstven te ga oznacavamo sa min S .

Primjer 2.5.2. Vrijedi da je O minimum skupa [0, co).

S druge strane, skup {0, co) nema minimum tj. ne postoji x takav da je x minimum skupa
(0, ). Pretpostavimo suprotno, tj. da takav x postoji. Tada je x € {0,00) pa je 0 < x. Iz
propozicije [2.2.6| slijedi da postoji y € R takav da je 0 <y < x. Slijedi, y € (0, ) pa iz
cinjenice da je x minimum skupa {0, o) slijedi da je x < y. Prema tome, skup {0, o) nema
minimum.

Skup R nema minimum. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji x € R takav da je x mini-
mum od R. Iz 0 < 1 slijedi —1 < 0 pa je x + (—1) < x tj. x — 1 < x §to je u kontradikciji s
cinjenicom da je x minimum od R.

Teorem 2.5.3. Svaki neprazan podskup od N ima minimum.
Dokaz. Definirajmo
T ={neN|akojeS C N takav da postoji k € S takav da je k < n, onda S ima minimum}.

Dokazimo da je T = N.
Dokazimo prvo 1 € T'.
Pretpostavimo da je S C N takav da postoji k € § sa svojstvom da je k < 1. Imamo k € N
pa je prema propoziciji[2.1.6] 1 < k. Stoga je k = 1.
Dakle, 1 € S pazbog S C N i propozicije[2.1.6]slijedi da je 1 minimum skupa S
Time smo dokazalidaje 1 € T.

Pretpostavimo daje n € T. Tvrdimo da je n + 1 € T. Pretpostavimo da je S C N takav
da postoji k € S sa svojstvom da je k < n + 1. Ako postoji k' € S takav da je k¥’ < n, onda
S ima minimum (jer jen € T).

Pretpostavimo da ne postoji k” € S takav da je k¥’ < n. Tada, prema propoziciji 5)
vrijedi

n<k zasvakik' € S. 2.1)

Posebno, n < k paiz leme[2.1.11|slijedi n+ 1 < k. Znamo da je k < n+ 1 pa je prema tome
k=n+1.
Dakle,n+1 € S.

1z leme[2.1.11]1 (2.1) slijedidajen + 1 <k’ zasvakik’ € S.
Prema tome, n + 1 je minimum skupa S.
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Dokazali smo da svaki podskup od N koji sadrzi element manji ili jednak n + 1 ima
minimum. Stogajen+1€7T.

Dokazali smo sljedece: 1 € T te akojen € T ondajen+ 1 € T. 1z propozicije[2.1.5
(Princip indukcije) slijedi da je T = N.

Dokazimo sada tvrdnju teorema.
Neka je S neprazan podskup od N. Odaberimo nekin € N. Tadajen € Npajen € T. To
znaci da svaki podskup od N koji sadrzi element manji ili jednak » ima minimum. Skup §
sadrzi element manji ili jednak n (jer je n € §), stoga S ima minimum.

]






Poglavlje 3

Potpunost

3.1 Nepostojanje korijenaiz 2 u Q

Definicija 3.1.1. Neka je x € Z. KaZemo da je x paran broj ako postoji y € Z takav da je
x=2-y.

Definicija 3.1.2. Za x € Z kaZemo da je neparan broj ako x nije paran.

Primjer 3.1.3. I nije paran broj.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji y € Z takav da je 1 = 2 -y. Vrijedi y # 0 (jer
bismo u suprotnom imali 1 = 0). Pretpostavimo da je y = —n, za neki n € N. Tada je
1 =2-(-n) = —(2n). Dakle, 1 = —k, gdje je k € N. Prema korolaru[2.1.7|vrijedi 0 < k pa
je —k < 01. 1 <0, $to je nemoguce. Stoga je y € N. Prema propoziciji[2.1.6|vrijedi 1 <y

pa iz propozicije|l.3.14|(1) slijedi
2-1<2-y,

., 2<2-y. Sada iz 1 <2 slijedi 1 < 2y Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je 1 = 2y.
Zakljucak: 1 nije paran broj.

Propozicija 3.1.4. Neka su x,y € Z.
1. Ako su x,y parni, onda je x + y paran.
2. Ako je x paran, onda je x - y paran.
3. Ako je x paran, onda je —x paran.
Dokaz. 1. Pretpostavimo da su x,y parni. Tada je x = 2m iy = 2n za neke m,n € Z.

Slijedi
x+y=2m+2n=2m+n),

29
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pa je oCito x + y paran.

Na sli¢an nacin dokazujemo tvrdnje 2. i 3.

Propozicija 3.1.5. Za svaki neparan broj x postoji m € Z takav da je x = 2m + 1.

Dokaz. Neka je
S ={xeN|xparanili x =2m + 1, zaneki m € Z}.

Imamo 1 € S jerje 1 = 2-0+1. Pretpostavimo da je x € §. Tada je x paranili je x = 2m+1
zaneki m € Z. Ako je x paran, onda je x = 2n zanekin € Zpaje x + 1 = 2n + 1 Sto ocito
povlatidaje x+ 1 € S. Ako je x = 2m + 1 za neki m € Z onda je:

x+1=2m+2=2(m+1),

dakle x + 1 je paran broj pa je x + 1 € S. Zakljucak: vrijedi § CN,1 € S,tex+1€S za
svaki x € §. Stoga je S = N. Stoga je svaki neparan broj iz N oblika 2m + 1 za neki m € Z.

Pretpostavimo sada da je n € N takav da je —n neparan broj. 1z propozicije[3.1.4 (3)
lako zaklju¢ujemo da je n neparan broj. Prema dokazanom postoji m € Z takav da je
n =2m + 1. Imamo

-n=-2m—-1=-2m-2+1=2(-m—-1)+ 1.
Dakle, —n = 2m’ + 1, gdje je m" = —m — 1. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Propozicija 3.1.6. Neka je m € Z. Tada je 2m + 1 neparan broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je 2m + 1 paran broj. Tada postoji n € Z takav da je 2m+ 1 = 2n.
Slijedi 1 = 2n — 2m = 2(n — m), Sto povlaci da je 1 paran broj. To je u kontradikciji s
primjerom Prema tome, 2m + 1 je neparan broj. O

Propozicija 3.1.7. Neka su x,y neparni brojevi. Tada je x - y neparan broj.
Dokaz. Tmamo x =2m+ 11y = 2n + 1 za neke m,n € Z. Vrijedi:
xy=QCm+1)2n+1) = Cm+1)2n+2m+1)-1 = 2m-2n+2n+2m+1 = 2(m-(2n)+n+m)+1.

Dakle, postoji k € Z takav da je x-y = 2k + 1. Iz propozicije[3.1.6slijedi da je x - y neparan
broj. O

Napomena 3.1.8. Neka su k,n € N takvi da je n = 2k. Tada je k < n. Naime, iz 1 < ?2i
propozicije[l.3.14|(2) slijedi 1 - k < 2 - k tj. k < 2k. Dakle, k < n.
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2

Za x € R definiramo x° = x - x. Uo¢imo da za x,y € Z,y # 0 vrijedi

To slijedi iz propozicije [1.3.12](6).
Teorem 3.1.9. Ne postoji x € Q takav da je x* = 2.

Dokaz. Pretpostavimo da takav x postoji. Buduéi da je x € Q postoje p € Z1 g € N takvi

daje x = § Definirajmo

S = {neN|postojimeZtakanajex: T}.
n
Ocito je S € N. Nadalje, imamo da je S # 0 jer je g € S. Prema teoremu[2.5.3|skup S ima
minimum.

Oznacimo
no =minsS. (3.1)

Imamo ny € S pa postoji m, € Z takav da je

my
xX=—.
no
1z
2=2
slijedi
my 2 _
no B
Dakle,
(mo)* _
(n)?
paje

m02 =2 noz.

Iz ovoga slijedi da je m,?* paran broj. Kada bi m bio neparan onda bi prema propoziciji
m mo? bio neparan broj. Prema tome, m je paran broj pa postoji m; € Z takav da je
my = 2m,.

Sada iz my* = 2n¢?® slijedi (2m;)* = (2ny)* paje 2 -2 - m;> = 2ny>. MnoZenjem ove

jednakosti sa 27! dobivamo 2m,? = ny>.
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Stoga je ny? paran broj pa na sli¢an nacin kao prije slijedi da je ny paran broj.

Slijedi da postoji n; € Z takav da je ny = 2n;.

Kada bi vrijedilo n; < 0 onda bismo (zbog 0 < 2) imali 2n; < 2 - 0 (zbog propozicije
[1.3.14](1)) j. ny < 0, $to je nemoguce jer je ny € N. Stoga je 0 < ny pa je n; € N. Imamo

my 2m1 ny

=2 _ 32
o no 21’11 n ( )

Dakle, x = ’% Iz (2.1) 1 napomene slijedi da je
ny < ny. 3.3)

Prema (3.2) je ny € S. Iz (3.1) slijedi ny < ny, no to je u kontradikciji sa (3.3). Zakljucak:
ne postoji x € Q takav da je x> = 2. m
3.2 Nepotpunost od Q

Napomena 3.2.1. Neka su a,b € R. Tada se lako vidi da vrijedi: (a + b)* = a*> + 2ab + b*
i(a—0b)* =a*>-2ab+ b’

Lema 3.2.2. Neka su x,r € R takvi da je 0 < xi 0 < r. Tada postoji € € R takav da je
0 < & te takav da je 2ex + &* < r.

Dokaz. 1z 0 < x slijedi 0 < 2x paje 0 < 2x + 1. 1z propozicije[2.2.5] (1) slijedi da je

0<x+ D!

paje
O<r-Qx+ D7

Iz propozicije [2.2.6]slijedi da postoji z € Z takav da je
O<z<r-Qx+1™" (3.4)

Vrijedi z < 11ili 1 < z. Ako je z < 1 definiramo € = z, a ako je 1 < z definiramo € = 1. U
svakom slucaju vrijedi 0 < e te € < zie < 1. Iz (3.4) slijedi

e<r-Qx+ 17!

pa iz propozicije[1.3.14] (2) slijedi:

e-2x+D<r (3.5)
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[ze<1slijedi2x+e<2x+1,pajec-(2x+¢) < e(2x+ 1). Iz ovogaiiz (3.5) slijedi:
e-2x+¢e)<r

No, g- (2x + &) = 2ex + .
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 3.2.3. Skup N nije odozgo omeden.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada prema propoziciji[2.2.9skup N ima supremum.

Oznacimo s = sup N.

Vrijedi s — 1 < s pa s — 1 nije gornja meda skupa N (jer je s najmanja gornja meda), pa
postoji x € N takav daje s — 1 < x. Slijedi s < x + 1.

No, x + 1 € N pa je prethodna nejednakost u kontradikciji s ¢injenicom da je s gornja
meda skupa N (jer je supremum od N).

Dakle, N nije odozgo omeden skup. O

Korolar 3.2.4. Za svaki x € R postoji n € N takav da je x < n.

Dokaz. Neka je x € R. Kada ne bi postojao n € N takav da je x < n, onda bi za svaki
n € N vrijedilo n < x, §to bi znadilo da je x gornja meda skupa N. No, to je nemoguce
zbog prethodne propozicije. O

Propozicija 3.2.5. Neka je x € R takav da je 0 < x. Tada postoji n € N takav da je

1
- <ux
n

Dokaz. Prema prethodnom korolaru, postoji n € N takav da je x™!' < n.
Iz ovoga, zbog 0 < x imamo x - x' < xn, tj. 1 < xn. Sada zbog

1
0< -
n
imamo . |
l-—<&x-n)-—,
n n
tj.
—<x
n

Napomena 3.2.6. Neka su a,b € R.
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1. Pretpostavimo da je 0 < a i a < b. Tada je a* < b*.

Naime, iza < bi0 < aslijedia-a<a-b,tj. a*> <a-b. Sdruge strane, iza < b i
O<bslijedia-b<b-btja b<b

Iz tranzitivnosti relacije < slijedi a* < b*.
2. Pretpostavimo da je 0 < a i a < b. Tada na isti nacin kao u 1. dobivamo a* < b
Napomena 3.2.7. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka su a, b, c,d € P.

1. Pretpostavimo da je a < bic < d. Tada je a+ c < b+ d. Naime, iz a < b slijedi
a+c<b+caizc< d slijedib+c < b+dpa zbog tranzitivnosti relaa]e slijedi
a+c<b+d.

2. Pretpostavimo da je a < b i ¢ < d. Na slican nacin vidimo da je a + ¢ < b + d.
3. Nekaje a < bic <d. Tada na isti nacin dobivamo a + ¢ < b + d.

Propozicija 3.2.8. Neka je x € Q takav da 0 < x i x* < 2. Tada postoji y € Q takav da je
x<yiy* <2

Dokaz. Definirajmo
2

r=2-x".
Iz x* < 2 slijedi O < r. Prema lemi postoji & € R takav da je
O<eildex+& <.

Prema propoziciji postoji n € N takav da je % <e&.
Oznacimo

1
0=-.
n

Imamo 0 < 9,0 <ei16 € Q.
Iz 6 < e slijedi 26x < 2¢x.
Nadalje, prema napomeni[3.2.6|(2) vrijedi

6 < &
Iz napomene (2) slijedi i
20x + 6% < 2ex + &7
Stoga je 26x + 6% < r. Slijedi da je

X +26x+62 <X+,
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tj.
(x+0 <x*+r
No, x> + r = 2, prema definiciji od 7.
Dakle, (x + 6)> < 2. Oznadimo y = x + 6. Zbog x € Qi ¢ € Q imamo y € Q. Nadalje,
iz0<oslijedix <x+09,t. x <y.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Neka su a, b € R. Uocimo da skup {a, b} ima minimum. Naime, taj minimum je a ako
je a < b, ainace je jednak b.

Propozicija 3.2.9. Neka je x € Q takav da je 0 < xi2 < x%. Tada postoji y € Q takav da
jeO<y,y<xi2<y.
Dokaz. 1z 2 < x* slijedi 0 < x*> — 2. Definirajmo
r=x"-2. (3.6)
Imamo dakle, 0 < r, pa prema lemi [3.2.2] postoji € € R takav da je
O<eiex+é& <
Uoc¢imo da je 0 < min{e, x}.
Prema propoziciji[3.2.5|postoji n € N takav da je

1

— < min{g, x}.

n
Definirajmo 6 = 1. Imamo

0 < min{e, x}, (3.7)

aolitoje0 <d10 € Q.
Definirajmoy = x — 6. [z 0 < § slijedi —6 < 0, Sto povlai x — 6 < x tj. y < x.
Nadalje, ocito je y € Q. Iz slijedid < xpaje0<x—01t.0<y.
Iz (3.7) slijedi 6 < & pa iz napomene (2) slijedi

5 < & (3.8)

Nadalje, iz 6 < € i propozicije(1.3.14](2) slijedi 20x < 2¢ex. 1z ovoga i (3.8) te napomene
(2) slijedi

20x+ 6% <2ex+ &, (3.9)
Vrijedi 0 < 6% pa je —6° < 0, §to povladi —6% < 6%. Slijedi 26x — 6% < 26x + 6.

Iz ovoga i (3.9) slijedi
26x — 6% < 2ex + &°.
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Sada iz ¢injenice da je 2ex+&* < r imamo 26x — 62 < r, te iz (3.6) slijedi 20x — 6% < x* —2.
Slijedi,
2 < x*—20x+ 6%,
6.
2 < (x=96),

dakle,

2<y2.

Teorem 3.2.10. (Q, +q, g, <g) nije potpuno uredeno polje.

Dokaz. Prema propoziciji znamo da je (Q, +q, -g, <) uredeno polje.
NekajeA={xeQ|0<xix*<2}teB={x€Q|0<xi2<x?.
Ocitoje 1 € A,dakle A # 0. 1z 1 < 2 slijedi

2-1<2-2,

tj.
2<2%
Stogaje2 € Bpaje B # 0.

NekasuxeAiye€ B.

Pretpostavimo da je y < x. Imamo 0 < y < x pa iz napomene (2) slijedi y* < x2.
Imamo 2 < y*i x* < 2 pa slijedi 2 < 2 §to je nemoguée. Prema tome, ne vrijedi y < x i
stogaje x < yt. x <g ).

Pretpostavimo da je (Q, +q, *g, <g) potpuno uredeno polje. Tada postoji z € Q takav da
je

X<gz1z<g)y, zasvakix € Aizasvakiy € B. (3.10)
Iz teorema slijedi da je z*> # 2. Stoga je 72 < 21ili 2 < z2. Znamo 1 € A pa (3.10)
povlaci 1 <g zpaje 1 < ziposebnoO < z.
Pogledajmo dva slucaja:

1. 2<2

Iz propozicije slijedi da postoji x € Q takav daje z < xi x> < 2. Iz 0 < z slijedi
0 < x. Stoga je x € A. Iz (3.10) slijedi x <g z §j. x < z. Ovo je u kontradikciji s
¢injenicom da je z < x.

2.2<7?

1z propozicije[3.2.9 slijedi da postoji y € Q takav daje 0 < y,y < zi2 < y?. Slijedi
dajey € B. Stoga, prema (3.10) slijedi z < y. No, ovo je u kontradikciji s ¢injenicom
dajey <z
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U oba sluc¢aja smo dosli do kontradikcije.
Zakljucak: (Q, +q, -g, <g) nije potpuno uredeno polje. O

3.3 Egzistencija korijenaiz2 u R

Propozicija 3.3.1. Neka je x € R takav da je 0 < x i x* < 2. Tada postoji y € R takav da
jex<yiy*<2.

Dokaz. Definirajmo
r=2-x

Tada je 0 < r. Prema lemi[3.2.2] postoji € € R takav da je

O<eildex+&<r

Dakle,
2ex+e> <2 —x*
pa je
X +2ex+& <2,
tj.
(x+¢&)* < 2.
Ocito je x < x + € pa za traZeni y moZzemo uzeti y = x + &. O

Propozicija 3.3.2. Neka je x € R takav da je 0 < x i 2 < x*. Tada postoji y € R takav da
je0<y y<xi2<y

Dokaz. Nekaje r = x> — 2. Tada je 0 < r pa prema lemi postoji & € R takav da je
O<eilex+& <.

Ocito je
0 < min{e, x}. (3.11)

Prema propoziciji postoji ¢ € R takav daje 0 < 6 < min{g, x}. Imamo 0 < d < e paiz
napomene (3.2.0) (2) i iz propozicije[1.3.14te iz napomene (3.2.7) (2) slijedi

26x + 6> < 2ex + &

Stoga je 26x + 6% < r.
Na isti na¢in kao u dokazu propozicije dobivamo

26x — 6% < 26x + 6%
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Stoga je
26x—62<r,
tj.
26x — 8% < x* - 2.
Slijedi
2 < x*—26x+ 6%,
dakle,

2 < (x—08)%

Iz 0 < 6 < min{e, x} slijedi 6 < x paje 0 < x — . Stoga za traZzeni y mozemo uzeti x — o
(oCito y < x). O

Teorem 3.3.3. Postoji jedinstveni x € R takav da je 0 < x i x> = 2.

Dokaz. Pretpostavimo dasux,y € RtakvidajeO<x,0<y,x#y, x> =2iy>=2.

Tada je x < yiliy < x pa iz napomene 3.2.6) (2) slijedi x> < y*ili y* < x*. U oba
slucaja dobivamo 2 < 2, §to je nemoguce. Prema tome, ako postoji x € R takavdaje O < x
i x> = 2, onda je takav x jedinstven. Definirajmo skupove

A={xeR|0<xix*<2}

B={xeR|0<xi2<x*.

Kao u dokazu teorema|3.2.10| vidimo daje A # 01 B # 0 te da za svaki x € A i svaki
y € B vrijedi x < y. Budu¢i da je (R, +, -, <) potpuno uredeno polje, postoji z € R takav da
jex<z<yzasvaki x € Aizasvakiy € B.

Odaberimo neki x € A. Imamo 0 < xi x < zpaje 0 < z. Tvrdimo da je z* = 2.

Pretpostavimo suprotno. Tada je 7% < 2ili 2 < Z2.

Pretpostavimo da je z> < 2. Prema propoziciji postoji x € R takav dajez < x 1
x? < 2. Tada je x € A pa je x < z §to je nemoguée zbog z < x.

Pretpostavimo da je 2 < z2. Prema propoziciji postoji y € R takav da je 0 < y,
y<zi2 <y’ Stogajey € Bpajez <y to je nemoguce zbog y < z.

Zaklju¢ujemo da je z2 = 2 i time je tvrdnja teorema dokazana. O

3.4 Nizovi i konvergencija

Definicija 3.4.1. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Za x € P definiramo

¥ x ,akoje(0 < x
x| = .
—x, inace.
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Propozicija 3.4.2. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je x € P. Tada vrijedi:
1. 0< |«

2. x=0e=x=0

3. x < |x]
4. | — x| = |x|.
Dokaz. 1. Ako je 0 < x, onda je |x| = x pa je oCito O < |x|. InaCe imamo x < 0 pa je

0 < —x, dakle O < |x].

2. Ako je |x] = Oondaje x = 01ili —x = 0 pa je x = 0. Obratno, ako je x = 0, onda je
ocito |x| = 0.

3. Akoje O < xondaje x = |x| paje x < |x|. InaCe, imamo x < 0 a prema (1.) je O < |x|.
Stoga je x < |x|.

4. Pretpostavimo da je 0 < x. Tada je |x| = x. Imamo —x < 0 pa je prema definiciji
| = x| = =(=x),4.| = x| = x.

Dakle, | — x| = |x].

Ako je x = 0, onda je ocito | — x| = |x|. Pretpostavimo da je x < 0. Imamo 0 < —x pa
jel—xl=-x.

Dakle, |x] = —x = | — x|.

Time je tvrdnja propozicije dokazana.

Napomena 3.4.3. Neka je (P, +,-) polje. Neka su x,y € P. Tada se lako vidi da je
—(x+y) = (=x) + (=)
Propozicija 3.4.4. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su x,y € P. Tada je
lx + v < |x[ +]yl.
Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi x < |x| iy < |yl pa je, prema napomeni[3.2.7]]
x+y < x|+ [y (3.12)

Nadalje, imamo —x < | — x| = |x|, dakle —x < |x].



40 POGLAVLIJE 3. POTPUNOST

Isto tako, —y < |y| paje (—x) + (—y) < |x| + |[y|. Iz napomene slijedi
—(x+y) <|x| + 1yl (3.13)
Znamodaje|x+y|=x+yili[x+y|=—-(x+y) paiz i slijedi

lx + yI < [x] + |yl

O
Definicija 3.4.5. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Za a,b € P definiramo
(a,by ={xe P|la<xix<b}
Propozicija 3.4.6. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su a,b,r € P. Tada je
b—al<rebela-ra+r).
Dokaz. Pretpostavimo daje |b —a| < r. Imamo b —a < |b—a| paje
b-—a<r. 3.14)
Nadalje,
-b-a)<|-b-a)|=|b—al<r
Dakle,
—b-a)<r.
No,
-b-a)=-0b+(-a)=-b+(—(-a))=-b+a=a-b.
Dakle,a— b < r.
Stogajea—r <b.
Iz [3.14]slijedi
b<a+r.
Stogajebe{a—r,a+r).
Obratno, pretpostavimo daje b € (a—r,a+r). Tadajea—r<bib <a+r,paje
a-b<rib—-a<r.
Dakle, —(b—a) <rib—-a<r.Stogajelb—al <r. O

Definicija 3.4.7. Neka je S skup te neka je x : N — S funkcija. Tada za x kaZemo da je niz
u skupu S. Za n € N pisemo x, umjesto x(n). Funkciju x oznacavamo i sa (x,) ili (x,)nen.
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Definicija 3.4.8. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje i neka je (x,) niz u P te neka je a € P.
KaZemo da niz (x,) teZi ili konvergira prema a u (P, +, -,<) i piSemo x,, — a ako za svaki
& € P takav da je 0 < € postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je ny < n vrijedi

|x, —a| < e.

Napomena 3.4.9. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje i (x,) niz u P te neka je a € P. Tada
(x,) teZiuau (P, +,-,<) ako i samo ako za svaki € € P, takav da je 0 < g, postoji ny € N
takav da za svaki n € N, takav da je ng < n, vrijedi x, € (a — €,a + &).

Definicija 3.4.10. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je (x,) niz u P. KaZemo da je
(x,) konvergentan niz u (P, +, -, <) ako postoji a € P takav da (x,) — a u (P, +, -, <).

Definicija 3.4.11. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka je S € Pi M € P. KaZemo da
je M gornja meda od S u (P, +,-,<) ako je x < M, za svaki x € S. Za skup S kaZemo da je
odozgo omeden u (P, +,-,<) ako S ima gornju medu u (P, +, -, <).

Analogno definiramo da je m donja meda od S u (P, +,-,<) te da je S odozdo omeden
u(P+,-,<).

KaZemo da je S omeden skup u (P, +,-,<) ako je S omeden odozgo i odozdo u polju
(P, +,-, ).

Definicija 3.4.12. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje, te neka je (x,) niz u P. KaZemo da je
(x,) omeden niz u (P, +, -, <) ako je skup {x, | n € N} omeden u (P, +, -, <).

Definicija 3.4.13. Neka je (P, +,-,<) uredeno polje te (x,) niz u P. KaZemo da je (x,)
rastuci niz u (P, +, -, <) ako je x,, < X1, za svaki n € N,

Propozicija 3.4.14. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka je (x,) rastuci nizu (P, +, -, <).
Tada za sve m,n € N, takvi da je n < m, vrijedi x,, < X,

Dokaz. Neka je n € N. Tvrdimo da je x, < x,,4 za svaki k € N.
Nekaje § = {k e N | x, < x,44}-
Ocito je 1 € §. Pretpostavimo da je k € S. Tada je

Xn S Xpak-

Znamo da je
Xntk S X(n+k)+1s

pa iz tranzitivnosti relacije < slijedi da je

Xn S Xpt(k+1)-

Dakle, k+1€S.
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1z propozicije (PRINCIP INDUKCIJE) slijedi da je
S =N.
Prema tome, za svaki k € N vrijedi
Xn < Xpak

Pretpostavimo da je m € N takav da je n < m. Tvrdimo da je x, < x,. To je jasno ako je
n=m.
Pretpostavimo da je n < m. 1z propozicije [2.1.12]slijedi da je m — n € N. Oznaimo
k=m—n. Imamo k € Nim = n + k. Prema dokazanom vrijedi x,, < X4, tj. X, < X;p.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 3.4.15. Neka je (x,) rastuci niz u (R, +,-,<). Pretpostavimo da je a supremum
skupa {x, | n € N}. Tada x, — au (R, +, -, <).

Dokaz. Neka je € € R takavdaje O < e.
Tvrdimo da postoji ny € N takav da je

a—& < Xy,
U suprotnom bi za svaki n € N vrijedilo da je
X, < 4a-—§&,

Sto bi znacilo da je a — € gornja meda skupa {x, | n € N}.
To bi, prema definiciji supremuma, povlacilo da je

as<a-—eg,

tj. € < 0, Sto je nemoguce.
Dakle, postoji ng € N takav da je a — € < x,.
Neka je n € N takav da je ng < n. Iz propozicije [3.4.14]slijedi da je x,, < x,.
Iz ovogaia— e < x,, slijedidaje a — € < x,.
Vrijedi x,, < a (prema definiciji supremuma), a o€ito je a < a + &. Stoga je

X, <a+e.

Prema tome, x, € (a — &,a + €), za svaki n € N takav da je ny < n.
Zakljucak: x, — au (R, +, -, ). m|

Korolar 3.4.16. Neka je (x,) omeden i rastuci nizu (R, +, -, <). Tada je (x,) konvergentan
nizu (R, +, -, <).
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Dokaz. Bududi da je (x,) omeden niz u (R, +, -, <), skup {x, | n € N} je omeden u

R, +, -, ).

Prema propoziciji 2.2.9| postoji a € R takav da je a supremum skupa {x, | n € N}. Iz
prethodnog teorema slijedi da x, — a.

Dakle, (x,) je konvergentan u (R, +, -, <). O
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijelili smo na tri veca poglavlja u kojima smo promatrali neke ele-
mentarne aspekte potpunosti.

Prvo poglavlje sadrZi definicije osnovnih definicija, kao Sto su binarna operacija, bi-
narna relacija, polje i uredaj na skupu. Na kraju prvog pogljavlja proucili smo svojstva
uredenog polja.

U drugom poglavlju fiksirali smo jedno potpuno uredeno polje te u njemu konstruirali
skupove N, Z i Q. Proucili smo svojstva tih skupova a ujedno i omedenost.

U tre¢em poglavlju dokazali smo da ne postoji V2 u Q a zatim smo, koristeéi taj rezul-
tat, dokazali da Q nije potpuno uredeno polje.

Takoder smo pokazali da postoji V2 u R. Na kraju smo promatrali nizove i konvergen-
ciju nizova u uredenim poljima.






Summary

This graduate thesis is divided into three chapters through which we shown some elemen-
tary aspects of completeness.

First chapter contains the basic definitions, such as binary operation, binary relation,
field and order on a set. At the end of first chapter we studied some properties of an ordered
field.

In second chapter we fixed one complete ordered field and we constructed sets N, Z, Q.
We studied properties of those sets and at the same time we studied bounded sets.

In third chapter we proved that there is no V2 in Q and then, using that result, we
proved that Q is not a complete ordered field.

We also showed that there is V2 in R. At the end we studied a sequence and conver-
gence of a sequence in an ordered field.
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