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Uvod

Primjene matematike u opisu nogometnih pravila [3], pradenju nogometnih prvenstava i
nacionalnih liga dobro su poznate, a mnoge od njih su odli¢ni primjeri Skolske matema-
tike. Ukoliko spomenemo, primjerice, svojstva standardne nogometne lopte, geometriju
nogometnog terena, osnovne arimeticke operacije pri pracenju tablica ili razna druga
kombinatorna 1 vjerojatnosna pitanja, vidimo da nailazimo na poveznicu matematike 1
nogometa.

Nemoguce je naci adekvatan primjer za vezu matematike i nogometa u svakoj temi,
ali vidjeti ¢emo sustavno kroz razne primjere po pojedinim nastavnim temama od 1.
do 8. razreda osnovne Skole te od 1. do 4. razreda srednje Skole [11, 13] na koji nacin
ucenici mogu osvijestiti svoje znanje iz matematike 1 primijeniti ga na nogomet, odnosno
svakodnevni Zivot.

Stoga ovaj rad dijelimo na tri poglavlja. U prvom poglavlju promatrat ¢emo vezu
nogometa i matematickih tema koje se obraduju od 1. do 4. razreda osnovne Skole, tj. u
razrednoj nastavi. U drugom poglavlju obradivat éemo matematicke teme povezane s no-
gometom koje se uce od 5. do 8. razreda osnovne $kole, tj. u predmetnoj nastavi. U treCem
poglavlju usredotoditi ¢emo se na vezu nogometa i matematickih tema srednje Skole od
1. do 4. razreda, pri ¢emu ¢emo pod srednjom Skolom podrazumijevati (matematicku ili
opéu) gimnaziju. Razlog iskljucivog koriStenja gradiva gimnazija je taj da prikaZzemo Sto
viSe raznovrsnih matematickih primjera povezanih s nogometom, a gimnazije su upravo te
koje obraduju pojedine teme koje u drugim srednjim Skolama nisu zastupljene.



Poglavlje 1

Razredna nastava

Razredna nastava podrazumijeva prva Cetiri razreda ucenikova Skolovanja. Kao 1 u ostalim
predmetima, tako i u matematici, ucenici ovdje stvaraju ,temelje” za gradivo koje ih
¢eka kasnije u predmetnoj nastavi. U ova Cetiri razreda nailazimo na prepreke jer ucenici
nemaju veliko znanje matematike za shvacanje nekih primjera, ali svakako da ¢emo
1zdvojiti nekoliko poveznica matematike i nogometa.

Vazno je napomenuti da razrednu nastavu predaje ucitelj ili uciteljica koji osim ma-
tematike predaje i druge predmete, odnosno naglasak je da ucenici u ovoj dobi dobiju
osnovne matematicke ideje i da ih motiviramo za rad u viSim razredima, kako osnovne,
tako i srednje Skole.

1.1 Prvirazred

Ucenici u 1. razredu svoga Skolovanja nailaze na osnovne matematicke teme koje u viSim
razredima nadograduju. Na pocetku se bave geometrijom, tj. promatraju tijela u prostoru
(kugla, valjak, kvadar, kocka, piramida), ravne 1 zakrivljene crte i plohe te geometrijske
likove (krug, trokut, pravokutnik, kvadrat), a kasnije prelaze na aritmetiku u kojoj uce
prirodne brojeve do 20, usporeduju ih, zbrajaju i oduzimaju.

Naravno da neCemo moci svaku temu povezati s nogometom jer to jednostavno nije
moguce, ali vidjet cemo kako matematicke teme koje se obraduju u 1. razredu osnovne
Skole moZemo povezati s nogometom u stvarnosti pa krenimo redom.

Za nogometnu utakmicu je potreban pravokutni teren koji mora imati duljinu izmedu
90 i1 120 metara te Sirinu izmedu 45 1 90 metara. Na tom nogometnom terenu nalaze se
dvije momcadi od po 11 igraca (ne brojimo pricuvne igrace na klupama) te 1 nogometna
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lopta. Naravno, kada mislimo na nogometnu loptu mislimo na kuglu, ali ne onu pravu
matematicku kuglu jer nogometne lopte imaju ipak vidljiva odstupanja od matematicke
savrsenosti [9].

Primijetimo da ve¢ gore opisanim dolazimo do pojedinih matematickih tema koje
se rade u 1. razredu osnovne Skole.

Ve¢ smo spomenuli nogometnu loptu kao kuglu te nogometni teren kao pravokut-
nik. Ucenici u 1. razredu samo prepoznaju i imenuju kuglu pa bi tako trebali nakon Sto
vide nogometnu loptu reci da se radi o kugli (iako je to neprecizno, zasigurno dovoljno za
ucenike ove dobi). Ista stvar je i s nogometnim terenom, gdje bi u€enici trebali prepoznati
1 imenovati pravokutnik te razlikovati pravokutnik od ostalih geometrijskih likova poput
kruga i trokuta.

Za pracenje utakmica, raznih prvenstava 1 nacionalnih liga potrebno je poznavanje
brojeva i osnova aritmetike. Ucenici se u 1. razredu osnovne Skole susrecu sa zbrajanjem
1 oduzimanjem brojeva od 1 do 20, a ako bolje razmislimo upravo su ti brojevi kljucni
kod praéenja rezultata (pribrajamo i oduzimamo broj 1 kada padne zgoditak ili kada jedna
momcad ostane s igracem manje zbog iskljucenja istoga).

Isto tako u 1. razredu ucenici usporeduju brojeve do 20, a ako to stavimo u kon-
tekst nogometa i utakmica onda je jasno da to zapravo radimo svaki puta kada gledamo
utakmicu jer momcad koja ima veéi broj zgoditaka je pobijedila, a i (bar u prvom dijelu
svakog nogometnog prvenstva) tako rangiramo momcadi u tablici.

Ovdje mozemo spomenuti i1 joS neke osnovne aritmetiCke operacije kako bismo mo-
gli racunati trenutne 1 moguce pozicije za tablici pojedinith momcadi. U tome slucaju
najviSe koristimo pribrajanje brojeva 1 i 3 zbog toga jer momcad dobije 3 boda za
pobjedu i 1 bod za nerijeSen rezultat. Oduzimanje ¢e nam Koristiti kada budemo racunali
gol-razliku pojedine momcadi.

Ako gledamo strogo samo 1. razred osnovne Skole, onda momdcad koja ostvari 7
pobjeda’ ima veé 21 bod i to iskaCe iz naSih tema jer udenici ovdje ue samo brojeve
do 20, ista stvar je i s oduzimanjem jer ovdje vrlo lako moZemo oti¢i u negativne
brojeve, odnosno u brojeve vece od 20 tako da ¢emo se tablicama, osvojenim bodovima,

'Tli 6 pobjeda i 3 nerijeSena ishoda, ili 5 pobjeda i 6 nerijeSenih ishoda, ili 4 pobjede i 9 nerijesenih ishoda,
ili 3 pobjede i 12 nerijeSenih ishoda, ili 2 pobjede i 15 nerijeSenih ishoda, ili 1 pobjeda i 18 nerijeSenih ishoda,
ili bez pobjeda i 21 nerijeSeni ishod. Uocimo kako ispisivanje ovih moguénosti takoder moZze biti zanimljiv
zadatak (za 2. razred osnovne Skole): S koliko pobjeda i nerijeSenih rezultata momcad ostvari 21 bod?
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gol-razlikama i ostalim statistikama baviti kasnije.

Izdvojimo prvi primjer za 1. razred koji uCenicima moZe lako docCarati matematiku
povezanu sa stvarnim Zivotom, tj. povezanost s nogometom.

Primjer 1.1.1. Igra se nogometna utakmica izmedu momcadi A i B. Momcad A postigla
je 3 zgoditka, a momcad B 1 zgoditak. Koja momcad je pobijedila i zasto? Ako je nakon
te utakmice momcad A zauzela prvo mjesto u skupini s ukupno 2 pobjede, 1 nerijesenom
utakmicom i bez poraza, koliko momcad A ima bodova?

U gornjem primjeru ucenici ¢e usporedivati brojeve do 5 i isto tako zbrajati brojeve do
10 Sto je zapravo dobar zadatak na koji mogu nai¢i nakon naucenoga gradiva. Takoder,
susrest ¢e se 1 s brojem 0 koji se uci ve¢ u 1. razredu 1 on ¢e oznaCavati broj poraza
momcadi A.

Promotrimo drugi primjer koji je takoder vezan za 1. razred u kojem vjezbamo
neke druge matematicke teme kao Sto su oduzimanje brojeva do 20, brojevna crta 1 sli¢no.

Primjer 1.1.2. Igra se nogometna utakmica izmedu momcadi A i B. Momcad A postigla
je 1 zgoditak i pri tome su joj iskljucena 2 igraca, a momcad B postigla je 5 zgoditaka i
nitko nije iskljucen. Postignute zgoditke prikaZi na brojevnoj crti (tockama oznaci brojeve)
i pomocu nje odredi koja je momcad pobijedila te izracunaj s koliko igraca je momcad A
zavrSila utakmicu.

U primjeru 1.1.2 ucenici ¢e nacrtati brojevnu crtu i to¢kom odrediti mjesto na brojev-
noj crti za brojeve 1 i 5 te na temelju toga komentirati da je momcad B bila uspjesnija
1 pobijedila u utakmici. Nakon toga ¢e izraCunati s koliko je igrata momcad A zavrSila
utakmicu tako da ¢e od ukupnoga broja igraca oduzeti broj iskljucenih igraca.

U sljedeCem primjeru vidjet ¢emo kako ucenici mogu povezati ravne i zakrivljene
crte, vaznu temu ovog razreda u matematici, s nogometnim terenom. Cilj ovoga primjera
je da uspiju razlikovati ravne i zakrivljene crte.

Primjer 1.1.3. Slika 1.1 prikazuje nogometni teren u umanjenom mjerilu. Plavom bojom
oznacite ravne, a crvenom bojom zakrivljene crte.
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Slika 1.1: Nogometni teren.
Preuzeto s: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Soccer_field_-_empty.svg.
Autor slike: Nuno Tavares.
Licenca: https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/deed.en.

Primjer 1.1.4. Koristeci sliku 1.1, odredite koliko krugova i pravokutnika je vidljivo na
nogometnom terenu.

Ovdje uc¢enicima moZemo napomenuti da se jedan pravokutnik moZe nalaziti unutar
drugog jer se ipak radi o 1. razredu osnovne $kole.. Uz tu napomenu, ucenici ¢e vrlo
brzo doéi do prebrojavanja pravokutnika na nacin da ée izdvojiti po dva kaznena i vrata-
reva prostora te okvir nogometnoga terena. Sto se ti¢e krugova, ovdje ¢e svima biti jasno
da imamo samo jedan krug i to onaj srediSnji. Razlog zaSto promatramo krugove, a ne
kruZnice je taj Sto se uenici tek u 3. razredu osnovne Skole upoznaju s pojmom kruZnice
te ju razlikuju od kruga.

1.2 Drugi razred

Ucenici u 2. razredu svoga Skolovanja nadograduju gradivo prethodno nauceno prvoga
razreda tako Sto ¢e sada usporedivati brojeve do 100, uciti redne brojeve do 100 te zbrajati
i oduzimati dvoznamenkaste brojeve do 100. U ovom razredu e se prvi puta susresti s
mnoZenjem i dijeljenjem brojeva, ali za sada do broja 9.

Za pocetak, moZemo primijetiti da smo u odnosu na 1. razred proSirili razmatrane
brojeve do 100 te nam ova situacija omogucéava da ispratimo cijelu jednu sezonu neke
nacionalne lige.
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Mnogi kazu da je sljedeca pri¢a najljepSa pri¢a o sportu ikada, a ono Sto je sigurno
da je najljepsa pri¢a u nogometu od kada on postoji kao takav. Naime, radi se o osvajanju
titule prvaka Premier League sezone 2015./2016. Malo tko je na pocetku sezone vjerovao
da ¢e to biti mali klub s velikim ambicijama, Leicester City. Klub je u Premier League
doSao tek sezonu prije, tj. u sezoni 2013./2014. je osvojio Championship, drugi rang
engleskog nogometa i tako se plasirao u prvi. Klub koji je sezonu prije osvajanja zavrSio na
14. mjestu i koji je prema kladionicama imao koeficijent 5000 [12] te sezone 2015./2016.
igrao je bez straha prema ijednoj vecoj i na papiru favoriziranoj ekipi.

Na prvom mjestu su zavrSili s ukupno 81 osvojenih bodom, 10 viSe ispred drugo-
plasiranog Arsenala te 11 bodova ispred tre¢eplasiranog Tottenhama. Od ukupno 38
odigranih utakmica, ostvarili su 23 pobjede, 12 poraza i 3 nerijeSena ishoda $to im je bilo
dovoljno za sigurno osvajanje titule prvaka.

U ovoj pri¢i moZzemo primijetiti da nailazimo na neke poveznice koje imaju doticaj
s gradivom u 2. razredu osnovne Skole. Ucenici €e tek u 3. razredu mo¢i izraCunati broj
bodova Leicester Citya ili bilo koje druge momcadi na temelju toga koliko imaju pobjeda,
poraza i nerijeSenih ishoda, a da pritom koriste mnoZenje dvoznamenkastih brojeva s
jednoznamenkastim, ali ono $to sigurno sada mogu zakljuciti da je broj 81 (osvojio
Leicester City) veci od broja 71 (osvojio Arsenal) i od brojeva bodova ostalih momcadi te
na temelju toga zakljuciti koja ekipa je prvak.

Takoder, u€enici naravno mogu doéi do ukupnoga broja bodova, ali pritom ¢e koristiti
taktiku da uzastopno zbrajaju jednoznamenkasti ili dvoznamenkasti broj s jednoznamen-
kastim. Oni isto tako uce da je umnoZzak zadanoga broja i broja 1 jednak zadanome broju
te da je umnozak bilo kojega broja 1 0 jednak 0O, Sto ¢e im uvelike olakSati raCunanje
ukupnoga broja bodova pojedine momcadi, kao Sto ¢emo vidjeti u Primjeru 1.2.1.

Osim usporedivanja brojeva do 100, ucenici takoder u ovom primjeru moraju razli-
kovati redne brojeve od glavnih brojeva tako Sto ¢e plasman na tablici oznaciti rednim
brojem, a broj osvojenih bodova glavnim brojem.

Primjer 1.2.1. Tablica 1.1 prikazuje konacan poredak prvih deset momcadi u sezoni
2015./2016. u Premier League [4]. Popunite posljednji stupac u tablici da biste dobili sve
podatke vezano za tu sezonu.
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PLASMAN MOMCAD POBJEDE | PORAZI | NERIJESENO | BODOVI
1. Leicester 23 12 3
2. Arsenal 20 11 7
3. Tottenham 19 13 6
4, Manchester City 19 9 10
5. Manchester United 19 9 10
6. Southampton 18 9 11
7. West Ham 16 14 8
8. Liverpool 16 12 10
9. Stoke 14 9 15
10. Chelsea 12 14 12

Tablica 1.1: Premier League, sezona 2015./2016.

Uz napomenu da pobjeda donosi 3 boda, nerijeSen ishod 1 bod te poraz 0 bodova,
ucenici ¢e u racunanju ukupnog broja bodova koristiti Cinjenicu da mogu zanemariti poraze
jer to ne donosi nikakve bodove. Broj utakmica s nerijeSenim ishodom ¢e pomnoziti s 1 (u
2. razredu se uci i definira, kao $to smo ranije rekli, da je umnoZak zadanoga broja i broja
1 jednak zadanom broju).

Ucenicima ¢e moZzda predstavljati problem izracunati broj bodova pojedine momcadi na
temelju njihovih pobjeda. MnoZenje dvoznamenkastog broja s jednoznamenkastim je
gradivo 3. razreda, ali nacin na koji se moZe rijeSiti ovaj zadatak u okviru 2. razreda je na
nacin da primjerice za prvoplasiranu ekipu Leicester koja ima 23 pobjede raspiSu:

23-3 =34+34+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+34+34+34+34+34+34+34+3 =---=69.

Ovdje bi ucenici raspisali broj 3 ukupno 23 puta, tj. uzastopno pribrajali broj 3 sve do
konac¢noga rezultata. Istina, ovo nije bas najefikasniji nacin rjeSavanja ovoga zadatka, ali u
2. razredu nemamo drugaciji ,,alat” za ovo rijesiti.

Ukoliko bi u ovom primjeru neka momcad imala 9 ili manje pobjeda onda bismo
mogli pomnoZiti pobjede s brojem 3 jer takvo mnoZenje spada u ovaj razred, npr. da je
bila zadana cijela tablica, a ne samo gornja polovica, onda bismo mogli loSije rangiranim
momcadima na taj nacin brZze izraCunati ukupan broj bodova umjesto gornjeg raspisivanja.
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1.3 Tredéirazred

Ucenici u 3. razredu svoga Skolovanja upoznaju prirodne brojeve do 1000 te ih usporeduju.
Pisano zbrajaju 1 oduzimaju brojeve do 1000 te mnoZe i dijele brojeve s 101 100. Vrijedi
spomenuti i da mnoZe dvoznamenkasti broj jednoznamenkastim brojem, mjere duljinu i
preraCunavaju mjerne jedinice za duljinu te se na kraju ovoga razreda bave geometrijom
(prepoznaju i crtaju okomite pravce, krug 1 kruZnicu) te mjere masu.

Ucenici bi u ovom razredu sigurno mogli elegantnije 1 brZze popuniti posljednji stu-
pac tablice iz Primjera 1.2.1, ali osim toga sada bi mogli raditi i obrnuto, tj. na temelju
ukupnoga broja pobjeda odrediti koliko pojedina momcad ima bodova, ako znaju broj
utakmica koje imaju nerijeSen ishod i broj poraza.

U 3. razredu obraduje se pisano dijeljenje dvoznamenkastoga 1 troznamenkastoga
broja jednoznamenkastim brojem, stoga moZemo primijetiti da bismo bez velikog
raspisivanja dosli do Zeljenih podataka u tablici pa ¢emo se u to uvjeriti u Primjeru 1.3.1.

Primjer 1.3.1. Ako znamo da je spanjolski klub Villareal osvojio ukupno 60 bodova u La
Liga-i sezone 2019./2020., a da je pri tome 6 puta odigrao nerijeseno i 14 puta izgubio,
koliko utakmica je navedeni klub zavrsio s pobjednickim ishodom ?*

Ucenici ¢e u ovom primjeru za poc¢etak zanemariti broj izgubljenih utakmica jer one
donose 0 bodova i ne utjeCu na ukupan broj. Od ukupnog broja 60 oduzeti ¢e one bodove
koja je momcad Villareal skupila kada je odigrala nerijeSeno, tj. od broja 60 ¢e oduzeti
broj 6 1 doc¢i do broja 54.

U ovom trenutku ucenici znaju dijeliti dvoznamenkasti broj s jednoznamenkastim i
ovo je lijepi primjer u kojem ucenici osvjeSuju povezanost matematike sa svakodnevnim
Zivotom. Broj 54 ¢e podijeliti s brojem 3, jer toliko bodova nosi pobjeda, i1 dobit ¢e broj
18, Sto je traZzeni odgovor u ovom primjeru.

Vratimo se sada skroz na pocetak, na temu nogometne lopte, pa ¢emo vidjeti na
koji nacin ju mozemo povezati s gradivom 3. razreda. Naime, nekada je nogometna lopta
bila Zivotinjski mjehur ili Zeludac te bi se ona lako raspala ako bi ju netko udario jako
nogom. Nakon uvodenja gume u 19. stoljecu, nogometna lopta poprima svoj moderni
izgled te se kroz godine unapreduje i dolazi do modernog dizajna kakvog danas poznajemo

[2].

Ono S$to ucenici uce u 3. razredu je masa i preraCunavanje jedinica, a prema sluzbenim

ZPoveznica: https://en.wikipedia.org/wiki/2019%E2%80%9320_La_Liga



POGLAVLIJE 1. RAZREDNA NASTAVA 9

nogometnim pravilima masa lopte mora biti izmedu 410 1 450 grama. Preracunavanje
granica mase, tj. 410 g i 450 g moze biti zanimljiv primjer kako povezati sport s mate-
matikom. U sljede¢em primjeru uz nogomet ¢emo ukljuciti i koSarku i rukomet kako bi
primjer bio zanimljiviji za uCenike te dobi.

Primjer 1.3.2. Masa nogometne lopte® mora biti izmedu 410 i 450 grama, masa
koSarkaske lopte* mora biti izmedu 567 i 650 grama, a masa rukometne lopte® izmedu
425 i 475 grama. Izracunajte razliku masa izmedu najteZe dopustene kosarkaske i najteze
dopustene nogometne lopte te rezultat zapisite u gramima, a potom izracunajte razliku
izmedu najlakse dopustene nogometne lopte i najlakse dopustene rukometne lopte i
rezultat zapisite u dekagramima.

Ucenici u ovome primjeru za pocetak pisano oduzimanju brojeve do 1000, konkretno
oduzimaju broj 450 od broja 650 te dobivaju rezultat 200 g, dok u drugom podzadatku po-
novno oduzimaju, ali u zavr§nom koraku umjesto 50 g piSu 5 dekagrama, tj. preraCunavaju
jedinice za mjerenje mase.

1.4 Cetvrti razred

Ucenici u 4. razredu svoga Skolovanja, tj. u posljednjoj godini razredne nastave, proSiruju
prirodne brojeve do milijun (zbrajaju ih 1 oduzimaju, usporeduju ih). MnozZe i dijele
viSeznamenkaste brojeve dvoznamenkastim brojevima, upoznaju kutove te raunaju opseg
trokuta, povrSinu pravokutnika i kvadrata.

Svi znamo da se nogomet igra prvenstveno zbog navijaca. Igraci, koji imaju dobru
potporu svojih navijaca, dobivaju vjetar u leda 1 osje€aju se motivirano. Domaci teren
vrlo je velika prednost te ¢esto znamo Cuti da su navijaci 12. igra¢€ na terenu. Pojedine
momcadi imaju razlicite taktike kada igraju na domacéem terenu pred svojom publikom i
kada igraju na gostujuéem terenu. Idemo vidjeti kako ovo moZemo povezati s temom iz 4.
razreda osnovne Skole.

Velike brojeve, barem one koje premasSuju 50000, pronaci ¢emo u kapacitetima po-
jedinih stadiona. Za ljubitelje nogometa opce je poznato da Barcelona ima izrazito velik
stadion s ogromnim kapacitetom, ali sigurno zacuduje Cinjenica da je Nou Camp po
kapacitetu tek sedmi stadion u svijetu. Nou Camp sluzbeno ima 99 354 mjesta za sjedenje,
a prvih deset stadiona po kapacitetu donosimo u tablici 1.2 [5].

3Nogometna lopta: https://hr.wikipedia.org/wiki/Nogometna_lopta
“Kosarkaska lopta: https://bs.wikipedia.org/wiki/Ko%C5%Alarka%C5%Alka_lopta
SRukometna lopta https://hr.wikipedia.org/wiki/Rukomet
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STADION GRAD, DRZAVA KAPACITET

Rungrado May Day Pjongjang, Sjeverna Koreja 150 000
Salt Lake Stadium Kolkata, Indija 120000
Azteca Mexico City, Meksiko 105 000
Melbourne Cricket Ground Melbourne, Australija 100018
Azadi Teheran, Iran 100000

Bukit Jalil Kuala Lumpur, Malezija 100000
Nou Camp Barcelona, Spanjolska 99354
Soccer City Johannesburg, JAR 94376
Wembley London, UK 92 000
Gelora Bung Karno Jakarta, Indonezija 88306

Tablica 1.2: Deset najvecih stadiona

Poredak stadiona po kapacitetu smo dobili tako da smo usporedivali broj mjesta za
sjedenje, tj. posljednji stupac u naSoj tablici. Usporedivanje brojeva do milijun, kao $to
smo ve¢ naveli, radi se u 4. razredu stoga u nastavku donosimo primjer koji moze posluziti
kao usvajanje gradiva i primjena na svakodnevni Zivot.

Primjer 1.4.1. Real Madrid® imao je krizu u prvoj polusezoni 2018./2019. u rezultatima
te nije najbolje poceo svoje nacionalno prvenstvo i Ligu prvaka sto se odmah ocitovalo u
posjecenosti navijaca na domacim utakmicama. Vrijedi napomenuti da navedeni klub igra
svoje domace utakmice na cuvenom stadionu Santiago Bernabeu koji ima kapacitet 81 044
sjedecih mjesta. Real Madrid tada je odigrao 12 utakmica prije zimske stanke te ostvario
sljedecu posjecenost:

6Posjeéenost utamkica Real Madrida https://www.index.hr/sport/clanak/
real-u-krizi-posjecenost-pada-bernabeu-nijednom-rasprodan/2050345.aspx
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Getafe — 48 446, Viktoria Plzen — 67 356,
Leganes — 59 255, Real Valladolid — 68 120,
Roma - 69 251, Valencia — 69 653,
Espanyol — 67 658, Melilla — 55 243,
Atletico Madrid — 78 642, CSKA Moskva — 51 636,
Levante — 63762, Rayo Vallecano — 52 229.

Protiv koje momcadi je posjecenost bila najveca, a protiv koje najmanja? Izracunaj ukupnu
posjecenost u 12 domacih utakmica Real Madrida. Izracunaj razliku u posjecenosti u
utakmicama protiv Rome i protiv Levantea.

Iz ova tri pitanja ucenici vrlo dobro mogu dobiti poveznicu gradiva 4. razreda i
primjera iz nogometa, tj. svakodnevnog Zivota. Oni ovdje usvajaju zbrajanje i oduzimanje
brojeva do milijun te ih usporeduju.

U ovakvim zadatcima pozZeljno je izraCunati i prosjecni broj gledatelja na utakmici,
ali tada bismo koristili aritmeticku sredinu, tj. gradivo viSih razreda osnovne Skole, iako,
s obzirom na to da se u ovom kontekstu samo radi o raCunu unutar gradiva 4. razreda,
moguce je napraviti i primjer poput sljedeeg, naravno bez opce definicije prosjeka i bez
zahtjeva da se ona pamti.

Primjer 1.4.2. Ako znamo da se prosjecna posjecenost stadiona racuna tako da zbrojimo
sve posjecenosti i onda zbroj podijelimo s brojem utakmica, kolika je bila prosjecna po-
sjecenost na utakmicama Real Madrida navedenim u primjeru 1.4.1?

U kratkom uvodu spomenuli smo da u¢enici racunaju povrsinu pravokutnika te poznaju
mjerne jedinice za mjerenje povrSine (kvadratni centimetar, kvadratni decimetar, kvadratni
metar), ali tek u viSim razredima bave se pretvaranjem.

Kao S§to smo rekli kada smo obradivali 1. razred, nogometni teren je pravokutnog
oblika, ali mjere nogometnog igraliSta nisu ba$ cijeli brojevi. Vratarev prostor kojeg
znamo nazvati ,,peterac”’ ima duljinu 5.5 metara, a ne 5, Sto bi mnogi mogli ocekivati. To
je posljedica toga Sto su nogometna pravila nastala u Engleskoj pa su dimenzije prvotno
uzete iz engleskih mjera: jardi i stope (stopa: 1 ft = 30.48 cm; jard: 1 yd = 91.44 cm).
Ako gledamo vrata, ona u engleskim mjerama imaju dimenzije 8 stopa puta 8 jarda, dok
je udaljenost Zivoga zida od lopte prilikom izvodenja izravnog ili neizravnog slobodnog
udarca 10 jarda. Tocka za izvodenje kaznenog udarca udaljena je 12 jardi od poprecne
crte u vratima. U naSim mjerama bismo rekli da su dimenzije vrata 7.32 metra puta 2.44



POGLAVLIJE 1. RAZREDNA NASTAVA 12

metra, dok je udaljenost Zivoga zida od lopte 9.15 metara. Tocka za izvodenje kazne-
nog udarca udaljena je na 10.97 m, dakle skoro tocno 11 metara od poprecne crte u vratima.

Racunanje povrSine nogometnih vrata dosta nam je zanimljivo, ali za sada iskace iz
gradiva 4. razreda, osim ako bismo racunali u anglosaksonskim jedinicama jer je po-
trebno mnoziti dva decimalna broja, a ono najvise Sto ucenici znaju u ovom razredu je
pisano mnoZenje viSeznamenkastog prirodnog broja dvoznamenkastim prirodnim brojem.
Iskoristimo to u Primjeru 1.4.3.

Primjer 1.4.3. Povrsine nogometnih terena ovise o klubovima i njihovim Zeljama igranja
na vecem ili manjem terenu. To sve utjece na taktiku pojedine momcadi i osim navijaca,
ovo je jedan od bitnih Eimbenika koji utjece na prednost domacega terena. Spanjolski klub,
Atletico Madrid, 2017. godine je izgradio novi stadion pod nazivom Wanda Metropolitano
koji ima dimenzije nogometnog terena 109 m x 71 m, dok vecina europskih klubova, poput
Barcelone, Milana, Manchester Uniteda, Juventusa i slicnih ima dimenzije nogometnog
terena 105 X 68 metara. Dimenzija 105 m X 68 m ujedno je i preporucena velicina terena
od strane FIFA-e.

Izracunaj povrsinu nogometnog terena na stadionu Wanda Metropolitano te povrsinu
nogometnog terena koju je propisala FIFA. Za koliko je veca povrsina nogometnog terena
Atletico Madrida? Koliko otprilike povrsine preporucenog terena otpada na pojedinog
igraca jedne momcadi?

Ucenici u Primjeru 1.4.3 racunaju povrSinu pravokutnika te u rezultatu znaju mjere
za povrsinu, tj. koriste kvadratni metar. Kada racunaju razliku izmedu dviju povrSina
tada koriste pisano oduzimanje u skupu brojeva do milijun, a upravo je to jedna od
glavnih tema 4. razreda. Kad racunaju kolika povrSina otpada na jednog igraca, dijele s
dvoznamenkastim brojem 11.

Kao $to smo u uvodu naveli, cilj ucitelja ili uciteljice u prva Cetiri razreda osnovne
Skole je predociti uCenicima kako matematiku tako i druge predmete kroz primjere iz
svakodnevnoga Zivota. U toj dobi djeca tako najlakSe shvacCaju osnovne matematicke
pojmove 1 operacije te se motiviraju za daljnji rad. Kasnije ¢emo vidjeti da ¢emo imati joS
1 viSe zanimljivijih primjera, ali sada nailazimo na neke prepreke jer njihovo gradivo, a i
znanje matematike je joS na osnovnoj razini.



Poglavlje 2

Predmetna nastava

Predmetna nastava podrazumijeva drugu polovicu Skolovanja u osnovnoj Skoli, tj.
Skolovanje od 5. do 8. razreda. Osim ucenikove energije koja se uocljivo dize, takoder
1 gradivo iz matematike pocinje imati veéi smisao i Cesto nailazimo na primjere iz
svakodnevnoga zivota. UCenici s viemenom nailaze na prave probleme te kao Sto nam je
razredna nastava bila ,,temelj” za predmetnu, tako ¢e predmetna biti ,,temelj” za srednju
Skolu.

2.1 Petirazred

U 5. razredu osnovne Skole ucenici se susrecu s pojmom skupa i elementa skupa. Takoder,
nauce Sto znaci pripadati nekom skupu, odnosno Sto znaci ne pripadati nekom skupu.
Pojam skupa se u matematici ne definira, ali da bi ucenici ipak dobili neku svijest o tom
pojmu, pokusavamo na Sto jednostavniji nacin opisati §to on predstavlja. Na pocetku,
da bi se ucenicima pribliZio intuitivan pojam skupa, skupovi se predocuju uz pomoé
primjera iz svakodnevnog Zivota. Ovdje moZemo iskoristiti nogomet da bi u¢enicima bilo
zanimljivije, ali 1 jasnije Sto je to skup.

Zamislimo da imamo neku nogometnu momcad i promatramo samo prvih 11 igraca,
tj. ,prvu postavu”. U toj momcadi imamo vratara, obrambene igrace, vezne igrace i
napadace. Ucenicima sada umjesto momcadi kazemo da ¢emo Koristiti naziv skup, a svi
igraci predstavljaju elemente toga skupa. Za elemente koji se nalaze unutar skupa kazemo
1 da pripadaju tom skupu.

Ucenicima na ovom primjeru moZemo objasniti i pojam podskupa nekog skupa.

Skup koji smo promatrali sastojao se od igraca koji ¢ine prvu postavu. Sada promatrajmo
te igraCe 1 sve rezervne igrace. OCcito ¢e ovaj skup imati viSe elemenata (igraca) zato Sto

13
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smo sada u obzir uzeli i sve rezervne igrace.

Primjer 2.1.1. Vidimo da se unutar skupa koji se sastoji od igraca prve momcadi i igraca
rezervne momcadi nalazi skup koji se sastoji samo od igraca prve momcadi. Unutar njega
Jje npr. jednoclani skup koji se sastoji samo od vratara prve momcadi. KaZemo da je skup
igraca prve momcadi podskup skupa svih igraca koje smo promatrali, a da je skup koji se
sastoji samo od vratara prve postave podskup oba ta skupa (slika 2.1).

Prva mom¢éad Kompletna
(igraci koji momcad
zapodinju (svi igraci)
utakmicu)

Vratar prve
momdcadi

Slika 2.1: Neki ,,nogometni” skupovi.

U 5. razredu ucenici se po prvi puta susre¢u s pojmom racionalnog broja, odnosno raz-
lomka. Uce objasniti Sto predstavlja brojnik, a $to nazivnik. Takoder uce i da razlomacka
crta oznacava operaciju dijeljenja. Racunske operacije s razlomcima zasad se ne rade jer
je u ovoj dobi vaznije da ucenici shvate koncept razlomka, da znaju podijeliti zadani lik na
odredeni broj jednakih dijelova i obrnuto, da znaju uz pomo¢ razlomka zapisati na koliko
smo jednakih dijelova podijelili neki lik.

Primjer 2.1.2. Pogledajmo sredisnju crtu nogometnog terena na slici 1.1. Ona dijeli nogo-
metni teren na dva dijela jednake povrsine i oblika." Svaki dio predstavlja jednu polovinu
Sto zapisujemo kao razlomak %

U 5. se razredu ucenici upoznaju i s decimalnim brojevima te provode osnovne
racunske operacije s njima. Sada se mozemo ukratko vratiti u prethodno poglavlje, to¢nije

'Dva sukladna dijela.
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u odjeljak 1.4 u kojem smo spomenuli dimenzije nogometnih vrata. Spomenuli smo da u
mjerama engleskog sustava dimenzije iznose 8 stopa puta 8 jarda, dok bi u naSem mjernom
sustavu rekli da dimenzije vrata iznose 7.32 metra puta 2.44 metra. UcCenici sad znaju
racunati s decimalnim brojevima pa im moZemo zadati neki zadatak slican sljedecem
primjeru.

Primjer 2.1.3. Izracunaj duljinu okvira i povrsinu nogometnih vrata.

Rjesenje. Budu¢i da nogometna vrata imaju oblik pravokutnika, da bismo izraunali
povrsSinu koristimo formulu za povrSinu pravokutnika, a tu formulu ucenici nauce u 4.
razredu. Kod nogometnih vrata opseg pravokutnika bas 1 nije bitan jer donji dio ne sadrzi
okvir, tako da viSe smisla ima gledati duljinu okvira, tj. zbrojiti duljine dviju stativa i grede,
dok bi opseg sadrzavao dvije grede (jedna stvarna, a druga zamiSljena) i dvije stative. U
ovom zadatku ucenici kod racunanja duljine okvira vjezbaju zbrajanje decimalnih brojeva,
a kod odredivanja povr§ine vjeZbaju mnoZenje decimalnih brojeva. 2

Primjer 2.1.4. Prema sluZbenim nogometnim pravilima, duljina nogometnog terena iznosi
izmedu 90 i 120 metara, a sirina iznosi izmedu 45 i 90 metara. Odredi najveci opseg i
najmanju povrsinu koje moZe imati nogometni teren.

Rjesenje. Znamo da nogometni teren ima oblik pravokutnika. Bududi da je rijec¢ o
pravokutniku, ucenici bi trebali znati izraCunati njegov opseg i povrSinu jer su to naucili u
4. razredu. Jedino, prije samog racuna, trebaju promisliti kako ¢emo dobiti najveci opseg,
a kako najmanju povrS§inu. Da bismo odredili najveéi opseg, trebamo ,,uzeti” najvecu
duljinu i najveéu Sirinu. Dakle, uzimamo da je duljiina terena 120 metara, a Sirina 90
metara. Sli¢no razmiSljamo i kod odredivanja najmanje povrSine. Da bismo odredili
najmanju povrsinu, trebamo ,,uzeti” najmanju duljinu 1 najmanju Sirinu. Dakle, uzimamo
da je duljina terena 90 metara, a Sirina 45 metara.

Nakon §to se upoznaju s razlomcima i decimalnim brojevima, uCenici se susrecu i s
mjernim jedinicama. Neke mjerne jedinice su ufenicima poznate veC iz niZih razreda
osnovne Skole, a znaju ih 1 iz svakodnevnog Zivota. U prethodnim poglavljima naveli smo
da je prema sluZzbenim pravilima nogometne igre duljina nogometnog terena izmedu 90 1
120 metara, a Sirina izmedu 45 1 90 metara. Kako se ucenici susreu s osnovnim mjernim
jedinicama za duljinu (kilometar, metar, decimetar, centimetar i milimetar), moZemo
iskoristiti dimenzije nogometnog igraliSta u metrima za preracunavanje u vece i manje
mjerne jedinice.

Spomenuli smo i da nogometna lopta ima masu izmedu 410 1 450 grama. Ucenici

2Povrsina je relevantniji parametar, $to éemo pokazati u kasnijem primjeru.
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se susrecu 1 s mjernim jedinicama za masu (tona, kilogram, dekagram, gram i miligram)
pa moZemo iskoristiti masu nogometne lopte za pretvaranje u vece i manje mjerne jedinice
kao S$to smo ve¢ ucinili u Primjeru 1.3.2. Ucenici su se veC susreli prije s ovakvim
zadatcima pa im ovdje zapravo skreemo paZnju na ono $to ve¢ znaju, a samo se trebaju
prisjetiti. Za to nam opet moze posluZiti zadatak slican sljede¢em primjeru.

Primjer 2.1.5. Duljina nogometnog terena Allianz arene® iznosi 105 metara, a Sirina iz-
nosi 68 metara. Izrazi duljinu i Sirinu tog nogometnog terena u centimetrima, milimetrima,
decimetrima i kilometrima.

Ve¢ od 1. razreda osnovne Skole ucenici znaju razlikovati ravne i zakrivljene linije,
znaju nacrtati tocku i imenovati je velikim tiskanim slovom. Kasnije uz pomo¢ ravnala
znaju i nacrtati ravnu liniju. Upoznaju se s pojmom duZine te ju takoder znaju nacrtati uz
pomoc¢ ravnala. U 5. razredu ucenici u sklopu nastavne jedinice skupovi tocaka u ravnini
odreduju parove paralelnih ili okomitih duzina, odreduju sukladne duZine. Ovdje nam opet
moze posluziti nogometni teren kako bi u€enici na neSto drugaciji nacin i njima vjerojatno
zanimljiviji odredili paralelne, okomite i sukladne duZine.

Primjer 2.1.6. Nogometni teren ima oblik pravokutnika. Istaknimo ,vanjski” pravokutnik
nogometnog terena na slici 2.2* i oznacimo mu vrhove s A, B, C i D. U pravokutniku
ABCD odredi:

(a) parove okomitih duZina;
(b) parove paralelnih duZina;

(c) parove sukladnih duZina.

3Karakteristike Allianz arene: https://hr.wikipedia.org/wiki/Allianz_Arena
*Ovo je slika 1.1 sa sljede¢om izmjenom: nacrtan pravokutnik ABCD.
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A B

Slika 2.2: Nogometni teren kao pravokutnik.

U primjeru 2.1.6 na lagan smo nacin uz pomo¢ nogometnog terena dosli do pravokut-
nika na ¢ijem ¢e modelu ucenici odredivati parove okomitih, paralelnih i sukladnih duZina.
Umjesto da odmah krenemo s pravokutnikom ABCD i rjeSavanjem zadatka, mi smo kre-
nuli s nogometnim terenom pa na njemu izdvojili pravokutnik. Ovaj princip Ce vjerojatno
i uCenicima biti draZi jer se matematika malo povezuje sa svakodnevnim Zivotom i stva-
rima koje vole. UoCavamo da crte na nogometnom terenu sadrZe joS dosta drugih parova
paralelnih, okomitih i sukladnih duzina.

2.2 Sesti razred

U 6. razredu ucenici se susreu sa skupom cijelih brojeva. Saznaju da je taj skup nastao
proSirenjem skupa prirodnih brojeva te da se sastoji od svih prirodnih brojeva, od nule i od
svih suprotnih prirodnih (negativnih cijelih) brojeva. Kod racunskih operacija s negativnim
brojevima (zbrajanje i oduzimanje) posluZiti nam moze gol-razlika. Gol-razlika je razlika
izmedu postignutih i primljenih zgoditaka nekoga kluba.

Primjer 2.2.1. Pogledajmo tablicu 2.1 u kojoj se nalaze neki klubovi® La Liga-e na kraju
sezone 2019./2020.. Svakom klubu u tablici navedena je pozicija koju je isti zauzeo, uku-
pan broj pogodaka koje su postigli, ukupan broj pogodaka koje su primili i gol-razlika.

STablica La Liga: https://en.wikipedia.org/wiki/2019%E2%80%9320_La_Ligaiz\unhbox\
voidb@x\bgroup\let\unhbox\voidb@x\setbox\@tempboxa\hbox{s\global\mathchardef\
accent@spacefactor\spacefactor}\let\begingroup\endgroup\relax\let\ignorespaces\
relax\accent20s\egroup\spacefactor\accent@spacefactorpanjolske
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KLUB PLASMAN BROJ BROJ GOL-RAZLIKA
POSTIGNUTIH | PRIMLJENIH
ZGODITAKA | ZGODITAKA
Real Madrid 1. 70 25 45
Sevilla 4. 54 34 20
Osasuna 10. 46 54 -8
Eibar 14. 39 56 —-17
Mallorca 19. 40 65 =25
Espanyol 20. 27 58 -31

Tablica 2.1: La Liga 2019./2020.

Kada ucenicima dajemo ovakvu tablicu da ju ispune na nastavi ili za zadacu, posljednji
stupac neka je prazan da oni sami izracunaju koliko iznose gol-razlike za pojedine
klubove. Najprije pitamo ucenike kako bismo dobili gol-razliku, tj. Sto trebamo raditi
da bismo dosli do konkretnog broja za svaki klub. Ucenici sportasi, a i oni koji ne prate
sport, trebali bi znati da se gol-razlika odreduje tako da od ukupnog broja danih pogodaka
oduzmemo ukupan broj primljenih pogodaka. Primjerice, da bismo izracunali gol-razliku
Real Madrida imamo jednostavni racun 70 — 25 = 45. Dobili smo da je gol-razlika Real
Madrida u toj sezoni iznosila 45. Ucenici ovaj podatak najlakSe interpretiraju da je Real
Madrid ,,u plusu za 45”, a nogometnim rjeCnikom receno, kazemo da je Real Madrid
postigao pozitivnu gol razliku. Sli¢no bi vrijedilo i za Sevillu. Pogledajmo sada Osasunu.
Da bismo izracunali gol-razliku raCunamo 46 — 54 = —8. Dobili smo da je gol-razlika
Osasune u toj sezoni iznosila —8. Ucenici ovaj podatak najlakSe interpretiraju da je
Osasuna ,,u minusu za 8”, a nogometnim rje¢nikom re¢eno, kazemo da je Osasuna imala
negativnu gol-razliku. Analogno raCunamo i za ostale klubove.

Na prethodnom primjeru mozemo 1 usporediti gol-razlike koje smo dobili. Preciz-
nije reCeno, usporedivat cemo cijele brojeve. U ovom primjeru nas zanimaju samo brojevi
45, 20, -8, —17, =25, -31. Kada bismo ih prikazali na brojevhom pravcu, desno od
broja 0 nalazili bi se brojevi 20 i1 45, a lijevo od broja 0 nalazili bi se brojevi —8, —17,
—251 —-31. Lako odredujemo da je od zadanih brojeva najveci broj 45. Najmanji broj od
zadanih brojeva je —31. Ucenici znaju da kako se udaljavamo od nule u negativnom dijelu
brojevnog pravca zapravo imamo sve ,,manje i manje” brojeve. Uenicima moZemo zadati
da uz pomo¢ oznaka za usporedivanje (< , >, =) usporede dobivene gol-razlike.
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Nakon Sto se zavrSi s obradivanjem skupa cijelih brojeva, krece se na pravokutni
koordinatni sustav unutar kojeg se obraduje par nastavnih jedinica vezanih za prikaz i
analizu podataka. Naglasak je na prikazu danih podataka uz pomo¢ stupcastog dijagrama
te neSto manje, linijskog dijagrama.

Ucenici mogu tablice sa zadanim podatcima prikazati i graficki uz pomo¢ dijagrama.
Dijagrame mogu crtati ru¢no u biljeZnice, a ucenici koji su bolji u informatici dijagrame
mogu prikazati i u nekom programu za tabli¢nu obradu podataka. Dijagrami su opcenito
vrlo dobar nacin prikaza podataka jer se iz njih, ako su korektno izradeni, odmah mogu
iS¢itati odredeni podatci i odgovoriti na neka pitanja. Jedan nacin da ih ucenici nauce
koristiti je interpretacija ve¢ gotovih dijagrama.

Primjer 2.2.2. Pogledajmo stupcasti dijagram 2.3 koji nam pokazuje ukupan broj pogo-

daka hrvatskih prvoligasa® na kraju sezone 2019./2020. Klubovi su poredani abecednim
redom.

Ukupan broj pogodaka hrvatskih prvoligasa 2019./2020.

40
30
20
10

0

W Dinamo W Gorica  Hajduk Inter-Zapresic M Istra

o Lokomotiva H Osijek M Rijeka M Slaven M Varazdin

Slika 2.3: Dijagram broja pogodaka hrvatskih prvoligasa 2019./2020..

Ucenici na temelju ovakvog dijagrama lako mogu odgovoriti na neka pitanja. Primjerice,
mogu odmah uoditi da je najviSe pogodaka postigao Dinamo, a najmanje Istra. Takoder,
znali bi poredati klubove po silaznom ili uzlaznom redoslijedu u odnosu na ukupan broj
pogodaka koje su postigli.

61. HNL 2019./2020. https://www.rezultati.com/nogomet/hrvatska/1-hnl-2019-2020/
tablica/
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Uclenicima moZemo zadati i obrnuti zadatak. Zadamo im odredene podatke, a na
njima je da naprave dijagram. Pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 2.2.3. Zadana je tablica 2.2 u kojoj se nalaze neki njemacki klubovi’ i njihov broj
primljenih zgoditaka na kraju sezone 2019./2020. PrikaZite stupcastim dijagramom dane
podatke i odredite koji je klub primio najvisSe, a koji klub najmanje zgoditaka.

KLUB BROJ PRIMLJENIH ZGODITAKA
Augsburg 63
Bayern Miinchen 32
Borussia Dortmund 41
RB Leipzig 37
Schalke 58
Eintrach Frankfurt 60

Tablica 2.2: Bundesliga 2019./2020.

Broj primljenih pogodaka njemackih klubova u sezoni

2019./2020.
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Augsburg Bayern Minchen Borussia RB Leipzig Schalke Eintracht Frankfurt

Dortmund

Slika 2.4: Dijagram broja primljenih zgoditaka njemackih klubova 2019./2020..

Na temelju danih podataka ucenici bi trebali dobiti dijagram 2.4.

7Bundes1iga 2019./2020. https://en.wikipedia.org/wiki/2019%E2%80%9320_Bundesliga
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Ucenici lako mogu odgovoriti i na postavljena pitanja. Najvise zgoditaka primio je
Augsburg, a najmanje zgoditaka primio je Bayern Miinchen.

Takoder, ovdje smo mogli imati i negativne brojeve, primjerice da smo ovom grafickom
metodom i8li prikazati gol-razlike iz Primjera 2.2.1.

Kao S$to je navedeno u prethodnom odjeljku, uc€enici se u 5. razredu susrecu s raz-
lomcima. Naglasak je na shvacanju koncepta razlomka. U 6. razredu obraduju se raCunske

nacin ucenicima zadali zadatke.

Primjer 2.2.4. Kylian Mbappé odigrao je % nogometne utakmice, a nakon toga trener ga
Jje odlucio zamijeniti. Marco Veratti odigrao je ‘5—‘ nogometne utakmice, a potom je trener
odlucio da izade iz igre. Odredi koji je igrac proveo vise minuta u igri.

Napomena: Uzimamo da je trajanje nogometne utakmice tocno 90 minuta, dakle
bez produZetaka.

U ovom primjeru u€enici najprije trebaju izraCunati koliko iznosi % od 90, a potom ‘5—‘ od
90. Tu je zapravo rije¢ o mnoZenju razlomka prirodnim brojem. Na kraju, uz jednostavnu
usporedbu, ucenici daju odgovor na pitanje tko je proveo viSe minuta u igri.

2.3 Sedmi razred

Ucenici u 7. razredu svoga Skolovanja nailaze na nove matematicke teme koje do sada nisu
spominjali, ali koje ¢e posluziti kao temelj za srednjoskolsku matematiku. Na pocetku
se bave skupom racionalnih brojeva, raCunskim operacijama u njemu te pocinju rjeSavati
jednostavne linearne jednadZbe u tom skupu. Nakon toga susreu se s pravokutnim
koordinatnim sustavom u ravnini i vektorima koji ¢e im biti vazni i u fizici. Slijede
proporcionalne i obrnuto proporcionalne veli€ine, postotci te vjerojatnost slucajnog
dogadaja, koja Ce itekako biti zanimljiva u ovom naSem doticaju s nogometom. Kasnije
prelaze na geometriju (opseg 1 povrSina mnogokuta i trokuta) te spominju znanstveni
zapis broja koji cemo takoder povezati s nogometom, ali u 8. razredu jer tada konkretno
pretvaraju brojeve u znanstveni zapis.

Za pocetak, prisjetimo se pocCetka ovog rada gdje je bila rije¢ o uvjetima koje nogo-
metna lopta mora zadovoljavati. Konkretno nas zanima opseg nogometne lopte jer se
u nogometnim pravilima veli¢ina nogometne lopte zadaje preko opsega. U Skoli je
uobicajenije iz polumjera (ili promjera) kruga izracunati njegov opseg, nego obrnuto pa
tako ucenici sustavno kroz svoje Skolovanje kruZne i kuglaste objekte opisuju polumjerom
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ili promjerom. Gledajuci s prakticne strane, konkretno u nogometu, razlog je vrlo
jednostavan: lakSe ¢emo izmjeriti opseg nogometne lopte, nego polumjer (ili promjer) jer
bismo u tom slucaju morali rezati loptu ili je uklijestiti u pomi¢nu mjerku.

U zadatcima vezanim za izraCunavanje opsega, a kasnije i oploSja, nogometne lopte
ne moZemo bez spominjanja zasigurno najpoznatije konstante u matematici, broja 7.

Velika vecina ucenika broj m poistovjeCuje s 3.14, ali to su samo prve tri znamenke
ovog broja pa ¢emo zato, ukoliko Zelimo biti precizni, reéi da je broj m zapravo omjer
opsega 1 promjera bilo kojeg kruga (ili kugle).

Pogledajmo sada primjer zadatka koji se uklapa u ovu temu.

Primjer 2.3.1. Poznavajuci sluzbena pravila nogometne igre, izracunajte polumjer i pro-
mjer nogometne lopte.

Rjesenje. Buduéi da smo rekli da je lopta kuglastog oblika, na nju je primjenjiva formula
za opseg O kugle
O = 2rm,

gdje je r polumjer lopte (kugle), a 7 dobro poznata konstanta.

Prema pravilima nogometne igre opseg lopte je izmedu 68 cm i 70 cm pa slijedi da
je

0, 68
= —=—~10.82 cm,
" 2r 2« cm
0, 70
=—=—=x11.14
o T o cm

tj. promjer iznosi oko 22 centimetra.

Ucenici takoder opseg 1 povrSinu kruga mogu osvijestiti kroz zadatak koji je pove-
zan s izraCunavanjem srediSnjega kruga na nogometnom terenu (slika 1.1). Prema
sluZbenim pravilima nogometne igre, sredi$nji krug ima polumjer 9.15 m i na osnovu toga
imamo pravo zadati sljedeéi primjer u kojem primjenjujemo znanje na rjeSavanje zadataka
iz svakidasnjice.

Primjer 2.3.2. Izracunaj povrsinu i opseg sredisnjega kruga nogometnog terena. Koji udio
povrsine terena on zauzima za najmanji i najveci dopusteni teren?
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Rjesenje. Uvrstavajuci dani polumjer » = 9.15m u formulu za povrSinu (P) 1 opseg (O)
kruga, ucenici Ce vrlo brzo dobiti sljedece rjeSenje:

P = r’r = 9.15%7 ~ 263.022 m?,
O=2rr=2-915 -7~ 57491 m.

Prema pravilima nogometne igre, najmanje dopustene dimenzije terena su 90 m X 45 m, a
najvece dopustene 120 m X 90 m, tj. najmanja dopusStena povrSina nogometnog terena je
4050 m?, a najveca dopustena 10 800 m?.

Sada nam je jedino joS preostalo izraCunati udio, a to ¢emo dobiti tako Sto ¢emo
povrsinu (P) srediSnjega kruga podijeliti s najmanjom, odnosno najve¢om, dopustenom
povrSinom terena.

263.022 ~ 0.065 = 6.5%. 263.022

2050 10300 ~ 0.024 = 2.4%.

Jo§ jedan zanimljiv zadatak koji bismo mogli zadati uCenicima bi bio da im isprintamo
neki model nogometnog terena i najprije trebaju plavom ili crvenom bojom istaknuti
sve kruZnice i kruZne lukove koje mogu uociti. Nakon toga, neka izraCunaju opseg i
povrSinu svakog kruga te duljinu kruznog luka. Ucenicima bi ovaj zadatak dali kao
ponavljanje nakon Sto obradimo nastavnu cjelinu kruznica 1 krug jer se u toj cjelini susrecu
s izraCunavanjem navedenih veliina.

Ucenici u 7. razredu raCunaju s postotcima te znaju izraCunati prosjecne vrijednosti
dane skupine podataka. Ovdje posebno realisticno mozemo iskoristiti nogomet da bismo
razli¢ite matematiCke teme povezali u jedan zadatak. Prije primjera takvog zadatka,
dotaknimo se malo svjetskih nogometnih prvenstava.

Svjetsko prvenstvo u nogometu (skraceno SP) jedan je od najpopularnijih sportskih
dogadaja na svijetu, a odrzava se svake Cetiri godine. Na SP-u od 1998. godine sudjeluju
32 reprezentacije iz cijeloga svijeta te su ravnomjerno rasporedene u 8 skupina. Unutar
skupine svaka reprezentacija igra po jednu utakmicu s drugim reprezentacijama, a nakon
utakmica po skupinama slijedi osmina finala. U osminu finala idu po dvije najbolje
reprezentacije iz svake skupine. Pobjednici utakmica osmine finala idu dalje u Cetvrtfinale.
Pobjednici utakmica Cetvrtfinala idu u sljedecu fazu natjecanja, a to je polufinale. U
polufinalu pobjednici idu u veliko finale tj. dvoboj za svjetskog prvaka, a poraZene
momcadi bore se za treCe mjesto. Hrvatska reprezentacija je 1998. godine u Francuskoj
osvojila tre¢e mjesto, a u Rusiji 2018. godine drugo mjesto.
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Primjer 2.3.3. Imajuc¢i na umu pravila igranja nogometnih utakmica na svjetskom nogo-
metnom prvenstvu, izracunaj:

(a) Koliko se ukupno utakmica odigra na jednom svjetskom prvenstvu?

(b) Na svjetskom prvenstvu odrZanom 2010. godine u JuZnoafrickoj Republici postignuto
Jje ukupno 145 pogodaka. Koliko je to prosjecno pogodaka po utakmici?

(c) U finalnom ogledu svjetskog prvenstva u Johannesburgu igrale su momcadi
Spanjolske i Nizozemske. Spanjolci su imali loptu u svome posjedu ukupno 53
minute i 28 sekundi, a Nizozemci su imali loptu u svome posjedu ukupno 31 minutu
i 32 sekunde. Ostatak vremena lopta nije bila ,u igri”. Izrazi u postotcima posjed
lopte jedne i druge ekipe u odnosu na vrijeme u kojem je lopta bila ,u igri”.

Rjesenje. U podzadatku a) uCenici ¢e najvjerojatnije krenuti s prebrojavanjem utakmica
odigranih od skupina pa do finala i tako do¢i do konacnog rjeSenja. Ukupno imamo
32 reprezentacije rasporedene ravnomjerno u 8 skupina. Znaci, u svakoj skupini su 4
reprezentacije. Unutar svake skupine odigra se ukupno 6 utakmica, a buduci da imamo 8
skupina ukupan broj utakmica odigranih po skupinama iznosi 6 - 8 = 48. U osmini finala
odigra se joS 8 utakmica, u Cetvrtfinalu joS 4 utakmice i u polufinalu jo$ 2 utakmice. Jo$
je preostalo prebrojati utakmicu za tre¢e mjesto te utakmicu velikog finala. Dakle, ukupno
imamo 64 nogometne utakmice. Ovaj podzadatak trebali bi znati rijesiti svi uCenici jer se
matematika potrebna za rjeSavanje ovog zadatka uci u niZim razredima.

U podzadatku b) ucenici trebaju ukupan broj pogodaka podijeliti s ukupnim brojem
odigranih utakmica i tako dolaze do prosje¢nog broja pogodaka po utakmici koji za-
okruZen na dvije decimale iznosi 2.27.

U podzadatku c) ucenici trebaju izraCunati u postocima posjed lopte svake momcadi. Uzet
¢emo da se nogometna utakmica igrala 90 minuta, dakle bez produZetaka. Jednostavnim
ratunom dobivamo da je reprezentacija Spanjolske imala posjed lopte od 59.2%, a
reprezentacija Nizozemske posjed lopte od 34.8%. U preostalom vremenu lopta nije bila
u igri. Ukoliko bismo zbrojili udio vremena u kojima je loptu posjedovala Spanjolska,
odnosno Nizozemska, s udjelom kada nije bila u igri, dobili bismo to¢no 100%.

Na pocetku smo naveli da ucenici u 7. razredu ue izracunati vjerojatnost slucajnog
dogadaja.’ Najprije od ukupnog broja elementarnih dogadaja odreduju povoljne dogadaje
za odredeni slucajni pokus, a potom raunaju vjerojatnost kao omjer broja povoljnih

8Primjer iz M. Erak, Matematika i sport, Matka 21 (2012./2013.), 21.
9Za slu¢aj da slu¢ajni pokus ima kona¢no mnogo moguéih ishoda.
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elementarnih dogadaja i ukupnog broja elementarnih dogadaja u nekom sluc¢ajnom
pokusu.

Primjer 2.3.4. U momcadi Juventus trenutno se nalaze 24 igraca. Od toga ukupno ima 2
vratara, 8 obrambenih igraca, 8 veznih igraca i 6 napadaca. Izracunaj vjerojatnost da iz
momcadi Juventusa nasumce odaberemo igraca koji igra na poziciji obrambenog igraca.
Koja je vjerojatnost da odaberemo napadaca?

Rjesenje. Prvo raCunamo vjerojatnost da iz cijele momcadi odaberemo igraca koji igra na
poziciji obrambenog igra¢a. U momcadi Juventusa ima ukupno 24 igraca Sto znaci da ima
ukupno 24 elementarna dogadaja. Sada trebamo odrediti broj povoljnih dogadaja. Zelimo
odabrati jednog od obrambenih igraca, a buduéi da ih ima ukupno 8, slijedi da je broj
povoljnih dogadaja 8. Sada raCunamo vjerojatnost da odaberemo obrambenog igraca:

broj povoljnih elementarnih dogadaja _ 8

P(odabran je obrambeni igrac) = ~ (0.33,

1
ukupan broj elementarnih dogadaja ~ 24 3

Sto znaci da je vjerojatnost da smo odabrali obrambenog igraca priblizno 33%. Analognim
na¢inom dobivamo da je vjerojatnost odabira napadaca egzaktno'® 25%.

Pogledajmo joS jedan primjer povezan s nogometom da bismo ucenicima mogli
pribliZiti vjerojatnost s aktivnostima iz svakodnevnog Zivota.

Primjer 2.3.5. Momcad Paris Saint-Germain (skraceno PSG) pobijedila je u 13 od ukupno
20 posljednjih prvenstvenih utakmica. Ako pretpostavimo da joj se vjerojatnost pobjede ne
mijenja, koja je vjerojatnost da ¢e pobijediti u iducoj utakmici?

Rjesenje. Ukupan broj elementarnih dogadaja je 20 jer je ukupno odigrano 20 utakmica, a
broj povoljnih dogadaja je 13 jer upravo je u toliko utakmica momcad PSG slavila. Neka
je A =,,iduca utakmica je pobjeda”. Imamo

13

P(A) = — = 0.65,
A =3

tj. vjerojatnost da ¢e momcad PSG slaviti u iducoj utakmici je 65%.

U ovom odjeljku naveli smo samo nekoliko primjera u kojima moZemo iskoristiti
nogomet da bi ucenici uvidjeli povezanost matematike sa svakodnevnom aktivnoScu
velikog broja ljudi. Za svako podrucje matematike moZemo iskoristiti neke primjere
1z nogometnog svijeta, samo treba biti mastovit pri odabiru zadataka, a uCenicima Ce
zasigurno biti draZe rjeSavati zadatke povezane s nogometom, nego uobicajene zadatke.

10K azemo pribliZno jer % nije isto $to i 33%, niti 33.3%, ali i jest 25% pa u tom slucaju kazemo egzaktno.
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2.4 Osmirazred

U 8. razredu ucenici zaokruzZuju svoje dotad steCeno osnovnoskolsko obrazovanje te krecu
s, mozemo reci, ozbiljnijom matematikom s kojom ¢e se detaljnije susresti u srednjoj Skoli.
Na pocetku ucenici se susreCu s kvadriranjem, a upoznaju se i sa formulama za kvadrat
binoma te razliku kvadrata. Nakon toga obraduju se potencije i korjenovanje, a unutar ove
cjeline radi se znanstveni zapis broja kojeg ¢emo takoder povezati s nogometom. Potom
se susrecu s Pitagorinim pouckom te njegovom primjenom. Do kraja 8. razreda bave se
geometrijom ravnine i prostora, susrecu se s racunanjem oplo§ja i obujma, a bave se 1 sa
preslikavanjima ravnine.

U prethodnom odjeljku izracunali smo polumjer nogometne lopte koriste¢i njezin
zadani opseg. Sada ¢emo iskoristiti na§ izraCun da bismo izracunali oplo§je nogometne
lopte.

Primjer 2.4.1. Poznavajuci sluZbena nogometna pravila, izracunajte oplosje nogometne
lopte. Dobiveno oplosje preracunaj u kvadratne metre.

Rjesenje. Buduci da je lopta kuglastog oblika mozemo iskoristiti formulu za oploSje kugle.
Formula za oplosje kugle glasi
o = 4r'r,

gdje je r polumjer lopte, a & ve¢ prije spomenuta konstanta ''. U primjeru 2.3.1 odredili
smo da najmanji polumjer lopte priblizno iznosi 10.82 cm, dok najveci polumjer lopte
priblizno iznosi 11.14 cm. Radi lakSeg racunanja uzet ¢emo da je polumjer nogometne
lopte tocno 11 cm. UvrStavanjem » = 11 cm u formulu za oploSje kugle dobivamo

o=4-(11cm)’* 7~ 1521 cm?’.

Dakle, izracunali smo da oploSje nogometne lopte polumjera 11 cm iznosi priblizno
1521 cm?. Preostalo nam je jo§ taj rezultat preracunati u kvadratne metre, a to éemo
uciniti tako da éemo dobiveno oplosje podijeliti s 10 000, tj.

0=1521 cm? =0.1521 m>.

Takoder, kako se ucenici upoznaju s pojmom obujma te raCunaju obujam kugle, mozemo
im zadati zadatak u kojem Ce izraCunati obujam nogometne lopte.

Primjer 2.4.2. Nogometna lopta u unutrasnjosti ima ,balon” koji je obloZen koZom iz-
gleda ,bubamare”, pri ¢emu je oplosje lopte 1521 cm?. Izracunaj obujam maksimalno
napumpanog balona nogometne lopte. Dobiveni obujam preracunaj u litre.

"TOplosje je jednako Cetverostrukoj povrsini kruga kojeg dobijemo ako raspolovimo kuglu.
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Rjesenje. Ako je unutrasnjost nogometne lopte (balon) maksimalno napumpana, onda je
koZna mreZa pripijena uz balon i nalikuje kugli. Zanemarit cemo odstupanje oblika nogo-
metne lopte od oblika kugle pa onda moZemo pribliZno izraCunati obujam nogometne lopte
tako $to éemo izracunati obujam kugle oplogja 1521 cm?. Iz zadanog podatka o oplosju
kugle, dobivamo (ono $to u ovom radu ve¢ znamo, ali nije zadano u zadatku) da je polumjer
nogometne lopte priblizno 11 cm. Obujam lopte raunamo uz pomo¢ formule za obujam
kugle:

gdje je r polumjer kugle, pa dobivamo
4 3 3
V:§~11 -~ 5572.5 cm’.

Preostalo nam je dobiveni obujam prera¢unati u litre. Buduéi da je 1 dm® = 1 L, potrebno
je 5572.5 cm? pretvoriti u dm’, a to éemo uéiniti tako da podijelimo dobiveni volumen s
1 000. Dobivamo 5572.5 cm® = 5.5725 dm?, tj. traZeni obujam je 5.5725 L.

Jedan od najvaznijih teorema koje ucenici nauce u osnovnoj Skoli je Pitagorin te-
orem (Pitagorin poucak), vezan za pravokutni trokut. Pitagorin teorem govori da je u
svakom pravokutnom trokutu povrsina kvadrata nad hipotenuzom jednaka zbroju povrSina
kvadrata nad katetama. U 8. razredu ucenici primjenjuju Pitagorin teorem na pravokutnik
1 kvadrat, jednakokracni i jednakostrani¢ni trokut, trapez i romb. Ovdje ¢emo prikazati
kako mozemo povezati nogomet i Pitagorin teorem u nekoliko primjera.

Primjer 2.4.3. Duljina nogometnog terena Allianz arene iznosi 105 m, a Sirina iznosi 68 m.
Ako igra& A stoji u kutu (pogledaj sliku 2.5'3), koliko je od njega udaljen igra& B koji stoji
u nasuprotnom kutu?

Rjesenje. Zamislimo da nam slika 2.5 predstavlja Allianz Arenu.

2Uotimodaje V=% -o.

130vo je slika 1.1 sa sljede¢im izmjenama: dodana duZina AB te duljina i §irina terena.



POGLAVLIJE 2. PREDMETNA NASTAVA 28

105 m

Slika 2.5: Model terena Allianz arene.

Iz uvjeta zadatka znamo koliko iznose duljina i Sirina nogometnog terena, a takoder znamo
1 poziciju igraca A 1 B (bez smanjenja opéenitosti odabrali smo jedan od 4 ,.kuta” da pred-
stavlja poziciju igraca A, potom odredujemo lokaciju igrata B). Ako malo bolje pogledamo
ovaj prikaz, uoavamo da je traZena udaljenost igraca A i B zapravo hipotenuza u pravo-
kutnom trokutu s katetama duljina 105 m i 68 m. Sada iskoristimo Pitagorin teorem i lako
moZemo dobiti trazenu udaljenost igraca:

|AB|* = 105% + 682,
IAB]> = 11025 + 4 624,
|AB* = 15649,

|JAB| ~ 125 m.

Dakle, udaljenost dvaju igraca koji stoje u medusobnom nasuprotnim kutovima iznosi
priblizno 125 m.

U ovom primjeru smo iz pravokutnika dosli do pravokutnog trokuta te smo na njega
primijenili Pitagorin teorem da bismo dosli do rjeSenja. Nogometni teren smo shvatili kao
pravokutnik $to nam je omogudilo da rijeSimo zadatak. U sljede¢em primjeru vidjet ¢emo
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primjenu Pitagorinog teorema na jednakokracni trokut, a posluzit ¢e nam opet nogometni
teren.

Primjer 2.4.4. Igrac¢ A izvodi udarac iz kuta ( ,korner”). Igrac B je jednako udaljen od
lijevog i desnog kuta i 24 m od vrata. Na kojoj se medusobnoj udaljenosti nalaze igraci A
i B ako je Sirina nogometnog terena 64 m?

105 m

Slika 2.6: Skica za ovaj primjer

Rjesenje. 1z uvjeta zadatka znamo da je igra¢ B jednako udaljen od lijevog i desnog kuta, a
to zna¢i da imamo jednakokracni trokut s osnovicom duljine 64 m i krakovima nepoznate
duljine d (slika 2.6'#). Takoder, udaljenost igraca B od vrata predstavlja visinu u jedna-
kokra¢nom trokutu. Buduci da je rije¢ o jednakokraCnom trokutu, znamo da visina dijeli
osnovicu na dva dijela jednakih duljina. Dalje zadatak lako rjeSavamo jer smo dosli do

4Ovo je slika 1.1 sa sljedeéim izmjenama: dodan trokut s visinom i njezinom duljinom, oznake krakova
trokuta te duljina i Sirina terena.
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pravokutnog trokuta pa moZemo iskoristiti Pitagorin teorem i do¢i do trazene udaljenosti:
d* = 24" + 322,
d* =576 + 1024,
d* = 1600,
d =40 m.

Dakle, igraci A i B su medusobno udaljeni za 40 m.

Kao Sto smo prije najavili, osvrnut ¢emo se na izvodenje kaznenih udaraca i povez-
nicu izmedu povrSine vrata i povrSine koju vratar prekriva. PovrSina koju prekriva vratar
kada stoji uspravno je pribliZzno oblika pravokutnika s polukrugom ponad istoga (slika

o

Slika 2.7: PovrSina koju prekriva vratar.

Vratari su tipi¢no visoki pa ¢emo za primjer uzeti vratara koji je visok 1.9 m. Prema
tome, Sirina koju prekriva vratar je 1.9 m (raspon ruku vecine ljudi je viSe-manje jednak nji-
hovoj visini), a upravo taj raspon je promjer polukruznog dijela. Pravokutni dio te povrSine
je visina ramena vratara. Uzmimo da je ona 1.6 m. Sveukupno vratar prekriva povrSinu od

pribliZzno
19\2
=)
1.6-1.9 + (5 2)

m? =4.5m?,

odnosno, oko &etvrtine povrsine vrata (P = 7.32m - 2.44m = 17.67048 m?). Upravo
je toliki prosjecni udio obranjenih kaznenih udaraca. Je li to slu€ajnost ili zvuci previse
logi¢no te jesu li u slabijim ligama samo izvodaci slabiji ili pak vratari bolji nego u jacim,
vidjet ¢emo u nastavku koji se upravo dotice Pitagorinog poucka.
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Tocka za izvodenje kaznenog udarca nalazi se na udaljenosti od 10.97 m (12 yd) od
poloviSta poprecne crte unutar vrata (slika 2.8; uo¢imo da su trokuti AABC i ADAB
pravokutni). Ako izvodacC cilja u gornji (recimo desni) kut vrata C, lopta treba prijeci
udaljenost y. Prema Pitagorinom poucku primijenjenom na pravokutne trokute sa slike 2.8
dobivamo da vrijedi

¥ =10.97° m* + x* i ¥ =3.66" m® + 2.44° m?,

{.
y* = (10.97% + 3.66 + 2.44*) m* = 139.6901 m’,

odnosno, lopta do gornjeg kuta vrata preleti oko 11.82 m.

£

366m AN— 3.66m

10.97 m

Slika 2.8: Mjere vrata i polozaj tocke izvodenja kaznenog udarca.

Profesionalni 1 vrhunski izvodaci kaznenih udaraca ispucavaju loptu vrlo precizno,
brzinama i do 100 km/h, Sto znaci da Ce takvi izvodaci ispucati loptu do gornjeg desnog
kuta u pola sekunde ili ¢ak 1 manje. Gledajuéi reakcijsko vrijeme vratara — jedina veli¢ina
koju moZemo smatrati viSe-manje neovisnom o kvaliteti natjecanja — oko 0.2 s, vidimo
da ¢ak i onim najboljim vratarima vrijeme preostalo da ulovi takvu loptu teSko da je
dovoljno, dok u slabijim natjecanjima ne samo da mu preostane viSe vremena, nego je i
preciznost izvodaca manja pa €ak 1 slabiji vratari imaju vecu Sansu obraniti kazneni udarac.

Jo§ jednu poveznicu izmedu matematike i nogometa mozemo dati kod obradivanja
nastavne jedinice znanstveni zapis broja. Znanstveni zapis broja je umnozak broja a i
potencije broja 10. Apsolutna vrijednost broja a mora iznositi bar 1, a biti manja od 10:
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1<ax<10.

U prvom poglavlju u odjeljku 4. razred spomenuli smo poredak stadiona po kapaci-
tetu gledatelja koje stadion moZze primiti. Izdvojit éemo neke stadione te napraviti zasebnu
tablicu 2.3.

STADION GRAD, DRZAVA KAPACITET
Rungrado May Day | Pjongjang, Sjeverna Koreja 150 000
Salt Lake Stadium Kolkata, Indija 120000
Azteca Mexico City, Meksiko 105 000
Azadi Teheran, Iran 100 000
Wembley London, UK 92000

Tablica 2.3: Kapaciteti nekih stadiona

Umjesto da u posljednjem stupcu piSemo brojeve s 6, odnosno 5 znamenki, mozemo
iskoristiti znanstveni zapis broja pa tako primjerice umjesto 150 000 napisati 1.5 - 10° ili
umjesto 92 000 moZemo zapisati 9.2 - 10*. Analogno bismo zapisali i preostale kapacitete.

Prema Forbesovoj listi [8] iz 2019. u tablici 2.4 je prikaz 5 nogometnih klubova
koji su na kraju 2019. godine imali najvecu vrijednost u americkim dolarima. Umjesto da
u stupcu vrijednosti ispisujemo sve znamenke brojeva, moZemo koristiti elegantniji zapis i
vrijednost zapisati u znanstvenom zapisu.

KLUB DRZAVA | VRIJEDNOST /$ | ZNANSTVENI
ZAPIS

VRIJEDNOSTI
Real Madrid Spanjolska | 4239000000000 4.239- 10"
Barcelona Spanjolska | 4021 000000000 4.021-10"
Manchester United | Engleska | 3808 000 000 000 3.808 - 102
Bayern Miinchen | Njemacka | 3024000000000 3.024 - 10"
Manchester City | Engleska | 2688000000000 2.688 - 1012

Tablica 2.4: Vrijednost nekih klubova
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Kroz osnovnoSkolsko matematicko obrazovanje ucenici stjeCu temelje za savladava-
nje nastavnog sadrZaja koji ih ¢eka u kasnijem obrazovanju. Ovdje matematika prelazi na
nesto apstraktniju razinu pa je i na nama nastavnicima da u¢enicima na Sto zanimljiviji
nacin pokusamo predociti odredene matematicke sadrzaje, a u tome nam moze pomoci i
nogomet. Vidjeli smo nekoliko primjera iz matematike u kojima moZemo iskoristiti nogo-
met, a zasigurno ¢e u¢enicima biti draze kad se susretnu sa ovakvim primjerima zadataka.
Na nama nastavnicima je samo da budemo malo mastoviti pri kreiranju zadataka.



Poglavlje 3

Srednja skola

Ucenici nakon svoje osnovne Skole 1 znanja steCenog u osam godina Skolovanja upisuju
srednju Skolu. Kao §to smo spomenuli u uvodu, u ovome poglavlju obradivat ¢emo gradivo
srednje Skole, ali ¢emo pri tome kao reprezentativno uzeti gradivo opcée ili matematicke
gimnazije. To ne znaci da nastavnici koji ne predaju u gimnazijama ne mogu koristiti ovaj
rad za primjere u nastavi matematike, odnosno da ucenici koji ne pohadaju gimnaziju ne
mogu razumjeti ovaj rad.

3.1 Prvirazred srednje Skole

Pocetkom 1. razreda srednje Skole nastava matematike koncipirana je na nacin da se prvo
znanja iz osnovne Skole, zatim nadograde novim znanjima, a krajem 1. razreda krenu na
nove matematicke teme — trigonometriju i statistiku. Od 2019. godine na snazi je novi
kurikulum [13] (Tablica 3.1) koji je upravo ove dvije cjeline prebacio u 1. razred srednje
Skole.

Odgojno-obrazovni is- | Razrada ishoda Ishodi na razini usvojenosti
hOdl >>d0bar<<

Barata podatcima pri- | Prikazuje podatke tabli¢no, | Prikuplja, organizira 1
kazanima na razlicite | stupCastim dijagramom, his- | graficki prikazuje podatke te
nacine. togramom, dijagramom sta- | odreduje i interpretira srednje

blo — list, linijskim dijagra- | vrijednosti.
mom. Odreduje srednje vri-
jednosti: mod, medijan, donji
1 gornji kvartil te standardnu
devijaciju. Crta brkatu kutiju.

34
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Primjenjuje normalnu
razdiobu.

Crta krivulju normalne raz-
diobe, opisuje razdiobu po-
dataka ispod krivulje, rjesava
probleme s normalnom razdi-
obom.

Opisuje 1 graficki prikazuje
normalnu razdiobu. RjeSava
zadatak uz zadanu arit-
meticku sredinu i standardnu
devijaciju.

Primjenjuje trigonome-
trijske omjere.

Primjenjuje  trigonometrij-
ske omjere pri modeliranju
problemskih  situacija i
rjeSavanju problema u pla-

odredivanje nepoznatih
veli¢ina u  pravokutniku,
jednakokracnome i jednakos-
trani¢nome trokutu.

nimetriji  (trokut, kvadrat,
pravokutnik, paralelogram,
romb, trapez, mnogokut,
deltoid).

Tablica 3.1: Ishodi iz predmetnog kurikuluma [13] vezani za 1. razred srednje Skole.

Nakon §to ucenici uspjesno savladaju cjeline algebarskih izraza i potencija, linearnih
jednadzbi i nejednadzbi te linearnih funkcija 1 osnovno znanja rada na skupovima mozemo
krenuti sa statistikom koja dobiva sve veci znacaj u nogometu, posebno u drzavi gdje Zivi
nesto vise od 4 milijuna stanovnika i isto toliko nogometnih trenera i analitiCara.

Pitanje je kakvi se to podatci obraduju u nogometu i gdje sve nailazimo na statis-
tiku. Gotovo svaki profesionalni klub uz trenera ima 1 analitiCara koji prikuplja podatke
o drugim klubovima i njihovim igra¢ima, pozicijama koje igraju, njihovim rezultatima,
postignutim i primljenim zgoditcima 1 slicno. Analiziraju se i brzina igraca, otkucaji srca,
tlak 1 druge karakteristike pojedinog igraca, a naravno tome dosta pridonose i tehnoloske
naprave poput umrezenih pametnih prsluka. Za pocetak, fokusirat ¢emo se na nogometne
lige.

Iako godina kalendarski pocinje u sijeCnju, a Skolska godina u Hrvatskoj oko prvog
tjedna mjeseca rujna, tako i nogometne lige pocinju ovisno o drZavama u kojima se
liga igra, ovisno o klimatskim uvjetima, godiSnjom dobu. Nogometna sezona u Europi
pa tako i u Hrvatskoj, najceSce pocinje pocetkom kolovoza, a zavrSava pocetkom lip-
nja. Spomenimo ovdje jedan zanimljiv podatak, a to je da je reprezentacija Bolivije,
koja inaCe svoje utakmice odigrava u La Pazu na visini od 3600 m, skoro izgubila
licencu za odigravanje nogometnih utakmica jer je FIFA htjela uvesti ogranicenje za odi-
gravanje utakmica pod njenom ingerencijom na najvise 2500 m, no na kraju su odustali [1].
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ProSle nogometne sezone kao i1 ove svjedoCimo pandemiji koronavirusa, a gotovo
da ne postoji podrucje ljudskog djelovanja na koje ona nije napravila utjecaj. Tako se
prosle nogometne sezone mnoge nogometne lige nisu odigrale do kraja, a neke su se
odigrale s privremenim prekidom tijekom oZujka i travnja te su za to vrijeme ljubitelji
nogometa mogli uZivati u utakmicama bjeloruske 1 tadzZikistanske lige, odnosno klubova
poput Bate Borisova, Nemana, Istiklola ILI CSKA Pamire. U novoj sezoni, koja se
u veéini europskih drzava igra od kolovoza, utakmice se igraju na vrijeme, ali dio
neodigranih utakmica zbog zaraza pojedinih igraca ostavio je odredeni trag na tablice liga.

Sljede¢i primjer, tj. aktivnost koju ¢emo provesti mozZe biti ucenicima itekako za-
nimljiva i oni sami na temelju toga mogu proizvoljno odabrati nogometnu ligu i analizirati
ju, tj. ovo moZe biti projekt iz nastave matematike.

Primjer 3.1.1. U ovom trenutku fokusirat ¢emo se na Prvu hrvatsku nogometnu ligu
(skraceno 1. HNL), odnosno na posljednju zavrsenu sezonu 2019./2020. HNK Gorica,
sada veé stalni prvoligas i momcad koja ima velike ambicije, osvojila je Sesto mjesto
te imaju namjeru dogodine igrati UEFA natjecanje (za koje je potrebno biti plasiran
barem peti). Da bi se to ostvarilo, strucni stoZer na cCelu s trenerom prezentirat ¢e svojim
igracima statisticke podatke vezane za zavrsenu sezonu na temelju tablice (Tablica 3.2).

PLASMAN KLUB POBJEDE | NERIJESENO | PORAZI | POSTIGNUTO | PRIMLJENO | GOL-RAZLIKA | BODOVI
1. Dinamo 25 5 6 62 20 42 80
2. Lokomotiva 19 8 9 57 38 19 65
3. Rijeka 19 7 10 58 42 16 64
4. Osijek 17 11 8 47 29 18 62
5. Hajduk 18 6 12 60 41 19 60
6. Gorica 12 13 11 44 48 -4 49
7. Slaven Belupo 10 9 17 34 51 =17 39
8. Varazdin 9 9 18 29 50 =21 36
9. Istra 1961 5 10 21 27 59 =32 25
10. Inter-Zapresic 3 8 25 32 72 -40 17

Tablica 3.2: Tablica 1. HNL sezone 2019/2020. [6]

Za analizu ovih podataka moZemo se posluZiti programom za izradu tablica, primjerice
MS Excel. Analizu zapocinjemo opéim podatcima koje mozemo iscitati iz tablice, kao
na primjer da je osvaja¢ lige Dinamo odigrao 36 utakmica s 25 pobjeda, 5 nerijeSenih
utakmica, 6 poraza, 62 postignuta pogotka, 20 primljenih pogodaka, gol-razlikom od
+42 Sto se dobije, kao Sto smo spomenuli u poglavlju 2, kao zbroj postignutih pogodaka
umanjen za broj primljenih pogodaka te ukupan broj bodova koji su ostvarili na kraju
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sezone iznosi 80.

Budu¢i da znamo pravila nogometne igre, Sto naravno ukljucuje to da bi netko po-
bijedio, drugi mora izgubiti, suma broja pobjeda jednaka je sumi broja poraza, a preostali
broj od ukupnoga broja odigranih utakmica su one koje su zavrSile bez pobjednika, tj.
nerijeSeno. Ve¢ u samom pocetku dolazimo do jedne zanimljive situacije. U navedenoj
sezoni u 1. HNL svaki klub je odigrao 36 utakmica, ali odigrano je ukupno 180 utakmica,
a ne 360, do Cega dolazimo time da je svaka utakmica igrana u paru izmedu klubova,
primjerice utakmica izmedu Dinama i Hajduka upisana je kao odigrana utakmica za oba
kluba, ali to je bila jedna utakmica.

Nastavimo li analizu dalje, vidimo da je od 180 utakmica, njih 137 zavrSilo pobje-
dom (odnosno porazom) jedne od momcadi, a da je ukupno klubovima pripisano 86
nerijeSenih rezultata $to znaci da su 43 utakmice zavrSile nerijeSeno. Takoder moZemo
izraCunati postotke i aritmetiCke sredine ovih podataka. Podijelimo li broj pobjeda s
ukupnim brojem utakmica dobivamo 76.11% utakmica u kojima je jedan od sudionika
pobijedio (odnosno izgubio), a broj utakmica koje su zavrSile nerijeSeno dobivamo na
sli¢an nacin, tj. 23.89%. Gledajuci dobivene postotke, na svake 4 utakmice s pobjednikom
dolazi (otprilike) 1 bez pobjednika. MoZemo izraCunati i aritmeti¢ku sredinu, odnosno
koliko su u prosjeku klubovi pobjedivali. Ukupan broj klubova je 10 pa podijelimo
broj utakmica s pobjednikom i dobivamo da je to 13.7 utakmica po klubu, odnosno 4.3
nerijeSenih. MoZemo izraCunati 1 prosjecan broj postignutih pogodaka po klubu. Ukupan
broj postignutih pogodaka u ovoj sezoni iznosi 450, Sto znaci da su klubovi u prosjeku
postigli po 45 pogodaka u sezoni. Znamo da ako je toliko pogodaka postignutih, toliko je
i primljenih, pa je i prosjek primljenih pogodaka jednak prosjeku postignutih.

Kako su ovi podatci rangirani prema plasmanu kojem je pridruZen i naziv klub,
takve ¢emo ih promatrati. Od podataka koji se nalaze u tablici na slici 3.2 za prvi
razred srednje Skole mogu se iskoristiti podatci o pobjedama, nerijeSenim i izgubljenim
utakmicama, ali i podatci o primljenim i postignutim pogocima. Te podatke promatramo
kao frekvencije pa mozemo izraCunati i1 njihove relativne frekvencije koje se nalaze u
stupcima pored u sljedecoj tablici (Tablica 3.3).
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PLASMAN KLUB POBJEDE | L R. F. | NERLJESENO | IL R. F. | PORAZI | IIL R. F. | POSTIGNUTO | IV. R. F. | PRIMLJENO | V.R. F.
L. Dinamo 25 0.1825 5 0.0581 6 0.0438 62 0.1378 20 0.0444

2. Lokomotiva 19 0.1387 8 0.0930 9 0.0657 57 0.1267 38 0.0844

3. Rijeka 19 0.1387 7 0.0814 10 0.0730 58 0.1289 42 0.0933

4. Osijek 17 0.1241 11 0.1279 8 0.0584 47 0.1044 29 0.0644

S. Hajduk 18 0.1314 6 0.0698 12 0.0876 60 0.1333 41 0.0911

6. Gorica 12 0.0876 13 0.1512 11 0.0803 44 0.0978 48 0.1067

7. Slaven Belupo 10 0.0730 9 0.1047 17 0.1241 34 0.0756 51 0.1133

8. Varazdin 9 0.0657 9 0.1047 18 0.1314 29 0.0644 50 0.1111

9. Istra 1961 5 0.0365 10 0.1163 21 0.1533 27 0.0600 59 0.1311

10. Inter-Zapresic¢ 3 0.0219 8 0.0930 25 0.1825 32 0.0711 72 0.1600

N= 137 86 137 450 450

Tablica 3.3: Relativne frekvencije podataka 1. HNL sezone 2019/2020.

Sada kada imamo relativne frekvencije mozemo kreirati 1 histograme (slika 3.1) za
svaki pojedini stupac grupirano po kategoriji naziva kluba.
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Slika 3.1: Histogrami podataka 1. HNL sezone 2019/2020.

Osim histogramom, mogli smo podatke prikazati linijskim dijagramom, a mogli su
se grupirati na nacin da se prikazu dijagramom stablo-list, no histogrami su prikladniji
za prikaz ovog tipa podataka. Pitanje je Sto HNK Gorica mora napraviti da bi dogodine
igrala neko od UEFA natjecanja. Odgovor je jednostavan, a vidljiv i iz grafova na slici 3.1,
postizati viSe pogodaka i time pobjedivati u viSe utakmica.

Nakon statistike prijedimo na trigonometriju. Nogomet i trigonometrija imaju puno
poveznica i kroz gotovo sve razrede srednje Skole éemo povezivati trigonometriju s
nogometom. Za pocetak krenimo s kaznenim udarcima.

Primjer 3.1.2. Iz statistike HNL-a moZemo isCitati podatak da je najbolji izvodac kaznenih
udaraca u povijesti HNL-a Ivan Krstanovi¢ koji ih je postigao 29 [7]. On je zasigurno jako
dobro upucen u jedan od sljedecih podataka koji moZemo izracunati. Kao $to smo naveli u
2. poglavlju, kazneni udarac se izvodi s 11 m (tocnije 10.97 m, ali zbog jednostavnosti uzi-
mamo 11 m), a Sirina vrata je 7.32 m i visina 2.44 m. Iz ovih podataka moZemo izracunati
pod kojim kutom se vide vrata iz tocke za izvodenje kaznenog udarca, ali ipak treba biti
oprezan. Imamo naime dva moguca kuta: Jedan je kut a pod kojim se iz tocke izvodenja
kaznenog udarce vide vratnice (kut /AKB na slici 3.2), a drugi je kut 8 pod kojim se iz iste
tocke vidi vertikalna simetrala vrata (njezin dio EF izmedu gol-crte i grede, to je na slici
3.2 kut LEKF). Uoc¢imo da su kutovi /LKEF,/KEA i /AEF na slici 3.2 pravi.
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Slika 3.2: Prikaz kutova pod kojima se iz tocke za izvodenje kaznenog udarca vide vrat-
nice odnosno raspon izmedu gol-crte i grede (slika objavljena s dopusStenjem autora F. M.
Briickler)

Vidimo jednakokraéni trokut AABK kojega zatvara gol-crta AB i krakovi KA i KB
prikazani crvenom bojom (slika 3.2). Izmedu krakova je kut « = ZAKB. U ovom trokutu
visina je udaljenost od tocke za izvodenje kaznenog udarca do gol-crte, a to je |[EK| = 11
m. UCcenici znaju koristiti trigonometriju za raCunanje veli¢ine kutova, odnosno duljina
stranica trokuta u pravokutnom trokutu. Prema tome uzmemo jedan od pravokutnih trokuta
AAEK ili ABEK iizratunamo veliCinu kuta 7, a tada je a dvostruko veci kut. Racun slijedi
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u nastavku:
104 % cm
tg— = —,
2 1100 cm
% — 18°24'13.29",

@ = 36°48'26.57".

Promotrimo sad kut 8 = ZEKF pod kojim se iz to¢ke K vidi vertikalni raspon vrata (slika
3.2). Ovdje odmah uoCavamo pravi kut pri vrhu E u trokutu AKEF te je jednostavno
izraCunati kut S:

) 3 244 cm
88 = 1700 cm’
B =12°30'28".

Kao $to vidimo oba kuta su poprilicno mali iako gledateljima izgledaju veliki. Navijacki
Zar Cesto mijenja percepciju i Cesto se Cuje da je netko mogao promasiti, kako mu je to
vratar obranio i slicno. Naravno, na$ Ivan Krstanovi¢, unato¢ matematickim izracunima,
dobro je poznat po tome da rijetko, tj. gotovo nikada ne promasi kazneni udarac.

3.2 Drugi razred srednje Skole

Na pocetku 2. razreda srednje Skole, ucenici se susrecu s drugim i tre¢im korijenom te
provode racunske operacije s njima. Nakon toga se dosta vremena obraduje kvadratna
jednadzba, kao i na njezinu primjenu u modeliranju problemskih situacija iz svakodnevnog
zivota. UCcenici 2. razreda po prvi puta se susrecu s kvadratnom funkcijom. Graficki
prikazuju razliCite oblike grafova kvadratnih funkcija, racunaju nultocke i1 ekstrem te
primjenjuju kvadratne funkcije za modeliranje problemskih situacija. Takoder, upoznaju
se s pouccima o sinusima i kosinusu (osnovne trigonometrijske omjere upoznali su u
1. razredu srednje Skole). Do kraja nastavne godine bave se geometrijom prostora i
geometrijskim tijelima, a na kraju rjeSavaju zadatke vezane za vjerojatnost gdje se po prvi
puta susrecu s geometrijskom vjerojatnoScéu.

Klasi¢na nogometna lopta, kao Sto je ve¢ spomenuto u prijaSnjim poglavljima, sas-
tavljena je od crno-bijelih povrSina te je predmet Zelja brojne djece. Mnogi ne znaju da se
nogometna lopta moZe opisati i na matematicki nac¢in. Da bismo mogli detaljnije prouciti i
opisati izgled mreze nogometne lopte, najprije trebamo upoznati Platonova tijela, odnosno
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pravilne poliedre. Ucenici se tijekom svog obrazovanja s Platonovim tijelima po prvi puta
susrecu u 8. razredu osnovne Skole, a potom u 2. razredu srednje Skole.

Slika 3.3: Klasi¢na nogometna lopta je napuhani krnji ikozaedar (slika s izlozbe ,,Volim
matematiku” ,Zagreb, 2015., fotografirala i ustupila F. M. Briickler)

Pravilni poliedri su geometrijska tijela omedena sukladnim pravilnim mnogokutima
kojima iz svakog vrha izlazi jednak broj bridova. Prisjetimo se, pravilni mnogokuti su
mnogokuti kojemu su sve stranice jednakih duljina i svi kutovi jednakih veli¢ina. Razliku-
jemo pet Platonovih tijela (tablica 3.4).!

IStrogo uzevsi, trebalo bi pisati pravilni tetraedar, pravilni heksaedar i t.d., jer tetraedar, heksaedar,
...znace poliedar s 4, 6, ... strana, no uobicajeno je kod koristenja tih naziva za pravilne poliedre izostavljati
rije¢ pravilni’.
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POLIEDAR LIKOVI NA BROJ BROJ BROJ
STRANAMA STRANA | VRHOVA | BRIDOVA
Tetraedar | Jednakostrani¢ni trokuti 4 4 6
Heksaedar Kvadrati 6 8 12
Oktaedar Jednakostrani¢ni trokuti 8 6 12
Dodekaedar Pravilni peterokuti 12 30 30
Ikozaedar | Jednakostrani¢ni trokuti 20 12 30

Tablica 3.4: Platonova tijela.

Osim Platonovih tijela, zanimljiva su i Arhimedova (polupravilna) tijela. Arhimedova
tijela omedena su pravilnim mnogokutima koji mogu imati razli€it broj stranica, dok
smo kod Platonovih tijela napomenuli da je omeden sukladnim pravilnim mnogokutima.
Ukupno postoji trinaest Arhimedovih tijela. U literaturi se pojavljuje podatak da ih
ima Cetrnaest. Arhimedova tijela nazivamo jos i polupravilni poliedri, a upravo ¢emo u
nogometnoj lopti prepoznati jedno od njih.

Na slici 3.4 moZemo vidjeti model pravilnog ikozaedra.

Slika 3.4: Model pravilnog ikozaedra.
(Slika objavljena s dopustenjem autora F. M. Briickler)

Ako od pravilnog ikozaedra ,,odrezemo” njegove vrhove, dobit ¢emo model nogometne
lopte (krnji ikozaedar): nakon rezanja oko svako bivSeg vrha ikozaedra nastane peterokut,
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a bivSe strane ikozaedra postaju Sesterokuti. Dakle, moZemo zakljuciti da klasi¢ni dije-
lovi od kojih se sastoji vanjStina svake nogometne lopte ¢ine krnji ikozaedar. Standardna
nogometna lopta sastavljena je od 12 crnih peterokuta i 20 bijelih Sesterokuta. Ovakav
dizajn javnosti je predstavljen 1970. godine kako bi gledatelji preko televizijskih ekrana
loptu mogli lakSe uociti na terenu. Svaki crni peterokut okruzen je ukupno s pet bijelih
Sesterokuta, dok je svaki bijeli Sesterokut okruZen naizmjeni¢no s tri crna peterokuta i tri
bijela Sesterokuta. Zaklju¢no, u svakom se vrhu sastaju jedan peterokut i dva Sesterokuta.
Model nogometne lopte svrstava se u polupravilne poliedre (Arhimedova tijela), a pri cr-
tanju mreZe nogometne lopte primjenjuje se Eulerova formula s kojom se u€enici susrecu
u 2. razredu srednje Skole. Eulerova formula povezuje broj strana (S ), broj bridova (B) 1
broj vrhova (V) (konveksnog)? poliedra. Uz oznake navedene u prosloj redenici, za sve
konveksne poliedre, a onda 1 za pravilne i polupravilne poliedre, vrijedi:

V-B+S =2

Ucenicima sada mozemo zadati zadatak u kojem ¢e povezati nogomet i matematiku tako
Sto ¢e primijeniti Eulerovu formulu na krnji ikozaedar, tj. na nogometnu loptu. Pogledajmo
sljedeci zadatak.

Primjer 3.2.1. Uz Cinjenice navedene o nogometnoj lopti, odnosno o krnjem ikozaedru,
odredi broj bridova i broj vrhova nogometne lopte.

Napomena: Svaki brid zajednicki je dvjema stranama, a svaki vrh zajednicki je
trima stranama.

Rjesenje. Kao §to je reCeno, nogometna lopta je omedena s 12 peterokuta i
20 Sesterokuta. Iz ove dCinjenice moZemo odrediti broj strana, odnosno vrijedi
S = 12+ 20 = 32. Svi peterokuti imaju ukupno 12 - 5 = 60 bridova, dok svi
Sesterokuti imaju ukupno 20 - 6 = 120 bridova. Znamo da je svaki brid zajednicki dvjema
stranama pa je ukupan broj bridova nogometne lopte jednak

_ 60+ 120 180
B 2 2

B = 90.

Na analogni na¢in moZemo izracunati i broj vrhova ili jednostavnije, uvrStavanjem pozna-
tih izraza u Eulerovu formulu dobivamo

V=2+B-S5=2+90-32=60.

Dakle, nogometna lopta (krnji ikozaedar) ima ukupno 32 strane, 90 bridova i 60 vrhova.
Detaljnije o ovom primjeru te sli¢nim primjerima moze se procitati u [10].

2Konveksni poliedar omedeni je skup u prostoru dobiven kao presjek konaéno mnogo poluprostora.
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U 2. razredu srednje Skole ucenici u cjelini geometrija prostora i geometrijska tijela
racunaju oplo§je prizme pa samim time potrebno je racunati povrSine raznih pravilnih
mnogokuta. Sukladno tome, koriste¢i model nogometne lopte, navodimo jos jedan moguci
primjer zadavanja zadataka ucenicima.

Primjer 3.2.2. Izracunajte povrsinu mreZe nogometne lopte ako su bridovi peterokuta i
Sesterokuta duljine 3 cm. Koliko bi krojacu bilo potrebno materijala za Sivanje jedne takve
lopte?

Rjesenje. Prvo ¢emo izraCunati povrSinu pravilnog Sesterokuta sa stranicom duljine 3
cm. PovrSina Pg pravilnog Sesterokuta je 6 puta veca od povrSine P svog karakteristicnog
trokuta. Karakteristi¢ni trokut (3.5) pravilnog Sesterokuta je jednakostrani¢ni trokut sa
stranicom duljine 3 cm. Koristeéi formulu za odredivanje povrSine jednakostrani¢noga
trokuta imamo

a?V3 _ 9V3
= = —Cqcme.

P
4 4

Sada racunamo povrSinu pravilnog Sesterokuta te dobivamo

P = 6~¥cm2 = #cmz,
odnosno pravilni Sesterokut ¢ija stranica ima duljinu 3 cm ima povrSinu od priblizno 23.38
cm?. Sljedeée ratunamo povriinu Ps pravilnog peterokuta. Povrina pravilnog peterokuta
je 5 puta veca od povrSine p svog karakteristicnog trokuta. Karakteristi¢ni trokut pravilnog
peterokuta je jednakokracni trokut sa osnovicom duljine 3 cm. Znamo i da je kut izmedu
krakova jednak

_360°
5

Da bismo odredili povrSinu karakteristicnog trokuta, potrebna nam je duljina visine na
osnovicu. Pogledajmo sliku 3.5.

1% =72°.
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Slika 3.5: Karakteristi¢ni trokut pravilnog mnogokuta.

Visina v na osnovicu jednakokracnog trokuta dijeli tu osnovicu na dva sukladna dijela
pa znamo da je duljina svakog tog dijela 1.5 cm. Nadalje, visina je ujedno 1 simetrala
kuta nasuprot osnovice pa znamo da ona dijeli kut na dva dijela od kojih svaki iznosi 36°.
Koriste¢i trigonometriju pravokutnog trokuta, a s time se ucenici upoznaju u 1. razredu
srednje Skole lako raCunamo

1.5cm 1.5cm
tg 36° = , = —,
g v T 36

paje
2 3-15 e = 45 em?

2tg 36° 4tg 36° ’
Vidimo dakle da je povrSina pravilnog peterokuta stranice duljine 3 cm priblizno jednaka
15.48 cm?. Iz Cinjenice da se mreZa nogometne lopte sastoji od 12 pravilnih peterokuta i
20 pravilnih Sesterokuta, raCunamo povrSinu mreZe nogometne lopte:

P5:5p:5

Lako dobivamo

135
tg 36°

Pyreza = 12Ps + 20Pg = ( +270 \/5) cm’ ~ 653.47cm>.

Primijetimo (kad usporedimo s ranije izraCunatim oplo§jem stvarne nogometne lopte, vidi
primjer 2.4.1) da je ocigledno — buduci da je ova povrSina mreZze oko 43 % oplosja kugle
koja odgovara propisanim dimenzijama nogometne lopte —lopta saSivena iz pravilnih
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peterokuta i Sesterokuta brida duljine 3 cm dosta manja od prave nogometne lopte.> Na
pocCetku smo naveli da se u€enici u 2. razredu susrecu s pouc¢cima o sinusima i kosinusu.
U 1. razredu srednje Skole promatrali smo pod kojim kutom se vidi gol-linija iz tocke u
kojoj se izvodi kazneni udarac. Sada ¢emo isto to izraCunati za slobodne udarce. Za ovo
se mogu iskoristiti 1 programi dinami¢ke geometrije u kojima se mogu kreirati modeli
nogometnih terena i vrlo precizno pozicionirati mjesto s kojeg se izvodi slobodan udarac,
a time odmah dobivamo i udaljenosti toga mjesta od vratnica i od sredina vrata. Buduci da
znamo dimenzije vrata lako se izracuna kut pod kojim se iz proizvoljne tocke na terenu
vidi gol-linija (raspon medu vratnicama). Jedan od mogucih primjera je sljedeci.

Primjer 3.2.3. Neka je udaljenost od tocke izvodenja slobodnog udarca do bliZe vratnice
jednaka 24 m i neka je kut pod kojim se iz te tocke vidi gol-crta jednak 15°. Odredi kolika
Jje udaljenost do dalje stative gola i udaljenost do sredista gola.

Rjesenje.

Slika 3.6: Prikaz slobodnog udarca (slika objavljena s dopusStenjem autora F. M. Briickler)

3Znajuéi da su oploja bar priblizno razmjerna kvadratima polumjera, promjera ili duljine brida, lako
bi se uspjelo dobiti da ako Zelimo saSiti loptu koja bi odgovarala sluzbenim pravilima, bridovi pravilnih
peterokuta i Sesterokuta od kojih je sastavljena trebaju imati duljinu od pribliZzno 4.5 cm. Taj se rezultat moZe
potvrditi i preciznijim, ali zahtjevnim, stereometrijskim racunom.
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Vidimo da ovdje imamo trokut kojeg zatvaraju tocka S koja oznacava mjesto izvodenja
slobodnog udarca i to¢ke koje oznaCavaju dna vratnica. Trokut je raznostranic¢an, u njemu
znamo duljine dviju stranica (@ = AB je gol-linija koja ima duljinu jednaku propisanoj
Sirini gola i b = BS koja je zadana zadatkom) i veli¢inu kuta @ = Z/AS B. Da bismo odredili
trecu stranicu potrebno je iskoristiti kosinusov poucak:

a’> = b* + ¢* - 2bccos a,

pri ¢emu je « kut nasuprot stranice a. Uvrstimo li prema onome $to znamo pretvarajuci sve
duljine u centimetre, dobivamo kvadratnu jednadzbu

732%cm? = 2400%°cm? + ¢ —2-2400 - ¢ - cos 15°cm?,

iz koje se dobiju dva rjeSenja, a nama je potrebno ono koje je dulje od 2400 cm jer znamo
da je to udaljenost do bliZe vratnice, a mi raCunamo udaljenost do dalje. Dobivamo da je
traZena udaljenost ¢ = 2705.5 cm.

Da bismo izracunali udaljenost srediSta vrata (sredine gol-linije) trebamo izracunati
duljinu teziSnice S T naSeg trokuta, a prije toga trebamo iskoristiti sinusov pouc¢ak pomoc¢u
kojeg dobivamo kutove trokuta uz vratnice. 1z jednadZbe

732 2400
sin15°  sing’

dobivamo 8 = 58°3’30”, a iz Cinjenice da je zbroj veli¢ina kutova u trokutu jednak 180°,
slijedi da je y = 106°56"30".

Ponovnim koriStenjem kosinusovog poucka dobivamo da za duljinu ¢ teZiSnice vri-
jedi
* = 366°cm” + 2400°cm’ — 2 - 366 - 2400cm” - cos 106°56'30”,

odnosno, t ~ 25301 cm.

Kao zavr$ni primjer vezan za gradivo ovog razreda, navodimo primjer modeliranja
kvadratnom funkcijom pri rjeSavanju problema iz svakodnevnog Zivota.

Primjer 3.2.4. Vratar ispucava loptu sa zemlje. Putanja lopte opisana je funkcijom h(x) =
—0.005x% + 0.4x, gdje je h visina lopte iznad zemlje, a x horizontalna udaljenost od mjesta
ispucavanja lopte. Velicine h i x izraZene su u metrima. Odredi sljedece:

(a) Na kojoj je visini lopta kada je njezina horizontalna udaljenost od mjesta ispucava-
nja 25m?



POGLAVLIJE 3. SREDNJA SKOLA 49

(b) Koja je najveca visina lopte?
(c) Na kojoj ¢e udaljenosti od vrata lopta pasti na zemlju?
Rjesenje. U podzadatku a) uvrStavanjem x = 25 u zadanu kvadratnu funkciju, dobivamo
h(25) = —0.005 - 25% + 0.4 - 25 = 6.87 m.
U podzadatku b) koriStenjem formule za y-koordinatu tjemena kvadratne funkcije
dac — b?
Yo = VPR

dobivamo
_ 40005004
Y= T (20005

U podzadatku c) rjeSavamo kvadratnu jednadzbu

—0.005x* + 0.4x = 0.
Izlu¢ivanjem zajednickog faktora dobivamo
x-(-0.005x +0.4) =0,

a iz ovoga slijedi da je x = 80 m. RjeSenje x = O je trivijalno pa ga ne uzimamo kao
rjeSenje zadatka.

Zadatci koji ukljuCuju modeliranje kvadratnom funkcijom i rjeSavanje kvadratnih
jednadzbi pogodni su za korelaciju matematike (i fizike) i nogometa. Jedan od takvih
primjera dali smo u prethodnom primjeru. Sli¢ni zadatci pojavljuju se 1 na drZavnoj maturi
pa je ucenicima dobro prikazati Sto viSe takvih zadataka razliCite tematike, odnosno vrlo
efikasno iskoristiti i nogomet za prikaz modeliranja iz svakodnevnog Zivota.

3.3 Treéirazred srednje Skole

Na pocetku 3. razreda srednje Skole slijedi ponavljanje nastavnog sadrzaja 2. razreda.
Nakon toga slijedi nastavna cjelina ,,Eksponencijalna i1 logaritamska funkcija” u kojoj se
ucenici osim eksponencijalnih i1 logaritamskih jednadZzbi susrecu s primjenom navedenih
funkcija pri modeliranju problema iz svakodnevnog Zivota. Funkcije su glavna tema prvog
polugodista pa nakon navedenih slijede trigonometrijske funkcije. UCenici se upoznaju s
grafovima trigonometrijskih funkcija, a poCinju i rjeSavati trigonometrijske jednadzbe. U
3. razredu obraduju se i vektori (u ravnini), a moguce je da su se ucenici i u dotadasnjem
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obrazovanju ve¢ susreli s njima jer vektori pripadaju proSirenom sadrZaju 1. i 2. razreda
srednje Skole. Do kraja 3. razreda obraduje se nastavna cjelina pravac, unutar koje ucenici
odreduju jednadZbe pravca te kut izmedu pravaca, a potom prelaze na krivulje drugog reda
koje opisuju jednadzbama. Na samom kraju susrecu se s kombinatorikom.

U ovom odjeljku najveéu pozornost posvetit ¢éemo kombinatorici* jer se na vrlo za-
nimljiv i prakti¢an nacin mogu uzeti primjeri iz nogometnog svijeta koji ¢e ucenicima biti
daleko zanimljiviji. Primjerice, moZemo promatrati kako trener moZe kombinirati koje
¢e igraCe staviti u pocCetnu postavu ili kod grupne faze natjecanja Lige prvaka moZemo
promatrati moguce kombinacije za prolazak odredene momcadi u sljedece faze natjecanja.
Premda ima puno nogometnih primjera iz kombinatorike o kojima bi se mogao pisati
Citav zasebni rad, navest ¢emo neke primjere u kojima je moguée povezati nogomet i
matematiku, a da budu prikladni za ucenike 3. razreda srednje $kole.

Pogledayjmo prvo primjere veze krivulja drugog reda i nogometa prikladne za ovaj
razred. Ako bismo pitali u¢enike pomocu koje bi krivulje opisali putanju lopte, velika
veéina njih bi odgovorila pomocdu parabole. Prilikom obradivanja nastavne jedinice
parabole, ucenici trebaju pomoc¢u zadanih toCaka pronadi jednadzbu parabole, a ovdje
moZemo povezati nogomet i matematiku kako bismo zadali jedan takav primjer.

Primjer 3.3.1. Pretpostavimo da je putanja nogometne lopte koja je ispucana sa zemlje
parabola. Ako bismo postavili koordinatni sustav kojem je os apscisa na zemlji (tocno
ispod parabole, dakle proteZe se po zemlji u smjeru u kojem je ispucana lopta) i odabrali
metar kao jedinicu duljine, parabola bi prolazila kroz tocke A(0,0) i B(12,7). Tocka B
predstavlja njezinu najvisu poziciju. Pronadite kvadratnu funkciju koja modelira putanju
ove nogometne lopte.

Rjesenje. Ucenici bi trebali iskoristiti svoje znanje iz 2. razreda srednje Skole prilikom
rjeSavanja ovog zadatka jer su se tamo susreli s kvadratnom funkcijom te modeliranjem
pomocu iste u situacijama iz svakodnevnog Zivota. Budué¢i da nam je poznata maksimalna
vrijednost funkcije, a ona se postize u tjemenu parabole (to¢ka T'(xo, yo)), iskoristit ¢emo
tjemeni oblik jednadZbe parabole

y=a(x-x)" +.
UvrStavanjem koordinata tjemena u ovu jednadzbu dobivamo

y=a-(x-12)*+7.

4Ne u smislu u kojem taj izraz koriste komentatori nogometnih utakmica, ve¢ u stvarnom, matematickom
smislu te rijeci.
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Koeficijent a nazivamo vodecim koeficijentom i ucenicima je poznato da on mora biti
razlicit od nule jer u protivnom nasa funkcija ne bi bila kvadratna, nego linearna. Nas cilj
je odrediti koeficijent a i time ¢emo do¢i do rjeSenja zadatka.

Iz zadatka nam je poznata i druga koordinata kroz koju ,prolazi” parabola, a to je
tocka A(0, 0). UvrStavanjem koordinata tocke u jednadZbu dobivamo

O=a-(0-12)>+7.

Preostalo je jos rijeSiti ovu jednadzbu do kraja. Lakim raCunom dolazimo do koeficijenta
a,

0O=a-(-12)*+7,

0= 144a +7,
—144a =17
T
144"

Kvadratna funkcija koja modelira opisanu putanju nogometne lopte je dakle

7
= ——(x—12)*+7
Y=g 12
Zadatke koji se rjeSavaju na analogan nacin, a neSto su drugacije postavljeni, mozemo
zadati na mnogo nacina. Jedan od takvih zadataka je i sljedeci primjer kojeg ne¢emo
rjesSavati.

Primjer 3.3.2. Maksimalna visina koju je dosegla sa zemlje ispucana nogometna lopta
iznosi 5 metara. Nakon sto je lopta presla udaljenost od 8 metara, njezina visina je iznosila
3.2 metra. Kada je lopta dotaknula teren, nalazila se 40 metara od pozicije s koje je
ispucana. Algebarski odredite kvadratnu funkciju koja modelira putanju nogometne lopte.

Kao Sto je spomenuto u na pocetku odjeljka, u€enici krajem 3. razreda obraduju kombi-
natoriku. Upoznaju se s osnovnim principima prebrojavanja, varijacijama, permutacijama
1 kombinacijama. Na pocetku navodimo neke osnovne primjere pomocu kojih mozemo
ucenike upoznati s kombinatorikom, a potom kreéemo na zanimljivije primjere.

Primjer 3.3.3. Na koliko nacina mozZemo prognozirati ishod nogometnog turnira u kojem
se natjece 18 nogometnih ekipa, ako nas zanima redoslijed svih momcadi? Na koliko
nacina moZemo prognozirati ishod ako nas zanima redoslijed prvih Cetiriju ekipa?
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Napomena: Pretpostavljamo da jedno mjesto ne mogu dijeliti dvije ili vise ekipa,
nego je redoslijed jedinstveno odreden rezultatima odigranih utakmica.

Rjesenje. Prvo nas zanima broj mogudéih redoslijeda svih momcadi. Ishod nogometnog
turnira je uredena 18-torka ekipi u kojoj se svaka ekipa pojavljuje to¢no jednom. Prvo-
plasiranu ekipu moZemo odabrati na 18 naCina, drugoplasiranu ekipu moZemo odabrati na
preostalih 17 nacina, treCeplasiranu medu preostalih 16 1 analognim nacinom dalje. Izbo-
rom prvih 17 ekipa, jedinstveno je odredena posljednja ekipa. Dakle, razli¢itih ishoda ima
ukupno

18-17-16-...-2-1,

Sto krace zapisujemo kao 18!. Upravo ¢emo 18! ostaviti kao konacno rjeSenje zato Sto
bi mnoZenjem dobili prevelike brojeve pa je i ve€a mogucnost da se prilikom racunanja
negdje i pogrijesi.

Nadalje, zanima nas redoslijed prvih Cetiriju ekipa. Ishod nogometnog turnira u
ovom je slucaju uredena Cetvorka u kojoj se svaka ekipa pojavljuje najviSe jednom. Takvih
¢etvorki ukupno ima

18-17-16-15.

Primjer 3.3.4. Na satu tjelesne i zdravstvene kulture organiziran je nogometni turnir.
Buduci da je nastavnik Zelio da sudjeluju svi ucenici u razredu, odlucio je da ¢e on biti
vratar, a svi ostali uCenici e pucati kaznene udarce. Najboljim ucenicima dodijelit ¢e pe-
har i dvije medalje. Na koliko je nacina moguce dodijeliti nagrade za prva tri mjesta ako
Jje u razredu ukupno 12 ucenika.

Rjesenje. Ovaj zadatak je primjer zadatka s varijacijama bez ponavljanja. Ucenici u takvim
zadatcima moraju prepoznati koliko ukupno imamo elemenata u skupu kojeg promatramo
(u ovom slucaju promatramo skup koji se sastoji od svih ucenika tog razreda) te moraju
prepoznati koliki je broj elemenata koje razvrstavamo (u ovom slucaju to su pehar i dvije
medalje). Ucenicima je poznata formula za varijacije bez ponavljanja r-tog razreda skupa
od n elemenata.

vr n!
" (n-n))
Prepoznavanjem elemenata u zadatku dolazimo do n = 12, r = 3 pa raunamo
12! 12! 12-11-10-91
szz—:—:J:ISZO.
12-3)! 9! 9

Dakle, pehar i dvije medalje moZemo podijeliti na ukupno 1320 nacina. Spomenuto je
da se ucenici upoznaju i s principima prebrojavanja. U poglavlju 2 naveli smo primjer
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2.3.3 u kojem je trebalo odrediti ukupan broj nogometnih utakmica koje su se odigrale
na svjetskom nogometnom prvenstvu. Taj primjer veéina ucenika rjeSava ,,pjeske”, a
zapravo do konacnog rjeSenja moZemo doci na vrlo jednostavan nacin primjenjujuéi
princip umnoska i princip zbroja.

Ukupno imamo 32 reprezentacije koje su ravnomjerno rasporedene u 8 skupina.
Dakle, u svakoj su skupini 4 reprezentacije. Principom umnoska lako odredujemo da je
ukupan broj utakmica koje se odigraju po skupinama 48. U osmini finala odigra se jo$
8 utakmica, u Cetvrtfinalu jo$ 4 utakmice. U polufinalu jo§ 2 utakmice. Jo$ je preostalo
prebrojati utakmicu za treCe mjesto te utakmicu velikog finala. Konacno, koriStenjem
principa zbroja dolazimo do konac¢nog rjesenja, a ono iznosi 64.

Kao §to je ve¢ navedeno, ucenici ve¢ sa znanjem iz niZih razreda osnovne Skole znaju
odrediti rjeSenje ovog zadatka. Medutim, ponovno smo spomenuli ovaj primjer kako
bismo skrenuli paznju na principe prebrojavanja.

Kao $to smo vidjeli u prethodnim primjerima, u nogometu se mozZe svasta kombini-
rati. Cesto znamo &uti na tribinama da je neka momé&ad dobitna kombinacija, da nekima
kombinatorika nije jaca strana, da neki pak trebaju bolje kombinirati napad i obranu i
sli¢no. Mnogi pri tome uopce ne prepoznaju matematicki sadrzaj u onome Sto govore ili
pak krivo upotrebljavaju izraz kombinatorika poistovjecujuéi ga s izrazom kombiniranje.
Naravno, malo tko razmislja o matematici u trenutku kada njegova momcad igra utakmicu,
veé sve posveti tome da momcad za koju on ili ona navija i pobijedi, a tome doprinosi
sr¢ano navijanje s tribine. S obzirom da ovaj nije pisan u udobnosti navijacke stolice, ve¢ u
miru u kojem se misli mogu fokusirati na vezu izmedu matematike i nogometa, dotaknuti
¢emo se pojavnosti kombinatorike u nogometu.

Za pocetak jedna od najvaznijih stvari koju navijati svake reprezentacija ocekuju
prije samih utakmica je izbor igraa za te nadolazeCe utakmice, tj. Zargonski receno
,» ko je pozvan?”. Izbornik reprezentacije ima pravo na poziv 23 igraca, a dodatno moze
izabrati jos 8 igraca za pretpoziv Sto im daje mogucnost ukoliko se netko od igraca ozlijedi
da ude u prvih 23. Jedan od takvih poziva nalazimo na web-stranici https://hns-cff.
hr/news/21930/dalic-objavio-popis-kandidata-za-utakmice-u-studenom/.

Za potrebe sljedeceg izraCuna mi ¢emo promatrati samo one igrace koji se nalaze unutar
sljedecih skupina: vratari (D. Livakovi¢, S. Sluga, I. Grbi¢), obrambeni igraci (D. Vida,
D. Lovren, S. Vrsaljko, T. Jedvaj, B. Barisié, D. Caleta-Car, D. Melnjak, F. Uremovic,
D. Bradari¢), vezni igraci (L. Modri¢, M. Kovaci¢, M. Brozovi¢, M. Badelj, M. Rog,
M. Pasali¢, N. Vlasi¢), igraci napada (I. PeriSi¢, A. Kramari¢, A. Rebié, J. Brekalo,
B. Petkovié, A. Budimir, A.M. Colak).
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Sada kada izbornik, tj. trener, ima popis igraca treba odabrati neku taktiku. Naj-
prije odabere jednog vratara od 3 ponudena, a zatim treba odluciti kako ¢e na terenu
rasporediti ostalih 10 igraca koje mora izabrati od ukupno preostalih 20 (naravno,
smatramo da vratar ne moze igrati nikoju drugu poziciju osim pozicije vratara kao $to
smatramo da svaki igra¢ ovisno o poziciji za koju je izabran ne moze igrati niti jednu
drugu). Primjerice, uzmimo da se na$ trenutni izbornik Zlatko Dali¢ protiv Turske odlucio
na jednu od najpoznatijih nogometnih taktika, a to je postava 4-4-2, S$to znaci da imamo
4 obrambena i 4 vezna igraca te 2 napadaca. Sada kada imamo odabranu postavu 4-4-2,
zanima nas na koliko nacina izbornik moZze sloziti nogometnu momcad ponudenih igraca.

Najprije odaberemo vratara $to moZemo uciniti na G) = 3 nacina. Potom odabe-

remo obrambene igrace na (Z) = 35 nacina pa vezni red na (Z) = 35 nacina te na kraju

igrae napada na (g) = 15 nacina. Prema principu produka, pomnoZzimo li te rezultate
dobivamo ukupno 55 125 razli¢itih mogucih postava.

Neka je za utakmicu sa Svedskom izbornik odlutio promijeniti taktiku i igrati vise
napadacki nogomet, tako Sto je maknuo jednog igraca iz veznog reda i dodao ga u napad.
Analognim racunom kao u prethodnom primjeru dolazimo do rezultata od 73 500 razlicitih
kombinacija. Primje¢ujemo da je broj kombinacija u ovom slucaju veci.

Mogli smo na pocetku jednostavno uzeti ukupan broj igraca 23 i izraCunati na ko-
liko se nacina, njih (ﬁ) moze izabrati prva postava bez obzira na to za koju su poziciju
prijavljeni 1 taktiku koju bi igrali. U tom slucaju dobili bismo 1352 078 kombinacija.

Pogledajmo jo§S jedan moguéi zadatak na ovu temu. Za utakmicu protiv Portugala
znamo da Ce igrati kapetan reprezentacije Luka Modrié, siguran vratar Dominik Livakovié
te obrambeni dvojac Dejan Lovren i Domagoj Vida. Na koliko nacina moZemo odabrati
preostale igrace ukoliko je taktika, tj. postava, 3-5-2. U ovom sluc€aju vratar je ve¢ odabran
1 to je jedan jedini moguci odabir dok u obrani od potrebnih 3 igraca imamo ve¢ zadana
2 pa trebamo od preostalih 5 odabrati jo§S jednog, tj. zapisujemo (?) = 5. U veznom

redu znamo jednoga igraca pa trebamo odabrati joS 4 od preostalih 6, tj. (g) = 15. Na

kraju biramo napad za koji nemamo ograni¢enja te piSemo (g) = 15. Konacno, kada
pomnozimo, imamo ukupno 1 125 razli¢itih mogucih postava.

Cijela ova prica moZze nam posluZiti i za dokaz jednoga zanimljivoga identiteta koji
se u ovom razredu moZe dokazati kombinatorno.
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Propozicija 3.3.5. Za 0 < k < n vrijedi

n\ (n-1 N n—1
k) \k-1 k)
Dokaz. Lijeva strana jednadzbe kaZe da od n nogometaSa biramo nogometnu ekipu od k

nogometaSa. Na desnoj strani razlikujemo dva slucaja ovisno o tome uzimamo li u ekipu
jednog konkretnog nogometasa, na primjer Luku Modrica.

U prvom slucaju Luka Modri¢ ve¢ je izabran u nogometnu ekipu te je potrebno od
preostalih n — 1 nogometasa izabrati joS k — 1 nogometasa, prema tome imamo (Zj) nacina
za to uciniti.

U drugom slucaju Luka Modri¢ nije dio ekipe jer je, recimo, ozlijeden pa u ovom
slucaju od preostalih n — 1 nogometasa trebamo izabrati k¥ nogometasa za nogometnu
ekipu, $to moZemo uciniti na (”21) nacina.

Koriste¢i princip sume dobivamo upravo zadanu tvrdnju, tj. kombinatorno smo do-
kazali tvrdnju propozicije. O

Ovaj dokaz moZe se primijeniti na konkretnu momcad s konkretnim brojem nogo-
metasa te se moZe ucenicima dati zadatak u kojem treba dokazati da vrijedi (ﬁ) = (fg) + (ﬁ),
Sto je primjer koji proizlazi iz naSega prethodnog primjera gdje smo slagali nogometnu
momcad od popisa 23 igraca reprezentacije.

Za kraj napomenimo da smo namjerno izostavili zadatke 1 primjere u kojima bismo
kombinatoriku povezali s vjerojatnosti, ne zato jer bi bili neprikladni, nego jer su oni

najociglednija veza matematike i nogometa i opisani u mnogo izvora, primjerice [9].

3.4 Cetvrti razred srednje Skole

Nakon pocetnog ponavljanja nastavnog sadrZaja naucenog u 3. razredu, krece se s
obradivanjem nastavne cjeline ,,Brojevi” unutar koje se uCenici po prvi puta susrecu s
principom matematicke indukcije i binomnim pouckom. Do kraja prvog polugodista rade
se nizovi, aritmetic¢ki 1 geometrijski, a spominje se i njihova primjena u svakodnevnom
Zivotu, posebice u kamatnom racunu. Po prvi puta ucenici se susreu i s pojmom limesa
niza i geometrijskog reda. Na pocetku drugog polugodiSta sistematizira se dotadasnje
znanje o funkcijama koje su se obradivale kroz prva tri razreda srednje Skole, a potom se
nauceni sadrzaj produbljuje do novih pojmova — limesa funkcije i neprekidnosti funkcije.
Nakon §to se zavrsi cjelina o funkcijama, do kraja Skolske godine obraduju se derivacije
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1 integrali. Promatra se 1 daje njihova primjena na razliCite aspekte matematickog i
svakodnevnog Zivota.

Brzina nogometasa je jedna od najvaZznijih karakteristika koju svaki nogometas po-
sjeduje. Svakom napadacu je u interesu da Sto brze stigne do lopte 1 pokrene akciju koja
moze rezultirati pogotkom. Takoder, treneri Cesto traze od svojih igraca da brze igraju te
da protok lopte bude sve brZzi i brzi. Obrambenim igrac¢ima brzina moZe predstavljati neSto
negativno jer kako god da se pripremaju da zaustave protivnickog napadaca, jednostavno
ne uspijevaju jer je prebrz za njih. Razliitim treninzima brzine, nogometasi pospjeSuju
svoju fizi€¢ku spremnost 1 brzinu, a to im zasigurno omogucuje da budu bolji od svojih
protivnika te omoguée prednost svoje ekipe u tom pogledu. Za navijaCe je jedan od
najvecih uZitaka gledati kako napadac prolazi pokraj obrambenih igraca i1 u konacnici
postize gol.

Francuski list Le Figaro objavio je listu najbrzih nogometasa 2020. godine. Najbrzi
nogometa$ danasnjice je francuski nogometas, ujedno i igra¢ PSG-a, Kyllian Mbappé s
najvecom brzinom od 36 km/h. Slijede ga nogometas Spanjolskog kluba Athletic Bilbao s
brzinom od 35.7 km/h te igra¢ Arsenala Pierre-Emerick Aubameyang s brzinom od 35.5

km/h.

Ucenici se u sklopu nastavne cjeline ,Derivacije” susreCu s problemom tangente.
Kao uvodni i primjer za razradu ove nastavne jedinice moZe nam posluZiti primjer iz
nogometa.

Primjer 3.4.1. Nogometas zapocinje s istréavanjem na terenu.’ Duljina puta s koju je

nogometas pretrcao (izraZena u metrima) u prvih 15 sekundi istrcavanja moZe se opisati
pravilom s(t) = 1.21*m/s%. Koliko iznose prosjecna brzina tijekom prvih 10 sekundi i
trenutna brzina nogometasa u desetoj sekundi?

Rjesenje. Na pocetku ¢emo izraCunati prosjecnu brzinu nogometasa pri 10 sekundi.
Ucenici znaju izraCunati prosjeCnu brzinu jer se ona spominje u uvodnom dijelu ove
cjeline. Da bismo izraCunali prosjecnu brzinu, raCunamo omjer promjene puta i promjena
vremena u prvih 10 sekundi:

_5(10) — 5(0)
(10-0)s

>Primjer na poveznici http://ss-tehnicka-st.skole.hr/upload/ss-tehnicka-st/images/
static3/2669/File/GIBANJE _numericki_zadaci_i_formule.pdf
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U sljedecem koraku potrebno je izracunati s(10) 1 5(0), a to izratunamo uvrStavanjem od-
govarajucih vrijednosti u dano pravilo:

s(10)=1.2-10>=1.2-100 = 120 m,
s(0)=12-0>=0.

Vracanjem u izraz za brzinu dobivamo da je

V= @ =12 m/s.
10

Nakon toga kreCemo s prosjecne brzine na trenutnu brzinu. Kao §to smo napomenuli prije,
ovaj primjer dajemo ucenicima kada se upoznavaju s problemom odredivanja brzine pa
zbog toga moZemo na razli¢ite nacine krenuti sa sljede¢im korakom. Ako Zelimo odrediti
trenutnu brzinu u ¢ = 10 s, moramo racunati prosjene brzine u manjim vremenskim
intervalima koji su dovoljno blizu # = 10 s. Ovdje bismo ucenicima mogli zadati tablicu
sa zadanim intervalima koju ¢e oni nadopuniti i1 priblizno odrediti trenutacnu brzinu za
t = 10 s. U kasnijem obradivanju nastavne cjeline ,,.Derivacije” ucenici ¢e nauciti precizno
izraCunati trenutnu brzinu, ali mi neCemo prikazati taj postupak jer je ocigledan.

Primjer tablice (tablica 3.5) koje moZemo dati ufenicima pri ¢emu ucenici sami po-
punjavaju 2. i 3. stupac, tj. Sirinu zadanih intervala i prosjecnu brzinu, a nakon toga slijedi
diskusija o njihovim rjeSenjima.

Vremenski interval | Sirina intervala u sekundama | Prosje¢na brzina u m/s
[9.9,9.99] 0.09 23.868
[9.99,9.999] 0.009 23.9868
[9.99,10] 0.001 23.9988
[10,10.001] 0.001 24.0012
[10.001, 10.01] 0.009 24.0132
[10.01,10.1] 0.09 24.132

Tablica 3.5: Prosjec¢na brzina.

Na kraju uocavamo da $to su Sirine intervala oko ¢ = 10 s manje, to je iznos prosjecne
brzine blizi 24 m/s. Zapravo mozemo reci da prosjecne brzine teze broju 24 m/s kada
Sirine intervala teze nuli.
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Ovo je samo jedan od primjera pomocu kojeg mozemo uclenike upoznati s novim
pojmovima. Na ovaj nacin pribliZili smo ih putem necega Sto im je poznato iz svakodnev-
nog zivota.

Spomenuli smo da se u 4. razredu obraduju aritmeticki i geometrijski nizovi pa kao
jedan primjer moZemo iskoristiti sjedala na nogometnim stadionima da bismo zadali neke
zadatke.

Primjer 3.4.2. Nogometni stadion sastoji se od 25 sekcija za sjedenje. Svaka sekcija ima
44 reda. Prvi red ima 22 mjesta, drugi red ima 23 mjesta, treci red ima 24 mjesta i tako
dalje. Odredi koliko mjesta ima u redu 44 pojedine sekcije.

Rjesenje. U ovom primjeru koristit cemo aritmeticki niz i pripadajuce formule kako bismo
izraCunali ono Sto se trazi od nas. Uz oznake n = n-ti red, a, = broj mjesta u n-tom redu,
racunamo:

a,=22+n-1,
a, =21 +n.

Prvo se trazi da odredimo broj mjesta za sjedenje u redu 44. Dakle, uzimajuéi u obzir da je
n = 44, raCunamo

au =44 + 21
aqq = 65.

Dakle, u 44. redu ima 65 mjesta za sjedenje.

I za kraj ovoga razreda, a i cijeloga rada, dotaknuti ¢emo se vjerojatnosti i slucajnih
varijabli, odnosno gradiva za nadarenije ucenike ili za uCenike s pojaCanim satima
matematike.

Vjerojatnost u matematici se postepeno uvodi jo§ od osnovne Skole. Razina na koju
dodu do 4. razreda srednje Skole trebala bi im omoguciti dobro razlucivanje i upotrebu
nesto sloZenijih apstraktnih pojmova. Izmedu ostaloga, u ovom razredu se bave 1 slu¢ajnim
varijablama. Ovaj pojam omoguciti ¢e nam predvidanje rezultata i konacnog rasporeda
tablice nekog nogometnog prvenstva ili lige.

Uzimamo da je svaka utakmica nezavisni sluaj u odnosu na onu prije nje i onu
koja joj slijedi. MoZemo postaviti parametre slucajno, ali ukoliko zelimo dobiti Sto
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realisti¢niji rezultat uzet ¢emo nesto Sto znamo, jer je nerealno da neki klub koji je ocito
slabiji na kraju ima vecu vjerojatnost za osvajanje lige od nekog kluba za kojeg realno
znamo da je bolji. Stoga moZemo odabrati neke parametre koji nam mogu olakSati
dolazak do rezultata, a njih moZzemo dobiti na razne nacine poput promatranja ranijih
sezona, pripremnih utakmica, rezultata u kupu, statistika samih igraca i slicno. Neki od
relevantnijih podataka mogu biti prosjean broj pogodaka u prethodnoj sezoni ili viSe njih,
prosjecan broj kartona, udaraca iz kuta, kaznenih udaraca, udaraca na vrata i sli¢no.

Sada kada smo sve ovo naveli, uzmimo konkretan primjer. Ve¢ smo analizirali 1.
HNL za sezonu 2019./2020. pa sada moZemo uciniti istu stvar za sezonu 2020./2021.
No, za pocetak odredimo parametar pomocu kojega ¢emo koristiti odredivanje predikcije
rezultata. Neka je to prosjecan broj pogodaka u posljednje 3 sezone. Neki klubovi su igrali
za to vrijeme i niZe lige za koje ¢e pogodak u nasem slucaju, zbog jednostavnosti, vrijediti
kao u 1. HNL. U tablici 3.6 prikazan je prosjean broj pogodaka po utakmici u posljednje
3 sezone.

KLUB PROSJEK POGODAKA PO UTAKMICI
Dinamo 1.9461
Lokomotiva 1.4747
Rijeka 1.9428
Osijek 1.5354
Hajduk 1.8089
Gorica 1.3796
Slaven Belupo 1.0480
Varazdin 1.2864
Istra 1961 0.8199
Sibenik 1.3899

Tablica 3.6: ProsjeCan broj pogodaka po klubu od 2017. do 2020. u HNL-u, https://
www.rezultati.com/nogomet/hrvatska/1-hnl/rezultati/

Jedan od najpoznatijih osnovnih metoda za procjenu vjerojatnosti pobjede je Poisso-
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nova raspodjela® sa sljede¢om formulom
et

PX=x)="—

gdje je x broj pogodaka koji ¢e posti¢i neka momcad, a A prosjeCan broj pogodaka po
utakmici u odabranom prethodnom razdoblju.

Ukoliko pretpostavimo da rezultat utakmice dviju momdcadi ovisi samo o njihovim
prosjecnim brojevima pogodaka u odabranom prethodnom razdoblju te ako pretpostavimo
da su brojevi pogodaka koje daje jedna odnosno druga momcad nezavisni dogadaji, onda
vjerojatnost odredenog rezultata dobijemo umnoskom vjerojatnosti postizanja pogodaka
jedne, odnosno druge momcadi. Primjerice, izraCunati ¢emo kolika je vjerojatnost da
utakmica izmedu Dinama i Osijeka, temeljem podataka iz tablice 3.4., zavrS$i rezultatom
3:1.

Pomocu Poissonove raspodjele dobijemo vjerojatnost da Dinamo postigne 3 pogotka,

odnosno

1.94613¢-19461
P(X=3)= —3,8 = 0.1755.

Na isti nacin izracunamo da Osijek postigne 1 pogodak te dobijemo

1.53541 715354
P(X=1)= 1—'8 = 0.3307.
Pomnozimo li te dvije vjerojatnosti dobivamo da je vjerojatnost da utakmica zavrsi
rezultatom 3 : 1 jednaka 0.058, odnosno 5.8%.

6Primjer S Poissonovom raspodjelom https://towardsdatascience.com/
predicting-premier-league-standings-putting-that-math-to-some-use-e8de64938d7



Zakljucak

Nogomet u nastavi matematike nije uobicajena pojava. Kroz ovaj rad vidjeli smo kako
postepeno, od razredne nastave preko predmetne pa kroz Citavo srednjoSkolsko obrazova-
nje mozemo iskoristiti matematiku pri rjeSavanju problema iz nogometa.

U prva cCetiri razreda svoga Skolovanja, ucenici dobivaju osnovne pojmove koje e
nadogradivati tijekom daljnjeg obrazovanja. Spomenuli smo da se u tim razredima nagla-
sak ne stavlja na preciznost pri definiranju i uvodenju novih pojmova jer ucenici u toj dobi
nisu u mogucnosti shvatiti ve¢inu matematickih problema. Medutim, u ovom razdoblju
vazno je da ucenici steknu radne navike te da im na Sto jednostavniji nacin pribliZimo nove
matematicke pojmove. Ovdje nam je nogomet uvelike pomogao. Kroz pracenje toCaka,
linjja 1 krugova ucenici se upoznaju s osnovnim geometrijskim pojmovima. Spomenuli
smo primjenu nogometa u provodenju osnovnih racunskih operacija.

Prelaskom na predmetnu nastavu, dostize se odredena razina apstraktnosti u matematici.
Primjeri iz nogometa posluzili su nam za uvodenje novih pojmova i njihovo uvjezbavanje
(cijeli brojevi). Spomenuli smo i1 korelaciju matematike i informatike s nogometom.
Takoder, koriste¢i formule za opseg i povrSinu pravokutnika te volumen i oplo§je kugle,
odredili smo opseg i povrSinu nogometnog terena te volumen i oplosje nogometne lopte.
U srednjoj Skoli, matematika dostize viSu razinu. Ucenici se susreu s pojmovima
kvadratne funkcije pomocu koje su dani primjeri modeliranja pomocu iste u nogometu.
Takoder, koriStenjem trigonometrijskih formula racuna se kut pod kojim nogometas$ treba
ispucati loptu kako bi dosSla do odredenog mjesta (u okvir vrata). Kroz srednjoskolsku
matematiku najviSe se primjera izmedu povezanosti nogometa i matematike dalo kroz
razne primjere iz kombinatorike i vjerojanosti.
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Sazetak

U ovom su diplomskom radu sustavno, prema gradivu matematike za pojedine razrede
osnovnih i srednjih Skola, opisane razne primjene matematike na nogomet. U prvom po-
glavlju, koje se tice razredne nastave matematike, dajemo niz primjera osnovne aritme-
tike 1 geometrije u nogometnom kontekstu. U drugom se poglavlju bavimo primjenom
matematike viSih razreda osnovne Skole na nogomet: racun s razlomcima, osnove vjero-
jatnosti 1 Pitagorin teorem samo su neke od tema koje se ovdje primjenjuju na situacije
iz nogometnog svijeta. U treCem poglavlju opisujemo kako srednjoSkolsko (gimnazijsko)
matematicko gradivo povezati s nogometom, te ovdje na nogomet, medu ostalim, primje-
njujemo funkcije, trigonometriju i statistiku.



Summary

In this diploma thesis we systematically, according to the mathematics content for indivi-
dual classes of primary and secondary schools, describe various applications of mathema-
tics to football. In the first chapter, which concerns the teaching of mathematics in the first
four years of primary school, we give several examples of basic arithmetic and geometry
in football context. In the second chapter, we apply upper primary school mathematics to
football: fraction aritmetic, basic probability, and the Pythagorean theorem are just some
of the topics that we here apply to situations from the football world. In the third chapter,
we describe how to connect high school (gymnasium) mathematical content with football,
and here we describe, among other, football applications of functions, trigonometry and
statistics.



Zivotopis

Roden sam 23. prosinca 1996. godine u Viernheimu, Savezna Republika Njemacka.
Odrastao sam i Zivim u Zagrebu sa svojim roditeljima i bratom. Skolovanje sam
zapoceo 2003. godine u Osnovnoj Skoli grofa Janka Draskovica te sam istu zavrSio
2011. godine kada upisujem X. gimnaziju ,Ivan Supek®, op¢i smjer. Za vrijeme
srednjoSkolskog obrazovanja stekao sam ljubav prema matematici i dobio Zelju da
budem nastavnik. Na drZzavnoj maturi iz matematike ostvario sam odlican uspjeh
te u srpnju 2015. godine upisao Prirodoslovno-matematicki fakultet, Matematicki
odsjek, Matematika; smjer nastavnicki. Uz dobru organizaciju i redovno ucenje, sve
kolegije sam polozio u roku te 2018. godine zavrSio preddiplomski sveuciliSni studij.
Iste godine upisao sam diplomski sveuciliSni studij Matematika; smjer nastavnicki te
takoder poloZio sve kolegije pravovremeno, ali sam produZio svoje Skolovanje za jedan
dodatni semestar zbog pisanja diplomskoga rada.

Naravno, znanje o nogometu mi je uvelike pomoglo u pisanju ovoga rada jer
sam u tome od svoga djetinjstva. Za vrijeme srednje Skole prestao sam s dugogodi$njim
treniranjem nogometa te sam u veljaci 2013. godine poloZio ispit za nogometnoga suca
(slika 3.7). Razlog je bio taj Sto sam volio nogomet i htio ostati u njemu, kada ve¢
kao igrac nisam uspio. U veljaci 2016. godine stekao sam zvanje regionalnoga suca da
bih potom krajem 2016. godine poloZio i ispit za suca malog nogometa. Kasnije sam
se opredijelio za mali nogomet i sustavno napredovao. Trenutno sam na listi sudaca
1. HMNL, najviSeg drZavnog ranga u malom nogometu.

Slika 3.7: Nogometni sudac
(fotografija objavljena uz dopustenje autora V. Toli¢a)
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