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Uvod

U ovom diplomskom radu prou¢avamo uredene prstene i polja, pri cemu posebno proma-
tramo konstrukciju kojom bi se uredeno polje moglo upotpuniti. Diplomski rad je podije-
ljen na dva poglavlja, uredene prstene i polja te Cauchyjeve nizove u uredenom polju.

U prvom poglavlju prou¢avamo grupe i uredene grupe, a zatim uredene prstene i polja
te konvergenciju nizova u uredenim prstenima.

U drugom poglavlju prouc¢avamo Cauchyjeve nizove u uredenim poljima, omedenost u
uredenim prstenima te relaciju ekvivalencije na skupu Cauchyjevih nizova u uredenom
polju. Nakon toga na pripadnom kvocijentom skupu C(P, +, -, <)/. definiramo binarne
operacije ® i © te pokazujemo da je (C(P, +, -, <)/, ®, ®) polje.

Na kraju definiramo relaciju uredaja < na C(P, +, -, <)/~ te pokazujemo da je
(C(P,+,,<)/-,®,0, <) uredeno polje.



Poglavlje 1

Uredeni prsteni i polja

1.1 Grupa

Definicija 1.1.1. Neka je G neprazan skup i * funkcija sa G X G u G. Tada za * kazemo da
Jje binarna operacija na skupu G. Za x,y € G pisemo x * y umjesto *(x,y).
Dakle,

xxyeG@G, zasve x,y € G.

Definicija 1.1.2. Neka je = binarna operacija na skupu G. KaZemo da je * asocijativna
ako vrijedi
(x*xy)sz=xx(y*z),zasve x,y,z € G.

Definicija 1.1.3. Neka je = binarna operacija na skupu G te neka je e € G. KaZemo da je
e neutralni element za operaciju * ako Vx € G vrijedi

X*ke€e =e*xX=X.

Napomena 1.1.4. Uocimo da je neutralni element, ako postoji, jedinstven. Naime, pret-
postavimo da su ey i e, neutralni elementi za . Za svaki x € G vrijedi x*e| = x pa posebno
za x = ey dobivamo

e, xe; = es. (1.1)

Za svaki x € G vrijedi e, * x = x pa za x = e; dobivamo
e, xe; =e. (1.2)
Iz (1.1)i(1.2) slijedi e| = e,.

Definicija 1.1.5. Neka je + binarna operacija na skupu G te neka je e neutralni element za
G. Neka su x,y € G. KaZemo da je y inverzni element od x s obzirom na * ako vrijedi

X*ky=Yy*xX=¢e.

2
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Napomena 1.1.6. Neka je = binarna operacija na skupu G te neka je e neutralni element
za . Pretpostavimo da su x,y,,y, € G takvi da su y, i y, inverzni elementi od x s obzirom
na *. Tada je y; = y,. Naime, vrijedi

yi=exy;=nxx)xy; =y x(Xxy;) =y %e=y.

Definicija 1.1.7. Za binarnu operaciju * na skupu G kaZemo da je komutativha ako za sve
x,y € G vrijedi
X*y=Y*X.

Pretpostavimo da je * asocijativna binarna operacija na skupu G, da postoji neutralni
element za * te da za svaki x € G postoji inverzni element od x s obzirom na *. Tada za
uredeni par (G, *) kazemo da je grupa.

Ako je (G, *) grupa takva da je * komutativna kazemo da je (G, =) Abelova grupa.

Napomena 1.1.8. Neka je (G, ) grupa te neka su a,b,c € G takvi da je a « b = a = c. Tada
je b = c. Naime, ako je a’ inverzni element od a, onda vrijedi a’ * (a +b) = a’ * (a *c) pa iz
asocijativnosti od = slijedi e * b = e * ¢ (gdje je e neutralni element za =), dakle b = c.

Napomena 1.1.9. Ako je (G, +) Abelova grupa, onda sa 0 obicno oznacavamo neutralni
element za +, a za x € G sa —x inverzni element od x s obzirom na +. Dakle,

x+(=x)= (—x)+x=0.

1.2 Uredena grupa

Definicija 1.2.1. Neka je S skup. Za bilo koji podskup od Sx S kaZemo da je binarna
relacija na skupu S. Ako je ~ binarna relacija na skupu S te ako su x,y € S takvi da je
(x,y) € ~, onda pisemo x ~ y.

Definicija 1.2.2. Za binarnu relaciju ~ na skupu S kaZemo da je:
(1) refleksivna ako za svaki x € S vrijedi x ~ x;
(2) antisimetricna ako za sve x,y € S takve da je x ~ y iy ~ x vrijedi x = y;
(3) tranzitivna ako za sve x,y,z € S takve da je x ~ y iy ~ z vrijedi x ~ z.

Neka je < binarna operacija na skupu S koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.
Pretpostavimo da za sve x,y € S vrijedi x < y ili y < x. Tada za < kazemo da je uredaj na
S.
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Napomena 1.2.3. Neka je < uredaj na skupu S te neka su x,y € S. Pisemo x <y ako je
X<yix#y.

Napomena 1.2.4. Neka je < uredaj na skupu S te neka su x,y € S. Pisemo x £ y ako ne
vrijedi x <y te piSemo x £y ako ne vrijedi x < y.

Propozicija 1.2.5. Neka je < uredaj na skupu S te neka su x,y,z € S. Tada vrijedi:
(1) x£ye=y<x
(2) ytxe—=x<y
(3) (x<yiy<z)=x<z
(4) (x<yiy<z)=>x<z

Dokaz. (1) Pretpostavimo da x £ y. Prema definiciji uredaja vrijedi x < y ili y < x. Stoga
jey < x. Kada bi vrijedilo y = x onda bismo imali x < y $to je suprotno nasoj pretpostavci.
Stoga je y # x pa zakljuCujemo da je y < x.

Obratno, pretpostavimo da je y < x. Tada je y < x1y # x. Pretpostavimo da je x < y. Iz
antisimetri¢nosti binarne relacije <, zbog y < x1 x < y slijedi y = x. Kontradikcija. Dakle,
ne vrijedi x <y, tj. x £ y.

(2) Slijedi iz (1) obratom po kontrapoziciji.

(3) Pretpostavimo da je x < yiy < z. Izx < yi(I)slijediy € x. Izovogiy <
slijedi x # z. Iz x < y slijedi x < y §to, zajedno sa y < z, daje x < z. Dakle, x # zix < 2 pa
jex<z.

(4) Pretpostavimo da je x < yiy < z. 1z (2) slijedi y ¢ x pa zakljuCujemo x # z.
Kao u (3) zaklju¢ujemo da]e x<zpajex<z O

Definicija 1.2.6. Neka je (G, +) Abelova grupa te neka je < uredaj na G. KaZemo da je
(G, +, <) uredena grupa ako za sve x,y,z € G takve da je x <y vrijedi

XxX+z<sy+z
Propozicija 1.2.7. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka su x,y,z € G. Tada je

Sy x+zsy+z
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Dokaz. Ako je x < y onda je po definiciji uredene grupe x + z < y + z.
Obratno, pretpostavimo da je x + z < y + z. Tada iz definicije uredene grupe slijedi

x+2)+(-2)<(y+2)+(-2),
. x<y. O

Propozicija 1.2.8. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka su x,y,z € G. Pretpostavimo da
je x < y. Tada je
X+z<y+z

Dokaz. 1z x < yslijedidaje x < yix #y. Iz x < yslijedi x + z < y + z. Pretpostavimo da
je x+z =y +z. Tada iz napomene 1.1.8 slijedi x = y, $to je u kontradikciji s ¢injenicom da
jex#y Prematomejex+z#y+zpajex+z<y+z O

Korolar 1.2.9. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka su x,y,z € G. Tada je
X<y&ES x+z7<y+2

Dokaz. Slijedi iz prethodne propozicije (kao u dokazu propozicije 1.2.7). O

1.3 Prsten

Definicija 1.3.1. Neka je P skup te neka su + i - binarne operacije na skupu P. Pretposta-
vimo da je (P,+) Abelova grupa te da je - asocijativna binarna operacija. Pretpostavimo
da za sve x,y,z € Pvrijedi (x+y)-z=(x-2)+(y-2)iz- (x+y)=(z-x)+ (z-y). Tada za
(P, +, ) kaZemo da je prsten.

Ako je (P,+,-) prsten takav da je - komutativna binarna operacija onda za (P, +, )
kaZzemo da je komutativan prsten.

Ako je (P, +, ) prsten onda neutralni element za operaciju + obi¢no oznacavamo sa 0 1
zovemo nula u prstenu (P, +, ).

Ako je (P, +, -) prsten takav da binarna operacija - ima neutralni element onda za (P, +, -)
kaZzemo da je prsten s jedinicom. U tom slucaju neutralni element za - obi¢no oznacavamo
sa 1 te nazivamo jedinica u prstenu.

Napomena 1.3.2. Neka je (P, +,-) prsten. Kao i inace prilikom zapisivanja izraza koji
ukljucuju + i - smatramo da - ima veci prioritet” od +. Tako naprimjer umjesto (x-z)+(y-z)
pisemo x-z7+y -z
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Ako je (P, +, ) prsten onda za x € P sa —x oznaavamo inverzni element od x s obzirom
na binarnu operaciju +. Dakle, za svaki x € P vrijedi x + (—x) = (—x) + x = 0. 1z same
definicije inverznog elementa je jasno da je —(—x) = x za svaki x € P. Nadalje ako su
a,b € P, vrijedi a + b = 0 ako i samo ako je a = —b.

Propozicija 1.3.3. Neka je (P, +,-) prsten te neka je x € P. Tadaje0-x=0ix-0=0.
Dokaz. Vrijedi
0-x=04+0)-x=0-x+0-x,
dakle 0- x =0 - x + 0 - x pa dodavanjem lijevoj i desnoj strani —(0 - x) dobivamo 0 = 0 - x.
Analogno dobivamo x - 0 = 0. O
Propozicija 1.3.4. Neka je (P, +, ) prsten te neka su x,y € P. Tada vrijedi
(1) x-(=y)==x-y
(2) (=x)-y=-x-y
(3) (=x)-(=y)=x-y
Dokaz. (1) Koristeéi prethodnu propoziciju dobivamo
x-(=+x-y=x-((=+y)=x-0=0,
dakle
x-(=»+x-y=0
pa slijedi tvrdnja (1).
(2) Sli¢no kao pod (1) imamo
(=) y+x-y=((=0)+x)-y=0-y=0,
pa slijedi (2).
(3) Koristeci (2) 1 (1) dobivamo

0 - (=) =-(x-(=y)=—(-x-y)=x-y
Dakle, (3) vrijedi. O
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Napomena 1.3.5. Neka je (P, +,-) prsten s jedinicom takav da P ima bar dva elementa.
Tada je O # 1. Naime, kada bi vrijedilo 0 = 1 onda bismo za svaki x € P imali, prema
propoziciji 1.3.3 x=x-1=x-0=0, dakle x = 0 tj. P = {0} sto je u kontradikciji s tim da
P ima bar dva elementa.

Napomena 1.3.6. Neka je (P, +, -) prsten takav da P ima bar dva elementa. Tada (P, -) nije
grupa. Pretpostavimo suprotno. Tada binarna operacija - ima neutralni element, dakle
(P, +,-) je prsten s jedinicom. Buduci da je (P,-) grupa, svaki element od P ima inverzni
element s obzirom na - pa posebno postoji x € P takav da je O - x = 1. slijedi 0 = 1 §to je u
kontradikciji s prethodnom napomenom.

1.4 Uredeni prsteni i polja

Definicija 1.4.1. Neka je (P, +,-) komutativni prsten s jedinicom takav da P ima bar dva
elementa. Pretpostavimo da svaki element od P razlicit od nule ima inverzni element s
obzirom na binarnu operaciju -. Tada za (P, +, -) kaZemo da je polje.

Napomena 1.4.2. Neka je (P, +,-) polje. Iz napomene 1.3.5 slijedi 0 # 1.

Ako je (P, +,) polje onda za x € P takav da je x # 0 sa x~! ozna¢avamo inverzni

element od x s obzirom na binarnu operaciju -. Dakle, za svaki x € P takav da je x # 0
vrijedi

Propozicija 1.4.3. Neka je (P, +, ) polje te neka su x,y € P takvida je x # 0iy # 0. Tada
jex-y#0.

Dokaz. Pretpostavimo da je x -y = 0. Slijedi x™' - (x-y) = x™' - 0 = 0. S druge strane
xto(x-y)=(!-x)-y=1-y =y, dakle y = 0, §to je u kontradikciji s pretpostavkom
propozicije. Dakle, x -y # 0. O

Napomena 1.4.4. Neka je (P, +,-) polje te neka je x € P takav da je x # 0. Tada je x™' # 0,
naime u suprotnom bismo imali 1 = x - x™' = x-0 = 0, §to je nemogucée prema napomeni
1.4.2 . Nadalje, ocito je

(xH!'=nx

Definicija 1.4.5. Neka je (P, +,-) prsten te neka je < uredaj na P takav da je (P, +,<)
uredena grupa. Pretpostavimo da za sve x,y € P takve daza 0 < xi 0 < y vrijedi 0 < x - y.
Tada za (P, +, -, <) kazemo da je uredeni prsten.
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Definicija 1.4.6. Neka je (P, +,-,<) uredeni prsten. Ako je (P,+,-) prsten s jedinicom
onda za (P, +, -, <) kaZemo da je uredeni prsten s jedinicom. Ako je (P, +,-) polje onda za
(P, +, -, <) kaZemo da je uredeno polje.

Propozicija 1.4.7. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten s jedinicom. Tada je 0 < 1.

Dokaz. Prema definiciji uredaja vrijedi0 < 11ili 1 <0. Akoje 1 <Oondaje 0 < —1paiz
definicije uredenog prstena i propozicije 1.3.4 slijedi0 < (-1)-(-1)=1-1=1,4. 0 < 1.
Dakle, u svakom slucaju vrijedi 0 < 1. O

Korolar 1.4.8. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je 0 < 1.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz napomene 1.4.2 1 propozicije 1.4.7. O

Definicija 1.4.9. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Za x € P definiramo

x, 0<ux
x| =

—Xx, 1Inace
Propozicija 1.4.10. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je x € P. Tada vrijedi sljedece
(1) 0 <|x]
(2) X=0e=x=0
(3) x < x|
(4) |=x| = Ix|

Dokaz. (1) Prema propoziciji 1.2.5 vrijedi O < xili x < 0. Ako je O < x onda je [x| = x
paje O < |x. Ako je x < O onda je |x| = —x, aiz x < 0 i propozicije 1.2.8 slijedi
X+ (—x) <0+ (=x), 4.0 < —xpaje0 < |x|. Uoba slucaja vrijedi 0 < |x|.

(2) Prije svega uoc¢imo da je 0 + 0 = 0 iz Cega slijedi —0 = 0. Pretpostavimo da je |x| = 0.
Tadaje x =0ili —x = 0. Ako je —x = 0 onda je —(—x) = -0 paje x = 0.
U svakom slucaju je x = 0.

Obratno, ako je x = 0 onda je ocito |x| = 0.
(3) Vrijedi 0 < x1ili x < 0. Ako je O < x onda je x = |x| pa je x < |x| zbog refleksiv-

<
nosti relacije <. Ako je x < O ondaje 0 < —x1i—x = x|, dakle O < |x|. Posebno 0 < |x|. Iz
ovog, x < 0 1 propozicije 1.2.5 slijedi da je x < |x|. Time smo dokazali da vrijedi (3).
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(4) Vrijedi 0 < xilix =01li x < 0.

Ako je 0 < x onda je —x < 0 pa prema definiciji imamo |-x| = —(—x) = x = |x].

Ako je x =0ondaje —x =0paje|x| =0 = |-x.

Ako je x < 0 onda je 0 < —x pa imamo |-x| = —x = |x].

Dakle, (4) vrijedi. O

Propozicija 1.4.11. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka su a,b,c,d € P.
(1) Pretpostavimo dajea<bic<d. Tadajea+c<b+d.
(2) Pretpostavimo dajea <bic<d. Tadajea+c<b+d.

Dokaz. (1)1za < bslijedia+c < b+cteiz c < dslijedi b+c < b+d. Tada iz tranzitivnosti
relacije < slijedia+c < b +d.

2)Iza < bslijedia+c < b+c,aizc < dslijedi b+ ¢ < b+ d pa iz propozicije
1.2.5 (3) slijedi tvrdnja. |

Propozicija 1.4.12. Neka je * asocijativna binarna operacija na skupu G. Neka su x,y € G
te neka su x,y € G takvi daje x inverzni element od x s obzirom na * te y inverzni element
od y s obzirom na *. Tada je y * x inverzni element od x * y s obzirom na *.

Dokaz. Neka je e neutralni element s obzirom na operaciju *. Vrijedi
O # 2 (xay) =y (05 (xxy)
=y (3 % x) %)
=y #(exy)
= y, *xy=e

Dakle, (y #* x) * (x * y) = e.
Analogno dobivamo da je (x * y) * (y * x') = e. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 1.4.13. Neka je (P, +, -) prsten te neka su x,y € P . Tada je

—(x+y)=—x+(-y).

Dokaz. Znamo da je —x inverzni element od x te —y inverzni element od y s obzirom na
operaciju +. Prema prethodnoj propoziciji imamo da je —y+(—x) inverzni element od x+y.
Dakle, —(x +y) = =y + (=x) = —x + (). O

Korolar 1.4.14. Neka je (P, +, ) polje te neka su x,y € P takvi da je x # 0 iy # 0. Tada je

(- =atyh
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Dokaz. Znamo da je x~! inverzni element od x te y~! inverzni element od y s obzirom na
operaciju -. Prema prethodnoj propoziciji y™!' - x7! je inverzni element od x - y.

Dakle, (x-y) ' =yt - x ! =x1.y", O
Propozicija 1.4.15. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka su x,y € P. Tada je

lx + ¥l < lxl + Iyl
Dokaz. Prema poropoziciji 1.4.10(3) vrijedi x < |x| 1y < [y| pa iz propozicije 1.4.11(1)
slijedi

x+y<lxl+ |yl (1.3)
Nadalje prema propoziciji 1.4.10(3) vrijedi —x < |-x| = |x| 1 —y < |-y| = |y| pa iz propozi-
cije 1.4.11(1) slijedi —x + (=y) < |x| + [yl.
1z korolara 1.4.13 slijedi

—(x+y) <I|x[+1yl. (1.4)

Vrijedi |[x +y| =x+yili |[x +y| = =(x + y) paiz (1.3) i (1.4) slijedi |x + y| < |x] + |y|. O

Propozicija 1.4.16. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka su x,y € P. Tada je

-yl =[xl - [yl (1.5)

Dokaz. ITmamo 4 slucaja.

1°0<xi0<y
Tada je prema definiciji uredenog prstena O < x - y. Slijedi |x-y| = x-y = |x| - |yl
Dakle, (1.5) vrijedi.

2°x<010<y

Slijedi 0 < —x pa prema 1° vrijedi |[(—x) - y|=|—x] - |y|. Prema propoziciji 1.3.4(2) i
propoziciji 1.4.10(4) vrijedi |(=x) - y| = |—x - y| = |x - y| pa zakljuCujemo da je

lx - y[ = [x] - |yl

3°0<x1y<0
Prema 2° vrijedi [y - x| = |y| - |x|, dakle vrijedi (1.5).

4°x<0iy<0
Tada je 0 < —x 10 < —y pa prema 1° vrijedi |(—x) - (=y)| = |—x| - |-y| pa iz propozicije
1.3.4(3) i propozicije 1.4.10(4) slijedi (1.5). O
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1.5 Konvergencija nizova u uredenim poljima

Definicija 1.5.1. Neka je S skup te x : N — S funkcija. Tada za x kazemo da je niz u S .
Za n € N umjesto x(n) pisemo x,. Funkciju x (niz x) oznacavamo sa (x,),ey ili (x,).

Ako je (P, +,-) prsten, za a,b € P sa a — b oznaCavamo a + (—b).

Definicija 1.5.2. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je (x,) nizu P te a € P. KaZemo
da niz (x,) teZi prema a u (P,+,+,<) i piSemo x, — a ako Ve € P takav da je 0 < ¢
dny € N takav da VYn > ng vrijedi

|x, —a| < e&.

Napomena 1.5.3. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Za a,b € P definiramo sljedece sku-
pove:

(a,by={x€ePla<x 1 x<b},
l[a,b]={xePla<x 1 x<b}
l[a,b) ={xePla<x 1 x<b}
{(a,b]={xePla<x 1 x<b}

Lema 1.5.4. Neka je (P, +,-,<) uredeni prsten te neka su x,& € P. Tada je |x| < € ako i
samo ako je —& < x < &.

Dokaz. Pretpostavimo da je |x| < . Znamo iz propozicije 1.4.10(3) da je x < |x| pa slijedi
x < &. Nadalje iz propozicije 1.4.10(4) 1 (3) slijedi

—x < |=x| = |x[ < ¢,
dakle,

—Xx<é&.

Koriste¢i propoziciju 1.2.8 dobivamo

—X+x<&+x,
tj.
O<e+x

pa analogno dobivamo
—£ < X

Prema tome
—e<x<e&.
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Obratno, pretpostavimo da je — < x < &. [z —& < x slijedi, koristeéi propoziciju 1.2.8 da
je

—-x<e&.
Dakle,
x<e 1 —x<e.
Bududi da je |x| = x ili |x| = —x, imamo |x| < &. O

Napomena 1.5.5. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka su a,b,e € P. Tada je
|b—a|l <eakoisamoakojebe<a—-¢c,a+¢e>
Naime koristeci lemu 1.5.4 i propoziciju 1.2.8 dobivamo

b—al<ee—=-e<b-a 1
b—a<ec—=a-e<b 1

b<a+e—be<a-ca+e>.

Prema napomeni 1.5.5 vrijedi sljedece:
ako je (P, +, -, <) uredeni prsten, (x,) nizu P te a € P, onda x, — a ako i samo ako Ve € P
takavdaje O <& dny € NtakavdaVn > ngvrijedix, e <a—-¢g,a+e>.

Propozicija 1.5.6. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je x € P.

(1) Pretpostavimo da je 0 < x. Tada je 0 < x™".

(2) Pretpostavimo da je x < 0. Tada je x' < 0.

Dokaz. (1) 1z 0 < x slijedi x # 0 pa je prema napomeni 1.4.4 x™! # 0.

Stoga je 0 < x7!ili x™' < 0. Pretpostavimo da je x™! < 0. Tada je 0 < —x~!. Posebno
0 < —x7! §to zajedno sa 0 < x povladi da je 0 < (—=x7') - x. Prema propoziciji 1.3.4(1)
vrijedi 0 < —(x7! - x), tj. 0 < —1 §to povlaci da je 1 < 0. To je u kontradikciji s korolarom
1.4.8. Stogaje 0 < x7.

(2) Vrijedix™' #0pajex ! <0ili 0 < x7!.

Pretpostavimo da je 0 < x~'. Iz x < 0 slijedi 0 < —x $to zajedno sa 0 < x~! povlaci
0<(=x)-x1G.0<—(x-x"paje0<—11.1x<0,ato je kontradikcija.
Dakle, x! < 0. ]

Propozicija 1.5.7. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su x, y, a, b € P.

(1) Pretpostavimo daje 0 < xi0 <y. Tadaje O < x - y.
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(2) Pretpostavimo da je O < xia <b. Tadajea-x <b- x.
(3) Pretpostavimo da je 0 < xia <b. Tadajea-x <b - x.

Dokaz. (1)120 < x10 < yslijedi
0<xix#0te0<yiy=+0.
1z propozicije 1.4.3 1 definicije uredenog polja slijedi
x-y#0i0<x-y.
Prema tome, 0 < x - y.
(2)Iza < bslijedi 0 < b + (—a). Iz ovog 1 0 < x slijedi

0<x-(b+(-a)).

Stoga je

0<x-b+x-(-a),
tj.

O0<x-b+(—x-a)
pa je

x-a<x-b.

Dakle, (2) vrijedi.

(3) Koristeéi tvrdnju (1) dobivamo, analogno kao u (2) da je

0<b+(-a)
pa je
0<(x-(b+(-a)),
tj.
O<x-b+x-(-a)
paje

O<x-b+(—x-a)

Sto povlaci
x-a<x-b.

Dakle, (3) vrijedi. O



POGLAVLIJE 1. UREDENI PRSTENI I POLJA 14

Definicija 1.5.8. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Definiramo2 =1 + 1.
Propozicija 1.5.9. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je 1 < 2 te je
0<2'<1.

Dokaz. Prema korolaru 1.4.8 vrijedi O < 1, pa iz propozicije 1.2.8 slijedi 1 < 2.
[z0 < 1i1 < 2slijedi 0 < 2. Iz propozicije 1.5.6 slijedi

0<27"
Sadaiz 1 < 21 propozicije 1.5.7(3) slijedi
1-27'<2-271,

tj.
27l < 1.

Time je propozicija dokazana. O

Lema 1.5.10. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je x € P takav da je O < x. Tada
postoji y € P takav da je
O<y<ux

Dokaz. Prema propoziciji 1.5.9 vrijedi 27! < 1 pa prema propoziciji 1.5.7(3) vrijedi
x- 2 <x- 1, ox-27 <
Iz 0 < xi0 < 27! (iz propozicije 1.5.9) slijedi
0<x-27"
Oznaimo y = x - 27!, Imamo dakle
O<y<u

O

Propozicija 1.5.11. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su x,y € P takvi da je x < y.
Tada postoji z € P takav da je
xX<z<y.
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Dokaz. 1z x < y slijedi 0 < y + (—x). Prema lemi 1.5.10 3y’ € P takav da je
0<y <y+(—x).
120 <y slijedix <y +x.1Izy <y+(—x)slijedi y + x < y. Ozna¢imo z = y + x. Tada je
x<z<y.
O

Napomena 1.5.12. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je x € P takav da je x # 0.
Tada je O < |x|. Naime, iz propozicije 1.4.10(2) slijedi |x| # O pa iz propozicije 1.4.10(1)
zakljucujemo

0 < |x].

Propozicija 1.5.13. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je (x,) niz u P te neka su
a, b e Ptakvida x, — aix, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a # b. Iz toga slijedi O # a — b. Prema napomeni
1.5.12 imamo
0<la-D0.

Prema propoziciji 1.5.9 vrijedi 0 < 27!, Iz propozicije 1.5.7(1) slijedi
0<2'-la-b|.

Ozna¢imo € = 27! - |a — b|.

Buduci da x,, — a postoji ny € N takav da Vn > ng vrijedi
|x, —a| < e.
Isto tako, zbog x,, — b, postoji my € N takav da Vn > my vrijedi
|x, — b| < &.
Odaberimo n € N takav da n > nyin > my. Tada je
|x,—al<e 1 |x,—b|l<e.
Vrijedi
a-x,=~(~(a-x,))
= —(=(a+(-x»))
= —(=a+ (=(=x))
=—(—a+x,)

=—(x, — a).



POGLAVLIJE 1. UREDENI PRSTENI I POLJA 16

Dakle, a — x, = —(x, — a) pa je prema propoziciji 1.4.10(4)
la — x,| = |x, —al.
Koristeci propoziciju 1.4.11 i propoziciju 1.4.15 dobivamo

la — bl = |(a — x,) + (x, + b)|
< la = x,| + |x, — bl
= |x, —al + |x, — Dl
<gt+e=1-e+1-¢
=(1+1)-e=2-¢
=2-Q2"a-0b)
=la—bl.

Dakle, |a — b| < |a — b|, $to je nemoguce. Prema tome, a = b. m|

Definicija 1.5.14. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Za (P, +,-,<) kaZemo da je potpuno
uredeno polje ako za sve neprazne podskupove S i T od P takve da je x <y za svaki x € S
i svakiy € T postoji z € P takav da je x <z < yzasvakix €S iza svakiy € T.



Poglavlje 2

Cauchyjevi nizovi u uredenom polju

2.1 Cauchyjevi nizovi

Definicija 2.1.1. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka je (x,) niz u P. KaZemo da je
(x,) Cauchyjev niz u (P, +, -, <) ako za svaki € € P takav da je O < € postoji ny € N takav
da za sve m,n > ng vrijedi

|x, — x| < &.

Definicija 2.1.2. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje, te neka je (x,) niz u P. KaZemo da je
(x,) konvergentan niz u (P, +, -, <) ako postoji a € P takav da x, — a.

Propozicija 2.1.3. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje te neka je (x,) konvergentan niz u
(P, +, -, <). Tada je (x,) Cauchyjev niz u (P, +, -, <).

Dokaz. Buduéi da je (x,) konvergentan, postoji @ € P takav da x, — a. Nekaje e € P
takav da je 0 < &. Znamo da je 0 < 27! pa iz toga slijedi 0 < 27! - &. Buduéi da x, — a
A ny € N takav da Yn > ng vrijedi |x, — a| < 27! - . Neka su m, n € N takvi da m, n > ny.
Tada je

lx,—al <2 e i |x,—al<27' e

Koriste¢i propoziciju 1.4.10(4) i korolar 1.4.13 dobivamo
lx, —al = [-(x, —@)| = |-x, + al = |la — x,|.

Dakle, |a — x,| < &.

17
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Koristeci propoziciju 1.4.11 i propoziciju 1.4.15 dobivamo

X = Xal = 1(Xm — @) + (@ = x,)|
< |xp, —al +|a— x|
<2l e+ 9
=1-2'e)+1-Q27 )

=(1+1)- -2 ¢
=2-271. ¢
=2-2Y.e=¢
Dakle, |x,, — x,| < &, za sve m,n > ny. Time smo dokazali da je (x,) Cauchyjev niz. |

Primjer 2.1.4. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je a € P te neka je (x,) nizu P
definiran sa x, = a¥n € N. Tada x, — a.

Naime neka je € € P takav da je O < €. Za svaki n € N vrijedi x, —a = 0. Stoga za
Vn € N vrijedi |x, — a| = 0. Stoga za bilo koji ny € N vrijedi sljedece:

|x, —al <& VYn2=n.
Dakle, (x,) je konvergentan niz, pa je i Cauchyjev niz.

Definicija 2.1.5. Neka je S skup te neka je ~ binarna relacija na S. Za ~ kaZemo da je
simetricna binarna relacija ako za sve x,y € S takve da je x ~ y vrijedi y ~ x.

Definicija 2.1.6. Neka je S skup. Za binarnu relaciju ~ na S kaZemo da je relacija ekvi-
valencije na S ako je ~ refleksivna, simetricna i tranzitivna relacija na S .

Definicija 2.1.7. Neka je ~ relacija ekvivalencija na skupu S. Neka je x € S. Definiramo

[x]={yeSly~x}
Za [x] kaZemo da je klasa ekvivalencije od x pri relaciji ~.

Opcenito ako je ~ binarna operacija na skupu S te x, y € S takvi da ne vrijedi x ~ y, tj.
takvi da (x,y) ¢~ onda piSemo x + y.

Propozicija 2.1.8. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu S. Neka su x, y € S. Tada
vrijedi sljedece:

(1) x € [x]
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(2) x~y = [x] =1yl
(3) x+ry = [x]N[y]=0

Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi iz refleksivnosti relacije ~.

(2) Pretpostavimo da je x ~ y. Dokazimo [x] = [y]. Neka je z € [x].
Tada po definiciji vrijedi z ~ x, a zbog pretpostavke x ~ y 1 tranzitivnosti vrijedi z ~ y,
dakle z € [y]. Dakle,

[x] € [y].
Obratno, neka je z € [y]. Tada je z ~ y, a zbog simetri¢nosti vrijedi y ~ x pa iz tranzitivnosti
slijedi z ~ x, dakle z € [x]. Stoga je

] € [x]
paje

[x] = [y].

Pretpostavimo sada [x] = [y]. Po tvrdnji (1) imamo x € [x] pa je x € [y]. To znaci da je
X~ y.

Time je tvrdnja (2) dokazana.

(3) Uzmimo da x + y. Zelimo dokazati da je [x] N [y] = 0. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji z takav da je

z € [x] N[yl
Tada je
ze[x] 1 ze]
To znaci da je
Z~x 1 z~y.
Primjenom simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije ~ dobivamo x ~ y, §to je u kontradikciji s
pretpostavkom x + y. Dakle,

[xI N [y] =0.
Obratno, pretpostavimo da je [x] N [y] = 0. Kada bi vrijedilo x ~ y onda bismo po tvrdnji
(2) imali [x] = [y] pa bi iz tvrdnje (1) slijedilo [x] N [y] # 0. Dakle,
X+ y.

Time je tvrdnja (3) dokazana. O

Definicija 2.1.9. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu S . Skup svih klasa ekvivalencije
s obzirom na relaciju ~ nazivamo kvocijentni skup s obzirom na relaciju ~ i oznacavamo
ga sa S/.. Dakle,

S/-=AlxllxeS}
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2.2 Ekvivalentnost Cauchyjevih nizova

Definicija 2.2.1. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje. Oznacimo sa C(P,+,-,<) skup svih
Cauchyjevih nizova u (P, +, -,<). Na C(P, +, -, <) definiramo relaciju ~ na sljedeci nacin:

()Cn) ~ (yn) — X —Vn - O

Dokazat ¢emo da je relacija ~ relacija ekvivalencije na C(P, +, -, <), no prvo nam trebaju
neke tvrdnje.

Propozicija 2.2.2. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su (x,) i (y,) nizoviu P te
a, be Ptakvida x, —» aiy, — b. Tada

X, +y, = a+b.

Dokaz. Neka je € € P takav da je 0 < &. Iz propozicija 1.5.7 1 1.5.9 slijedi da je
0<2' &

Iz x, — a slijedi da postoji ny € N takav da Vn > ng vrijedi

Ix, —al <27 e 2.1)
Iz y, — b slijedi da postoji m, € N takav da Vn > my vrijedi

ly, —bl <27 & (2.2)
Odaberimo &y € N takav da je ky > ng i ko > my. Neka je n > ky. Tada je

nz=ngy i n z my,
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pa vrijedi 2.1 1 2.2. Koristeci korolar 1.4.13 te propozicije 1.4.11 1 1.4.15 dobivamo

(X0 + ya) = (@ + D) = |(x, + yn) + (—(a + D))l
= (X0 + yu) + (—a + (=b)|
= |((xy + yu) + (@) + (=b)|
= (X0 + O + (—@)) + (=D)]
= |(xn + (—a + yn)) + (D)
= |((xy + (=a)) + yu) + (=D)|
= (X0 + (=) + (v + (=D))
=(x, —a) + (v — D)
< |x, —al + |y, — bl
<2l e+l g

=2"'+2h-¢
=" (1+1)-e
=Q1'2)-e=1-¢
=&
Dakle, |(x, + y,) —(a+ b)| <& Vn > ky. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.2.3. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje, neka je (x,) niz u P te neka je a € P
takav da x, — a. Tada
-X, = —a.

Dokaz. Neka je € € P takav da je 0 < €. Tada postoji ny € N takav da Vn > ny vrijedi
|x, —a| < &. Neka je n € N. Koristeci korolar 1.4.13 i propoziciju 1.4.10 dobivamo

[(=x,) = (=) = | (=x,) + (=(-a))|
= |=(xn + (—a))|
= |x, + (—(l)l

=|x, —al.
Dakle, |(—x,) — (—a)| = |x, —a| Yn € N. Stoga Vn > ny slijedi
[(=xu) — (@)l < &.
Prema tome, —x, — —a. Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 2.2.4. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je ~ relacija ekvivalencije na
C(P,+,, ).
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Dokaz. Neka je (x;) € C(P, +,-,<). Za svaki i € N vrijedi
xi—x; =0.
Stoga prema primjeru 2.1.4 vrijedi
xi—x; — 0.
Prema tome, (x;) ~ (x;). Dakle, relacija ~ je refleksivna.
Pretpostavimo da su (x;), (y;) € C(P, +, -, <) takvi da je (x;) ~ (y;). Tada
xi—yi—0

pa iz propozicije 2.2.3 slijedi
—(x; = y) = 0.

Stoga prema korolaru 1.4.13 imamo y; — x; — 0. Dakle, (y;) ~ (x;) pa je relacija ~
simetrina.

Neka su (x;), (), (z;) € C(P, +, -, <) takvi da je (x;) ~ (v;) i (y;) ~ (z;). Tada
xi—yi—=0 1 yi—z—-0.

Prema propoziciji 2.2.2 vrijedi
(i —y)+i—z) > 0+0,

tj.
xi—z;— 0,

paje
(X)) ~ (z)

Stoga je relacija ~ tranzitivna. Dakle, relacija ~ je relacija ekvivalencije.

2.3 Zbrajanjena C(P,+,-, <)/~

22

Propozicija 2.3.1. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su (x;) i (y;) Cauchyjevi nizovi

u (P, +,-,<). Tada je (x; + y;) Cauchyjev niz u (P, +, -, <).
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Dokaz. Neka je € € P takav da je 0 < &. Bududi da je (x;) Cauchyjev niz postoji ny € N
takav da Vm, n > ng vrijedi |x,, — x,| < 27! - &.
Odaberemo k( € N takav da je ko > ng 1 kg > my. Neka sum,n > k,. Tada je

Xw— X <2708 1 ym—yal <27 e
Sli¢no kao u dokazu propozicije 2.2.2 dobivamo
(X + ym) — (X, + yn)l = (X — x0) + (ym - yn)l

< |-xm - xnl + |ym - yn|

<2 Mg+l g=cg

Dakle, |(x,, + ) — (x, + y»)| < € za sve m, n > kj. Time je tvrdnja propozicije dokazana.
O

Lema 2.3.2. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Pretpostavimo da su (x;), (y;), (x;.) 1 (y;.) €
C(P, +,,<) takvi da je (x;) ~ ()i (v;) ~ (). Tada je
(i + i) ~ (X + ).

Dokaz. 1z propozicije 2.3.1 znamo da su (x; +y;) i (x; +y,) Cauchyjevi nizovi. 1z (x;) ~ (x))
slijedi

Xi — .X;- —0
teiz (y;) ~ (y;.) slijedi

v — y; — 0.
Prema propoziciji 2.2.2 vrijedi

(X = x) + (v = y) = 0+0.

Grupiranjem dobivamo (x; + y;) — (x; + y;) — 0. Prema tome,

(xi + 1) ~ (x; +y)).

Propozicija 2.3.3. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka je (x;) Cauhyjev niz u
(P, +,-,<). Tada je (—x;) Cauchyjev niz u (P, +, -, <).

Dokaz. Neka je € € P takav da je 0 < . Tada postoji ny € N takav da Ym,n > ng vrijedi
|xn — x,| < &. Kao u dokazu propozicije 2.2.3 vidimo da za sve m, n € N vrijedi
[(=xp) = (=x)| =[x — Xl .

Stoga za sve m, n > ng vrijedi
[(=xm) — (—x,)| < €.

Dakle, (—x;) je Cauchyjev niz. O



POGLAVLIJE 2. CAUCHYJEVI NIZOVI U UREDENOM POLJU 24

Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Na kvocijentnom skupu C(P, +, -, <)/. definiramo
binarnu operaciju @ na sljedeci nacin:

[l @ [a)] = [(x; + yi)l.

Da je @ dobro definirana binarna operacija slijedi iz propozicije 2.3.1 i leme 2.3.2.

Propozicija 2.3.4. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je (C(P,+,-,<)/-,®) Abelova
grupa.

Dokaz. Neka je (x;), (v)), (z;)) € C(P, +, -, <). Imamo

([(xp] @[] @ [(z)] = [(xi + y)] @ [(z:)]
= [((x; +yi) + 2]
= [(xi + i + 2))]
=[] @ [(yi + 2]
=[xl & ([l @ [(z)])

Dakle, ([(x)] + [(v)D @ [(z)] = [(x)] & ([O)] + [(z)])

Prema tome je @ asocijativna binarna operacija.

Neka je (a;) niz u P definiran s @; = 0 za svaki i € N. Prema primjeru 2.1.4 imamo a; — 0.
Dakle (a;) je konvergentan niz u (P, +,-,<) pa je i Cauchyjev niz u (P, +,+,<). Stoga je
(a;) € C(P, +,, ).

Tvrdimo da je [(a;)] neutralni element za ®. Neka je (x;) € C(P, +, -, <). Vrijedi

[(xD] & [(@)] = [(x; + a)] = [(x)].

Dakle, [(x)] & [(a;)] = [(x;)] te analogno [(a;)] @ [(x;)] = [(x)].
Stoga je [(a;)] neutralni element za @.

Neka su (x;), (y;) € C(P, +, -, <). Imamo

[(x)] @[] = [(xi + y)] = [(vi + x)] = [OD] & [(x)].

Dakle, [(x)] ® [(v))] = [(7:))] @ [(x;)]. Prema tome, @ je komutativna binarna operacija.
Neka je u € C(P,+,-,<)/-~. Zelimo dokazati da postoji v € C(P, +, -, <)/~ takav da je

udv=[@)liveu=Ia)l
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Imamo u = [(x;)] za neki (x;) € C(P, +, -, <). Prema propoziciji 2.3 vrijedi da je
(—x;) € C(P, +, -, <). Definirajmo v = [(—x;)]. Imamo

u®v = [(x)] + [(=x)] = [(xi + (=x)] = [(@)].

Dakle, u ® v = [(a;)], a zbog komutativnosti binarne operacije @ vrijediiv ® u = [(a;)].

Dakle, (C(P, +,+,<)/~,®) je Abelova grupa. m]

2.4 Omedenost u uredenom prstenu

Definicija 2.4.1. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je S C P ia € P. Za a kaZemo
da je gornja meda skupa S u (P, +,-,<) ako za svaki x € S vrijedi x < a. Za a kaZemo da
Jje donja meda skupa (P, +, -, <) ako za svaki x € S vrijedi a < x.

Definicija 2.4.2. Neka je (P, +,-,<) uredeni prsten te neka je S C P. KaZemo da je S
odozgo omeden skup u (P, +, -, <) ako postoji gornja meda od S u (P, +, -, <). KaZemo da
je S odozdo omeden skup u (P, +, -, <) ako postoji donja meda od S u (P, +, -, <).

Kazemo da je S omeden skup u (P, +, -, <) ako je S omeden odozgo i odozdo.

Napomena 2.4.3. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka su a,b € P. Tada postoji c € P
takav da je a < ¢ i b < c. Naime moZemo definirati

{b, ako je a < b
CcC =

a, inace

Ako je a < b onda je a < c (jer je c = b) te b < c (jer je c = b). Ako ne vrijedi a < b onda
jeb<apajea<c(jerjea=c)ib<c(jerjec=a).

Na slican nacin vidimo da postoji d € P takav da je d < a i d < b. Naime moZemo
definirati

Je a, akojea<b
B b, inace

Propozicija 2.4.4. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka su S, T C P.

(1) Pretpostavimo da su S i T odozgo omedeni u (P, +,-,<). Tada je S U T odozgo
omedena u (P, +, -, <).

(2) Pretpostavimo da su S i T odozdo omedeni u (P,+,-,<). Tada je S U T odozdo
omedena u (P, +, -, <).
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(3) Pretpostavimo da su S i T omedeni u (P, +,-,<). Tada je S UT omedena u (P, +, -, <).

Dokaz. (1) Bududi da je S odozgo omeden postoji a € P takav da je a gornja meda od S
u (P, +,-,<). Isto tako postoji b € S takav da je b gornja meda od 7 u (P, +, -, <). Prema
napomeni 2.4.3 postoji c € Ptakavdajea<cib <c.

Neka je x € S UT. Tada postoje x € S ili x € T. Ako je x € § onda je x < a pa iz
a < cslijedi x < c. Akoje x € T onda je x < b paiz b < c slijedi x < ¢. U svakom slucaju
vrijedi x < c. Dakle, za svaki x € S U T vrijedi x < ¢ paje c gornjamedaod S UT.
Dakle, S U T je odozgo omedena u (P, +, -, <).

(2) Budu¢idasu S i T odozdo omedeni u (P, +, -, <) postoji a, b € P takvi da je a
donja meda od S, a b donja meda od T u (P, +, -, <). Prema napomeni 2.4.3 postoji d € P
takavdajed <aid <b.

Nekajex €e SUT.Tadajex € Silix € T.Akojex € Sondajea < xpaizd < a
slijedid < x. Akoje x € T onda je b < xpaizd < b slijedi d < x. Dakle, za svaki
x€ S UT vrijedidajed < xpajeddonjamedaod S UT.

Dakle, S U T je odozdo omedena u (P, +, -, <).

(3) Imamo da su S 1 T omedeni 1 odozgo 1 odozdo u (P, +, -, <). Iz tvrdnje (1) slijedi da je
S U T odozgo omedena u (P, +, -, <). 1z tvrdnje (2) slijedi da je S U T odozdo omedena u
(P, +,+,<). Stoga je S UT omedenau (P, +, -, <). m|

Korolar 2.4.5. Neka je (P,+,-,<) uredeni prsten. Ako sun € Ni Sy,...,S, omedeni
skupoviu (P, +,+,<), onda je S; U ---US, omeden skup u (P, +, -, <).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom.

Zan = 1 tvdnja je ocita.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Nekasu Sy,..., S, omedeni skupovi u (P, +, -, <). Imamo

S]U"'US,,+1:(SlU"'USn)USn_H.

Prema pretpostavci indukcije S| U --- U S, je omeden pa iz propozicije 2.4.4 (3) slijedi da
jeSuU---US,)US,,; omeden. Dakle, §; U---US,,; Je omeden.
Time je tvrdnja korolara dokazana. O

Korolar 2.4.6. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je K konacan podskup od P. Tada
je K omeden skup u (P, +, -, <).
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Dokaz. Ako je K prazan skup onda je K omeden u (P, +,-,<). (Trivijalno vrijedi da je
svaki element od P gornja i donja meda praznog skupa.)
Pretpostavimo da je K # 0. Tada je K = {k;,...k,} gdjejen e Niky,...,k, € P.
Svaki jednoclani podskup od P je omeden u (P, +, -, <) (naime, ako je @ € P onda je a i
gornja i donja meda od {a} ).
Vrijedi

K ={k}U--- Uk}

pa iz korolara 2.4.5 slijedi da je K omeden skup u (P, +, -, <). O

Definicija 2.4.7. Neka je (P, +,-,<) uredeni prsten te neka je (x,) niz u P. KaZemo da je
(x,) omeden niz u (P,+, -, <) ako je skup {x,| n € N} omeden u (P, +, -, <).

Propozicija 2.4.8. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je (x,) Cauchyjev niz u
(P, +, -, <). Tada je (x,) omeden niz u (P, +, -, <).

Dokaz. Neka je € = 1. Tada je 0 < & pa budu¢i da je (x,) Cauchyjev niz postoji np € N
takav da za sve m,n > ny vrijedi
|x, — x| < &.

Posebno za svaki n > ng je
n > ngy vrijedi

Xy — Xyy| < &. 1z ovoga 1 napomene 1.5.5 slijedi da za svaki

Xy € {Xyy — &, X, + E).

Stoga je {x,| n > no} C (x,, — &, x,,, + €). Prema tome je x,,, + £ gornja meda, a x,,, — & donja
meda skupa {x,| n > no}.
Stoga je {x,| n > ng} omeden skup u (P, +, -, <).

Imamo
{xaln e N} ={x,...,x,} U{x, n > np} (2.3)

Skup {xi,...,x,} je konaCan pa je omeden u (P, +, -, <) prema korolaru 2.4.6. Stoga iz
(2.3) slijedi da je {x,| n € N} omeden skup u (P, +, -, <) kao unija dva omedena skupa.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.4.9. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je S omedeni skup u
(P, +,,<). Tada postoji M € P takav da je

x| <M, ¥x€S.

Dokaz. Buduci da je S omeden odozgo postoji gornja meda a skupa S u (P, +, -, <). Isto
tako budu¢i da je S omeden odozdo postoji donja meda b skupa S u (P, +, -, <). Za svaki
x€e S vrijedib< xix<a.
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Neka je x € §. Tada je iz b < x slijedi —x < —b. Prema napomeni 2.4.3 postoji M € P,
takavdaje -b < Mia < M. Zasvaki x € S vrijedi —x < —b 1 x < a pa slijedi

-x<Mix<M.
Budu¢i da je x| = x ili |x| = —x iz prethodnih nejednakosti slijedi da je
x| < M,¥Vx €S.
O

Korolar 2.4.10. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka je (x,) omedeni niz u (P, +, -, <).
Tada postoji M € P takav da je |x,| < M, za svaki n € N.

Dokaz. Buduéi da je (x,) omeden niz skup {x,| n € N} je omeden pa tvrdnja slijedi iz
propozicije 2.4.9. O

2.5 Mnozenje na C(P,+,-,<)/-

Propozicija 2.5.1. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su (x,) i (y,) nizovi u P.
Pretpostavimo da su a,b € P takvida x, — aiy, — b. Tada

xn'yn_)a'b

Dokaz. Niz (x,) je konvergentan u (P, +, -, <) pa je i Cauchyjev. Iz propozicije 2.4.8 slijedi
da je (x,) omeden pa prema korolaru 2.4.10 postoji M € P takav da je

|x,| < M, za svakin € N,
Prema napomeni 2.4.3 slijedi da postoji ¢ € P takav da je
M<cilbl <c.

Iz 0 < |b] slijedi O < c¢. MoZemo pretpostavitidaje 0 < ¢ jerimamoc <c+110<c+1

pa moZemo umjesto ¢ uzeti ¢ + 1). Slijedi 0 < ¢!

Neka je ¢ € P takav daje 0 < &. Tadaje 0 < 27! - (¢!

toji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi

- ). Bududi da x, — a pos-

Ix, —al <27"-(c" &) (2.4)
Buducdi da y, — b postoji my € N takav da za svaki n > my vrijedi

ly,—bl <27 - (' e). (2.5)
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Odaberimo k& € N takav da je ny < ko 1 my < ko. Tada za svaki n > ky vrijedi (2.4) 1 (2.5).
Neka je n > ky. Tada vrijedi sljedecée

X0 *Yn—a-bl =Xy yn— Xy b+ x,-b—a-b
=%y n=b)+ b (x, —a)l
<X On =B+ 1b - (x, — @)
= |%al - lyn — DI + |B] - |x, — 4

M -y, = bl + |b| - |x, —

¢ lyn—bl+c-lx, —d

=c(lyn = bl + [x, —al)
<c-Q'- e+ (o)
=c-(c'e)==¢

Dakle,

X, - yn—a-bl <&
za svaki n > ky.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.5.2. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka su (x,) i (y,) Cauchyjevi nizovi
u (P, +,-,<). Tada je (x, - y,) Cauchyjev nizu (P, +, -, <).

Dokaz. Nizovi (x,) 1 (y,) su omedeni prema propoziciji 2.4.8 pa iz korolara 2.4.10 slijedi
da postoje M, N € P takvi da je

|x,| < M, zasvakin € N1i |y,| < N,zasvakin € N.

Prema napomeni 2.4.3 postoji ¢ € P takavdaje M <ci N <c.
MozZemo pretpostaviti da je O < ¢. Uo¢imo da je |x,| < c1i |y,| < ¢,za svaki n € N. Buduéi
da je (x,) Cauchyjev niz postoji ny € N tako da za sve m,n > ny vrijedi

X, — Xl <27 (¢ - 8) (2.6)
Isto tako buduci da je (y,) Cauchyjev niz postoji my € N tako da za sve m,n > my vrijedi
Vn =yl <270 (7! - ) 2.7)

Odaberimo k& € N takav da je ky > ng 1 ko > my. Tada za sve m,n > k¢ vrijedi (2.6) 1 (2.7).
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Neka sum,n > ky. Vrijedi

1%+ Y = X Yl = X0 * Yo = Xw = Y + X = Yo = Xon * Yl
= (0 = %) * Yn + X - Vn = V)|
< X = Xl < |yal + 1] Y0 = Yl
< X0 = Xl - ¢+ ¢ |yn = Yl
= ¢ (| = Xl + Y0 = Yl
<c- Q' (o2 (¢ e)

1

=c-(c -e)=¢

Dakle, |x, - yu — X - Y| < € za sve m,n > k.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 2.5.3. Neka je (P, +,-,<) uredeno polje. Neka je (x,) niz u P takav da x,, — 0 te
neka je (y,) Cauchyjev niz u (P, +,-,<). Tada x, - y, — 0.

Dokaz. Niz (y,) je omeden prema propoziciji 2.4.8 pa prema korolaru 2.4.10 postoji

M € P takav daje|y,| < M zasvakin € N.

MoZemo pretpostaviti da je 0 < M. Neka je € € P takav da je 0 < &. Budu¢ida x, — 0
postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

lx, = 0| < M7" - &, to jest |x,| < M. e
Neka je n > ny. Imamo
|xn *Yn — 0| = |xn yn'
= |xn| . |yn|
< x| - M
<M'- e M=¢
Dakle, |x, - y, — 0| < €, za svaki n > ny. Time je tvrdnja leme dokazana. O

Definicija 2.5.4. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Na kvocijentnom skupu C(P,+,-,<)/.
definiramo binarnu operaciju © sa:

()] © [Ga)] = [(x - yu)]-

DokaZimo da je © dobro definirana binarna operacija. Prije svega (x, - y,) je Cauchyjev
niz u (P, +, -, <) prema propoziciji 2.5.2.
Pretpostavimo da su (x)), (y,) € C(P, +, -, <) takvi da je

() ~ () 1 ) ~ (O)-
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Zelimo dokazati da je (x, - yn) ~ (x, - y;,). Imamo
Xp—x,—>0iy, -y, —0
pa iz leme 2.5.3 slijedi
(Xn = x,) - yn = 00 - (= y,) = 0.
Dakle,

’ .
-xn'yn_-xn'yn_>01

’ o
xn'yn_xn'ynﬁ()'

Iz propozicije 2.2.2 slijedi da
(X = Y = X Yu) + (X, Yn = X, - y,) = 0
to jest
xn'yn_x;z'y; -0
paje
(xn ' yn) ~ (X;l ' y:z)
Stoga je ® dobro definirana binarna operacija.

Propozicija 2.5.5. Neka je (P, +,-,<) uredeno polje. Tada je binarna operacija © na
C(P, +, -, <) asocijativna i komutativna. Postoji neutralni element za Q.

Dokaz. Neka su (x,), V,), (z,) € C(P, +, -, <). Imamo

()] © [G)D © [@)] = [ - y)] © [(z0)]
= [((xn - yn) - z0)]
=[x - O - 20))]
= [(x)] © [ - 20)]
= [(x)] © ([ © [(z)]D)

Dakle,
([(x)] © [G)D © [(z)] = [(x)] © ([()] © [(z)])

Prema tome, © je asocijativna binarna operacija. Analogno dobivamo da je © komutativna
binarna operacija.
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Neka je (e,) niz u P definiran sa e, = 1, za svaki n € N. Prema primjeru 2.1.4 niz (e,)
je Cauchyjev. Dakle
(en) € C(P’ +a y <)'

Neka je (x,) € C(P, +, -, <). Imamo

[(xn)] © [(en)] = [(xn ' en)] = [(-xn)]
Dakle,
[Cx)] © [(en)] = [(x1)]

te analogno

[(e)] © [(x)] = [(xn)].

2.6 Struktura poljana C(P, +,-, <)/~

Propozicija 2.6.1. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je (C(P,+,-,<)/~,®,®) komu-
tativan prsten s jedinicom.

Dokaz. Nekasua,b,c € C(P,+,-,<)/.. Tada postoje (x,), (V,), (z,) € C(P, +, -, <) takvi da
je

a= [(.Xn)],b = [(Yn)]a c= [(Zn)]

Imamo

a0 Boc)=[(x)] o[yl ® [(z)])
= [(x)] O [(n + 2]
= [(%n - O + 20))]
= [(Xn Y + X - 20)]
= [0 y)] @ [(x - 20)]
= ([(x)]1 0[] & ([(x)] © [(za)])
=(@ob)®(adc).

Dakle,
aObdc)=(@ob)®(adco).

Bududi da je @ komutativna binarna operacija, vrijedi
bdc)oa=bB0oa)d(ca).

Prema propoziciji 2.5.5 i propoziciji 2.3.4 vrijedi da je (C(P, +, -, <)/~,®,®) komutativan
prsten s jedinicom. m|
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Lema 2.6.2. Neka je (P, +,-,<) uredeno polje. Neka je (x,) Cauchyjev niz u (P,+,-,<)
takav da (x,) ne teZi u nulu. Tada postoje N € N i M € P takvi da je

O0<MiM < |x,| zasvakin > N.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki N € N i za svaki M € PtakavdajeO < M
postoji n > N takav da je |x,| < M, to jest

VN e NiVM € Ptakavdaje O < M dn > N takav da je |x,| < M. (2.8)

Neka je € € P takav da je 0 < . Budu¢i da je (x,) Cauchyjev niz postoji ny € N takav da
za sve m,n > ng vrijedi

X — X <270 - & (2.9)
Koriste¢i (2.8) (za N = ngi M = 27! - &) dobivamo da postoji n > n, takav da je
posto] J
X, <27 - e (2.10)

Neka je m > ny. Koristeéi (2.9) 1 (2.10) dobivamo
X = O = Xl = 1(Xm = x) + X,
< X = Xal + 1]
<2l e+2g=¢
Dakle, |x,, — 0| < &, za svaki m > ny. ZakljuCujemo da x, — 0. To je u kontradikciji s
pretpostavkom leme. Time je tvrdnja leme dokazana. O
Lema 2.6.3. Neka je (P, +, -, <) polje te neka su u,v € P takvida jeu # 0iv # 0. Tada je
w v =@ v — ).
Dokaz. Imamo
@' v —w =" v+ (-u)
=@ vy - v+ @ vl (~u)
=u )+ uY - ()
w1yt (~w)
w v (=t w)
=u'+v (=1
!+ (-7 1)
ul+ (=

=u ' =y}

Prema tome, tvrdnja leme vrijedi. m|
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Napomena 2.6.4. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Kao u dokazu propozicije 2.1.3 vidimo
da za sve u,v € P vrijedi

e —v| =1v—u.
Napomena 2.6.5. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je u € P takav da je u # 0. Tada
je

|u‘1| = |ul™t.
Naime, vrijedi
|l =" | = 11] = 1.
Dakle, u‘1| - lu| = 1 pa mnoZenjem ove jednakosti sa lu|™" dobvamo
|u‘1| = |ul™".

Lema 2.6.6. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje. Neka je (x,) Cauchyjev niz u (P, +,-,<).
Pretpostavimo da su N e Ni M € P takvida je 0 < M te M < |x,|, za svaki n > N. Neka je
(v,) niz u P definiran sa
1, n<N
Yn = -1

n=N
Tada je (y,) Cauchyjev niz u (P, +, -, <).

Dokaz. Neka je € € P takav da je 0 < . Buduéi da je (x,) Cauchyjev niz postoji ny € N
takav da za sve m, n > ng vrijedi
[Xp — X4l <M -M - &. (2.11)

Neka je k = max{ny, N}. Neka su m,n > k. Tada imamo m,n > noim,n > N.
Slijedi M < |x,| paje 1 < |x,|- M~" teje |x,|”' < M~'. Tz napomene 2.6.5 slijedi

<M. (2.12)

-1
Xn

Analogno dobivamo da je
|, | < M (2.13)

Koriste¢i lemu 2.6.3 1 napomenu 2.6.4, propoziciju 1.5.7 te (2.12), (2.13) 1 (2.11) dobivamo

-1 -1 -1 -1
= vl = 5! =5 = |00 20 - (o = )

-1 -1
= |Xm X, |xn - xm'
-1 -1
= (x| P - 1 =
-1 -1
SM™ x| - |xm — x4l

<M MY x, — X
<M'"MYHY-(M-M-¢)=¢.

Dakle, |y,, — y,| < &€ za sve m,n > k. Prema tome, (y,) je Cauchyjev niz. m|
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Napomena 2.6.7. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka je c € P te neka je (x,) niz u P.
Pretpostavimo da postoji N € N takav da je x, = c za svakin > N. Tada x,, — c.

Naime, neka je € € P takav da je O < &. Za svaki n > N vrijedi |x, —c| < € jer je
|x, — ¢| = 0. Prema tome, x,, — c.

Teorem 2.6.8. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je (C(P, +,-,<)/-,®,0) polje.

Dokaz. Znamo da je (C(P, +, -, <)/ -, ®, ®) komutativni prsten s jedinicom. Neka je (a,) niz
u P definiran sa a, = 0, za svaki n € N. U dokazu propozicije 2.3.4 smo vidjeli da je [(a,)]
neutralni element za @. Dakle,

[(a,)] je nula u prstenu (C(P, +, -, <)/ ~, B, O).
Nadalje, neka je (e,) niz u P definiran sa e, = 1 za svaki n € N. Iz dokaza propozicije 2.5.5
vidimo da je [(e,)] neutralni element za ©.
Neka je (x,) € C(P, +, -, <) takav da je
[Ce)] # [(@n)]-
Zelimo dokazati da postoji @ € C(P, +,-,<)/. takva da je
()] © @ = [(en)].
Prema propoziciji 2.1.8 (2) iz [(x,)] # [(a,)] slijedi (x,) » (a,). Stoga, niz (x, — a,)en, NE

tezi prema nuli, to jest niz (x,) ne teZi prema nuli.

Prema lemi 2.6.2 postoji N € N i postoji M € P, 0 < M takav da je M < |x,|, za svaki
n=N.
Definirajmo niz (y,) u P sa

B 1, n<N
Yn = x', n>N

n

Iz leme 2.6.6 slijedi da je (y,) Cauchyjev niz u (P, +, -, <). Vrijedi,

X, n<N
Xn = Yn =
1, n=N

Stoga je

x,—1, n<N
Xn*Yn— €y =
0, nzN
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Prema napomeni 2.6.7 vrijedi x,, - y, — e, — 0.

Dakle, (x, - y,) ~ (e,) pa je onda
[Cx - yu)] = [(en)]
to jest,

[(x)] © [()] = [(en)].

Zbog komutativnosti © vrijedi

()] © [(xa)] = [(en)].

Prema tome, [(x,)] ima inverzni element s obzirom na operaciju ©. Time je teorem dokazan.
O

2.7 Uredajna C(P,+,-,<)/-

Definicija 2.7.1. Neka je (P, +,-,<) uredeno polje. Na skupu C(P,+,-,<)/. definiramo
binarnu relaciju < na sljedeci nacin. Za a, 8 € C(P, +, -, <)/ . neka je

a<p

ako postoje (x,), (yn) € C(P,+,-,<) takvi da je @ = [(x,)].B = [(yx)] te takvi da postoje
NeNiegeP, 0< etakvida je
Xn+ €S Yn,

za svakin > N.

Propozicija 2.7.2. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka su a,8 € C(P, +,-,<)/. takvi
da je
a < p.
Neka su (ay), (b,) € C(P,+,-,<) takvi da je @ = [(a,)],B = [(b,)]. Tada postoje M € N i
0 € P,0 <9 takvida je
a, +o6 <b,,

za svakin > M.

Dokaz. 1z a < B slijedi da postoje (x,), (y,) € C(P,+,-,<)te Ne Nig e P,0 < etakvida
jea = [(x)],8=[(yn)] te

Xp + E K Yy,
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zasvakin > N.

Definirajmo 3 = 2 + 1. OCito je 0 < 3. Vrijedi

Bl e+3 ! e)+3 . e=3"1+3 . e+3!.¢
=((G'+3H+3) e
=(1-3'+1-3H+1-3H.¢
=((1+1)-3"+1-3N.¢
=2-3'+1-3hH.¢
=(@2+1)-3") ¢
=3.3l.g=1.g=¢.

Dakle, (6 +0) +0 = ¢, gdjeje 6 =37 - &.
Ocito je 0 < 6. Neka je n > N. Imamo x, + & < y, paje
X, +((0+0)+0) <y,
paje
Xp + (6 +6) <y, — 6.

Dakle,
(X, +0)+0<y,—0, zasvakin > N. (2.14)

Znamo da je @ = [(a,)] 1 @ = [(x,)] pa je
[(@)] = [(x2)],

Sto povlaci da je
(an) ~ (Xn),

to jest
a, — x, — 0.

Stoga postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
|(a, — x,) — 0] < 6.

Dakle, za svaki n > ny vrijedi
a, — x,| <o.
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Neka je n > ny. OCito je
ay — X, < la, — x,

paje a, — x, < d. Prema tome je
a, < x, + 0, zasvaki n > ny. (2.15)
Na isti nacin vidimo da y, — b, — 0 pa postoji n; € N takav da je
| = ba) = 0] <,
za svaki n > n;. Stoga je y, — b, < 9, za svaki n > n;. Prema tome
Yo — 0 < b,, zasvakin > n;. (2.16)

Definirajmo M = max{N, ny,n,}. Nekajen > M. Tadajen > N,n > npin > ny.
Iz (2.15) slijedi a, < x,, + 0 pa je

a,+ 0 < (x,+9)+0.

Iz (2.14) slijedi da je

a,+6<y,—90
pa iz (2.16) dobivamo
a,+06<b,.
Dakle,
a,+d6<b,, zasvakin > M.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. |

Propozicija 2.7.3. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su a,b,c € C(P,+,-,<)/-.
(1) Ne vrijedi a < a.
(2) Pretpostavimo da je a < bib < c. Tada je a < c.
Dokaz. (1) Pretpostavimo da je a < a. Imamo a = [(x,)], gdje je (x,) € C(P,+,,<).
Vrijedi
[(x)] < [(x2)]

pa prema poproziciji 2.7.2 postojinyp € Nig € P, 0 < g takav da je
X, + & < x,, za svaki n > ny.

To je ocito nemoguée. Dakle, ne vrijedi a < a.
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(2) Pretpostavimo da je a < b1 b < c. Imamo a = [(x,)].b = [(y)].c = [(z»)], gdje
su (x,), V), (z4) € C(P, +, -, <). 1z propozicije 2.7.2 slijedi da postojing e Niee P,0 < ¢
takav da je

X, + &<y, zasvakin > ng

te da postoji my €e Nid € P, 0 < ¢ takav da je
Yp + 0 < z,, za svakin > my.
Neka je ko = max{ng, my}. Neka je n > ky. Tada je

Xy + &< Yy (2.17)

Yo+ 0 < Z,. (2.18)

Iz (2.17) slijedi
(X, +&)+0<y, +0,

to jest
Xp+(E+0)<y,+0

paiz (2.18) slijedi
X, +(e+0) < z,. (2.19)

Dakle, (2.19) vrijedi za svaki n > ky. OCito je 0 < & + 6. Stoga je

[(x)] < [(za)], tojesta <c.

Definicija 2.7.4. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je < binarna relacija u
C(P, +,-,<)/. definirana sa

a<bakojea<bilia=h.
Teorem 2.7.5. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je < uredaj na C(P,+,-,<)/-.

Dokaz. OCito je a < a za svaki a € C(P, +, -, <)/ .. Prema tome binarna relacija < je reflek-
sivnana C(P, +,-,<)/-.

Pretpostavimo da su a,b € C(P,+,-,<)/. takvida je a < b i b =< a. Pretpostavimo da

jea # b.Tadaje a < bib < a. Iz propozicije 2.7.3 slijedi a < a, no to je nemoguée prema
istoj propoziciji. Prema tome je a = b. Dakle, < je antisimetri¢na relacija.
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Nekasua,b,c € C(P,+,-,<)/.takvidajea<bib <c.

Ako je a = b, onda je ocito a < c. Isto tako ako je b = c,ondajea < c. Akojea # b i
b #c,ondajea <bib <c,paizpropozicije 2.7.3 slijedi a < ¢, a onda je o€ito a < c.

U svakom slucaju a < c. Prema tome < je tranzitivna relacija.

Nekasua,b € C(P, +, -, <)/~. Zelimo dokazati daje a < bili b < a. To je jasno ako je a = b.
Pretpostavimo da je a # b. Imamo a = [(x;)] 1 b = [(y;)] za neke (x;), (y;) € C(P, +, -, <).

Iz a # b i propozicije 2.1.8 (2) slijedi da (x;) » (y;). Stoga niz (x; — y;) ne teZi u 0.

Iz propozicije 2.3.3 1 2.3.1 slijedi da je (x; — y;) Cauchyjev niz u (P, +, -, <).

Prema lemi 2.6.2 postoje N € N1 M € Ptakvidaje0 < M1
M < |x; —y;| zasvakii> N. (2.20)

Neka je 3 definiran kao u dokazu propozicije 2.7.2. Buduci da je (x;) Cauchyjev niz, postoji
no € N takav da za sve
i, j > no vrijedi |x; — x| <37+ M. (2.21)

Isto tako postoji my € N takav da za sve
i, j > mo vrijedi |y, — y;| <37 - M. (2.22)
Neka je k = max{N, ny, my}. Tada je k > N pa iz (2.20) slijedi
M < |xp — . (2.23)

Vrijedi x; # y; (u suprotnom bismo imali M < 0). Stoga je x; < yy ili yx < x;.
1. slucaj: x; < y;.

Neka je i > k. Tvrdimo da je
xi+37 M <y (2.24)

[zi>kik>ngslijedi i,k > ngpaiz (2.21) slijedi

Ix; — x| <371 M.
Iz x; — x¢ < |x; — x| slijedi x; — x; < 37! - M. Stoga je

X <xp+37 M. (2.25)
Isto tako imamo 7, k > my pa iz (2.22) slijedi

lyi =il <37'- M.
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Dakle,

paje

odnosno
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~0i—y) < |=Qi=yl=i—wl <3 M
~(i—-w) <3 M
-3 - M <y -y

yk_3_1'M<yi-

Dokazimo (2.24) . Pretpostavimo suprotno. Tada je

y,'<Xl'+3_l'M.

Koristeéi (2.25) i (2.26) dobivamo

dakle,

pa je

to jest

Slijedi

=31 M<y<x;+3" M<x+3"-M)+3'M

w=3'""M<x+@3"-M+3"- M)
e<x+@ N M+3 - M+37 M,
yk<xk+M.

yk—xk<M.

Znamo da je x; < yx paje 0 <y, — x. Stoga je

dakle

Ve = xel = ye — xx < M,

[k — xel < M,

Sto je u kontradikciji sa (2.23).
Prema tome vrijedi (2.24). Dakle, x; + 37! - M < y;, zasvakii > k.

Stoga je

to jest

[(x)] <[],

a<b.

41

(2.26)
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Posebno,

2. slucaj: y; < xy.
Na isti nacin kao u prethodnom slu¢aju dobivamo da je

yi+3_1~M<x,-, za svaki i > k.

Stoga je
(D] < [(x],
to jest
b<a
pa je posebno
b<a.

Zakljucak:
axbilib<a.

Prema tome < je uredaj na C(P, +, -, <)/ ~.

Teorem 2.7.6. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je

(C(P,+,,<)/~,®,0, <) uredeno polje.

Dokaz. Znamo da je (C(P, +,,<)/.,®,®) polje. Treba dokazati da je

42

(C(P,+,-,<)/~,®,0, <) uredeni prsten, to jest da je (C(P, +, -, <)/~,®, <) uredena grupa te
da zasve a,b € C(P,+,-,<)/.takve daje 0 < ai0 < b vrijedi 0 < a © b, pri cemu je 0

nula u prstenu (C(P, +, -, <)/, ®, ©).

Dakle, dovoljno je dokazati da za sve a, b, c € C(P, +, -, <)/~ vrijedi sljedece:

(Ha<b=adc<bdc
2)0=<ai0=b=0=<a0b

Neka sua,b,c € C(P,+,-,<)/. takvi da je a < b. Imamo

a=[(x)],b =[], c = [(z)]
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gdje su (x;), (vi), (z:) € C(P, +, -, ).
Vrijedia < bilia=b. Akojea =b,ondajea®c=b®cpaje
a®c=<bd®c.
Pretpostavimo da je a < b. Dakle, [(x;)] < [(y;)] pa postoje np € Nieg € P,0 < g, takve da

je
X;i +&<y;, zasvakii > ny.

Neka je i > ny. Buduci da je (P, +, -, <) uredeno polje iz x; + & < y; slijedi

(xi+te)+z <y +z.

Dakle,
(x; +z;)) +e <y +z zasvakii > ny.
Stoga je
[(x; +z)] < [ + 2],

to jest

adc<bdc.
Posebno,

adc=<bdc.

U svakom slucaju vrijedi a @ ¢ < b @ c. Prema tome, vrijedi (1).

Dokazimo (2). Neka je [(e;)] niz u P definiran sa e; = 0, za svaki i € N. Znamo da je
[(e;)] nula u prstenu (C(P, +,-,<)/~, D, O).

Pretpostavimo da su a, b € C(P, +, -, <)/ . takvi da je
0<ai0<b.

Zelimo dokazati daje 0 < a © b.
Akoje 0 =a,ondajea®b =006 b =0 prema propoziciji 1.3.3. Stoga je

0<a0b.
Do istog zakljucka dolazimo ako je 0 = b. Pretpostavimo stoga da je 0 < @i 0 < b. Imamo

0 =[(e)],a = [(x)], b =[],
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nge su (xi)’ (yl) € C(P7 +, g)

12 0 < a, to jest [(e;)] < [(x;)] slijedi da postoje np € Nie € P, 0 < g takvi da je
e, +& < Xx;, zasvaki i > ng.

Dakle,
e < x;, zasvakii > ny. (2.27)

Imamo, 0 < b, to jest [(e;)] < [(y;)] pa postoje my e Nid € P, 0 < ¢ takvi da je
e; +0 <y, zasvakii > my.

Dakle,
0 <y, zasvakii > my. (2.28)

Neka je kg = max{ng, my}. Neka je i > ky. Tadaje i > ngii > mppaiz (2.27) 1 (2.28) slijedi
e X 10 < Yi.

Iz propozicije 1.5.7 (2) slijedi

g-0<Xx;+0. (2.29)
Zbog £ < x; imamo 0 < x; pa iz propozicije 1.5.7 (2) slijedi

Xi-0< Xy (2.30)
1z (2.29) 1 (2.30) slijedi

e-0< Xy
Zakljucak,

g-0 < x;-y;, zasvakii > k.
Prema propoziciji 1.5.7 (1) vrijedi 0 < & - 9. Za svaki i > k, vrijedi
ei+e-0< Xy

pa vidimo da je

[(en] < [(xi -y,

odnosno
[(en] < [(x)] © [(¥)]-
Dakle,
0<aob.
U svakom slucaju vrijedi
0<aob.

Prema tome vrijedi (2). Time je teorem dokazan. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu, kroz prvo poglavlje proucavani su pojmovi uredene grupe,
uredenih prstena i polja. Definirao se pojam niza te opisala konvergencija nizova u uredenim
prstenima. U drugom se poglavlju proucavalo Cauchyjeve nizove u uredenim poljima.
Uveden je pojam relacije ekvivalencije na skupu svih Cauchyjevih nizova u uredenom polju
te pripadni kvocijentni skup. Definirane su binarne operacije @ 1 © na skupu C(P, +, -, <)/~
te dokazano da je (C(P, +,-,<)/~,®,®) polje. Na kraju je definirana relacija uredaja < na
C(P, +,-,<)/~ te je dokazano da je (C(P, +, -, <)/ -, ®, ©, <) uredeno polje.



Summary

In this thesis through first chapter we studied ordered groups, ordered rings and fields. The
concept of sequence was defined and we described convergence of sequence in ordered
fields. In second chapter we studied Cauchy sequences in ordered fields. We introduced
an equivalence relation on the set of all Cauchy sequences in an ordered field and a corres-
ponding quotient set. We defined binary operations @ and © on the set C(P, +, -, <)/. and
proved that (C(P, +, -, <)/~,®, ©) is a field. Finally, we defined an order < on C(P, +, -, <)/~
and we proved that (C(P, +, -, <)/, ®, ©, <) is an ordered field.
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