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Uvod

Pojam kvaterniona vezan je za irskog matematicara i fizi¢ara Williama Rowana Hamiltona.
On je pokusao pronaci analogiju izmedu trodimenzionalnog realnog vektorskog prostora i
nekog sustava brojeva po uzoru na analogiju dvodimenzionalnog realnog vektorskog pros-
tora 1 kompleksnih brojeva. Godinama mu je problem predstavljala definicija mnoZenja
u trodimenzionalnom realnom vektorskom prostoru, Sto je zaustavljalo razvoj Hamilto-
nove teorije. RjeSenje je uspio pronaci tek u Cetverodimenzionalnom prostoru kvaterni-
ona. Godine 1843. hodaju¢i ulicama Dublina sa svojom suprugom, pronasao je rjeSenje za
mnoZenje kvaterniona te je noZi¢em urezao Cuvenu formulu i = j2 = k* = ijk = -1 u
kamen mosta kojim je prolazio. Ova formula je obiljeZila cjelokupan Hamiltonov buducéi
rad, stoga je ostatak Zivota posvetio proucavanju kvaterniona.

Rijec¢ kvaternion dolazi od latinske rijeci quaternio $to znaci Cetvorka, cjelina od Cetiri
dijela. Kvaternion je broj g oblika ¢ = a + bi + ¢j + dk, gdje su a,b,c,d € R, dok
H={a+bi+cj+dk:a,b,c,d € R} oznaCava prostor kvaterniona. S operacijama zbraja-
nja, mnozenja i mnozenja skalarom H Cini realnu asocijativnu algebru s dijeljenjem. Tako
su R, C i H do na izomorfizam jedine kona¢nodimenzionalne realne asocijativne algebre s
dijeljenjem (Frobenius 1877.).

U prvom poglavlju rada iznesene su osnovne definicije i tvrdnje koje Ce biti koriStene
kroz rad 1 €ije poznavanje je neophodno za razumijevanje rada. U drugom poglavlju de-
taljno je opisano polje kompleksnih brojeva i njegova algebarska struktura te je dana jedna
njegova matri¢na realizacija, dok su u treCem poglavlju opisane osnove o kvaternionima
i algebarska svojstva kvaterniona. U Cetvrtom poglavlju opisane su dvije primjene kva-
terniona. Prva od njih je Lagrangeov teorem o Cetirima kvadratima koji kaze da se svaki
prirodan broj moze prikazati kao suma Cetiriju kvadrata. Druga primjena kvaterniona je
u opisivanju prostornih rotacija. Kako bismo pomocu kvaterniona dokazali Lagrangeov
teorem o Cetirima kvadratima, najprije definiramo Hurwitzove cijele brojeve i dokazujemo
niz pomoc¢nih lema, propozicija i teorema, primjerice teorem o dijeljenju s ostatkom u
prstenu Hurwitzovih cijelih brojeva. Na samom kraju rada uvodi se vektorski zapis kvater-
niona pomocu kojih se opisuje rotacija vektora u prostoru.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Definicija 1.0.1. Neka je S neprazan skup. Preslikavanje
0:SxS§S —>S

naziva se binarna operacija. Binarna operacija svakom uredenom paru (x,y) € S X S
pridruZuje element z = 6(x,y) € S.

Definicija 1.0.2. Neka je S # (0 i - binarna operacijana S X S. Uredeni par (S, -) je grupa
ako vrijede sljedeca svojstva:

1. (xy)z = x(yz) za sve x,y,z € S, (asocijativnost)
2. Postoji e € S takav da je ex = xe = x za sve x € S, (neutralni element)

3. Za svaki x € S postojiy € S takav da je xy = yx = e. (inverzni element)

Ako vrijedi i svojstvo
4. xy =yxzasve x,y € S, (komutativnost)
onda je (S, -) komutativna ili Abelova grupa.

Definicija 1.0.3. Neka je S neprazan skup na kojem su definirane dvije binarne operacije
+ i -. KaZemo da je uredena trojka (S, +, -) prsten ako vrijedi

1. (S,+) je Abelova grupa

2. (S,-) je polugrupa (to jest operacija - je asocijativha)
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3. svojstvo distributivnosti operacije - s obzirom na operaciju +:
x(y +2) = xy + xz,(x + y)z = x2 +yz,
za sve x,y,7 € S.

Neutralni element grupe (S, +) naziva se nula i oznacava s 0.

Ukoliko postoji neutralni element strukture (S, -) onda se on naziva jedinica i oznacava s 1,
a (S, +, ) se tada naziva prsten s jedinicom. Ako dodatno svaki a € S \ {0} ima (obostrani)
multiplikativni inverz, tada se (S, +, -) naziva prsten s dijeljenjem.

Ukoliko je operacija - komutativna, onda govorimo o komutativnom prstenu.

Definicija 1.0.4. Komutativni prsten s jedinicom (S, +,-) u kojem je svaki element x €
R\{0} invertibilan naziva se polje.

Ekvivalentno, polje se moZe definirati na sljedeci nacin. Uredena trojka (S, +, -) je polje
ako zadovoljava sljedeca svojstva:

1. (S, +) je Abelova grupa,
2. (S\{0},-) je Abelova grupa,
3. svojstvo distributivnosti operacije - s obzirom na operaciju +.

Definicija 1.0.5. Neka je (V,+) Abelova grupa, zatim K polje. Ako postoji preslikavanje
-: KXV = V koje zadovoljava sljedeca svojstva:

1. a-(B-a)=(aB)-a zasvea,peK,acV,

2. (@+B)-a=a-a+B-a zasvea,feK,acV,
3.a-(a+b)=a-a+a-bzasveacK,a,beV
4 1-a=azasveacV,

tada se uredena trojka (V, +, -) naziva vektorski ili linearni prostor nad poljem K.

Ako je K = R, onda govorimo o realnom vektorskom prostoru, a ako je K = C, onda o
kompleksnom vektorskom prostoru.

Elemente skupa V zovemo vektorima, a elemente polja K skalarima. Operaciju - nazivamo
mnoZenje vektora skalarom i umjesto « - a Cesto pisemo aa.

Definicija 1.0.6. Algebra nad poljem K ili K-algebra je algebarska struktura (V,+,-, %),
gdje su + i - binarne operacije, a * vanjska K-operacija u skupu V, koja zadovoljava:

1. (V,+,") je prsten,
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2. (V,+, %) je vektorski prostor nad poljem K,
3. (@xu)y-Bxv)=(a-p)*u-v), zasvea,BeK,uveV.

Binarne operacije + i - nazivamo zbrajanje i mnoZenje, a vanjsku operaciju * mnoZenje
skalarima.

Definicija 1.0.7. Algebra nad poljem K je komutativna ako je operacija mnoZenja komu-
tativna.

Definicija 1.0.8. Algebra nad poljem K je algebra s dijeljenjem ako je ona prsten s dije-

ljenjem.

Vektorski prostori

Neka je V vektorski prostor nad poljem K, gdje je K polje R ili C. Tada definiramo:

Definicija 1.0.9. Neka je k e N. Za «y, ...,y € Kiay,...,a, € V vektor oblika
a1ay + ... arag
nazivamo linearna kombinacija vektora a, . . ., a; s koeficijentima ay, . . ., a.

Definicija 1.0.10. Neka je S C V. Skup svih linearnih kombinacija vektora iz S naziva se
linearna ljuska ili linearni omotac skupa S i oznacava [S]. Dakle,

[S]={oja; +...ya, : neN, ay,...,a,€S8, ay,...,a, € K}.
Definicija 1.0.11. Neka je V vektorski prostor nad poljem K i G C V. Ako je
vV =1[G],

odnosno ako se svaki vektor iz V moZe prikazati kao linearna kombinacija (konacno mnogo)
vektora iz G, onda kaZemo da je G sustayv izvodnica ili generatora za prostor V, odnosno
skup izvodnica ili generatora za V. Jo§ se moZe re¢i da skup G razapinje ili generira
prostor V.

Primjer 1.0.12. Ako V = [G], onda za svaki x € V postoje vektori ay,...,a; € G i skalari
ay,...,q; € Ktakvi da se x prikazuje kao

k
X=qa; +...qar = Zaiai.
i=1
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Definicija 1.0.13. Neka je V vektorski prostor nad poljem K i neka je S = {ay,...,a}
njegov podskup. KaZemo da je S linearno nezavisan skup vektora ako se nulvektor Oy
moZe na jedinstven nacin prikazati pomocu vektora iz S, to jest ako iz

aia; + azas + ...aia; = Oy (1.1)

slijedi da je ay = @y = ... = 0. U suprotnom, to jest ako postoji izbor skalara a, . .. ay
takav da je bar jedan skalar a; # 0 i da vrijedi (I.1), onda kaZemo da je skup S linearno
zavisan.

Definicija 1.0.14. Podskup B vektorskog prostora V je baza prostora V ako je B sustav
izvodnica za V i linearno nezavisan skup u'V.

Definicija 1.0.15. KaZemo da je vektorski prostor V konacnogeneriran ako postoji konacan
skup izvodnica za V.

Teorem 1.0.16. Neka je V konacnogeneriran i netrivijalan vektorski prostor. Ako je G =
{ai,...,a,} C V sustav izvodnica za V, onda G sadrZi podskup koji je baza za V.

Korolar 1.0.17. Svaki netrivijalan konacnogeneriran vektorski prostor V ima konacnu
bazu.

Definicija 1.0.18. Vektorski prostor koji ima konacnu bazu naziva se konacnodimenzionalan.
U suprotnom je beskonacnodimenzionalan. Trivijalan prostor V = {0y} je konacnodimenzionalan.

Definicija 1.0.19. Neka je V netrivijalan konacnodimenzionalan vektorski prostor. Broj
elemenata bilo koje baze za V zove se dimenzija vektorskog prostora V i oznacava sa
dim V. Ako je dimV = n, kaZemo da je V n-dimenzionalan vektorski prostor. Dodatno,
definiramo dim {0y} = 0.

Definicija 1.0.20. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem K. Preslikavanje
A: VoW

zove se linearni operator ako vrijede svojstva
1. A(a+ b) = A(a) + A(b), (aditivnost)
2. A(aa) = aA(a), (homogenost)
zasve a,b € V, a € K. Skup svih linearnih operatora s V. — W oznacavat cemo s L(V, W).

Definicija 1.0.21. Bijektivan linearan operator A : V. — W zovemo izomorfizmom vektor-
skih prostora Vi W.
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Definicija 1.0.22. Vektorski prostori V i W su izomorfni ako postoji izomorfizam A : V —
W. PiSemo V ~ W.

Teorem 1.0.23. Konacnodimenzionalni vektorski prostori su izomorfni ako i samo ako su
im dimenzije jednake.

Korolar 1.0.24. Svaki vektorski prostor nad poljem K dimenzije n je izomorfan prostoru
K"

Definicija 1.0.25. Neka je V vektorski prostor nad poljem K. Preslikavanje s : VXV —
K koje svakom uredenom paru vektora pridruzuje skalar s(a,b) = {(alb) € K naziva se
skalarno mnoZenje na prostoru V ako su ispunjena sljedeca svojstva:

1. {ala) >0, za sve a € V, pri ¢emu je {ala)y = 0 ako i samo ako je a = Oy;
2. {alb) = (blay, za sve a,b € V;

3. {Aalb) = Aa|b), za svea,b e V,1 € K;

4. {a + b|c) = {a|c) + {b|c), za sve a,b,c € V.

Skalar {a|b) se zove skalarni produkt ili umnozak vektora a i b. Uredeni par (V,s) (ili
(V, {:|-)) nazivamo unitarni prostor nad poljem K.

Definicija 1.0.26. Skup vektora S = {ay,...,a} unitarnog prostora V je ortonormiran
ako za sve i, j € {1,...,k} vrijedi

<ai|aj> = 0ijs
gdje je

5 =

1, akoje i=j
o 0, akoje i # j.

Specijalno, ako je S baza prostora V i uz to ortonormiran skup, onda S nazivamo ortonor-
miranom bazom.

Definicija 1.0.27. Neka su V i W unitarni prostori takvi da je dim V = dim W. KaZemo da
je A € L(V, W) unitaran operator ako vrijedi

(AxlAy) = (xlyy  VYx,yeV.
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Skalarni i vektorski produkt u prostoru V>

Ozna&imo sa V? skup vektora u prostoru, tj. klasa ekvivalencije usmjerenih duZina u pros-
toru po sljedecoj relaciji ekvivalencije:

AB ~ CD ¢« duzine AD i BC imaju zajednicko poloviste.

Elemente iz V3 kratko éemo zvati vektorima. Uz standardno definirane operacije zbrajanja
vektora i mnoZenja vektora skalarom (vidi npr. [6]), V? je realan vektorski prostor.

Definicija 1.0.28. Skalarno mnoZenje vektora je operacija - : V3 xV? — R koja vektorima
a, b razlicitim od nulvektora pridruzuje skalar

d-b=|dl|b|cos £ (@.b).
Ako je neki od vektora d, b nulvektor, tada definiramo a - h=0.

.o 7 . . W K . .
Vrijednost d - b € R nazivamo skalarnim umnoskom ili skalarnim produktom vektora d i
%

b.

Teorem 1.0.29. Za sve d,b € V3 il € R vrijedi:

1.d-da=0,

2. @-d=0akoisamo akojed =0,

3. d@-b=hb-a (komutativnost)

4. (1d) - b=2 (c_i . l;), (kvaziasocijativnost)

5. a- (b + 3) =ad-b+a-& (distributivnost prema zbrajanju).
Dakle, (V3, ) je realni unitarni prostor.

Propozicija 1.0.30. Neka su d + 0,5 # O vektori u V. Vektori @,b su okomiti ako i samo
akojed-b = 0.

Propozicija 1.0.31. Neka je {?, f, l?} ortonormirana baza vektorskog prostora V? i neka su

a=(a;,a,a3), b= (B1, B2, B3) koordinatni prikazi vektora d, bu toj bazi. Tada je
3
d-b=af+af+asfs = Z a; B;.
i=1

Definicija 1.0.32. Modul vektora a € V? je broj

e

|l = Va-

[
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Definicija 1.0.33. Vektorsko mnoZenje je operacija x : V3 x V¥ — V3 koja paru vektora
(47, b) pridruzuje vektor ¢ = d X b definiran na sljedeci nacin:

1. ako su vektori d, b kolinearni, (1. istog smjera) tada je ¢ = 0;

2. ako su vektori a, b nekolinearni, tada je
(a) |21 = 1al bl sin < (a.b)
(b) smjer od C je smjer okomit na smjer od d i na smjer od b,
(c) orijentacija od C je takva da je uredena trojka {ﬁ, b, 8} desna baza od V.

Sliku @x b vektora @, b nazivamo vektorskim umnoskom ili vektorskim produktom vektora
-
a,b.

Modul vektorskog produkta nekolinearnih vektora ima i geometrijsku interpretaciju:
skalar |@ x b| jednak je povrSini paralelograma odredenog vektorima d, b.

Slika 1.1: Geometrijska interpretacija vektorskog mnozenja

Povrsina paralelograma dana je s
- . > -
P =d| v = |d| |b|sin £(d,b) = |d x b].

S>o ~ -

Propozicija 1.0.34. Vrijedi a X b = 0 ako i samo ako su vektori a, b kolinearni.
Teorem 1.0.35. Za svaki d, l;, ¢ e V3,1 e R vrijedi:

1. @x b = —b x @, (antikomutativnost)

2. (1a) = /l(c'z’ X l;), (kvaziasocijativnost)

) =

xb+axé (distributivnost prema zbrajanju).

o
S\

3. c‘z’x(5+
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Propozicija 1.0.36. Neka je {Zf,l:} desna ortonormirana baza vektorskog prostora V? i
neka su d = (a;, as, @3), b= (B1, B2, B3) koordinatni prikazi vektora d, bu toj bazi. Tada
vrijedi
- ? ‘]—) l? - - -
AxXb=la; ar a3|=(@f3—a3f)i— (13— a3f1)j+ (1> — af)k.

B B2 Bs



Poglavlje 2

Polje kompleksnih brojeva

Definicija
Definicija 2.0.1. Skup kompleksnih brojeva je skup svih brojeva oblika z = x + yi, gdje su
x,y € R. Realni broj x = Re 7 zove se realni dio kompleksnog broja z, a realni broj y = Im 7

zove se imaginarni dio kompleksnog broja z, dok i oznacava imaginarnu jedinicu.
Skup kompleksnih brojeva oznacavamo s C.

Neka su (x+yi) i (u+vi) dva kompleksna broja. Zbrajanje i mnoZenje dano je sljede¢im
pravilima:
x+yD)+@+vi)=(x+u)+y+v)i (2.1)

(x +yi) - (u+vi) = (xu—yv) + (xv + yu)i. (2.2)

U prethodnoj definiciji kompleksnog broja nije definirano §to je to imaginarna jedinica
i. Sir William Hamilton je 1833. godine definirao skup C na nacin na koji je izbjegao
definiranje imaginarne jedinice i. Izraz x + yi proglasio je uredenim parom (x, y). Odnosno,
C je definirao na sljedeci nacin:

C:={z=(xy);x,yeR}.

Dakle, njegovi su elementi uredeni parovi realnih brojeva, a kao skup, C je isto §to i R2.

Zbrajanje i mnozenje kompleksnih brojeva
Operacije zbrajanja i mnoZenja definirane su po koordinatama, kao i u R?:
(6, y) + W, v) = (x+u,y+v).

Neutralni element zbrajanja je (0, 0).
Novost nastupa uvodenjem mnozenja kompleksnih brojeva C x C — C formulom

(x,y) - (u,v) = (xu — yv, xv + yu).

10
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Ovako definirano mnoZenje je asocijativno, komutativno, ima neutralan element - kom-
pleksan broj (1, 0), distributivno je prema zbrajanju i svaki kompleksan broj z = (x,y) €
C* := C\ {(0,0)} ima inverz oblika

l R X -y
z ° T X2+y 2 +y)
Svojstva kompleksnih brojeva

Skup realnih brojeva R podskup je skupa kompleksnih brojeva C jer svaki x € R moZemo
zapisati u obliku:
x=x+0-i=(x,0)

tj. x = (x,0) e C.

Prema tome, realne brojeve identificiramo s kompleksnim brojevima kojima je imaginarni
dio jednak nuli, x = (x, 0), odnosno moZemo pisati R = {(x,0)|x e R}, j R c C.

Skup brojeva oblika x = (x,0), x € R naziva se realna os.

Definicija 2.0.2. Kompleksan broj (0, 1) naziva se imaginarna jedinica i oznacava se s i.
Skup brojeva oblika yi = (0, y), y € R naziva se imaginarna os.

Propozicija 2.0.3. Svaki kompleksan broj z = (x,y) se na jedinstven nacin moZe predstaviti
u obliku x + yi. Takav zapis kompleksnog broja se naziva algebarski oblik kompleksnog
broja.

Dokaz.
x+yi =(x,0) + (y,0)0, 1) = (x,0) + (0,y) = (x, ).

O

Definicija 2.0.4. Zrcaljenje kompleksne ravnine s obzirom na realnu os, naziva se konju-
giranje kompleksnih brojeva. To je funkcija z — 7, definirana kao 7 := (x, —y).

Definicija 2.0.5. Broj 7 = x — yi naziva se kompleksno konjugirani broj kompleksnog
broja z.

Definicija 2.0.6. Modul kompleksnog broja z = x + yi je nenegativan realan broj

2l = Va2 + )2
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Algebarska svojstva skupa C
Propozicija 2.0.7. Algebarska struktura (C, +, -) je polje.

Dokaz. 1. (C, +) je Abelova grupa jer je po definiciji zbrajanje zatvoreno, komutativno
1 asocijativno. Neutralni element za zbrajanje je 0 € C, a svaki z € C ima inverz
-zeC.

2. (C\{0},-) je Abelova grupa. MnoZenje je po definiciji zatvoreno, komutativno i aso-

cijativno. Neutral za mnozenje je 1 € C, a svaki nenul element ima inverz oblika
1

7°

3. Dokaz distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju je trivijalan.
O

Definicija 2.0.8. Restrikciju preslikavanja - : CxC — C na R X C oznacavamo s *. Ovako
definiranu vanjsku R-operaciju nazivamo mnoZenje skalarima.

Propozicija 2.0.9. (C, +, %) je vektorski prostor nad R.
Dokaz. 1. (C, +) je Abelova grupa.

2. Ostali aksiomi vektorskog prostora se dokazuju po definiciji.

Propozicija 2.0.10. (C, +, -, %) je komutativna i asocijativna R-algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Prema prethodnim propozicijama (C, +, -) je polje, a (C, +, ) vektorski prostor nad
R.

Preostaje pokazati
(@xu)-Bxv)=(a-B)xu-v),Ya, € R,u,veV.
Neka suu = x + yi,v = a + bi, gdje su x,y,a,b € R. Tada je:

(a*u)- (B*v)=(ax+ ayi) - (Ba + pbi)
= afxa + afyai + afxbi — affyb
= ap * ((xa — yb) + (ya + xb)i)
= (af) * (u - v).
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Prikaz kompleksnih brojeva kao 2 x 2 realnih matrica

Kompleksne brojeve moZemo identificirati s realnim matricama 2 X 2:

_ . X -y
z_x+ym[y x]

M B T 31 ) SRR
b |
o

Zbrajanje 1 mnoZenje kompleksnih brojeva sada mozemo promatrati kao zbrajanje i
mnoZenje matrica.

(x+yi)+(u+vi):[§ —y]+[u —v]:

X vV u

pri ¢emu se matrica

ponasa kao broj 1, a matrica

kaoi = v-1.

x+u —-(y+v)
y+v  x+4u

]:(x+u)+(y+v)i

xu—yv —(xv+yu)

Eye xu—yv = (xu —yv) + (xv + yu)i

(x+yi)-(u+vi):[§ —y]_[u _V]:

X vV u

Normu kompleksnog broja x + yi definiramo na sljedeci nacin:
N X =Yl _ 2., .2
N(x+yz)—det[y x] =Xx"+y.
Zaz; =x+yi,zo =u+vi € Cvrijedi

e e e H A

dakle N(z1) - N(z2) = N(z120).



Poglavlje 3

Algebra kvaterniona

3.1 Osnove o kvaternionima
Definicija

Definicija 3.1.1. Cetverodimenzionalni realni vektorski prostor H = {a + bi + ¢j + dk :
a, b, c,d € R} zove se prostor kvaterniona.

Kako bismo definirali mnoZenje kvaterniona, najprije definiramo mnoZenje kvaterniona
i, J, k sljede¢im formulama:

o = =k=-1,
o ij=k ji=—-k jk=ikj=—iki=jik=—].

Pravilo mnozZenja i, j, k moze se predstaviti sljede¢om shemom. Naime, umnozak ¢e imati
pozitivan predznak ukoliko se kreCemo u smjeru kazaljke na satu i negativan, ako se
krecemo u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu.

k i

N

Slika 3.1: Pravilo predznaka

14
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Dodamo li gornjim pravilima mnoZenja kvaterniona i, j, k zahtjev da svaki a € R mora
komutirati sa i, j, k te zahtjev da mnoZenje kvaterniona treba biti distributivno prema zbra-
janju, jedinstveno smo zadali pravilo mnozenja bilo kojih dvaju kvaterniona. To ilustrira
sljedeci primjer:

Primjer 3.1.2. i+ j)(i— )= —ij+ji—j=-1—-k—k—-(=1) = -2k

Zbrajanje i mnoZenje kvaterniona
Operacije s kvaternionima se mogu definirati na sljedeci nacin.

Definicija 3.1.3. Neka su q,,q, € H, pri Cemu su g, = a; +bji+cj+dkiqg, = a,+ byi+
Czj + dyk.
Zbroj kvaterniona q, i q, je:
g1+ q> =(a; +bii+cij+dik)+ (a; + byi + c2j + dok)
= (a1 + 612) + (b1 + bz)l + (C1 + Cz)j + (d] + dz)k

Zbrajanje kvaterniona ima svojstva asocijativnosti i komutativnosti jer se zbrajanje kva-
terniona svodi na zbrajanje realnih brojeva.

Pravilo za mnozenje kvaterniona jednako je kao za mnoZenje polinoma, proSireno za
multiplikativna svojstva elemenata i, j, k.

Definicija 3.1.4. Neka su q,,q, € H, pri Cemu su g, = a; +bji+cj+dkiqg, = a,+ byi +
Czj + dzk
UmnoZak kvaterniona q; i q, je:

q1-q2 = (a; + bii+ ¢ j +dik)(ay + byi + c2j + dak)
= (a1az — biby — cicy — didy) + (a1by + bias + ¢1dy — dicy)i
+ (Cl]C2 — b1d2 + ciap + d]bz)] + (Cl]dz + b]C2 — C1b2 + dlaz)k.

Propozicija 3.1.5. Za svaki q1, q2, q3 € H vrijedi:
Logqi (g2 + q3) = 192 + 195,

2. (q1 +q2) - q3 = Q193 + q245.

Ovo svojstvo nazivamo distributivnost mnoZenja kvaterniona s obzirom na zbrajanje kva-
terniona.

Dokaz. Neka su q1,q2,q93 € H, g1 = a1 + byi + c1j + dik, g = a, + byi + 2] + dok,
q3:a3+b3i+c3j+d3k.
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1. Tada imamo

q1 (g2 +q3) = (a1 + bii+c1j+dik)((az + az) + (by + b3)i + (¢ + ¢3)j + (da + d3)k)

2. Odnosno,

= (ay + byi+c1j+dik)(ar + az + byi + b3i + ¢ ] + ¢3] + drk + ds3k)
= aia; + ayaz + aibyi + a\bsi + aycyj + ajc3j + aydrk + aydsk

+ biayi + byasi — byby — bibs + bicyk + bycsk — bidyj — bids

+ crarj + crazj — c1brk — c1bsk — cicy — cic3 + ¢1dyi + ¢1dii

+ diaxk + dyask + d\byj + dibsj — dicyi — dic3i — dydy — dyds
=(a1ay — b1by — cjcy — didb) + (a1by + bray + c1dy — dicy)i

+ (ajco — bidy + crap + diby)j + (aydr + bicy — c1by + dian)k

+ (a1a3 — b1bs — c1c3 — d1d3) + (a1bs + biaz + c1d; — dic3)i

+ (ayc3 — bids + craz + d1b3)j + (a1ds + bics — c1b3 + diaz)k

= 4192 + 4193.

(g1 +q2) - q3 = (a1 + ap) + (by + by)i + (c; + )]+ (d) + dr)k)(as + bsi + c3] + dzk)

=(ay+ay +bii+byi+c1j+cyj+ dik+ dyk)(as + bsi + c3j + dzk)
= ayaz + a\bsi + a\c3j + aydsk + arasz + axbsi + axcs j + ardsk

+ biazi — b1bs + bycsk — bids ] + byasi — babs + bycsk — badsj

+ crazj — c1bsk — cic3 + c1dsi + a3 ] — cobsk — cyc3 + cdii

+ dyazk + d\b3j — dic3i — dids + dyask + dybs j — dycsi — dods

= (a1a3 — b1by — c1¢c3 — did3) + (a1b3 + biaz + ¢1ds — dics)i

+ (ajc3 — bids + cras + dib3)j + (a1ds + bics — c1bs + dyasz)k

+ (apaz — babsy — cyc3 — dydsz) + (aabs + bras + cads — dacs)i

+ (ayc3 — bads + cra3 + dabs)j + (axds + bycs — b3 + draz)k

= 4193 t 4243

¢ime je distributivnost dokazana.

Definicija 3.1.6. Za svaki a € R i za svaki g € H, q = a + bi + cj + dk definiramo

a*q=aa+ abi+ acj+ adk.

Vanjsku operaciju * mnoZenje kvaterniona skalarom.
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Definicija 3.1.7. Neka je q = a+ bi+ cj+ dk € H.
Realan broj a naziva se realni dio kvaterniona q i oznacava se R(q).
Kvaternion bi + cj + dk naziva se imaginarni dio kvaterniona q i oznacava se 3(q).

Primjer 3.1.8. Kvaternion q u kojem je a = 0 naziva se Cisti kvaternion i njegov kvadrat
Jje negativan zbroj tri kvadrata.
Neka je g = bi + cj + dk. Tada je njegov kvadrat:

(bi + cj + dk)* = (bi + cj + dk)(bi + cj + dk)
= b*i + bicj + bidk + ¢ jbi + ¢* J* + cjdk + dkbi + dkcj + d*k*
= —b? + bcij + bdik + cbji — ¢* + cd jk + dbki + dckj — d°
= —b* + bck — bdj — cbk — ¢* + cdi + dbj — dci — d*
=—(b*+c*+dY).

Konjugiranje kvaterniona

Definicija 3.1.9. Kvaternion g = a — bi — c¢j — dk naziva se konjugirani kvaternion kva-
terniona q = a + bi + cj + dk.

Konjugiranje u H definirano je analogno konjugiranju u C. Takoder, konjugiranje kva-
terniona ima sli¢na svojstva kao konjugiranje u C.

Propozicija 3.1.10. Neka su qi1.q92 € H, q =a; + b1i+ C1j+d1k i g = ap +b2i+ C2j+d2k.
Tada vrijedi:

. g+ =q+q
2.9 =0 ¢
3. g=q.

Dokaz. 1. Po definiciji zbrajanja i konjugiranja kvaterniona imamo

q1 + g2 = (a; + ay) + (by + by)i + (¢ + ) j + (di + dy)k
=ar+ay—(by +br)i—(c1 +¢2)j— (dy + dr)k
=ay+a,—bii—byi—cj—crj—dik—drk
=(ay —bii—c1j—dik) + (az — bai — ¢ ] — dok)

=q1+q2.
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2. Analogno prethodnom dokazu imamo

q1 - q2 = (a1 + bii+ ¢ j +dik)(a + byi + ¢2j + dork)

= (a1az — biby — cicy — didy) + (a1by + bias + ¢1dy — dicy)i

+ (a1C2 - b1d2 + ciap + dlbz)] + (a1d2 + b1C2 - C1b2 + dlaz)k
= (a1a; — b1by — c1cy — didy) — (a1by + biay + c1dy — dicy)i
- (d]CQ - b1d2 + ciap + d]bz)] - (Cl]dz + b]C2 - C]bg + d]az)k.

RaspiSimo sada desnu stranu jednakosti:

g2+ q1 = (a2 — bai — c2j — dok)(ay — bii — ¢ j — dik)
= (axa; — baby — cac1 — dady) — (aby + bray — c2dy + dacy)i
— (apcy + body + cray — dyby)j — (axdy — bycy + by + dray k.
Raspisivanjem lijeve i desne strane jednakosti dosli smo do istih izraza, ¢ime je ova

jednakost dokazana.
Primijetimo da konjugiranje mijenja redoslijed mnozenja.

3. Imamo

g=(a+bi+cj+dk)=a—-bi—cj—dk=a+bi+cj+dk=q

¢ime je jednakost dokazana.

Definicija 3.1.11. Modul kvaterniona q = a + bi + cj + dk je nenegativan realan broj

lgl = Va2 + b* + 2 + d°.
Propozicija 3.1.12. Neka jeq =a+bi+cj+dk e Hiq = a— bi — cj— dk € H njemu
konjugirani kvaternion. Tada vrijedi:
qq = lql*.
Dokaz. Primjenjujuci svojstva mnoZenja kvaterniona, desna strana jednaka je:
qq = (a+ bi + cj+ dk)(a — bi — cj — dk)

= a* — abi — acj — adk + bia — b*i* — bicj — bidk + cja — cjbi — ¢* j* — cjdk

+ dka — dkbi — dkcj — d*k*

= a* + b* — beij — bdik — cbji + ¢* — cdjk — dbki — dckj + d°

=’ + b+ +d* —bck+bdj+ cbk — cdi — dbj + dci

=a®+b*+*+d°
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Kako je po definiciji modula |g| = Va2 + b2 + c2 + d?, onda je |g]* = a® + b* + ¢ + d* &ime
je jednakost dokazana. O

Na osnovu ovoga definiramo sljedeci pojam.

Norma kvaterniona
Definicija 3.1.13. Norma kvaterniona q = a + bi + cj + dk je nenegativan realan broj
N@)=q-g=lgf =a> +b* + + d".

Iz definicije norme slijedi da svaki kvaternion komutira sa svojim konjugiranim kvater-
nionom: gq = ¢q.

Propozicija 3.1.14. Neka su q,, q, € H proizvoljni. Tada vrijedi
N(q192) = N(q1)N(g2).

Dokaz. Po definiciji norme raspiSemo desnu stranu jednakosti:
N(q192) = 192l = (192)@ q1).
Prema propoziciji|3.1.10.2]slijedi:

N(q192) = (192) @ §1) = q1(928)T1 = 1lq2" G

pri ¢emu u drugoj jednakosti koristimo asocijativnost mnoZenja u H, koju ¢emo dokazati u
poglavlju Kako je norma kvaterniona realan broj, moZemo pisati:

N(q192) = ¢iq11gal* = g1 P1gal* = N(q1)N(g2).

3.2 Prikaz kvaterniona kao 2x2 kompleksnih matrica

U prethodnom poglavlju vidjeli smo kako se kompleksni brojevi mogu prikazati kao 2 X 2
realne matrice. U ovom poglavlju identificirat cemo kvaternione s M,(C).

Kako bi elemente iz H prikazali kao kompleksne matrice, prestajemo o kvaternionima
razmiSljati kao o cetverodimenzionalnom prostoru s realnim skalarima i bazom 1,1, j, k te
prelazimo u dvodimenzionalan prostor, kompleksne skalare i bazu 1, j. Odnosno, kvater-
nione zapisujemo na sljedeci nacin:

g=a+bi+cj+dk=(a+bi)+(c+di)j=z+w]j,
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gdiejez=a+biiw=c+di.
Svaki kvaternion ¢, g = z + wj moZemo prikazati kao matricu u M,(C) na sljedeéi nacin:

I
1w oz

Primjer 3.2.1. Matricni zapisi elemenata baze 1,1, j, k :

[ro] i o]  _fo -1 o -i
™=l 1™ T o <™ T o™ T =i ol

Propozicija 3.2.2. Neka su my,my, € M,(C), tada vrijedi:
1. my,y =my+my
2. myy =my - my.

Dokaz. Nekasugq,q e H,q=z+wj,q =7 +w'jgdjesuz=a+bi,w=c+dizaneke
a,b,c,deRiz =d +bi,w =c +d’izanekea’,b',c’,d € R.

1. Tada imamo

z+7 —w-w
w+w  z+7

z+7 —-(w+w)
w+w 2+ 7

My+rq =

|z —w| | W
- w Z + M7 ? —mq+mq’.

2. Najprije raspiSimo desnu stranu jednakosti.

P 7w
q q_wz w Z/_

=m

wZ +zw —ww — 77

w +wz 7 —ww’
77 —wW+(zw’+wz7) Jj

Zelimo pokazati

mzz'wa+(zw’+wz7')j = m‘]"]"

odnosno o B
q-q =z7 —ww + (v +wz')].
RaspisSimo obje strane jednakosti:
q-q =77 —ww + (@w +wz)j
S @+w@ +wj) =27 —ww + (@w +wZ)j
ez +zW )+ WHT + WHW j) =2 = ww’ + (2w)j + (WZ') ]
& zW ) + W + WHW' j) = —ww’ + (zw')j + W2))j.

(3.1)

7 —ww -z — w?] a {ZZ’ —ww  —(zw’ +wz)

|
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Izracunat ¢emo posebno svaki od pribrojnika iz prethodne jednakosti. Imamo

zW'j) = (a + bi)(c" +d'i)j) = (a + bi)c'j+d'k)
=ac'j+adk +bc’k — bd' j
= (ac’ — bd")j + (ad" + bc')ij
= (ac’ — bd" + (ad + bc')i)j,

w)Z = (c+di)j)a +b'i)=(cj+dij)a +Db'i)=(cj+dk)a +Db'i)
=cd j+cb'(=k)+dd'k +db'j

(ca’ +db")j+ (da’ — cb")ij

= ((ca’ +db") + (da’ — cb")i)],

wHW' j) = (¢ +d) (" +d'D)j) = (cj+ dk)(c'j+d'k)
=—cc' +cdi+dc'(-i)—dd
=—cc’' —dd + (cd - dc)i,

ww’ = (c +di)(c’ —d'i) = cc’ —cd'i+dc'i+dd
=cc' +dd - (cd - dc)i,

(zw")j = ((a + bi)(c" +d'i)j) = (ac’ + ad'i + bc'i — bd") ]
= (ac’ = bd’ + (ad’ + bc')i)},

wz)j = ((c +di)@ = b'i)j=(ca —cbi+dadi+db)j
= (ca’' +db" — (cb’ —da")i)].
Uvrstimo li odgovarajuée jednakosti u (3.1)) slijedi

o(ac’ — bd' + (ad + bc)i)j+ ((ca’ + db") + (da’ — cb")i)j— cc’ —dd" + (cd' — dc')i =
—cc' —dd + (cd' —dc)i+ (ac’” — bd" + (ad’ + bc')i)j + (ca’ + db" — (cb’ — da')i)j

o —cc —dd + (cd —dc)i+ (ac’ —bd" + ca’ +db" + (ad’ + bc’ — cb’ +da')i)j =
—cc' —dd + (cd —dc)i+ (ac’ = bd" + ca’ +db" + (ad’ + bc’ — cb’ + da')i)j

¢ime je tvrdnja dokazana.
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Prema prethodnoj propoziciji slijedi kako je preslikavanje ¢ — m, oCuvalo pravila
zbrajanja i mnoZenja. Odnosno, svojstva zbrajanja i mnoZenja koja vrijede za matrice,
sada vrijede i u H. Prema tome mnoZenje kvaterniona je asocijativno.

Konjugiranje kvaterniona i norma kvaterniona se mogu opisati u terminima matrica:
—T
[ ] mﬁ =m q

e N(g) = det m,.

Primjer 3.2.3. Neka je m, = [; _ZW ] € My(C). Tada su

— i [
¢ -w oz

 —w —_ —
N(q) =det m, = ‘W - ' =224+ ww=|z? + [wP.

3.3 Algebarska svojstva kvaterniona

Propozicija 3.3.1. (H, +, -) ima strukturu nekomutativnog prstena s dijeljenjem.

Dokaz. Po definiciji H je realan vektorski prostor, stoga je (H, +) Abelova grupa. Dokazimo
da (H, +,-) ima 1 ostala svojstva iz definicije prstena s dijeljenjem te da je mnoZenje u H
nekomutativno.

1. Asocijativnost mnoZenja kvaterniona pokazana je u prethodnom potpoglavlju.

2. 1 € H je neutralni element za mnoZenje.
Naime, za svaki g € H ocito vrijedi

—
& =
I
Qe

a4
Ng)*
Naime, ¢~! dan gornjom formulom je i lijevi i desni inverz od ¢:

3. Svakiq € H,q # 0 ima inverz ¢' =

Q'(]_I:q- a ZQ'a:N(C[):

N(g N(@) N@

3 q g9 N@ _
-q

“Ng 1T N@  Ng
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4. MnozZenje kvaterniona nije komutativna operacija. Primjerice,

ij=k,
ji = —k.

5. Distributivnost mnoZenja prema zbrajanju vrijedi po propoziciji [3.1.5]

Primjer 3.3.2. Odredite inverz kvaternionu g =i + j.

Najprije izratunamo normu kvaterniona: N(g) = |g| = 1*> + 1> = 2. Kako je
= —i — j, slijedi
-1 7 _

a 1
4 = 5g = 2= D)

Propozicija 3.3.3. Skup H je vektorski prostor nad poljem R u odnosu na zbrajanje kva-
terniona i mnoZenje skalarima.

Dokaz. Po definiciji je (H, +, *) Cetverodimenzionalni realni vektorski prostor. O
Propozicija 3.3.4. (H, +, -, ) je R-algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Pokazali smo da je (H, +, -) nekomutativan prsten s dijeljenjem i (H, +, ) vektorski
prostor nad poljem R. Preostaje pokazati:

(@*xq1) - B*q)=(a-B)*(qq)

zasve a,B €R,qy,q, € H.
Neka su q1,.92 € H, q1 = aq + byl + C]j+d1kiqZ =a, + byi + C2j+d2k. Tadaje:

(@ *qy)-(B*q) = (aa; + abyi + ac,j+ adk) - (Bay + Bbyi + Be,j + Bdok)
= afaia, + afb\ayi + aficia, j + afd,ak
+ afa\byi + afbibyi* + aficib, ji + afd byki
+ afaicyj + afbicaij + afcicaj + afdicokj
+ afa,d>k + afbdyik + afcids jk + afd, dok*
= (af) * (a1ay + biayi + c1axj + dyack + a1byi — biby, — c1byk + dby j
+aicyj + bicok — cicy — dicyi + aydok + bidaj + c1dyi — did,

= (a-pB)*(q1 - q2).

Tvrdnja slijedi. O



Poglavlje 4

Primjena kvaterniona

4.1 Lagrangeov teorem o Cetirima kvadratima

Hurwitzovi cijeli brojevi

Definicija 4.1.1. Hurwitzov kvaternion ili Hurwitzov cijeli broj|'|je kvaternion ciji koefi-
cijenti su svi cijeli brojevi ili polovine neparnog cijelog broja (mijesanje koeficijenata nije
dozvoljeno).

Skup svih Hurwitzovih cijelih brojeva oznacavamo:

1
H:{a+bi+cj+dkEH,a,b,c,dEZVa,b,c,d€Z+5}.

Hurwitzovi cijeli brojevi se mogu zapisati i na sljede¢i nacin:

l+i+j+k

> +Bi+Cj+Dk=a+bi+cj+dk

gdje su A,B,C,D € Z. Ovisno je li A paran ili neparan, koeficijenti a, b, c,d su cijeli
brojevi ili polovine neparnih brojeva.

Lako se pokaze da je skup H zatvoren za zbrajanje i mnoZenje kvaterniona, dakle H je
potprsten od H. Hurwitzovi kvaternioni se naj¢es¢e oznacavaju slovima grckog alfabeta.

Definicija 4.1.2. Hurwitzov cijeli broj a je Hurwitzov prost broj ako se a ne moZe napisati
kao produkt dvaju Hurwitzovih cijelih brojeva strogo manje norme.

Propozicija 4.1.3. Norma Hurwitzovog kvaterniona je cijeli broj.

' Adolf Hurwitz (1859-1919), njemacki matematicar

24
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Dokaz. Nekajea € H. Tadaje @« = a + bi + cj + dk zaneke a,b,c,d € Z ili
a = %+%i+%j+%’kzanekeneparnea’ =2l+1,0' =2m+1,c’ =2n+1,d =2p+1 € Z.
Tada je:

N@)=d*+b*+*+d*eZ

N@) a’2+ b’2+ c’2+ d'\
a)=\|— e — _

2 2 2 2
72 b/2 72 d/2
i a Tty

2 2 2 2

2l+1) +(2m+l) +(2n+1) +(2p+1)

4 4 4 4
AP+ A+ 1 +AmP +Am+ L+ AP +An+ 1 +4pP +4p + ]
B 4
A PHl+mrmen’+n+pi+p+ 1)
- 4
=P+l+m*+m+n’+n+p*+p+1€eZ

ili

Definicija 4.1.4. Hurwitzov kvaternion norme 1 je jedini¢ni Hurwitzov kvaternion.

Jedini¢nih Hurwitzovih kvaterniona ima kona¢no mnogo. Naime, ako je @ = a + bi +
cj + dk jedini¢ni Hurwitzov kvaternion, postoje sljedece dvije moguénosti:

1. ako su a, b, c,d € Z, tada jedan od brojeva a?, b?, ¢?, d* mora biti 1, a ostali 0,
2. akosua,b,c,d € Z + %, tada svaki od brojeva a?, b*, ¢?, d*> mora biti ‘—1‘.

Za prvu mogucnost imamo 8 razliCitih jedini¢nih Hurwitzovih kvaterniona: +1, i, +J, £k,
odnosno 16 razlic¢itih kvaterniona za drugu moguénost: i% L E- '5‘

Lema 4.1.5. Neka je « € H. Tada je « invertibilan u prstenu H ako i samo ako je a
Jjedinicni Hurwitzov kvaternion.

Dokaz. Pretpostavimo da je « invertibilan u prstenu H. Dokazat ¢emo da je norme 1. Po
pretpostavci postoji S € H takav da je a8 = fa = 1, odakle slijedi da je

N(ap) = N(1) = 1,

= N@NP@) = 1 gdje su N(@), NB) € Zso,
= N(a) = N(B) = 1.
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Posebno, N(a) = 1 pa je e jedini¢ni Hurwitzov kvaternion.

Pogledajmo drugi smjer. Neka je a jedini¢ni kvaternion, stoga je @ € H\{0}, odnosno
a je invertibilan u H. Pritom je

. a —
=——=acH
Na)
Dakle, @ ! je inverz od @ u H. O
Za Hurwitzove cijele brojeve vrijedi teorem o dijeljenju s ostatkom.

Teorem 4.1.6. Za a, 8 € H\{0} postoje u, p € H, N(p) < N(B) takvi da vrijedi a = u-+ p.

Dokaz. Nekaje ™! = a+bi+cj+dk € Hzaneke a,b,c,d € R.
Odaberemo a’, b, c’,d" € Z takve da vrijedi:

1 1 1 1
—d| <, b=-V|<,le=c|< 5, ld-d| < <.
la a|_2| | 2Ic | 2| | >

Definiramo yy :=a’ +b'i +c’'j+d'k € H.
Primijetimo da vrijedi sljedece:

N@B ™' =) =Na+bi+cj+dk)— (@ +Vi+cj+dk) =
Na-d +b-b)i+(c—-c)j+(d—-d)k) =
(a-adyY+b-b)Y+(Cc-c)Y+d-d) =
la—aP+b-bP+lc—cP+1d-dP <

1 (1Y (1) (1Y
(5) +a) ) ) -
Razlikujemo dva slucaja.
e Akoje N(aB! —u;) < 1 stavimo:

M=, pi=a—p.

Ocitosupu,p e Hivrijedia =u -8+ p.
Takoder, imamo:

N(p) = N(a@ — u8) = N((af™" = u1)B) = N(@B™' — 11 )N(B) < N(B).
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e Akoje N(aB! —u;) = 1, tada je:
’ ’ ’ ’ 1
|a—a|:|b—b|:|c—c|:|d—d|:5
1
=>a—a',b—b',c—c',d—d'€{ii}

1
= a,b,c,d€Z+§

=af ' =a+bi+cj+dkecH.
Stoga moZemo staviti i := @B8~' i p := 0. Naime, za ovako definirane u i p vrijedi

uB+p=(@BHB+0=a,
N(p) = N(0) = 0 < N(B),

¢ime je dokaz zavrSen.

O

Primjer 4.1.7. Neka su « = 4j + 1 i B = 2k Hurwitzovi cijeli brojevi. Prateci dokaz

teorema pokazZimo da za njih vrijedi teorem o dijeljenju s ostatkom.
Najprije racunamo:

-1 1 -1
Cl'ﬁ_l :(4j+ 1)(7k) = —2i—§k:a:O,b: -2,¢=0,d = 7

TraZimo u; = a’ + b'i + c’'j + d'k takav da su koeficijenti a’,b’,c’,d’" € 7 i da vrijede
nejednakosti:

1 -1 1
—-d|l < = —<d < - ! =
la a|_2:>2_a_2:>a 0,

1 -1 1 -5 -3
b-b|<—-=—<-2-bV<-—=>—<b<—=b==2
b-blss=F= ST st En 7 ’
| '|<1:_1<’<1:>'—0
C C_2 2_(3_2 c =0,
\d d/|<1=>_1< L v<loico<osa=o

=272 7 2 ) -0 -

2

= U = - ]
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Racunamo normu:
N(a,B_l— )—N—i—lk-ki—N _lk_l<1
) = 2 2il = = .

Dakle, moZemo staviti u := p; = —2i,
p=a—-—wB=4j+1+2i-2k=4j+1-4=1.
Tada je « = =2i -2k + 1.

Buduci da je mnoZenje kvaterniona opcéenito nekomutativno u prstenu H, razlikujemo
desnog i lijevog djelitelja.

Definicija 4.1.8. Kazemo da je 6 € H desni djelitelj Hurwitzovog cijelog broja a ako je
a=vyozanekiy e H.
Ako «, 8 € H imaju zajednickog desnog djelitelja 6 € H, onda vrijedi:
a =0, B = €d za neke y, e € H.

Nadalje, ako je ¢ desni djelitelj Hurwitzovih kvaterniona « 1 8, tada je ¢ takoder desni
djelitelj ostatka p pri dijeljenju a s S:

a=puB+p=p=a—-puB="y0—pues = (y — ue)d.

Definicija 4.1.9. Neka su «, 8 € H\{0}. Desni najveci zajednicki djelitelj od a i 8 je desni
djelitelj 6 od a i B sa sljedecim svojstvom: svaki desni djelitelj v od « i B desni je djelitelj
od 6.

Lema 4.1.10. Neka su a,8 € H\{0}. Neka su 6 i &’ desni najveci zajednicki djelitelji od a
i 8. Tada postoji jedinicni Hurwitzov kvaternion w takav da je 6’ = wd.

Dokaz. 1z definicije d.1.9]slijedi da je § desni djelitelj od ¢’ i da je &’ desni djelitelj od 6,
dakle postoje w, w’ € Htakvidaje ¢’ = wd16 = w'd’.
Imamo

0 =wd =wdodd,

odakle mnoZenjem zdesna s ¢! slijedi da je

dakle
N(w)N(w') = 1.
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S obzirom da su N(w)N(w’) € Zsy, slijedi
N(w) =N =1,

dakle w 1 w’ su jedini¢ni Hurwitzovi kvaternioni.
Kako je 6" = wd ovo dokazuje tvrdnju. O

Lema4.1.10 pokazuje da je desni najveci zajednicki djelitelj 6 od a, 8 € H\{0} jedins-
tven do na mnoZenje jediniénim Hurwitzovim kvaternionom. Pomalo neprecizno (jer ¢
nije jedinstven), oznacavat ¢emo ga s

desni NZD(a, ).

Njegova egzistencija moZe se dokazati pomocu Euklidova algoritma:

Teorem 4.1.11. (Euklidov algoritam za Hurwitzove kvaternione) Neka su o, € H\{0}.
Uzastopnom primjenom teorema o dijeljenju s ostatkom u H dobivamo niz jednakosti

(N1) a=wp+p, 0<N(p1) <NP),
(N2) B = map1 + pa, 0 < N(p2) < N(p1),
(N3) P1 = Hsp2 + ps, 0 < N(p3) < N(p»),
(Nw) Pn-2 = MnPn-1+ Dns 0 <N(pn) < N(pn-1),

(Nn+1) DPn-1 = Mn+1DPn-

Vrijedi
desni NZD(a,8) = p,, 4.1)

dakle desni NZD(a, B) je posljednji ostatak razli¢it od nule.

Dokaz. Primijetimo najprije da je niz jednakosti (N;); konacan (tj. nakon konaéno mnogo
dijeljenja s ostatkom dobivamo ostatak 0) jer je niz (N(p;)) strogo padajuci niz u Zs, pa je
nuzno konacan.

Dokazimo sad (.1). Po definiciji trebamo dokazati:

1. p, je desni djelitelj od i S.

2. Svaki desni djelitelj vy od a 1 8 desni je djelitelj od p,.
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Dokaz 1:

Iz (N,1) slijedi da je p, desni djelitelj od p,_;. Nadalje,

Ny T .
= p, je desni djelitelj od p,_; 1 p,—2,

I

P je desni djelitelj od p,—> 1 p,-3,

ﬂz
5

pn je desni djelitelj od p; i py,
pn je desni djelitelj od p; 16,

e

pn je desni djelitelj od S 1 «,

pa je prva tvrdnja dokazana.

Dokaz 2:
Neka je y desni djelitelj od « 1 8. Implikacije povlale
N . c g qe, 1 .
— v je desni djelitelj od S 1 py,
=y je desni djelitelj od p; i pa.
Ny . © g e 1 .
= v je desni djelitelj od p,_; i p,,
¢ime je teorem dokazan. H

Lema 4.1.12. Neka su a, 8 € H\{0}. Tada postoje u,v € H takvi da je
desni NZD(a, B) = pua + vi.

Dokaz. Sjetimo se da vrijedi (4.1). Uz oznake iz teoremad.1.11] iz jednakosti (N,) vidimo
da je
Pn = Pn-2 = HnPn-1,
dakle
desni NZD(a, ) = 61pn_2 + €1Pn-1 4.2)
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za neke 01, ¢ € H.
Sada izrazavanjem p,_; iz jednakosti

(Np-1) Pn-3 = Hn-1Pn-2 + Pn-1
i uvrStavanjem dobivenog izraza u (#.1)) dobivamo

desni NZD(a,B) = 61pp-2 + €1(Pn-3 — Hn-1Pn-2)
= €1pn—3 + (01 — €14p—1)Pn—2,

dakle
desni NZD(a,B) = 02pn-3 + €pn> Zaneke 6;,6 € H.
N
= desni NZD(a,fB) = 6,-2p1 + €,-2p> zaneke 0,,,€,., € H,
N,
— desni NZD(a, ) = 6,18 + €1 p1 za neke 6,1, 6,1 € H,
N
= desni NZD(a,B) = 6, + €8 za neke 6,, €, € H
Sto dokazuje tvrdnju. O

Primjer 4.1.13. Odredimo pomocu Euklidovog algoritma desni NZD(2j + 8k, —4 + 2j).

Oznacimo a :=2j+ 8k, := -4 + 2].
1. korak: Kao u dokazu teorema podijelimo « s B s ostatkom. Imamo

. B o421 4 2. 8
—a-E_—j+sk = 4oi-Zj- ok
of " =g =@ =gt gimgimg

Buduéi da koordinate od af~" nisu sve u % + 7Z, za kolicnik u, moZemo uzeti kvaternion s
cjelobrojnim koordinatama koje su najblize moguce odgovarajuéim koordinatama od af5™",

dakle stavimo
M1 = i—2k

pa je ostatak p, dan s
pr=a—-wf=2j+8k) —({—-2k(—4+2))=2j-2k.
Dakle, jednakost (N1) u ovom primjeru glasi:

2j+8k = (i — 2k) - (—4 + 2) + (2 — 2k).
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2. korak: Podijelimo B s p, s ostatkom. Imamo

i 242k 11
PL__(4qqp)2l T :
N(p1)

Kao u 1. koraku za kolicnik p, moZemo uzeti kvaternion s cjelobrojnim kooridnatama koje
su najblize moguce odgovarajucim koorinatama od Bp;', dakle bilo koji od kvaterniona

p' =B

j—k, 1+j—-k i+j-k 1+i+j-k
Stavimo primjerice
Ho=j—k
pa je ostatak p, dan s
pr=B—popr =-4+2j-(-k(2j-2k) =2
Prema tome, jednakost (N,) u ovom primjeru glasi:
—4+2j=((—k) - (2j—-2k)+2j.

3. korak: Podijelimo p, s p, s ostatkom. Imamo

P2
N(p2)

L =2j ,
pipy =P 2(2]—2k)T]:1—l€H

pa moZemo staviti
M3 = 1-1
pP3 = 0.
Dakle, jednakost (N3) u ovom primjeru glasi:
2j=2k=(1-i)-2j+0.
Kako je p3 = 0 ovime je Euklidov algoritam zavrSen. Prema teoremu

desni NZD(a,B) = p, = 2j.

Teorem o Cetiri kvadrata

Kako bismo dokazali Lagrangeov teorem o Cetiri kvadrata, iskazat ¢emo 1 dokazati neko-
liko pomo¢nih tvrdnji potrebnih za dokaz samog teorema.

Propozicija 4.1.14. Neka je p € R Hurwitzov prost broj. Ako p dijeli produkt Hurwitzovih
cijelih brojeva « - B, tada p dijeli « ili p dijeli S.
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Dokaz. Pretpostavimo da p ne dijeli @, a dijeli @ - 8. Tada su p i « relativno prosti, tj.
1 =desni NZD(p, @) = up + va, za neke u,v € H.

Mnozenjem zdesna dobivamo

B = upp + vap.
Kako p ocito dijeli upB i po pretpostavci p dijeli vap, tada p dijeli i lijevu stranu, odnosno
p dijeli .
Analogno se dokaze za pretpostavku da p ne dijeli 8, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 4.1.15. (Uvjet teorema o cetiri kvadrata) Neka je p prost broj koji nije Hurwit-
Zov prost broj, tada:

p:a2+b2+c2+d2zanekea,b,c,d €.

Dokaz. Neka je p = p + 0i + 0j + Ok prost broj koji nije Hurwitzov prost broj. Tada ga
mozemo faktorizirati na sljedec¢i nadin:

p=ap
gdjesua = ap+ aji +axj+ azsk 18 = by + bii + byj + b3k dva Hurwitzova kvaterniona

norme strogo vece od 1. Norme kvaterniona p, @, 8 su cijeli brojevi. Dakle, imamo:

N(p) = p* = N(@B) = N(@)N(B),

pri cemu su N(a) > 11 N(B) > 1 cijeli brojevi. Prema tome, obje norme N(a) i N(B)
jednake su p. Tada imamo:

p=N@) =d+a+d;+a,

¢ime je tvrdnja dokazana u slucaju kad @ ima cjelobrojne koeficijente.
Ako je a kvaternion koji za koeficijente ima polovine neparnih cijelih brojeva, mozemo
.o .. . . . . . T e _ l*ixjrk
ga zamijeniti drugim Hurwitzovim kvaternionom na sljedeci nacin. Izaberemo w = ——-—
tako da y := w + @ ima parne cjelobrojne koeficijente. Tada je @ = vy — w, odnosno

p=N@) =G -w)(y-w)
=¥ - 0w oy —w)
= (yw - D(wy - 1)
= N(wy - 1),

gdje w ima polovine, a y ima parne koeficijente. Samim time @ - vy ima cjelobrojne koefi-
cijente, odnosno i @ = w - y — 1 ima cjelobrojne koeficijente. m|
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Propozicija 4.1.16. Neka je p neparan prost broj. Tada postoje x,y € Z takvi da p dijeli
1+ x>+~

Dokaz. Promotrimo brojeve

02 1222 p_12
’ ) P 2 .

Nikoja dva medu njima nisu kongruentna modulo p. Jednako vrijedi i za brojeve

2
-0 -1-1%-1-2%,...,—1 —(E) .
2
Ovdje smo naveli ukupno ”T“ + ’%1 = p + 1 brojeva pa po Dirichletovom principu dva
medu njima daju isti ostatak pri dijeljenju s p. Sto znaéi da postoje x,y € {0, 1,2,..., pT_l}
takvidaje x> = =1 —y*> (mod p),tj 1+ x> +y* =0 (mod p). o

Propozicija 4.1.17. Neka su a,, by, cy,dy,as, by, ¢y, d, € Z. Tada je
(@i +b+c+d})(B+ b3+ G +d3)=A+ B+ C* + D
zaneke A,B,C,D € Z.

Dokaz. Definiramo Hurwitzove kvaternione o, € H, « = a; + byi + c1j+diki1 B =
a + byl + C2j + dyrk.
Ocito je
af=A+Bi+Cj+ Dk
zaneke A, B, C, D € Z. Prema propoziciji [3.1.14]imamo

N(a)N(B) = N(ap),

tj.
(a%+b%+c%+d]2)(a§+b§+c§+d§) =A*+B*+C*+ D?,
Sto dokazuje tvrdnju. O

Teorem 4.1.18. (Lagrangeov teorem o Cetiri kvadrata) Svaki prirodan broj n se moZe pri-
kazati kao suma kvadrata Cetiri cijela broja, tj.

n=A>+B*+C*+D* zanekeA,B,C,D€Z.
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Dokaz. Prema propoziciji 4.1.17| produkt dva broja koja su sume Cetiri kvadrata je suma
Cetiri kvadrata cijelih brojeva. Kako se svaki prirodan broj na jedinstven nac¢in moze pri-
kazati kao produkt prostih brojeva, preostaje nam teorem dokazati za sve proste brojeve.

Bududi da je 2 jedini paran prost broj i da ga je moguée zapisati kao 2 = 0>+0?+1%2+12,
vidimo da teorem za njega vrijedi. Preostaje nam dokazati da se svaki neparan prost broj p
moze prikazati kao suma Cetiri kvadrata.

Prema propoziciji svaki neparan prost broj p dijeli sumu 1 + x?> + y* za neke
X,y € Z. Faktorizirajmo tu sumu u produkt Hurwitzovih cijelih brojeva:

1+x2+y2:(l—xi—yj)(1+xi+yj),

prema tome p dijeli 1 ovaj produkt. Ako je p Hurwitzov prost broj, tada prema propoziciji
4.1.14]slijedi da p dijeli 1 — xi — yj ili p dijeli 1 + xi + yj. No, nijedna od tih tvrdnji nije
tocna jer niti jedan od brojeva

Lo
1ox yj L oxi yj

p p pPp P P

nije Hurwitzov cijeli broj. Stoga, na$ proizvoljan neparan prost p nije Hurwitzov prost
broj pa prema propoziciji slijedi da se p moze prikazati kao suma Cetiri kvadrata.
Preciznije,

p= a* +b*+c* +d* zanekea,b,c,d €Z.

Ovime smo pokazali da se svaki prirodan broj n moZze prikazati u obliku sume cetiri kva-
drata cijelih brojeva:

n=A*>+B>+C?>+D* zaneke A,B,C,D € Z.

4.2 Kvaternioni i rotacije

Vektorski zapis kvaterniona

Dosad smo vidjeli dva razlicita zapisa kvaterniona g € H, opc¢i zapis g = a+ bi + cj + dk te
zapis pomocu 2 X 2 kompleksnih matrica. U ovom poglavlju kvaternion g prikazat cemo
kao zbroj skalara i vektora na sljedeci nacin:

g=a+bi+cj+dk=a+q,

gdje je a skalarni (realni) dio, a q = bi + cj + dk vektorski dio kvaterniona q.
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Definirajuci kvaternione na ovaj nacin, svaki kvaternion ¢ € H oblika ¢ = a + 0i +
0j + Ok = a moZemo identificirati s realnim brojem. Takve kvaternione zovemo realni
kvaternioni. Jasno je da je produkt realnih kvaterniona realan kvaternion te da je mnoZenje
realnih kvaterniona komutativno i asocijativno.

Definicija 4.2.1. Kvaternion oblika q = bi + cj + dk naziva se vektorski (imaginarni)
kvaternion. Skup

I(H) = {bi+ cj+ dklb,c,d € R} = {g € H|g + q = 0}
naziva se skup imaginarnih kvaterniona.

Skup vektorskih kvaterniona od&ito je potprostor od H izomorfan sa R3, tj. J(H) = R?.
Prema prethodno navedenom, prostor kvaterniona moze se predstaviti kao:

H=ReJIMH) =ReR’.

Produkt realnog i vektorskog kvaterniona je vektorski kvaternion. Takvo mnoZenje je
komutativno jer prema definiciji mnoZenja kvaternioni komutiraju sa skalarima.

Skalarni i vektorski produkt kvaterniona

Definicija 4.2.2. Skalarni produkt kvaterniona q; = ay + byi + ¢, j+diki g = ar + byi +
¢y + dok je realan broj definiran na sljedeci nacin:

9192 + 241

q10q=ajay +bby +cicy +didy = 5

Definicija 4.2.3. Vektorski produkt kvaterniona q,,q> € 3(H) je kvaternion

q1 X gz = >

Buduci da smo prostor J(H) identificirali s vektorskim prostorom R?, tako vektorski
produkt imaginarnih kvaterniona predstavlja vektorski produkt odgovarajuéih vektora u R?.
Prema tome, njegovu definiciju moZemo zapisati i pomocu determinanti. Dakle, vektorski
produkt kvaterniona g; = byi + ¢1j + dik, g, = byi + ¢3j + dok € I(H) je:

ik
G Xqy=1|b1 c1 di|=(c1dr — c2d))i — (bidy — bady)j + (bicy — bycy)k.
by ¢ dy
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Poznavajuci skalarni i vektorski produkt kvaterniona, mozemo izvesti elegantniju for-
mulu za mnoZenje dva kvaterniona. Prema definiciji[3.1.4lumnozak kvaterniona ¢, i g, dan
jes

q1-q2 = (a1 + bii + ¢1j + dik)(az + bai + c2j + dak)
= (a1a2 — b1by — c1¢2 — didy) + (a1by + bray + ¢1dy — dic2)i
+ (d]C2 — b1d2 + ciap + d]bz)] + (d]dz + b1C2 - C]b2 + dlaz)k.

Ako kvaternion ¢, zapiSemo kao g, = a; + q; , a kvaternion ¢, kao ¢, = a» + q2, gdje su
q1 = bii+c1j+dikiqy = byi+cyj+dyk, tada umnoZzak g, - g moZemo zapisati na sljedeci
nacin:
q) g2 = a1ay — (b]bz + cicy + d]dz) + Cll(bzi + Czj + dzk) + ag(l’)li + C]j + d]k)
+ (c1dy — ¢2d)i + (brdy — b1db) j + (bicy — bacy)k.

=aia —q1°qz +aiqz +aq +qi X qa.

Specijalno, ako su g1, g, € I(H), odnosno ako su a; = a, = 0, tada je

q1-92=—q1°qz2 + q1 X Q2. (4.3)
Produkt dva vektorska kvaterniona je op¢i kvaternion, osim u dva posebna slucaja:

e ako su vektori q; i q, kolinearni, onda je produkt ¢, - g, realni kvaternion oblika
—q1 °©q2,

e ako su vektori q; 1 q, okomiti, onda je produkt g; - g, vektorski kvaternion oblika
q1 X Q2.

Definicija 4.2.4. KaZemo da su kvaternioni q,,q, € H paralelni ako su njihovi vektorski
dijelovi kolinearni, tj. ako vrijedi q; X qz = 0.

Definicija 4.2.5. KaZemo da su kvaternioni q,,q, € H okomiti ako su njihovi vektorski

dijelovi okomiti, tj. ako vrijedi qq o ¢ = 0.

Jedini¢ni kvaternioni

Definicija 4.2.6. Kvaternion q = a + bi + cj + dk € H kod kojeg vrijedi
N@=a+b +3*+d* =1,

nazivamo jedinic¢ni (normirani) kvaternion.
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Lema 4.2.7. Svaki jedinicni kvaternion q = a + bi + cj + dk moZe se prikazati u obliku
q = cos¢ +usin g,
gdje je u jedinicni vektorski kvaternion, a ¢ € [0, r].
Dokaz. RazloZimo kvaternion ¢ na skalarni i vektorski dio na sljedeéi nacin:
q9=40+4q,

gdjesuqgo =aiq=>bi+cj+dk.
Kako je g kvaternion norme 1, moZemo pisati

g +lal’ = 1.
Prema tome postoji kut ¢ takav da vrijedi
o = cos’ ¢, gl = sin’ ¢.
Odnosno, postoji jedinstven kut ¢ € [0, 7] takav da
go = cos¢, |q| = sin¢.
Dakle, svaki jedini¢ni kvaternion ¢ moZe se zapisati u obliku
q = cos¢ +usin g,

gdjesuu € Hi ¢ € [0, 7] odredeni uvjetima

. %, ako je q # 0,
proizvoljan jedini¢ni kvaternion, ako jeq =0
i
cos¢ = qo
sing = |ql.

Obratno, imamo sljedecu lemu:

Lema 4.2.8. Neka su u jedinicni vektorski kvaternioni ¢ € R. Tada je q := cosp+using €
H jedinicni kvaternion.
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Dokaz. Imamo
N@=q-q
= (cos¢ +using) (m)
= (cos ¢ + usin¢) (cos ¢ + usin ¢)
= oS ¢ + U sin ¢ cos ¢ + usin ¢ cos ¢ + uu sin’ ¢
= oS’ ¢ + sin’ ¢ + sin ¢ cos P(u + U)
= cos’ ¢ + sin’ ¢
= 1.

Rotacije

Pomocu jedini¢nih kvaterniona opisujemo rotacije vektora u prostoru. Sjetimo se (vidi
poglavlje[I) da je skup
2 - -
V2= {bi+cj+dk: b.c.deR]|
vektora u prostoru trodimenzionalni realni unitarni prostor sa skalarnim produktom o :
VIx V3SR,
N

(bll—.)-l- C17+ dll?) . (bz?-l- C27+ dzk) = blbz +cicr +dids,

pripadnom normom ||-|| : V3 = Ry,

Hb1?+ c1j+ dll?“ = b+ + d

i vektorskim produktom x : V3 x V3 — V3,

- - — - - - ? ‘7 E - - -
(b7 + 1]+ dik)X(bai + c2f + dok) = by ¢ )| = (c1da—cady)i—(brdy—bady) j+(brca=bac) )k,
b2 Cy dz
bi,c1,di, by, c2,dy € R.
Iz nas$ih definicija jasno je da vrijedi:
Lema 4.2.9. Pravilo
bi+cj+dk— bi+cj+dk, b,c,deR (4.4)
definira unitarni izomorfizam
V35 JH)

koji ¢uva vektorski produkt.
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Lema pokazuje da korespodencijom (#.4) mozemo identificirati vektore u pros-
toru s vektorskim kvaternionima. Pritom skalarni i vektorski produkt ostaju ocuvani. Na-
dalje:

Lema 4.2.10. Neka je v € V3 = 3(H). Tada je v jediniéni vektor u V> (tj. ||v|| = 1) ako i
samo ako je v jedinicni kvaternion.

Dokaz. ZapiSimo
v=>bi+cj+dk = bi+cj+dk,

gdje su b, ¢, d € R. Imamo sljedeéi niz ekvivalencija:
M=1 = VR2++d=1 = P+ +d*=1 & N =1.
Ovo dokazuje tvrdnju. O
Najprije promotrimo rotaciju okomitog vektora oko jedini¢nog vektora.

Lema 4.2.11. Neka su u jedini¢ni vektorski kvaternion (tj. jedini¢ni vektor u V3)i ¢ € R.
Neka je v € 3(H) = V? takav da vrijedi v L w. Oznacimo

qg=cos¢+using € H.

Tada je vektor
qv = (cos¢ +using)v = vcos¢ + uvsing 4.5)

rotacija vektora v za kut ¢ oko a u pozitivnom smjeru.

Dokaz. Oznac¢imo

Po formuli (4.3) vrijedi
vV =—uov+uxv.

Iz okomitosti ui v slijedi da jeuov = 0, dakle v = u X v. Prema tome, V" je vektor duljine

. .

[ul - [v|-[sin£(u,v)| = 1-|v[-[sin 5‘ = |v|

koji je okomit na u i1 v i ima jednaku orijentaciju u odnosu na u i v kakvu ima vektor Ku
2. 2 . . 9. . ..

odnosu na ii j. Sa sliked.1{vidimo da je rotacija R,v vektora v za kut ¢ oko u dana s:

4

v .
— +|v[sing - —
vl V|

cos¢-v+sing -V

Rgv = |v|cos ¢ -

]

qv.
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(3

v|sing,

¢

vl coso

ol )

1

Slika 4.1: Rotacija vektora v za kut ¢

Lema 4.2.12. Neka su q1,q> € 3(H) medusobno okomiti. Tada je

q192 = —q2q1.

Dokaz. Prema (@.3)) imamo:

9192 = —q1°92+ q1 X q>
=q1Xq2
= —q2 X (g
=—(—q2oq1+q2Xq1)
= —q291.
O

Lema 4.2.13. Neka su u jedini¢ni vektorski kvaternion i ¢ € R. Neka je v € J(H) = V3
takav da vrijedi v 1L u. Oznacimo

g =cos¢+using € H.

Tada je vektor
vg~' =vcos¢ +uvsing

rotacija vektora v za kut ¢ oko a u pozitivnom smjeru, gdje je g~ inverz kvaterniona q.
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Dokaz. Prema lemiN (q) = 1, stoga je inverz g~' dan s:

-1_ 49
N(g)

MnoZenjem i primjenjivanjem leme imamo

=g =cos¢+using = cos¢ —usin¢.

vg~' = v(cos ¢ — usin ¢)
= vCcos¢ — vusin g
= VoS ¢ + uvsin .

Sto prema lemi predstavlja rotaciju vektora v za kut ¢ oko u u pozitivhom smjeru.
m|

Korolar 4.2.14. Neka su u jedinicni vektorski kvaternion i ¢ € R. Neka je v € J(H) = V3
takav da vrijedi v L u te neka su

g=cos¢+using € H

g '=cosp—using € H
njegov inverz. Tada je vektor
qvq”
rotacija vektora v za kut 2¢ oko u u pozitivnom smjeru.
Vidjeli smo kako operacija gvg™' rotira okomiti vektor v oko jedini¢nog vektora u.
Promotrimo sada rotaciju proizvoljnog vektora v € J(H) = V? oko jedini¢nog vektora u.

Teorem 4.2.15. Neka su u jedinicni vektor u V> (1j. jedinicni vektorski kvaternion) i ¢ € R.
Neka je v € 3(H) = V3. Definiramo

g =cos¢+using € H.
Tada je vektor
gvg”' € I(H) = V?
rotacija vektora v oko u za kut 2¢ u pozitivnom smjeru.

Dokaz. Prikazimo vektor v kao zbroj vektora w kolinearnog s u i vektora » okomitog na u
kao Sto je prikazano na slici 4.2,
Iz trigonometrije pravokutnog trokuta odredenog vektorima v, r i w slijedi da je

il

cosp = m = |w|=cosp-|v|=cosg-|v|:-|lul=vou,
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gdje je ¢ := L(u,v).
Dakle,
v=w+r

=(owu+ (- (vouwu).

Ocito je w kolinearan s u. Dokazimo da je r okomit na u:
rou=(@w-(vowuou=vou-(vou(uou)=vou-(vouu=0.

Neka je Ry : V2 — V7 linearni operator rotacije oko vektora u za kut 2¢ u pozitivnom
smjeru. Tada je
qvg” =qw+ng" = qwg +qrq .

Kako je w || u, vrijedi w = au za neki @ € R pa imamo

qvq_l = q(a/u)q_l = aquq_l auqq_l =au=w= R2¢W’

gdje treca jednakost vrijedi jer je

qu = (cos p+using)u = cos p-u+using-u = ucos p+u-using = u(cos p+using) = ug.

(4.6)
Prema lemi iz r L uslijedi daje grg™" = Ryyr.
Stoga, zakljuCujemo da je
qvq_1 = Rygw + Royr = Ryy(W + 1) = Ryyv,
¢ime je teorem dokazan. O

Slika 4.2: Rotacija vektora v za kut 2¢
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Sazetak

U ovom radu izloZena su osnovna svojstva algebre kvaterniona i dvije njene primjene. Prva
primjena je dokaz Lagrangeova teorema o Cetirima kvadratima, prema kojemu se svaki
prirodan broj moze prikazati kao suma kvadrata Cetiriju cijelih brojeva. Druga primjena je
prikaz rotacija u R? pomodu kvaterniona.



Summary

In this thesis, the basic properties of the quaternion algebra and its two applications are
presented. The first application is the proof of Lagrange’s four-square theorem, according
to which every natural number can be written as the sum of four integer squares. The
second application is representing rotations in R? using quaternions.
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