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Uvod

U ovom radu bavimo se algoritmima za korekciju CAD modela tanokstijene strukture u
postupku automatskog generiranja i¢anog modela modeliranog tijela. Cesto se dogada da
su CAD modeli odredeni triangulacijama, kao Sto su stereolitografska (STL) triangulacija.
U takvoj triangulaciji ploha je odredena kolekcijom trokuta koji su odredeni njithovim vr-
hovima te jedini¢nim vektorom normale. Zbog greSaka u geometrijskom modeliranju kod
takvog opisa ploha se Cesto javljaju tanki isjecci, odnosno trokuti s iznimno malim kute-
vima. Izbjegavanje pojave takvih elemenata trijangulacije uzrokuje poteskoée u konvergen-
ciji algoritmima za automatsko generiranje mreze. Opcenito, elementi loSe kvalitete utjecu
na primjenu numerickih metoda kao Sto su rjeSavanje simulacijske zadace koriStenjem me-
tode konacnih elemenata. Degenerirani elementi negativno utjeCu na kondiciju matrice
sustava (u slucaju da linearne sustave rjeSavamo direktnim metodama kao Sto su LU fak-
torizacija), odnosno otezZavaju konvergenciju iterativnim metodama kao §to su metoda ko-
njugiranih gradijenata. Kvalitetu strukture mreZze mozemo poboljSati koriStenjem metode
ponovnog generiranja mreze koja je tema ovog rada. Na slici (0. 1| vidimo ilustraciju glavne

Y
‘yal%l

AN N #mw
SRR

e

Vi

mgu

SR

7
V4

NEX

/]
/]

y
W7
“t'v‘

N3

\

B

\
A
<IN

N

N A

PANRIIOSNOXRYE
)

g ‘mvm'b“.q?

AR
NNRRANY

A}

N
N

Slika 0.1: Zi¢ani model glave deve i njegova projekcija na jedini¢nu kruznicu S’

zadade ovog rada. Polazeéi od geometrijskog CAD modela devine glave kao plohe u R?
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Zelimo konstruirati (u naSem slu€aju po dijelovima linearno i injektivno) preslikavanje u
domenu u R2. Nakon toga sliku plohe u R?® Zelimo trijangulirati koriStenjem standardnog
robusnog softvera za generiranje triangulacija u ravnini. Korigirani Zi¢ani model plohe
sada moZemo dobiti kao prasliku trijangulacije u R.

U nastavku ¢emo sazeto izloZiti neke aspekte teorije konacnih elemenata koji su po-
trebni za razumijevanje zadaca koje ¢emo promatrati u ovom radu. Takoder, precizirat
¢emo kriterije kvalitete mreZe koji e se koristiti te izloZiti strukturu rada.

Osnovna notacija i definicije

Neka je V realan unitaran prostor sa skalarnim produktom (-, -). Funkcijug : VXV — R
koja je

1. Simetri¢na — g(vq,Vv2) = q(v2,v1), vi, v, € V

2. Linearna u prvom i u drugom argumentu — g(av; + Sv,,v3) = aq(vy, v3) + Bq(va, v3),
Vi, V2, v3 € V, q(v3, avi + fBva) = aq(vs,vi) + Bq(vs, v2), vi, V2, v3 €V

3. Nenegativna—g(v) > 0,v eV

nazivamo realna kvadratna forma. Ako je dan i vektor f € V, tada definiramo apstraktnu
Drichletovu energiju kvadratne forme ¢ i vanjske sile f izrazom

1
EW) = 5q(v.v) = (f.v)

U ovoj definiciji prostor V moze biti konacno ili beskonacno dimenzionalan. Tipicno,
analizirat éemo kvadratnu formu na nekom beskona¢no dimenzionalnom prostoru funkcija
promatrajuci njeno ponasanje na “dobro odabranom” kona¢no dimenzionalnom potpros-
toru. U metodi konacnih elemenata minimiziramo Drichletovu energiju po prostoru po
dijelovima polinomijalnih funkcija.

Definirajmo sada Sto znaci po djelovima polinomijalna funkcija stupnja k € N. U
slu¢aju kada se nalazimo u jednoj dimenziji teselacija intervala S = [a, b] je dana njegovom
subdivizijom a = xy < x; < --- < x, = b. Restrikcije po dijelovima polinomijalne funkcije
na element izabrane teselacije [x;, x;; 1] mora biti polinom najvise stupnja k, a sama funkcija
je globalno neprekidna na S = [a, b]. U slucaju dvodimenzionalnih problema, promatramo
podru¢je S c R? koje mora biti ograni¢eno i imati gladak ili poligonalni rub. Neka je 7~
konacan skup poligona, ili poopcenih poligona (poligoni kojima je najviSe jedna stranica
glatka krivulja a ostale su duZine) koji su u parovima disjunktni odnosno u parovima dijele
najvise zajednicku stranicu ili vrh i za koje vrijedi UreT = S. Za funkciju definiranu na
S kaZzemo da je po dijelovima polinomijalna stupnja k, obzirom na teselaciju 7, ako je
restrikcija funkcije na svaki 7" polinom stupnja k i funkcija je neprekidna na S.
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Prostor po dijelovima polinomijalnih funkcija stupnja 1 je konaénodimenzionalan te je
zadan kao linearna ljuska skupa funkcija oblika, odnosno baznih funkcija. Funkcije oblika
su po dijelovima linearne i poprimaju vrijednost 1 u jednom ¢voru mreze, a u svim ostalima
su 0. Jednostavan primjer funkcija oblika u jednoj dimenziji je sljedeci:

ﬁ, X € [Xp—1, X]
— Xk+1—X
or(x) = ¢ 25, X € [ X |
0 inace.

U dvije dimenzije funkcija oblika je takoder jedan u jednom ¢voru i nula u svim ostalim.
No za razliku od jednodimenzionalne situacije, ona Ce biti nenula u svim onim elementima
teselacije T koji diraju ¢vor u kojem je bazna funkcija 1. Primjer u dvije dimenzije vidimo
na sljedecoj slici.

e are,

TR

9?2’#"?‘5? ég;;‘
ravaly,

LRRLIIL
i =

Slika 0.2: Bazna funkcija prostora po dijelovima linearnih funkcija na teselaciji kvadrata u
istokracne pravokutne trokute.

Neka je sada {¢; : i =1,---, N} skup baznih funkcija vezanih uz triangulaciju 7. Mi-
nimum Dirichletove energije na njihovoj linearnoj ljusci, tj. na prostotu V = span{yp; : i =
1,---, N} je funkcija

N
u= Z ai@; (1)
i=1
pri ¢emu koeficijente a;, i = 1,--- , N dobivamo kao rjeSenje linearne jednadzbe
a1 - qlenen) |[ar]  [(e1, )
qlen-1) -+ qlen,en)llan]  Lgns f)

Ovdje smo dodatno pretpostavili da je forma g pozitivno definitna, odnosno da postoji
0 > 0 takav da je g(v,v) > 6(v, v). Definirajmo sada matricu K;; = q(¢;, ¢;), 1, j=1,--- ,N.
Ovu matricu nazivamo matrica krutosti forme g.
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Metoda Lagrangeovih multiplikatora

Problem trazenja uvjetnog ekstrema funkcije u ovom radu rjeSavamo metodom Lagrange-
ova multiplikatora. Kako bismo nasli minimum funkcije f(x) € C'(R", R) koja zadovoljava
uvjet g(x) = 0, g € C'(R", R™), definiramo Lagrangeovu funkciju

LA ) = f0) = D 4i85(0)

J=1

Teorem 0.0.1. Neka je f(x) € C'(R",R) te g(x) € C'(R",R™). Ako funkcija f ima lo-
kalni ekstrem u x* na skupu g~'(0), tada postoji A* takav da je (x*, 1*) stacionarna tocka
Langrangeove funkcije L.

Da bismo odredili stacionarne tocke, potrebno je rijesiti sustav:
Vit L6 A1, ) = 0,
odnosno tomu ekvivalentno:
{vxﬂx) — 2 AV.gi(x) =0 .
gi(x) =+ = gu(x) =0

U ovom radu ¢emo promatrati funkcije f koje su kvadrati¢ne, a ogranicenja Ce biti za-
dana linearnim funkcijama. Posljedi¢no, trazenje stacionarnih tocaka i jo§ vaznije ekstrema
se za kvadrati¢ne funkcije svodi na rjeSavanje linearnih sustava [[15].

Floydov algoritam

Neka je G = (V, E) tezinski graf, te neka nema negativan ciklus (ciklus kojem je suma
tezina manja od 0). Floydov, odnosno Floyd-Warshallov algoritam nalazi najkraci put
izmedu svakog para vrhova na tom grafu. Neka je |V| = N te neka su vrhovi grafa numeri-

ranis 1,2,..., N. Promotrimo funkciju najkraciPut (i, j,k) koja za dane vrhove grafaii j
vraéa najkraci put iz i do j samo koriste¢i skup vrhova {1,..., k}. Koriste¢i ovu funkciju,
cilj nam je izraunati najkraciPut(i,j,N) za svaki i, j € {1,2,...,N}.

Za svaki par vrhova, najkraciPut(i, j,k) moZe prolaziti kroz vrh k iz i koristeci proce-
duru najkraciPut(i,k,k-1) te iz k do j koriste¢i najkraciPut(k, j,k-1), ili ne prolazi kroz
vrh k, u kojem slucaju je taj najkraci put jednak najkraciPut(i,j,k-1). Sad se nazire re-
kurzivna formula za najkraciPut (i, j,k), uz oznaku da je teZina brida izmedu i i j jednaka
w(i, j):

najkraciPut(i, j,0) = w(i, j)
najkraciPut(i, j, k) = min(najkraciPut(i, j, k — 1),
najkraciPut(i, k,k — 1) + najkraciPut(k, j, k — 1))



SADRZAJ 5

Za Floydov algoritam, inicijaliziramo matricu incidencije D:

Wij ako {l, ]} e E,
Dij =10 ako l:]

oo 1nace

Slijedi pseuodokod za sam algoritam, koji vra¢a matricu D kojoj vrijednost na elementu
D(i, j) oznaCava duljinu najkraceg puta iz i u j na zadanom grafu[1]:
fork=1,...,Ndo
fori=1,...,Ndo
forj=1,...,Ndo
if D(i, j) > D(i, k) + D(k, j) then
D(i, j) = D(i, k) + D(k, j)
end if
end for
end for
end for

Mi ¢emo u ovom radu Floydov algoritam koristiti kako bi pronasli par tocaka na rubu
triangulacije koje su najudaljenije.

Primjer 0.0.2. Slijedi primjer izvedbe Floydovog algoritma na grafu G(V, E) sa slike:
Svaka matrica D;, i = 1,...5 e predstavljati jednu iteraciju po najgornjoj petlji (po k)

Slika 0.3: Tezinski graf G na kojem raCunamo najkrace puteve
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algoritma. Podebljani elementi su elementi koji su u toj iteraciji promijenili vrijednost.

0 1 2 o o 0 1 2 o0 o
1 0 6 oo 4 1 0 3 o 4
D=Dy=]2 6 0 o 5 D/ =12 3 0 o 5
o oo oo 0 3 0o oo oo 0 3
oo 4 5 3 0 co 4 5 3 0
0 1 2 o 5 0 1 2 o 5
1 0 3 o 4 1 0 3 « 4
D,=12 3 0 o 5 D;=12 3 0 o 5
00 oo oo 0 3 00 oo oo 0 3
5 4 5 3 0 5 4 5 30
0 1 2 o 5 012 85
1 0 3 o 4 1 0 3 7 4
Dy=12 3 0 o 5 Ds=12 3 0 8 5
oo o0 o0 0 3 8 78 0 3
5 4 5 30 54530

Implicitno restartani Arnoldijev algoritam

U ovom radu koristimo implictno restartani Arnoldijev algoritma kako bi rijesili generali-
zirani problem svojstvene vrijednosti (GEP) pomocu programskog paketa ARPACK. [11]
Neka je zadana matrica A € C™". Zelimo naéi skalar A € C", x # 0, tako da vrijedi

Ax = Ax.

Takav A zovemo svojstvena vrijednost matrice A, a x zovemo svojstveni vektor pri-
druZen svojstvenoj vrijednosti 4. Ovaj problem nazivamo standardni problem svojstvenih
vrijednosti. Generalizirani problem svojstvenih vrijednosti je:

Ax = ABx

ako je B regularna, moZemo ga svesti na standardni problem na sljede¢i nacin: B~'Ax = Ax.

Arnoldijev algoritam

Definicija 0.0.3. Neka je A € C™" i b € C". Krilovljeva matrica reda i je definirana s
K; = K{(A,b) = [b,Ab, ...,A"'b], a i-ti Krilovijev potprostor K je definiran kao ljuska od
K;, K; = Ki(A, b) = span{b, Ab, . ..,A"'b).

Dakle ako je Ax = b, onda je x € K,(A, b). Ocekujemo da ¢e veé za k << n u prostoru
Ky (A, b) postojati dobre aproksimacije za x.
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Definicija 0.0.4. KaZemo da je n X n matrica H u Hessenbergovoj formi ako je H;; = 0 za
i > j+ 1. H je strogo Hessenbergova ako je H;,;j # 0zasve j=1,...,n— 1.

Arnoldijev algoritam koristi modificiranu Gram-Schmidt metodu kako bi dobio niz or-
tonormiranih vektora takvih da ti vektori ¢ine linearnu ljusku Krilovljevog potprostora K.
On takoder formira gornje Hessenbergovu matricu Hy, €ije se svojstvene vrijednosti ko-
riste za aproksimaciju podskupa svojstvenih vrijednosti poCetne matrice. Matrica Hy je
ortogonalna projekcija matrice A na zadani Krilovljev potprostor te se njene svojstvene
vrijednosti nazivaju Ritzovim vrijednositma. Eksplicitno, za matricu A, vektor b, i broj
koraka k dajemo pseudokod za algoritam:

vy = b/ bl
for stupac j=1 to k do
r=Avy;
fori=1tojdo
I’ll'j = V;-kl"
r=r— V,‘h,‘j
end for
hj+1,j =l
if hj.,; = 0 then
I=j
V= [Vl,...,Vl]
H = (hij)as1yx
STOP
end if
Virl = hj:w.
end for
=k
V=1[vi,..., vl
H = (hj j)is1 4

U matri¢cnom obliku to moZemo zapisati kao:
AVk = Vka + fke,f

Implicitno restartani Arnoldijev algoritam

U implicitno restartanom Arnoldijevom algoritmu radimo vise iteracija nego $to je po-
trebno. Nakon k iteracija dobijemo k aproksimacija za svojstvene vrijednosti. Izdvojimo m
svojstvenih vrijednosti koje su nam od interesa (u nasem sluc¢aju, to su one najblize nekoj
trazenoj vrijednosti). Ostale svojstvene vrijednosti koristimo kako bi napravili pomake u
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matrici H, te na taj nacin smanjili doprinos svojstvenih vrijednosti koje nam nisu od inte-
resa u pocetnom vektoru. Arnoldijev algoritam ne pokrecemo ponovno od prvog koraka,
ve¢ od m-tog, tj. izvrSavamo ga implicitno.
Slijedi algoritam za Implicitno restartani Arnoldijev algoritam, s ulazom (A, V,,,, H,,, f;n)
dobivenim nakon m koraka Arnoldijevog algoritma te tolerancijom zol [[16]]:
fori=1,... do konvergencije do

IzraCunaj o(H,,) 1 odgovarajuce svojstvene vektore
if || .|| < tol then

break
end if
Odaberi p = m — k pomaka (;1(1”’), e yf,,m)) prema o(H,,)
q" =e,

for j=1,2,...,pdo
QR faktorizacija: (Q;,R;) = gr(H,, — ,uTI)

Hm = QmeQ]

Vi = VmQJ

q =q0Q;
end for

fk = vk+1Hm(k + 1’k) + me(m9 k)

Vi=V,(1:n,1:k)

H. =H,1:k1:k)

S pocetkom u AVy = ViH; + fie] Arnoldijevom faktorizacijom, primijeni jo§ p
koraka da bi se dobila nova Arnoldijeva faktorizacija od m koraka: AV,, = V,,H,, + fme,{l
end for

Mjera kvalitete mreze i struktura ovog rada

Efikasan nacin za izgradnju kvalitetnih mreZa za opisane CAD modele je da od inicijalnog
modela izgradimo parametrizaciju koja omoguéava ponovno generiranje mreze od spojenih
isjeCaka.

Parametrizacija plohe ¢e u naSem slucaju biti funkcija koja preslika tocke u domeni
koja je podskup od R? na neki podskup od R?. Razliite parametrizacije ouvaju odnosno
naruSavaju razlicita svojstva poCetne mreze. Stoga, kako bi ih mogli usporedivati defini-
ramo sljedece mjere kvalitete:

Kvalitetu oblika trokutnih mreZza moZemo evaluirati raCunanjem omjera slike za svaki
trokut na sljedeci nacin: za trokut 7" je

unutarnji radius sin @ sin 5 siny

vanjski radius sin& + sinB + sin§
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gdje su &, 3, % tri unutarnja kuta trokuta 7. S tom definicijom, optimalni jednakostraniéni
trokuti imaju « = 1 i ravni degenerirani trokuti imaju k = 0. Promatramo prosjecnu kr
te minimalnu kvalitetu «.,;,. Neka je spr(X) spektralni radijus matrice X, tada je ||A]| =
\/spr(A*A) spektralna norma matrice A. MoZe se pokazati da za matricu krutosti K pri-
druZenu trijangulaciji 7~ vrijedi ocjena ||K||||K~!|| ~ Ch2. Ovdje je h vanjski radijus naj-
manjeg elementa teselacije 7~ a konstanta C ovisi o najvecoj konstanti «;'. Modernu i puno
detaljniju analizu moZete procitati u radu [10].

Istaknimo da je || K||||K~!|| uvjetovanost linearnog sustava Kx = f. Uvjetovanost sustava

mjeri osjetljivost rjeSenja na perturbacije ulaznih podataka. Za neki X vrijedi

llx — I < ||K””K_1”||Kx Al
[lxll A1

Sada je jasno da su matrice krutosti, pa samim time i problemi minimizacije Dirichletove
energije, za one mreze koje imaju elemente s izrazito malim kutevima potencijalno lose
uvjetovani. Korigiranjem mreze nastojimo prekondicionirati (smanjiti loSu uvjetovanost)
problem, Sto je i motivacija za proucavanje algoritama koje ¢emo prikazati — posebno sa
osvrtom na njihovu realizaciju u python okruZenju — u ovom radu.

Neka je [ relativna, obzirom na dano polje Zeljenih veli¢ina elemenata, mjera veli¢ine
brida i. Mjera [” je jedan kada je veli¢ina brida to¢no onolika kolika je definirana po-
ljem Zeljenih dimenzija dikstretizacije (npr definiranih metrickim tenzorom parametriza-
cije plohe), za to¢nu definiciju ove metrike pogledajte [/]. Definiramo indeks efikasnosti
[7] mreze kao eksponencijalnu vrijednost o&ekivane razlike izmedu jedinice i //:

1 &
7[%] = 100 exp[n— Zd,-] .

i=1

Ovdje je d; = I! =1 ako I! < 1,d; = 3 — 1 ako I! > 11 n, je broj bridova u mreZi.
Optimalna mreza je mreza za koju je svaka veli¢ina svakog brida / jednaka 1 tako da je
indeks efikasnosti 7 = 100%. JoS mjerimo 1 brzinu izvrSavanja svake parametrizacije za
danu mrezu.

U prvom poglavlju uvodimo osnovne definicije iz diferencijalne geometrije te uvodimo
baricentri¢ne koordinate kao naCin parametrizacija koordinata tocaka u unutrasnjosti danog
trokuta.

U drugom poglavlju definiramo harmonijska preslikavanja, te uvodimo pojam Diric-
hletove energije koje ona minimiziraju. U treCem poglavlju uvodimo diskretno harmonij-
sko preslikavanje te 3 razliCite parametrizacije plohe s ograni¢enjima na rubu (takozvanim
fiksnim rubom). Prikazujemo njihovu implementaciju u pythonu koriste¢i libigl, numpy i
scipy biblioteke. U Cetvrtom poglavlju prezentiramo preslikavanja otvorenog ruba: konfor-
mno preslikavanje odredeno u smislu najmanjih kvadrata te njegovu alternativu, spektralno
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konformno preslikavanje. U petom poglavlju prezentiramo probleme vezane uz diskretna
linearna preslikavanja, to jest problem osiguravanja injektivnosti samih preslikavanja. U
Sestom poglavlju za obradene parametrizacije prikazujemo primjere te usporedujemo dis-
kretizacije s obzirom na gore definirane mjere uspjeha. Uzimamo 3 testna primjera s do-
voljno velikim brojem vrhova te sa razlicitim brojem rubova kako bismo ilustrirali razliku
u karakteristikama izmedu parametrizacija. Kona¢no, u sedmom poglavlju nudimo smjer-
nice za odabir parametrizacije ovisno o Zeljenim karakteristikama rezultata te komentiramo
moguce primjene i daljnji napredak u ovom podrucju.



Poglavlje 1

Reprezentacija diskretnih ploha

U ovom poglavlju prezentiramo bitne rezultate iz diferencijalne geometrije vezane za pa-
rametrizaciju ploha.

Definicija 1.0.1. Pretpostavimo da ploha S C R? ima parametarsku reprezentaciju:

x(u,v) = (x(u, v), y(u,v), z(u, v))

za toc¢ke (u,v) u domeni R%. KaZemo da je takva reprezentacija regularna ako (i) su ska-
larne funkcije x, y, z glatke, tj. klase C*, i (ii), vektori:

(9_x 0x

= 5

linearno nezavisni u svakoj tocki (njihov vektorski produkt x, X x, nije nula).

- — >
Ako uzmemo u obzir ortonormiranu bazu { i, ], k} vektorskog prostora R? tad se
vektorska funkcija X = X(u,v) zadaje s tri skalarne funkcije: x(u,v), y(u,v), 1 z(u,v)
izrazom:

- i - -
X(w,v)=x(u,v)- i +yu,v)- j +z(u,v)- k

tu jednadzbu nazivamo vektorskom jednadzbom plohe S C R>.

Varijable u 1 v zovemo parametrima, a uv-ravninu zovemo parametarskom ravni-
nom.

Ako fiksiramo parametar v, tako da je v = vy = konst., onda iz vektorske jednadzbe
plohe dobijemo jednadZbu krivulje:

- rd - -
Co ... X(u,vo)=x(u,vo) i +yu,vy)- j +z(u,vo)- k = (x(u, vo), y(u, vo), z(u, vo))

11
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koju nazivamo u-krivuljom te analogno definiramo v-krivulju.

Ako variramo vrijednost 1, dobijemo familiju u-krivulja koja zajedno s familijom v-
krivulja ¢ini parametarsku ili koordinatnu mrezu.

Pretpostavimo sada da se ploha S nalazi u parametarskoj ravnini, te neka je f preslika-
vanje iz S na drugu plohu &’. Tada definiramo parametrizaciju X" = f o x od &’ takvu da
su koordinate f(p) € &’ iste kao i odgovarajucoj praslici to¢ke p € S.

Definicija 1.0.2. KaZemo da je preslikavanje f dopustivo ako je parametrizacija X* regu-
larna.

Definicija 1.0.3. Dopustivo preslikavanje iz S u S’ je izometri¢no ako je duljina bilo kojeg
luka na 8* jednaka kao i njegova praslika na S. Takvo preslikavanje se zove izometrija.

Dvije povrsine su izometri¢ne ako postoji izometrija izmedu njih.

Definicija 1.0.4. Dopustivo preslikavanje iz S u S’ je konformno (cuva kuteve) ako je kut
presjeka svakog para lukova koji se sijeku na S* jednak odgovarajucim praslikama na S u
odgovarajucoj tocki.

1.1 Parametrizacija diskretnih ploha
U naSim primjerima pocinjemo s 3D plohom te je Zelimo preslikati na ravninu:
xeSCcR* ux) e S eR?

Takva neprekidna parametrizacija postoji ako povrSine S i S’ imaju istu topologiju, tj.
imaju isti genus i isti broj rubova Np.

Definicija 1.1.1. Genus povezane orijentabilne plohe je maksimalan moguc broj rezova
du? jednostavnih zatvorenih krivulja bez narusavanja povezanosti plohe. [§]

Intuitivno, genus plohe je broj "rupa” na plohi. Na primjer, sfera ima genus 0 1 Np =
1, a torus ima genus 1 1 Nz = 0. Ovdje smatramo da je jedina dostupna reprezentacija
povrSine S mreza Sy sacinjena od trokuta, tj. unija skupa trokuta 7'; koja se sijee samo na
zajedni¢kim bridovima i vrthovima 7 = {71, ..., Ty}. Promatramo trianguliranu povrSinu
S koja ima Ny vrhova, Ng bridova, i Ny trokuta. Genus G(Sy) je dan Euler-Poincaré
formulom:

—Ny + Ng —Nr +2—-Ng
2

Promatramo diskretne parametrizacije: Svaki vrh V;, i = 1,..., Ny triangulacije ima
dva skupa koordinata: 3D koordinate x; = (x;,y;,z;) € S 1 parametarske koordinate u; =

G(Sr) =
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(u;,v;) € &'. Svaki trokut ima dvije reprezentacije: Jedan u 3D prostoru i jednu u 2D
parametarskom prostoru. Promotrimo trokut 7'; s tri vrha V, V,, V3. Parametrizacija je
bijektivna akko se trokuti ne preklapaju u parametarskom prostoru.

Sam trokut moZe bit parametriziran koriste¢i npr. baricentri¢ne koordinate:

X&) =1 =&—mxi +&xa + nxs (1.1)
Sli¢no, moZemo parametrizirati trokut u S’:
u@) =1 -&—nu +&uy +nus (1.2)

Kako bi nasli preslikavanje x(u), invertiramo:

Sto daje:

Eu) = (g ' (u—u) = (E)u—u) (1.3)
Dakle, diskretno preslikavanje x(u) moZemo izracunati u 3 koraka:

1. Nademo jedinstveni trokut 7'; parametarskog prostora S’ koji sadrZi to¢ku u

2. Izracunamo lokalne koordinate & = (&,n) toCke u unutar trokuta 7'; koristeci jed-
nadzbu [L3]

3. Iskoristimo jednadZzbu da izraCunamo preslikavanje x(u) = x(&(u))
Procedure generiranja mreZe Cesto traZe i derivaciju X ,. Imamo:

vi—vi  —(u3—u)
—(v2 = vy) U — g

(o —u)(v3 = vi) = (va = vi)(uz — uy)

X2 — X1 X3 — X
Xy =XZ€u=|Y2=Y1 Y3— )
—21 23—

Metricki tenzor (ili prva fundamentalna forma)

M = }i{,“Tx,ll
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tada moZe raCunati duljine, kuteve i povrSine. Promotrimo krivulju C na parametarskom
prostoru &’. Njena duljina je:

lo= | di= \/ﬁ:f,/ udzzf\/dTM d
Cj; L x i (X ydu) i u M(u) du

U praksi za generiranje mreZe: neka je C brid mreZe parametarskog prostora izmedu
u; i u;. Ako oznacimo s e = u; — uy, njegova parametrizacija je:

C={ueS|u=u +tete[0,1]}.



Poglavlje 2

Harmonijska preslikavanja

2.1 Konformna i harmonijska preslikavanja

Konformna preslikavanja imaju mnoga dobra svojstva, te su povezana s teorijom komplek-
snih funkcija. Promotrimo slucaj preslikavanja iz podru¢ja S na ravninu. Takvo preslika-
vanje mozemo gledati kao funkciju kompleksne varijable, w = f(z). Lokalno, konformno
preslikavanje je funkcija f koja je analiticka oko tocke z takva da je f’(z) # 0. Konfor-
mno preslikavanje stoga zadovoljava Cauchy-Riemannove jednadzbe, koje za z = x + iy,
w = u + iv glase:

ou 3 ov  Ou ov

ox dy oy ox
Ako sada diferenciramo prvu jednadZbu po x, a drugu po y, dobijemo dvije Laplace-ove
jednadzbe:

Au=0, Av=0.
Ovdje smo sa
a0
=23 + a_yz
oznacili Laplaceov operator. To nas dovodi do definicije harmonijskog preslkavanja:

Definicija 2.1.1. Funkciju u € C*(S) koja rjesava Laplaceovu jednadzbu —Au = 0 nazi-
vamo harmonijska funkcija (harmonijsko preslikavanje).

Stoga je konformno preslikavanje takoder harmonijsko, te imamo sljedeci niz implika-
cija: [3]

izometrijsko — konformno — harmonijsko

15
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Velika prednost harmonijskih preslikavanja od konformnih je lakoca izracuna aproksi-
macija. Nakon §to odaberemo odgovarajuce preslikavanje ruba (Sto je ekvivalentno odabiru
Dirichletovih rubnih uvjeta za u i v), svaka funkcija u i v je rjeSenje linearne elipti¢ke parci-
jalne diferencijalne jednadzbe koja se moZe aproksimirati razlic¢itim metodama, kao Sto je
metoda konacnih elemenata ili konacne razlike. Obje te metode dovode do linearnog sus-
tava jednadzbi. Harmonijska preslikavanja su takoder bijektivna za konveksna podrucija,
Sto nas dovodi do sljedeceg teorema:

Teorem 2.1.2 (Rado-Kneser-Choquet). Ako je f : 8 — R? harmonijsko preslikavanje i
preslika rub S homeomorfno na rub S’ neke konveksne povrsine S’ C R?, tada je f
injektivna.

Dokaz. Skica. Glavna ideja dokaza je prvo pokazati da je f lokalno injektivna. Globalna
injektivnost se tada dobije iz lokalne pozivanjem na princip argumenta za harmonijske
funkcije. Za lokalnu injektivnost je dovoljno pokazati da Jakobijan J; nije nula za svaku
to¢ku u S. Cijeli dokaz teorema moZe se naci u [4]], str. 30., dok je princip argumenta za
harmonijske funkcije prikazan na 9. stranici. O

S druge strane, harmonijska preslikavanja nisu uvijek konformna te ne ocuvaju kuteve.
Na primjer, lako moZemo provjeriti iz Cauchy-Riemannovih i Laplaceovih jednadZzbi da je
bilinearno preslikavanje f : [0, 1]> — R? definirano s

u=x(I+y) v=y

harmonijsko ali ne konformno.

Jo§ jedna mana harmonijskih preslikavanja je “jednostranost”. Inverz harmonijskog
preslikavanja nije nuzno harmonijsko. To moZemo vidjeti u proSlom primjeru: inverzno
preslikavanje x = u/(1 + v), y = v nije harmonijsko jer funkcija x(u, v) ne zadovoljava La-
placeovu jednadzbu. Usprkos tomu, harmonijska preslikavanja minimiziraju deformaciju
u smislu da minimiziraju Dirichletovu energiju[2]:

Definicija 2.1.3. Za dani otvoren skup S C R" i funkcijuu : S — R, Dirichletova energija
je realni broj:

Ep(u) = f %qulzds 2.1)
S

gdje je Vu : S — R" gradijent funkcije u, a |- | oznacava Euklidsku ili Frobeniusovu normu
na prostoru matrica.

U sljede¢em poglavlju, pokazat ¢emo kako izraCunati parametrizacije u diskretnom
slu¢aju za danu ulaznu trokutastu mrezu.
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2.2 Konstrukcija harmonijskog preslikavanja

WA
S

YA
/Ny )
CNYX

W
A

o
{ S A
NSRRAR
NNRRNAD

™
4"‘\‘&;

A

Slika 2.1: Parametrizacija glave deve S na jedini¢nu kruZnicu &’

Harmonijsko preslikavanje minimizira distorziju u smislu da minimizira Dirichlet-ovu
energiju preslikavanja u(x) uz Dirichlet-ove rubne uvjete u = up na jednom od N-zatvore-

nih rubova na plohi. Taj rub ozna¢avamo s 4S°.

Kao $to je ilustrirano na slici odlucili smo preslikati plohu S u 3D prostoru na
jedini¢nu kruZnicu &’. Stoga trebamo plohe genusa 0 koje imaju bar jedan rub koji ée biti

preslikan na jedini¢nu kruZnicu.
Jaka formulacija koja odgovara ovom problemu minimizacije je dana s:

Viu=0 V»=0 na S (2.2)

s odgovarajuéim Dirichlet-ovim uvjetima na rubu S° od S:

u=up(x), na oS

gdje su u i v komponentne funkcije u. To znaci da ako moZemo numericki izraCunati
rjeSenje tih dviju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi 2.2} rjeSenja u(x) i v(x) definiraju

diskretno harmonijsko preslikavanje u(x).

17



Poglavlje 3

Aproksimacija harmonijskog
preslikavanja fiskiranog ruba

Ono §to je zajednicko svim metodama parametrizacije plohe je aproksimacija glatke plohe
S po dijelovima linearnom plohom Sg u obliku trokutaste mreZe, tj. unije skupa 7 =
{T\,..., Ty} trokuta takvih da je presjek svaka dva para trokuta 7; # T, prazan skup,
zajednicki vrh, ili zajednicki brid. S V ¢emo oznaciti skup vrhova. Ako S ima rub, on ¢e
biti poligonalan te ¢emo s Vg oznaciti skup vrhova koji leZe na rubu a s V; skup unutarnjih
vrhova. S E oznacavamo skup bridova u 7.

IzraCunati parametrizaciju znaci izracunati funkciju koja preslikava parametarsku uv
ravninu u danu plohu S ¢ R3. Buduéi da radimo s trokutastom mreZom Sy, cilj je pronaci
odgovarajuéu domenu S’ C R? te po dijelovima linearno preslikavanje u : S — S’ koje
je linearno na svakom trokutu 7; u Sz te neprekidno. Takvo preslikavanje je jedinstveno
odredeno slikama vrhovau §'.

3.1 Diskretna aproksimacija harmonijskog preslikavanja

Problem racunanja parametrizacije plohe moZemo modelirati kao problem minimalizacije
Dirichletove energije
min [ [[Vul® + [[VV]P dA .
u)=1" VST

po prostoru svih funkcija u, u = (4,v) : S+ — &’ koje preslikavaju skup tocaka 7 C 0S+
u skup to¢aka 7” c dS’. Ovdje su u i v komponente parametrizacije, a 7 i 7’ su prikladno
izabrani skupovi to¢aka u kojima implementiramo ograni¢enja na rubu. Ovaj problem
¢emo efektivno raCunati tako da ¢emo se ograniCiti na konacno dimenzionalan prostor
funkcija na kojem se Dirichletova energija moze realizirati u matricnom obliku. Problem

18
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minimizacije uz ogranienja ¢emo zapisati koriStenjem Lagrangeovih multiplikatora, Sto
¢e nam omoguciti da problem traZenja stacionarnih tocaka svedemo na problem rjeSavanja
nelinearnog sustava jednadzbi (2)).

Neka je u po dijelovima linearna skalarna funkcija i neka su ¢; funkcije oblika pri-
druZene ¢voru i. Vrijednost funkcije # u vrhu i éemo oznacavati s u;. Tada funkciju u
mozemo reprezentirati, kao Sto je prikazano u jednadzbi (I]), kao sumu

n

u(x) = > uigi(x)

i=1

Ako uvrstimo takvu reprezentaciju funkcije u u definiciju Dirichletove energije, dobi-
jemo diskretnu energiju koja je kvadratna funkcija u vrijednostima u;:
v [Z m(x))

f IVul* dA = f
Sr Sr i=1
= ,'V i : l‘V i dA
f&r Dou so(x)) Dou ¢(X)]

i=1 i=1

- fs ! Zu,-Vgpi(x))- Zu,-V(p,-(x)] dA

i=1 i=1

= f Zn: i Voi(x) - Voi(x)uu; dA

St =1 =1

- an Zn:”i”jfs Voi(x) - Vpi(x)dA

i=1 j=1

2
dA

=u'Lu.

Ovdje je L;; = fs Voi(x) - Voi(x) dA, a u oznaCava vektor-stupac koji sadrzi kao i-tu kom-
ponentu vrijednosti funkcije # u vrhu i. Neka je sada v analogan zapis funkcije v. Mi-
nimizacija Dirichletove energije po prostoru po djelovima linearnih funkcija se svodi na
minimizaciju zbroja u’ Lu + v’ Ly.

S ovako definiranim baznim funkcijama ¢;, vrijednosti u matrici sustava L;; su jedins-
tveno odredene geometrijom mreze. Te vrijednosti su poznate kao kotangens teZine. Funk-
cija kotangens zbog njenih trigonometrijskih formula, a teZine jer matrica L definira Lapla-
cijan tezinskog grafa dane mreze.

Izracunajmo joS vrijednosti L;;. Prvo primijetimo da je vrijednost V¢, konstantna na
svakom trokutu, te nije 0 samo na trokutima incidentnim vrhu i. Za takav trokut 7, Vg; je
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Slika 3.1: Kutevi i vrhovi unutar trokuta 7', i T

okomit nasuprotnom bridu e; s vrijednosti recipro¢nom visini A, gdje je h visina trokuta s

nozistem u ¢;:
1 leill
V N = — = —
IVeill n = oA
gdje je e; vektorski zapis brida e;, te A povrSina trokuta.

Promotrimo sad dva susjedna vrha i i j, povezanih bridom e;;. Tada je V¢, okomit na e;

te analogno Vg, okomit na e;. Neka je kut izmedu ta dva vektora 6. Tada vrijedi:

_ lleill Tlell

Vi(x) - Vg i(x) = Vi)l |V ()| cos 6 = T4 24 0080

Sada primijetimo da je kut izmedu e; i €;, nazovimo ga a;; (slika[3.1)) jednak (7 - 6), ali
1 da vrijedi:
cos = —cos(mr — 0) = —cos(a;;)

Sad moZemo gornju jednadzbu zapisati u obliku:

lledilledl < o
24 24 000

Ako primijenimo definiciju sinusa za pravokutne trokute:

. hj h;
sin@;; = — = ——
el e
Primijenimo na jednadZbu:
h;
sin a;j ”eJ'”
——— = COS q;;
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Posto ||ej|| h; = 2A, dobijemo:
Ctg Q;;
Vei(x) - Voi(x) = ———
Analogno za trokut 7:
ctg Bi
Voi(x) - Voi(x) = —— :

Kako su ¢; i ¢; razlicite od nule samo unutar ta dva trokuta, dobijemo:

1
fs V(- (0dA = A (Vi) - V()| +B(Vei(x) - Ve, (0) | = =5 (ctg ayote By

T, 2

Preslikavanje ruba mreze na jedini¢nu kruznicu

Ogranicenja u minimizacijskom problemu su danasu(J) = 7’ gdjeje I C 0S+1 1" C 4S’.
Zelimo definirati preslikavanje koje ée vrhove iz I preslikati na dK(0, 1) = 4S’.

Rub triangulacije je po dijelovima linearna zatvorena krivulja. Neka je L duljina te
krivulje. Definiramo 7 := {xi,...,X,} gdje su x, ..., X, vrhovi triangulacije na toj krivulji
t.d. vrijedi {x;,X;;1} € Ezai=1,...n— 1 te je takoder {x,, X} € E.

Udaljenost vrha x; od vrha x; duZ ruba S+ moZemo racunati kao:

I(x;) = {0’ =1

IIx; — X;—1|l + I(x;-1), inaCe
Konac¢no, definiramo preslikavanje koje ¢e preslikati tocke ruba na jedini¢nu kruZnicu:
2rl(x;)\ . (27l(x;)
u(x;) = |cos , sin
L L

Napomena 3.1.1. U svim preslikavanjima u ovom poglavju, potrebno je fiksirati rub plohe
na neki konveksan poligon. To ¢inimo na nacin kako je ovdje opisano te stoga ta preslika-
vanja zovemo preslikavanjima fiksiranog ruba.

Implementacija

Slijedi isjeCak koda za izracun diskretnog harmonijskog preslikavanja. Svaka mreza je
definirana listom vrhova i nali¢ja (trokuta) te ju ucitamo:

V, F = igl.read_triangle_mesh(os.path.join(root_folder, "camelhead.off"

)
Preslikamo rub na krug na prije opisan nacin:

b = igl.boundary_loop(F)
bc = igl.map_vertices_to_circle(V,b)



1

2
.
3

~

POGLAVLIJE 3. APROKSIMACIJA HARMONIJISKOG PRESLIKAVANJA
FISKIRANOG RUBA 22

RjesSavanje problema minimizacije
Za matricu U € R™? promatramo problem minimizacije:
1 T
min 2 tr (U LU )

gdje je L € R™" rijetko popunjena matrica s vrijednostima:

Wij ako l;é] 1 3{1,]} ek,
Lij=q—2iLie ako i=j
0 inace

Primijetimo sada da toCke u uv-parametarskom prostoru mozemo reprezenzirati matri-
com U € R™2, gdje je u i-tom retku prvi stupac u koordinata i-te toc¢ke, a drugi stupac v
koordinata. Dirichletova energija sada moZe biti zapisana kao trag kvadratne forme. To
efektivno znaci da primjenjujemo Q na svaki stupac od U zasebno i sumiramo rezultat:

T

w(urou) =u(| 3| ou ]

(e v

viQu vIQv
=u’Qu+ v/ Qv

Zapis energije u obliku traga ima prednost u tome §to imamo isti Q za svaki stupac. Za
minimizaciju kvadratne energije, to znaci da se rjeSavanje moZe paralelizirati (Single ins-
truction, multiple data). Takoder, dio izraCuna kao Sto je faktorizacija matrice Q moZemo
napraviti prije samog rjeSavanja, i to samo jednom.

U libigl, minimizaciju energije

1
min EZTQZ +z'B+C, CeR

na mreZi s ograni¢enjima
Az = B,

1 fiksiranim vrijednostima z,. na indeksima z, rjeSava funkcija min_quad_with_fixed i to
metodom Lagrangeovih multiplikatora [9]. U naSem slucaju, imamo samo fiksirane vri-
jednosti te nam je ova specifikacija preopCenita. Stoga postavljamo B, A, i B,, na nulu.
B=np.zeros ((V.shape[0],2))

Aeq = sp.sparse.csc_matrix(np.zeros((1l,V.shape[0])))

Beq = np.zeros((1,2))

igl.min_quad_with_fixed(Q, B, b, bc, Aeq, Beqg, False)
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Min quad with fixed

Min_quad_with_fixed minimizira kvadratnu formu metodom Lagrangeovih multiplikatora.
Ta metoda dodaje varijablu za svako linearno ogranicenje (opcenito, m X 1 vektor varijabla
A) te rjeSava problem pronalaska sedlaste tocke. U matricnom obliku to izgleda ovako:

1
L(z,A) = EzTQz +2' B+ C+ A" (A2 — B,y).

Stacionarnu tocku ove Lagrangeove funkcije za optimizaciju kvadrati¢ne funkcije uz line-
arna ogranicenja raCunamo rjeSavanjem sustava linearnih jednadzbi [15]]

o L)

Ako uvrstimo A,, = 01 B,, = 0 problem se svodi na rjeSavanje linearnog sustava
Qz = 0. Takoder, buduci da su tezZine w;; unutar matrice Q zbroj kotangensa u nasuprotnim
vrhovima oba trokuta koji sadrze brid {i, j}, oCito vrijedi w;; = wj;. Stoga je Q simetriCna
matrica.

RjeSavanje sustava Qz = 0

Trazimo rjesSenje sustava Qz = 0, gdje je Q n X n diskretni Laplacijan, te z vektor u ili v
koordinata tocke. Dimenzija z odgovara broju vrhova te je njihova vrijednost nepoznata,
ali neke vrijednosti predstavljaju vrijednosti na vrhovima ruba. Te vrijednosti znamo te ih
moZemo prebaciti na desnu stranu. Konceptualno, to je veoma lako ako prije pivotiramo
tako da unutarnji vrhovi z dodu na pocetak, a vrhovi ruba na kraj vektora z. Neka je z;
vektor koji sadrzi unutarnje vrhove, a z, vektor koji sadrzi vrhove ruba:

(Qi,i Qi,b) (Zi) _ (Oi)
Opi Ovp)\2p Zpc

Donji blok jednadZbi nam je sad nebitan te ga moZemo izbaciti:

(Qi,i Qi,b) (:;) = Oi

Konac¢no, moZemo prebaciti poznate vrijednosti na desnu stranu i dobiti sustav koji
rjeSavamo:

Qiizi = —Qipty



POGLAVLIJE 3. APROKSIMACIJA HARMONIJISKOG PRESLIKAVANJA
FISKIRANOG RUBA 24

Matricu Q;; min_quad_with_fixed faktorizira LU faktorizacijom. Elemente Q;; laplacijana
za harmonijsko preslikavanje smo ve¢ izracunali:

= 2 Qi =]
Qi =3 -X(ctgyj_1 +ctgy;), jincidentans i (3.1
0, inace

budu¢i da se kotangens laplacijan Cesto javlja u raznim podrucjima racunalne grafike, libigl
ima ve¢ definiranu funkciju za njegov izracun:

L = igl.cotmatrix(V,F)

Primjer harmonijskog preslikavanja smo vidjeli na slici 2.1

3.2 Preslikavanje konveksnih kombinacija vrhova

Yi By
Br—1

(%73

Yi-1

Slika 3.2: Kutevi i vrhovi koje je potrebno evaluirati za izratun konveksnog preslikavanja

U ovom poglavlju ¢emo se fokusirati na svojstva konveksnih kombinacija diskretnih
(po dijelovima linearnih) harmonijskih preslikavanja.

Zbog RKC teorema [2.1.2] razumno je ocekivati da ¢e, ako je S’ konveksan, diskretno
harmonijsko preslikavanje u : S5 +— &’ biti bijektivno kao i u neprekidnom slucaju, tj. za
svaki orijentirani trokut 7 = [Xy,X,X3] iz Sy, slika trokuta u(7") = [u;, u,, uz] nece biti
degenerirani trokut i imat Ce istu orijentaciju.

Pokazuje se da ova tvrdnja vrijedi ako su sume kotangensa ctg y;_; + ctg y; pozitivne.
Kako bismo ovu tvrdnju ilustrirali, promatramo preslikavanje

d;
u; = Z Ay (32)
k=1
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s koeficijentima A;; koji su zadani formulom
Wik

d; .
ity Wij

Ak = (3.3)

Koeficijenti w;; se nazivaju tezine konveksnog preslikavanja. Slijedi da ako su sve teZine
w;; pozitivne, tada su i teZine A;; pozitivne, te je slika svakog unutarnjeg vrha u; konveksna
kombinacija svojih susjeda u; te stoga mora biti u njihovoj konveksnoj ljusci. Stoga zo-
vemo bilo koje po dijelovima linearno preslikavanje ovakvog tipa preslikavanje konveksnih
kombinacija. Poseban slucaj u kojem su teZine A;; uniformne, tj. za svaki unutarnji vrh x;
su jednake 1/d; gdje je d; stupanj vrha x;, zove se Tutte-ovo baricentricko preslikavanje
[19]. Svaka slika vrha u; je baricentar svojih susjeda. Tutte je svoju tvrdnju pokazao za
3-povezane planarne grafove, no taj se teorem moZe primijeniti i na trokutaste mreze, te
se dokaz moZze jednostavno prosiriti da se dopusti proizvoljan broj pozitivnih teZina A;; u
jednadzbi (3.2) koja zadovoljava:

di
D=1

k=1
Jednostavniji dokaz tog rezultata se nalazi i u [6].

Teorem 3.2.1. Ako je f : Sy — &' preslikavanje konveksnih kombinacija vrhova koje
preslikava 0S5 homeomorfno na konveksni poligon 0S’, tada je f injekcija.

Dokaz teorema prati ideju dokaza RKC teorema, u smislu da prvo pokazemo da je
preslikavanje f lokalno injektivno. Potpun dokaz ovog teorema moZe se naci u [6]. U
diskretnom sluc¢aju to znaci da pokazujemo da je f injektivna na svakom cCetverokutu u
S7. Pod cetverokut u triangulaciji 7 mislimo na uniju dva trokuta 7, i T, koji dijele
zajednicku stranicu, odnosno brid: Q = T, U T5.

Teorem 3.2.2. Neka su T i f kao u prethodnom teoremu. Tada je fly injektivna na svakom
Cetverokutu u T .

Dokaz. Lokalnu injektivnost pokaZzemo pomocu dvije leme:
1. f(v) se nalazi u unutrasnjosti od S’ za svaki unutarnji vrh v od 7~
2. Ako je f|r, injektivna, tada je i f|r,ur, injektivna.

Injektivnost na Cetverokutu dobijemo “povezivanjem” proizvoljnog trokuta 7' sa tro-
kutom T} koji ima vrh na rubu 0S":
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Zbog povezanosti Sr, svaka 2 trokuta iz 7~ su povezani putem trokuta, tj. nizom trokuta
T,,T,,...,T, takvog da svaka 2 trokuta 7; 1 T;;; imaju zajednicki brid za svaki i. Stoga je
svaki trokut T iz 7 povezan s bilo kojim trokutom 7 koji sadrzi rubni brid od 7. Zbog
prve leme, trokut f(7}) nije degeneriran. Primjenom druge leme zakljuCujemo da f(T;_;)
takoder nije degeneriran. Analogno vrijedi za f(T;_,). Ponavljanjem argumenata iz druge
leme dobivamo da f(7') nije degeneriran. Stoga je f injektivna na svakom trokutu u 7. 1z
druge leme sad slijedi da je f injektivna na svakom cetverokutu u 7. O

Sad preostaje pokazati da globalna injektivnost slijedi iz lokalne. Za to su nam potrebne
jos 2 leme:

1. Ako je presjek dva trokuta 71 7, u 7 zajednicki vrh v, tada je presjek f(71) N f(T>)
zajednicki vrh f(v).

2. Akojepresjek Ty N T, = 0,tadajei f(T) N f(T,) = 0.

Dokaz. Dokaz teorema[3.2.1]

Neka su x; # X, tocke u Sy. Ako pripadaju istom trokutu, tada f(x;) # f(x,). Inace
x; €T11x, €T, gdje je Ty # T,. No zbog lokalne injektivnosti 1 zadnjih dviju lema, f je
injektivnana 77 U T, pa je f(x1) # f(Xz). O

Prisjetimo se teZina u slucaju diskretnog harmonijskog preslikavanja:

Wik = Ctg ¥k-1 + Clg ¥k
Posto vrijedi

sin (Ye—1 + i)

Ctg Yi—1 + Ctg ¥k = — : >
SN Y1 SIN Yy

lako vidimo da one dovode do: wy > 0 < v, + ¥, < &. Stoga slijedi:

Propozicija 3.2.3. Diskretno harmonijsko preslikavanje f : S — &’ je injektivno ako
preslika 0S5 homeomorfno u konveksan poligon 0S8’ te ako je suma svakog para suprotnih
kuteva cetverokuta u S+ manja od .

Opcenito, uvjet za suprotne kuteve je ispunjen kad su trokuti “dobro-oblikovani”, i
vrijedi pogotovo kad su svi kutevi u svim trokutima unutar S+ manji od /2.

S druge strane, konstruirani su primjeri [3] koji pokazuju da diskretno harmonijsko
preslikavanje mozda nije bijektivno kad taj uvjet ne vrijedi: neki trokuti se mogu “preklo-
piti”, tj. imati krivu orijentaciju.
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Slika 3.3: Preslikavanje koordinata srednje vrijednosti

Koordinate srednje vrijednosti

Alternativna konstrukcija preslikavanja konveksnih kombinacija je bazirana na koordina-
tama srednje vrijednosti 1 motivirana na sljedeci naCin: Ideja je u uoavanju da harmonijske
funkcije zadovoljavaju teorem srednje vrijednosti. Na svakoj tocki u njenoj (planarnoj) do-
meni, vrijednost harmonijske funkcije je jednaka prosjeku vrijednosti oko bilo kojeg kruga
oko te toCke. To sugerira pronalazak po dijelovima linearnog preslikavanja f : Sy +— &’
za planarnu trokutastu mrezu Sg-, koja zadovoljava teorem srednje vrijednosti na svakom

unutarnjem vrhu mrezZe x;. Neka je I'; krug s srediStem u x;, s radijusom r; > 0 dovoljno
malim da I'; presijeca trokute u 7~ koji su incidentni s x;. Tada vrijedi:

u;,=— | uix)ds
27”’,’ T;
Ispada da se ta jednadZzba moze zapisati u obliku [3.2] neovisno o odabiru r; > 0. Po-
trebno je jos odrediti teZine wy. U specijalnom slucaju kad je mnogokut xi, X,, ... X; ko-

nveksan, postoji rjeSenje [20] u kojem koordinate mozemo zapisati u obliku racionalnih
polinoma:

_ A(Xp-15 Xps Xpr1)
A1, Xp, Xi)A(Xg, Xpr 1, Xi)
_ctgyk-1 ctg B
- 2
X — x|

Wik

27
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gdje je A(a, b, c) povrsina trokuta [a, b, c] s predznakom. No s tim teZinama koordinate
A mogu biti negativne, te e biti to¢no kad y,_; + B > n. Ispada da sljedece teZine imaju
svojstva koja trazimo:

Propozicija 3.2.4. Neka je 0 < a; < 7 kut uz X; u trokutu [X;, Xy, Xy11]. Tada su teZine

_ tg(en/2) + tg (ax-1/2)
X — il

(3.4)

Wik

uz koordinate za X; s obzirom na X1, . ..,X,.

Dokaz. Kako je 0 < ; < m, tg(a;/2) je dobro definiran i pozitivan, pa je stoga i 4; dobro
definiran i pozitivan za k = 1,...,n i po definiciji vrijedi da je >}, 4x = 1. Preostaje doka-
zati da je suma x; stvarno jednaka x;. 1z slijedi da je sljedeca jednadzba ekvivalentna
jednadzbi 3.4

D Wik —x) =0 (3.5)
k=1

Koristimo polarne koordinate oko x;, tj.
X; = X; + ri(cos b, sin6y).

Tada imamo

X, — X; ,
k2~ (cos @, sin6;)
I — x|

1 vrijedi
@k = Or1 — Ok

iz jednadzbe [3.5] dobivamo:

n

Z (tg (ax-1/2) + tg (ax/2)) (cos O, sin 6;) = 0

k=1

ili ekvivalentno:

2,8 (@/2) (05 6, 5in 6)) + (€05 b1, sin 1) = 0

k=1
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Slika 3.4: Baricentricko preslikavanje na jedini¢nu kruZnicu
Kako bismo pokazali zadnju jednakost, primijetimo da vrijedi:
27
0= f (cos @, sin 6) do
0
n Or+1
= Z f (cos @, sin #) d6
k=1 v
S (% sin (G — 0 in(-6
= Z M(cos Ok, sin 6) + M(cos Or+1, 810 0,1) dO
i Jo, sin sin

gdje zadnju jednakost dobijemo iz formule za razliku sinusa. Trazenu jednakost dobijemo
primjenom sljedece dvije jednakosti:

k+1 Ok+1
fﬁ sin (0,1 — 6)dé = f sin (6 —6,)df = 1 — cos oy,
Ok

Ok

1-cosa
tg (@/2) = ———.

sin ay

Implementacija

Pogledajmo kako izgleda matrica L sustava kod baricentrickog preslikavanja. U tom slu-
¢aju je vrijednost A;; = 1/d;, odnosno wy, = 1.
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Prisjetimo se kako izgleda Laplacijan:

Wij ako l?ﬁj 1 {l,]} e E,
Lij =y Zf#:i Lif akO l = J
0 inace

Primijetimo da posto je w;; = 1, to znaci da je tada matrica L simetri¢na. Matricu L
mozemo dobiti kao razliku dijagonalne matrice u kojem je vrijednost i-tog dijagonalnog
elementa stupanj i-tog vrha, 1 matrice incidencije grafa. Slijedi isjeCak kdda koji upravo
tako racuna matricu L za preslikavanje sa slike [3.4}

| # Izracunaj matricu incidencije za danu mrezu
2 a = igl.adjacency_matrix(F)

3 # Izracunaj dijagonalnu matricu stupnja grafa
a_sum = np.sum(a, axis=1)

a_diag = np.diag(np.array(a_sum).ravel (D))

6 # Izgradi laplacijan grafa

7u = a - a_diag

(RN

Konveksno preslikavanje srednje vrijednosti

Za konveksno preslikavanje srednje vrijednosti, teZine (a time i elemente matrice sustava)
ratunamo po[3.4] Primijetimo da rezultiraju¢a matrica L viSe nije simetri¢na po§to opcenito
w;; # wj;. Slijedi kdd za izgradnju Laplacijana:

1 # Inicijaliziraj topologiju mreze
2 ev, fe, ef = igl.edge_topology(V,F)

4 # Inicijaliziraj matricu sustava

5 weights = np.zeros((V.shape[0],V.shape[0]))

7 # Za danu listu trokuta i dani vrh, nadi bridove nasuprot vhu v
¢ def find_edges(triangles, vertex, ev):

9 target_edges = []

10 for triangle in triangles:

11 for edge in triangle:

12 if vertex not in ev[edge]:
13 target_edges = np.append(target_edges, edge)
14 return target_edges

16 # Izgradi matricu sustava

17 for i in range(ev.shape[0]):

18 v_i, v_j = ev[i][0], ev[i][1]

19 if ((v_i not in b) or (v_j not in b)):
20 distance = distances[v_i, v_j]
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all_edges = fel[ef[i, :]1, :]
relevant_angles = angles[ef[i,
relevant_edges_i =
alphas_i=relevant
weights[v_i,v_j]
alphas_i[1]) )

/ distance
relevant_edges_j =
alphas_j=relevant_
weights[v_j,v_i] =

alphas_j[11))

/ distance

w_sum = np.sum(weights, axis=1)
w_sumsum = np.array(w_sum).ravel ()
w_diag = np.diag(w_sumsum)

u = weights - w_diag

Te nakon toga rijeSimo sustave:

v_all = np.arange(V.shape[0])
v_in = np.setdiffld(v_all, b)
1 ii = ufv_in, :]

1_ii = 1_ii[:, v_in]

1_ib = ul[v_in, :]

1_ib = 1_ib[:, bl

# Rijesi sustav

Iu = sla.splu(-1_ii)
xs = lu.solve(np.transpose(l_ib.dot(bc[:
ys = lu.solve(np.transpose(l_ib.dot(bc[:

uv= np.column_stack((xs,ys))

# Zapisi vrhove u ispravnom redoslijedu
Final_uv= np.zeros((V.shape[0],2))
Final_uv[v_in, :] = uv

Final_uv[b, :] = bc

find_edges(all_edges,
angles[np.isin(all_edges,
(np.tan(0.5 *

31

11, 1

find_edges(all_edges,
angles[np.isin(all_edges,
(np.tan(0.5 *

ev)
relevant_edges_i)]
alphas_i[0]) + np.tan(0.5 *

v_i,

v_j, ev)
relevant_edges_j)]
alphas_j[0]) + np.tan(0.5 *

,01)))
»113))



Poglavlje 4

Preslikavanja slobodnog ruba

Ovdje izlazemo preslikavanja slobodnog ruba. Za razliku od preslikavanja fiksiranog ruba,
preslikavanja izloZena u ovom poglavlju nemaju fiksiran cijeli rub. Uo¢imo da neka ogra-
ni¢enja i dalje moraju postojati, inate ¢emo dobiti degenerirano rjeSenje u = 0, v = 0.

4.1 Konformno preslikavanje odredeno u smislu
najmanjih kvadrata

Konformno preslikavanje odredeno u smislu najmanjih kvadrata minimizira deformacije
kuteva [12]. Kao $to smo ve¢ rekli, ovdje nije potrebno fiksirati cijeli rub, no kako bi
izbjegli degenerirano rjeSenje ipak je potrebno fiksirati bar 2 to¢ke na samom rubu. Za po
dijelovima linearno preslikavanje, konformno preslikavanje odredeno u smislu najmanjih
kvadrata moZe se dobiti minimiziranjem energije:

) . 1
min Eggcy(u) = min f ~|[Vut - Vvlds 4.1)
u=(u,v) u=(u,v) S 2
(=1 w =1 "7

gdje + oznacava rotaciju od 90° u pozitivnom smjeru u S. Za 3D plohu definiranu vektorom
normale n, rotacija gradijenta u pozitivnom smjeru se moze zapisati kao:

Vut =nxVu

Jednadzba (4.1)) se moZe pojednostaviti na sljede¢i nacin:
1
Erscu(u) = f E(VuL -Vu* + Vv - Vv —2Vu* - Vv)ds
S

1
= fE(Vu-Vu+Vv~Vv—2(n><Vu)-Vv)ds
S

32
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Zamijenimo vektorski i skalarni produkt i dobimo:

Ersen(u) = f % ((Vu)2 + (Vv)z) —n - (Vux Vv)ds
S
= Ep(u) — A(u)

gdje je A(u) funkcional povrSine. Iz prethodne jednadzbe slijedi da je konformna ener-
gija definirana kao Dirichletov funkcional Ep(u) minus funkcional povrSine A(u), gdje je
A) = % D < |u;u;|. Ovdje imamo jednostavan kvadratni izraz: sumiramo po brido-
i,j}€d

vima ruba éié}[erminantu matrice s koordinatama vrhova kao stupcima. Tu kvadratnu formu
moZemo zapisati kao u” Au s vektoriziranim u— i v— koordinatama preslikavanja u u € R*",
gdje je A € R¥" rijetko popunjena matrica koja poprima nenul vrijednosti samo na vrho-
vima na rubu 8. Kada k tome dodamo Dirichletovu energiju, dani izraz moZemo napisati
na sljedeci nacin:

u’ ((g 2) - A) u 4.2)
L,

gdje je L € R™" kotangens Laplacijan koji smo definirali u diskretnom harmonijskom
preslikavanju.

Rubni uvjeti

Kako bi izbjegli degenerirano rjeSenje, moramo fiksirati (bar) 2 vrha. Promatramo mreZu
S kao teZinski graf gdje su teZine bridova udaljenosti izmedu vrhova. Tada na dS+ kao
induciranom podgrafu od Sy traZimo 2 tocke koje su najudaljenije. Neka je [ : Vg X
Vg — R funkcija koja vraca udaljenost dva vrha triangulacije na 0Ss. Odabiremo 2 vrha
X; 1 X; takav da je I(x;,X;) = maxy; (X, X;) te njih preslikamo u vrhove (0,0) 1 (0,1) u
parametarskom prostoru. Odnosno u(x;) = (0, 0), a u(x;) = (0, 1).

Implementacija

Slijedi kdd za izracun vrhova ruba na S+ Cija je udaljenost najveéa. Funkcija
shortest_path koristi Floydov algoritam koji smo opisali u uvodu.

boundary_distances = igl.all_pairs_distances(V[bnd],V[bnd], False)
neighbours = igl.adjacency_matrix(F)

neighbours neighbours[bnd]

neighbours = neighbours[:,bnd]

rez = boundary_distances * neighbours
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6 rez = rez.copy(order="C")
7 rez2 = sp.sparse.csgraph.shortest_path(rez, directed=False)
¢ ind = np.unravel_index(np.argmax(rez2, axis=None), rez2.shape)
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Slika 4.1: Parametrizacija glave deve S pomocu konformnog preslikavanja odredenog u
smislu najmanjih kvadrata

Formula za izrac¢un matrice Q za konformno preslikavanje odredeno u smislu najmanjih
kvadrata je dana u [4.2] Fiksirali smo najudaljenije tocke ruba na tocke (0,0) i (0,1) u
parametarskom prostoru. Primjer dobivene parametrizacije se moZe vidjeti na slici[4.1}

I b[0] bnd[ind [0]]
2 b[1] = bnd[ind[1]]
3 bc = np.array([[0.0, 0.0], [1.0, 0.0]])

A = vector_area_matrix(F)
7L = igl.cotmatrix(V,F)

9 L_flat = sp.sparse.block_diag((L,L))

11 b_flat = np.zeros((b.size*bc.shape[1],1))
12 bc_flat = np.zeros((bc.size,1))

14 for column in range(np.shape(bc)[1]):

15 b_flat[column*b.size : column*b.size+ b.shape[0]] = column*V.shape
[0] + b.reshape(b.size,1)
16 bc_flat[column*bc.shape[0]:(column+1) *bc.shape[0]] = bc[:,column].

reshape(2,1)
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## Minimiziraj LSCM energiju

Q = csc_matrix(2*A) - L_£flat

4.2 Spektralna parametrizacija

Kod konformnog preslikavanja odredenog u smislu najmanjih kvadrata, izbor vrhova moZze
drasti¢no utjecati na rezultate. lako fiksiranje dva vrha daje dobre rezultate, moze doci
do globalne distorzije te ponekad znacCajne degradacije u konformnosti kod tih fiksiranih
vrhova. Taj problem se pogorSa ako odlu¢imo fiksirati viSe od 2 vrha. MoZemo dobiti
parametrizaciju s manjom distorzijom spektralnom analizom matrice L.

Fiedlerov vektor matrice L.

Zelimo izbjeci fiksiranje vrhova u sustavu L.u = 0 kroz spektralnu teoriju. Bitan rezultat iz
teorije grafova je karakterizacija svojstvenih vektora rijetko popunjene simetri¢ne pozitivne
semidefinitne Laplacijan matrice: svojstveni vektor u* pridruzen prvoj ne-nul svojstvenoj
vrijednosti n X n Laplacijan matrici L (tj. vektor koji zadovoljava Lu* = Au*, gdje je A naj-
manja nenul svojstvena vrijednost) ranga n—k je rjeSenje problema minimizacije kvadratne
forme s ogranicenjima:

u* = argminu’ Lu
ueR2"

uWE=0

vu=1

gdje je E n X k matrica €iji stupci generiraju jezgru od L. Taj svojstveni vektor u* zo-
vemo Fiedlerov vektor od L. U naSem kontekstu parametrizacije mreze, Fiedlerov vektor
od L, ima jednostavnu intuitivnu interpretaciju: To je najbliZe rjeSenje linearnog sustava
konformnog preslikavanja odredenog u smislu najmanjih kvadrata pod uvjetom da je bari-
centar rjeSenja u 0 (w*” E = 0) i njen moment inercije (tj. suma kvadriranih udaljenosti od
baricentra) mora biti jedini¢an (uw*7u* = 1). Taj spektralni pristup daje parametrizaciju bez
fiksiranja vrhova: ogranicenja su efektivno podijeljena jednako kroz mrezu.

No ovo iskoriStavanje Fiedlerovog vektora samo po sebi nije dobra alternativa. Fiedle-
rov vektor minimizira takozvani Rayleigh kvocijent:

u’Lu

u’u

u” = arg min
u
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Slika 4.2: Spektralno preslikavanje glave deve

time dobivamo balans izmedu diskretne konformnosti (kako bi najbolje minimizirali
brojnik) te .£? udaljenosti od ishodista (kako bi maksimizirali nazivnik). Norma £2, koja

je bitna za energiju izmedu svakog vrha i ishodista, nije prigodna u ovom kontekstu: mini-
miziranje Rayleighjevog kvocijenta placamo gubitkom lokalne konformnosti.

Spektralno konformno preslikavanje
ljava:

Umjesto da koristimo svojstveni vektor Laplacijan matrice direktno, definiramo diskretnu

spektralnu konformnu parametrizaciju u* kao generalizirani svojstveni vektor koji zadovo-

L.u = ABu

(4.3)
gdje B je 2V x 2V dijagonalna matrica s jedinicom na svakom dijagonalnom elementu
koji odgovara rubnom vrhu i 0 na ostalim elementima. Kako je L. pozitivno semidefinitna,

te su obje matrice simetri¢ne, generalizirane svojstvene vrijednosti su realne. Taj novi
problem svojstvene vrijednosti odgovara sljede¢oj minimizaciji s ogranic¢enjima:

u* = minu’L.u

ueRZn

u’BE =0
u'Bu=1

gdje je E 2V x 2 matricatakvadaje E;; = 1,i=1,...,V,te E, =1,i=V +1,...,2V

(ostali elementi od E su 0). Ekvivalentno, 4.3 odgovara modificiranom Rayleighjevom
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kvocijentu u’ Lcu/u” Bu, gdje nazivnik sad ovisi samo o rubnim vrhovima isjeCka. Stoga
¢e optimalni svojstveni vektor balansirati konformnost za kvadratnu formu definiranu ma-
tricom B na rubu: spektralna parametrizacija maksimizira kvadriranu udaljenost rubnih
vrhova do njihova baricentra na jedini¢noj kruznici definiranoj konformnom energijom.

Implementacija

S numerickog stajaliSta, postoje vrlo efikasni solveri koji pronalaze Fiedlerov vektor u*
generaliziranog problema svojstvene vrijednosti koji mi trebamo rijesiti. U naSoj imple-
mentaciji koristimo eigs funkciju iz biblioteke scipy koja je zapravo wrapper za ARPACK
funkcije za pronalazak svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora. ARPACK pak imple-
mentira ve¢ opisani implicitno restartani Arnoldijev algoritam. [[14]

Slijedi implementacija spektralnog konformnog preslikavanja, Ciji se rezultat moze vi-
djeti na slici 4.2

= vector_area_matrix(F)

A
L = igl.cotmatrix(V, F)
L_diag = sp.sparse.block_diag(L,L)

o
1l

L_diag - csc_matrix(2 * A)

b = igl.boundary_loop(F)

M = np.zeros(V.shape[0])

M[b] =1

M = sp.sparse.csc_matrix(np.diag(M))

B = sp.sparse.block_diag(M,M)
lamb, v = sla.eigs(Q, 3, csc_matrix(B), which="LM’, sigma = 0 )
Spec_uv = np.zeros((V.shape[0],2))

Spec_uv[:,0] = v[:V.shape[0],2]
Spec_uv[:,1] v[V.shape[0]:,2]
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Problemi s diskretnim linearnim
preslikavanjima

Iznimno bitan aspekt kod izraCunavanja parametrizacije je dobiti bijektivno preslikavanje,
gdje svaka tocka na parametriziranoj domeni odgovara tocno jednoj toc¢ki na mrezi. Pogle-
dajmo pet razlicitih diskretnih linearnih preslikavanja koje smo do sad prezentirali:

1. harmonijsko preslikavanje konac¢nih elemenata: rjeSenje problema minimizacije kva-
dratne forme s ograni¢enjima s teZinama danim u [3.1]

2. Baricentricko konveksno preslikavanje: rjeSenje problema minimizacije kvadratne
forme s ogranicenjima gdje su elementi Laplacijana dani s[3.1]a teZine w;; = 1

3. Konveksno preslikavanje srednjih vrijednosti: rjeSenje linearnih sustava Lu = 0 1
Lv = 0 gdje su elementi Laplacijana dani s[3.1]a teZine w;; s

4. Konformno preslikavanje konacnih elemenata: rjeSenje problema s dva (pro-
izvoljno) fiksirana vrha

5. Spektralno konformno preslikavanje: rjeSenje generaliziranog problema svojstvenih
vrijednosti 4.3

Harmonijska i konveksna preslikavanja preslikaju rub na fiksirane konveksne rubove
(npr. jedini¢na kruznica), dok su konformna preslikavanja parametrizacije otvorenog ruba.
Preslikavanja konveksnih kombinacija su uvijek bijektivna, no ne-bijektivne parametriza-
cije se mogu javiti kod racCunanja diskretnih harmonijskih ili konformnih preslikavanja kao
rjeSenja problema minimizacije. Ovdje opisujemo te probleme te prolazimo kroz postpro-
cessing algoritme koji garantiraju bijektivno preslikavanje.

Prvi problem se ti¢e preklapanja trokuta koji se moZe javiti kod izracuna linearnih
konformnih preslikavanja s otvorenim rubovima. Kako bi detektirali taj problem, koristimo

38
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P4
P2

p3

P1

Slika 5.1: presjek bridova u parametrizaciji 4S°

ideju sli¢nu ideji iz [17] koja provjerava ima li preklapanja rubova. Oni se detektiraju
prolaskom po bridovima ruba 4S° i ratunanjem postoji li presjek izmedu bridova (vidi
sliku[5.1)). Presjek dva bridna segmenta [p1, p,] i [p3, p4] parametarskih jednadzba:

Pa = P11+ td(p2 = p1), Py = p1 + t,(ps — p3)

se moZe izraCunati pronalaskom tocke gdje p, = p,. To daje sljedeci linearni sustav jed-

nadzbi:
X2 — X1 X3 — X4\ [la) _ [X3— X1
Y2=y1 Y3 —Ya)\ly Y3 =i
Ako jet, € [0,1] 11, € [0, 1], nalazimo se u sluCaju presjeka segmenta i dogodi se prek-

lapanje trokuta. U tom slu€aju, prebacimo se na drugi tip konformne parametrizacije ili
ponovno izracunamo konformnu parametrizaciju odabirom druga dva fiksirana vrha.

5.1 OKretanje trokuta

Drugi problem se tice okretanja trokuta. Taj problem se moze javiti kod harmonijskih ili
konformnih preslikavanja. Jedan nacin kako mozemo prisiliti da diskretno preslikavanje
bude bijektivno je implementirati algoritam za lokalnu provjeru rupa koji lokalno promi-
jeni unutarnje rupe u mreZi u kojima se dogodi okretanje.

Ve¢ smo spomenuli da diskretno harmonijsko preslikavanje nije uvijek bijektivno, za
razliku od neprekidnih. To moZemo vidjeti u sljedecem primjeru: Promatramo jednostavnu
triangulaciju definirana sa tri trokuta na slici S+ =1{(1,2,3),(1,3,4),(1,4,2)} te neka
je x; = (r,0,1) za neki realni broj r > 0, x, = (1,1,0), x3 = (0,0,0), 1 x4 = (1,-1,0).
Tri rubna vrha x;, X,, 1 X3 su preslikani na rub jedini¢ne kruZznice te bi vrh x; trebao biti
preslikan unutar trokuta (u,, uz, uy) kako bi osigurali bijektivno preslikavanje. No u slucaju
kad su mreZe iskrivljene, numericke metode za rjeSavanje Laplaceove jednadzbe mogu dati
rjeSenja harmonijske parametrizacije koja nisu bijektivna.
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X4 uj

Slika 5.2: Triangulacija za koju diskretno harmonijsko preslikavanje nije bijektivno. Za
prvu parametrizaciju je r = 1.5, au drugoj r = 4.5 te to¢ka uopce nije u jedini¢noj kruznici

Vs Vs Vs

K A\ /
/A 1%) %) %)
V3 V3 V7o V3

Slika 5.3: Vrh v; s 4 susjedna trokuta (vy,vs,Vv3), (vi,v3,Vv4), (V1,V4,Vs5), (V1,Vs,V2) Koji
definiraju mnogokut (v,, v3, v4, vs). Trokut u crvenom nije dobro orijentiran i preklapa se
s drugim trokutima. Pomicemo vrh v, unutar jezgre mnogokuta. Na kraju su svi trokuti
dobro orijentirani.

Jedna mogucnost kako bi mogli osigurati bijektivnost svodi se na to da svaku tocku u
parametarskom prostoru stavimo u centar gravitacije svojih susjeda, tj. izraCunati baricen-
tricko preslikavanje. Umjesto da provodimo baricentricko preslikavanje globalno, postoji
lokalan nacin za provodenje diskretnih bijektivnih preslikavanja - lokalni algoritam za pro-
vjeru rupa:

1. IzraCunaj harmonijsko preslikavanje

2. Za svaki unutrasnji vrh v; parametarske ravnine, provjeri je li svaki susjedni trokut
to¢no orijentiran

3. Ako neki element nije, pomakni vrh u centar gravitacije za jezgru poligona P oko
vrha

Okretanje trokuta se joS moZe javiti kod otvorenog ruba. Stoga je potrebno provjeriti
sve trokute uz rub te vratiti ispravnu orijentaciju pomakom parametarske tocke u; u tocku
u’. Ta nova toCka Ce se nalaziti na projekcijskom pravcu toCke u; na segmentu [w;_;, u,].
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Slika 5.4: Popravak okretanja trokuta kod rubova. ToCka u; je pomaknuta u u’ projekcij-
skog pravca s u; na [u;_, ;1]
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Primjeri ponovnog generiranja mreze

Sve parametrizacije izracunate su na virtualnoj instanci na Google Cloud Platform od 12
vCPU 1 35GB RAM-a. Ukupno parametriziramo 3 plohe:

1. glavu deve koja se sastoji od 11381 vrhova te 22704 trokuta, za koju smo ve¢ vidjeli
opisane parametrizacije

2. glavu lava koja se sastoji od 8356 vrhova te 16674 trokuta

3. karoseriju Volkswagen Beetle-a ("bube”) koja se sastoji od 19887 vrhova te 38656
trokuta, te uz to jo§ ima 10 rubova, odnosno “rupa”

Rezultati su dani u tablici s parametrizacijama na slikama i U svim
slucajevima harmonijsko preslikavanje je daleko najbrze, no daje parametrizaciju najgore
kvalitete. Baricentricko preslikavanje daje mreZu dobre kvalitete, Sto 1 ima smisla jer oda-
birom baricentra dobivamo trokute blizu jednakostrani¢nima. U slucaju mreZe s dodat-
nim rubovima, baricentricko preslikavanje ipak ne daje dobre rezultate (kvaliteta trokuta
drasti¢no pada upravo kod dodatnih rubova). U tom slucaju, spektralno konformno presli-
kavanje daje zadovoljavajuce rezultate, no ono je takoder sporije. Takoder se iz slike
jasno vidi zaSto su parametrizacije slobodnog ruba u ovom slu¢aju mnogo kvalitetnije.
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Slika 6.1: 3D mreza lavlje glave s odgovaraju
centricko, konveksno, konformno i spektralno
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Slika 6.2: 3D model ’bube” s odgovaraju¢im parametrizacijama
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Parametrizacija glave deve

Parametrizacija / || Kpin K t(s) T

mjera

Harmonijsko 0.000861 0.676618 0.0617 37.108113
Baricentricko 0.375128 0.984694 3.40 37.120576
Konveksno 0.000179 0.692953 12.4 37.042598
Konformno 0.000829 0.676174 6.37 36.943840
Spektralno 0.000649 0.672987 7.82 37.685880

Parametrizacija lavlje glave
Harmonijsko 0.018260 0.660184 0.109 37.230555
Baricentricko 0.215865 0.925995 1.53 37.142174
Konveksno 0.001439 0.670824 7.50 37.034724
Konformno 0.026051 0.669172 3.46 36.976596
Spektralno 0.026514 0.669074 5.04 37.613886
Parametrizacija bube

Harmonijsko 3.597-107° 0.410302 0.130 37.299283
Baricentricko 1.740 - 107 0.712079 11.60 37.239490
Konveksno 1.717 - 107 0.590478 28.9 37.252592
Konformno 1.384-107° 0.244915 19.6 57.964728
Spektralno 0.000580 0.584120 23.70 37.752037

Tablica 6.1: Mjere kvalitete parametrizacija za razlicite modele
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Zakljucak

U slucaju da nam je za parametrizaciju najviSe bitna brzina izvrSavanja, te smo za to
spremni Zrtvovati kvalitetu trokuta, harmonijsko preslikavanje daje najbolje rezultate. Ako
Zelimo dobiti Sto bolju parametrizaciju s Sto manje degeneriranih trokuta, baricentricko
preslikavanje je daleko najbolje. Konacno, u slu¢aju ploha s vise rubova, konformna pres-
likavanja daju odli¢ne rezultate u usporedbi s parametrizacijama fiksiranog ruba, ali to
placamo brzinom izvodenja.

Mana koja je najviSe ocita iz tablice rezultata je brzina izvodenja prezentiranih
parametrizacija. NeSto od toga moZemo pripisati odabiru Pythona kao jezika za imple-
mentaciju, no takoder valja istraZiti mogu li se sami algoritmi ubrzati.

Usprkos tomu, parametrizacije ploha se mogu koristiti u viSe svrha osim ponovnog
generiranja kao Sto su kompresija mreza, vizualizacija u medicinske svrhe (na primjer
racunanje parametrizacije mozdane ovojnice na povrsSinu), ili modeliranje modela iz ploha
materijala (za izradu 3D modela potrebno je izrezati iz povrSine materijala ispravnu 2D
parametrizaciju).
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Sazetak

U ovom radu bavimo se parametrizacijama ploha 3D Zicanog modela. Prezentiramo moti-
vaciju te teorijsku pozadinu parametrizacije ploha te predstavljamo 5 razli¢itih parametri-
zacijskih metoda. Te parametrizacije potom implementiramo u programskom jeziku pyt-
hon koristeéi klasi¢ne biblioteke numpy i scipy, te libigl kao biblioteku za procesiranje
geometrije. Nakon toga, mjerimo njihova svojstva na primjerima kakvi se mogu naci u
stvarnom svijetu. Konacno, usporedujemo njihovu kvalitetu i efikasnost te dajemo prepo-
ruku ovisno o Zeljenoj brzini te kvaliteti izraCuna parametrizacije.



Summary

In this master thesis we deal with surface parameterizations of a 3D CAD model. We
present the motivation behind and theoretical background of surface parameterizations as
well as 5 concrete parameterization methods. We then implement these methods in python
using numpy and scipy libraries, in addition to libigl, a library for geometry processing.
Afterwards, we measure the properties and quality of resulting parameterizations on exam-
ples of real-life scale. Finally, we compare their efficiency and quality and give a recom-
mendation as to which parameterization to pick based on desired computational speed and
quality.
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