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Uvod

U ovom radu ¢emo proucavati rezultate vezane za produkte suma n kvadrata, gdje je n
prirodan broj. Trivijalni identitet x7y7 = (x;y;)* kaZe da je produkt kvadrata jednak kva-
dratu produkta. Identitet (x? +x3)(y2 +y3) = (X1y1 — X2y2)* + (x1y2 + x2y1)* zan = 2 u kojem
je zbroj dvaju kvadrata pomnoZen sa zbrojem nekih drugih dvaju kvadrata opet zbroj dvaju
kvadrata (na primjer, 65 = 5-13 = (12+22)(22+32) = (1-:2-2-3)2+(1-3+2:2)2 = 4>+ 7?%)
bio je poznat Brahmagupti joS u 7. stoljecu, a 1000 godina kasnije ga je ponovno otkrio
Fermat. Analogan identitet za n = 4 otkrio je Euler 1748., a 1843. ga je ponovno otkrio
Hamilton u svom radu o kvaternionima. Uskoro nakon toga, otkriven je analogan identitet
za n = 8 koji su neovisno otkrili Graves 1843. 1 Cayley 1845. Matematicari su pokuSavali
naéi analogan identitet i za n = 16, ali to je dugo vremena bilo bezuspjesno. Stovise,
Hurwitz je 1898. dokazao svoj poznati (1,2, 4, 8)-teorem po kojem takav identitet postoji
jedino zan € {1,2,4,8}.

Svaki od spomenutih identiteta opéenito glasi (x2 + ... + X2)(y] + ... +y2) = 23 + ... + 22,
pri ¢emu su z; bilinearni polinomi u varijablama x; 1 y; nad poljem C. Nakon Hurwitzovog
(1,2,4, 8)-teorema 1 daljnje potrage za identitetima u kojima z; nije nuzno C-bilinearan
polinom u varijablama x; 1 y;, 1960. otkriven je takav identitet za n = 16. Stovise, Pfister je
otkrio da analogan identitet vrijedi za sve n = 2%, k € Ny, pri éemu su z; racionalne funkcije
u varijablama x; 1 y; nad poljem C.

U prvom poglavlju ovog rada navode se osnovne definicije i svojstva vezana za vektor-
ske prostore, matrice, determinante, linearne operatore te polinome i racionalne funkcije.
Potom se u drugom poglavlju uvode produkti suma kvadrata na konkretnim primjerima.
Opisano je kako su kroz povijest prou¢avanjem produkata suma kvadrata otkriveni teoremi
koji se iskazuju 1 dokazuju u sljede¢im dvama poglavljima. Prvi glavni teorem je Hurwit-
zov (1,2,4, 8)-teorem, a drugi Pfisterov teorem o sumama kvadrata. Za dokazivanje tih
teorema bit ¢e potrebni neki pomocni rezultati koji se takoder pojavljuju u radu. Nakon tih
teorema, na kraju svakog poglavlja zasebno, opisane su i neke njihove primjene.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Vektorski prostori

Definicija 1.1.1. Neka je G neprazan skup i neka je dano preslikavanje - : G X G — G.
Uredeni par (G, -) je grupa ako vrijede sljedeca svojstva:

1. (x-y)-z=x-(y-2)zasve x,y,z€ G (asocijativnost)
2. postojie € G takav dajee-x = x-e = xza sve x € G (neutralni element)
3. za svaki x € G postojiy € G takavdaje x-y =y -x =e (inverzni element).

Ako vrijedi i svojstvo komutativnosti x-y =y - x za sve x,y € G, onda je (G, -) komutativha
ili Abelova grupa.

Definicija 1.1.2. Neka je (G,-) grupa i neka je H C G. KaZemo da je H podgrupa od G
ako vrijedi:

1. x-ye Hzasvex,y € H (zatvorenost)
2. x'' € Hza svaki x € H (inverzni element).
Pisemo H < G.

Definicija 1.1.3. Neka je R neprazan skup na kojem su definirane dvije binarne operacije
+ i -. KaZemo da je uredena trojka (R, +, -) prsten ako vrijedi:

1. (R,+) je Abelova grupa

2. (R, ") je polugrupa (operacija - je asocijativna)
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3. x-y+z)=x-y+x-z (x+y)-z=x-2+y-7Z zasvex,y,z€R
(distributivnost operacije - u odnosu na operaciju +).

Neutralni element strukture (R, ), ako postoji, zove se jedinica prstena R i oznacava s 1.
Ako on postoji, tada se (R, +, -) naziva prsten s jedinicom.
Ako je operacija - komutativna, tada govorimo o komutativnom prstenu.

Definicija 1.1.4. Komutativni prsten s jedinicom (R, +,-) takav da je svaki element x €
R\ {0} invertibilan (to jest postoji y € R takav da je xy = yx = 1) naziva se polje.

Definicija 1.1.5. Neka je R prsten. Tada njegov centar definiramo kao
Z(R) ={x€R: xr=rx, za svaki r € R}.

Definicija 1.1.6. Neka je R prsten i pretpostavimo da postoji m € N takav da je mx = 0 za
sve x € R. Definirajmo karakteristiku prstena R s

char R = minimalan takav m,

ako takav m postoji. U suprotnom govorimo da je R karakteristike nula i pisemo char R = 0.

Definicija 1.1.7. Neka je (V,+) Abelova grupa i neka je F polje. Ako postoji preslikavanje
-: FXV — V koje zadovoljava sljedeca svojstva:

l. a-(B-a)=(a-B)-azasvea,BEF aecV (kvaziasocijativnost)

2. (@+pB)-a=a-a+PB-azasvea,BeF, acV
(distributivnost operacije - u odnosu na operaciju + u F)

3. a-(a+b)=a-a+a-b,zasveac€F, a,beV
(distributivnost operacije - u odnosu na operaciju +u V)

4 1l-a=azasvea€cV,

tada se uredena trojka (V, +, ) naziva vektorski ili linearni prostor nad poljem F.

Elemente skupa V zovemo vektorima, a elemente polja F skalarima. Neutralni element
Abelove grupe (V, +) zovemo nulvektor i oznacavamo s Oy. Operaciju - zovemo mnoZenje
vektora skalarom.

Definicija 1.1.8. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je k € N. Za ay, ..., € F
iap,...,a; €V vektor oblika
aa; + ... + aray

nazivamo linearna kombinacija vektora ay, ..., a; s koeficijentima a, ..., .
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Definicija 1.1.9. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je S C V. Skup svih
linearnih kombinacija vektora iz S naziva se linearna ljuska ili linearni omotac skupa S i
oznacava sa [S ). Dakle,

[S]={aia; +...+a,a, :neN,ay,...,a, €S,a,...,a, € F}L
Ako je S ={ay, ..., a;}, tada pisemo
[S]=Ilai,..a] ={a +...+aqa : ay, ..., a; € F}
te skup |ay, ..., ay] nazivamo linearnom ljuskom ili linearnim omotacem vektora a, ..., ay.

Definicija 1.1.10. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je G C V. Ako je
vV =1[G],

odnosno ako se svaki vektor iz V moZe prikazati kao linearna kombinacija konacno mnogo
vektora iz G, tada kaZemo da je G sustav izvodnica ili generatora za prostor V. Dakle, ako
je V = [G], tada za svaki x € V postoje vektori ay, ...,a; € G i skalari ay, ...,y € F takvi

da se x prikazuje kao
k

X=qa; + ...+ qrar = Zoz,-ai.
i=1
Definicija 1.1.11. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je S = {ay, ...,a;} C V.
KaZemo da je S linearno nezavisan skup vektora ako se nulvektor Oy moZe na jedinstveni
nacin prikazati pomocu vektora iz S, to jest ako

aja +...+aqa;, =0y > a =...=q,=0.

U protivnom, ako postoji izbor skalara ay, ..., oy takav da je barem jedan skalar a; # 0 i
da vrijedi ayay + ... + aga; = Oy, tada kaZemo da je skup S linearno zavisan.

Definicija 1.1.12. Podskup B vektorskog prostora V je baza prostora V ako je B sustav
izvodnica za V i linearno nezavisan skup u'V.

Definicija 1.1.13. Neka je n € N. Za svakii € {1,...,n} neka je e; € R" uredena n-torka

Ciji je i-ti koeficijent 1, a svi ostali koeficijenti su 0. Skup {e, ..., e,} je baza prostora R" i
naziva se kanonska ili standardna baza prostora R".

Definicija 1.1.14. Vektorski prostor koji ima konacnu bazu naziva se konacnodimenzionalan.
U protivnom je beskonacnodimenzionalan.
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Definicija 1.1.15. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i V. # {Oy}. Broj
vektora u bilo kojoj bazi prostora V naziva se dimenzija vektorskog prostora V i oznacava
s dim V. Ako je dimV = n, tada kaZemo da je V n-dimenzionalan vektorski prostor.

Definicija 1.1.16. Standardni skalarni produkt na R? je preslikavanje - : R* xR®> — R koje
vektorima a = (a,,a»,a3), b = (b1, bs, b3) € R? pridruZuje skalar

a-b=ab+ab, + Cl3b3.
Vrijednost a - b € R nazivamo standardnim skalarnim produktom vektora a i b.

Definicija 1.1.17. Standardna (euklidska) norma na vektorskom prostoru R? je preslika-
vanje || - || : R? — R definirano formulom

3
bl = V- x= 4| ) 2
i=1

za x = (X1, X2, x3) € R3,

Definicija 1.1.18. Standardni vektorski produkt na R? je preslikavanje x : R®> x R? — R3
definirano formulom

a X b = (abz — azbr)e, + (asb; — a1bz)e; + (a1by — azby)es
zaa = (a,a, az),b = (by, by, b3) € R3, pri demu je skup {e,, e, e3} kanonska baza za R>.

Teorem 1.1.19. Standardni vektorski produkt na R3 ima svojstva da za sve vektore a =
(a1,a2,a3), b = (b1, by, b3), ¢ = (c1,¢2,¢3) € R* i A € Rvrijedi:

1. (a+b)Xc=axc+bXc, ax(b+c)=axb+aXc (distributivnost prema zbrajanju)
2. A(axb)=(da)xX b =ax(Ab) (kvaziasocijativnost)
3.a-(axb)=0, b-(axb)=0 (okomitost)

4. lla x bl* = |lalPIbll* = (a - b)* (Pitagorino svojstvo).

1.2 Matrice

Neka su m,n € N i neka je F polje.
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Definicija 1.2.1. Preslikavanje
A {l,..m}x{1,..,n} > F

naziva se matrica tipa (m,n) (ili m X n) s koeficijentima (ili elementima) iz polja F. Skup
svih takvih matrica oznacavamo s M,,,(F). Dakle, matrica A uredenom paru (i, j),1 <i <
m, 1 < j < n, pridruZuje skalar a;; iz polja F. Pisemo

ay ...

Al - A

Matricu A s elementima a;; koji se nalaze na presjeku i-tog retka i j-tog stupca krace
zapisujemo kao A = (a;;).

Definicija 1.2.2. Matrica tipa (n, n) naziva se kvadratna matrica ili matrica reda n. Skup
svih takvih matrica s elementima iz F oznacavamo s M, (F).

Definicija 1.2.3. Matrica D = (d;;) reda n je dijagonalna ako je d;j = 0 za sve i # j, a
skalarna ako je dijagonalna i vrijedi d;; = djj za sve i, j=1,...,n.

Definicija 1.2.4. Matrica I = (6;;) reda n je jedinicna ako je dijagonalna i 6;; = 1 za sve
i=1,..n

Definicija 1.2.5. Neka je A = (a;;) € M,,,(F). Transponirana matrica matrice A je matrica
B = (B;j) € M,,,(F) za Cije elemente vrijedi

bij = aji
zasvei=1,...m,j=1,..,n. PiSemo B = A". Preslikavanje
t: My, (F) > M,,,(F), A A"

naziva se transponiranje.

Definicija 1.2.6. Matrica A € M, (F) je simetri¢na ako vrijedi A = AT, odnosno antisime-
tri¢na ako vrijedi A = —AT.

Definicija 1.2.7. Matrice A i B su ulancane ako je broj stupaca matrice A jednak broju
redaka matrice B.
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Definicija 1.2.8. Neka je A = [a;;] matrica tipa (m,n) i B = [b;;] matrica tipa (n, p).
UmnoZak matrica A i B je matrica C = [c;;] tipa (m, p) ¢iji su elementi dani formulom

n
Cij = Cl,‘]b]j + ...+ Cl,‘nbnj = Zaikbkj
k=1

zai=1,..m, j=1,..,p. PiSemo C = A- B = AB. Time je definirana operacija mnoZenja
matrica
«t Myu(F) X M, ,(F) — M,,,(F).

Definicija 1.2.9. Kvadratna matrica A € M,(F) je invertibilna ili regularna ako postoji
matrica B € M, (F) takva da je
AB=BA=1.

Matricu B nazivamo inverznom matricom od A i pisemo B = A~'. U protivnom, A je
singularna matrica.

Definicija 1.2.10. Kvadratna matrica A € M,(F) je ortogonalna ako vrijedi
AAT =ATA =1,
to jest ako je A™' = AT,

Definicija 1.2.11. Kvadratne matrice A, B € M,(F) su komutativne ako vrijedi AB = BA,
a antikomutativne ako vrijedi AB = —BA.

Definicija 1.2.12. Neka je B € M,(F). Konjugiranje invertibilnom matricom A € M, (F) je
funkcija M,(F) — M,(F) koja matricu B preslikava u matricu ABA™'.

1.3 Determinante

Definicija 1.3.1. Neka je S, skup svih bijektivnih preslikavanja p : {1,...,n} — {1,...,n}.
Takvo preslikavanje p nazivamo permutacijom skupa {1, ..., n} i oznacavamo s

(1 .. n )
P=oay o p)
Definicija 1.3.2. Inverzija permutacije p je svaki par (i, j) takav da je

1<i<j<n, p@) > pQ)).
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Definicija 1.3.3. Predznak permutacije p definira se kao

signp = (-1)'?,

gdje je I(p) broj inverzija permutacije p.

Definicija 1.3.4. Neka je A € M, (F). Determinanta matrice A je skalar iz polja F koji se
definira kao

detA = Z(signp)mp(l) © Ap(n)s

PESH

gdje je S, grupa permutacija skupa {1, ...,n}, a signp € {—1, 1} predznak permutacije. Jos
kaZemo da je determinanta reda n preslikavanje

det: M, (F) - F, A detA.

1.4 Linearni operatori

Definicija 1.4.1. Neka su V, W vektorski prostori nad istim poljem F. Preslikavanje A :
V — W nazivamo linearni operator ako vrijede sljedeca svojstva:

1. A(a+b)=A(a)+ Ab) za svea,b € V (aditivnost)
2. A(aa) = aA(a) za svea € V,a € E (homogenost).

Skup svih linearnih operatora V.— W, u oznaci L(V, W), jest vektorski prostor.
U slucaju kada je V = W, kratko pisemo L(V) = L(V,V).

Napomena 1.4.2. Svojstva aditivnosti i homogenosti linearnog operatora A : V.— W
ekvivalentna su svojstvu linearnosti

A(aa + Bb) = aA(a) + BA(D)
zasvea,beV,a,p ekl

Definicija 1.4.3. Linearni operatori A, B : V — V su komutativni ako vrijedi AB = BA, a
antikomutativni ako vrijedi AB = —BA.

Definicija 1.4.4. Neka su V, W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem
F, (e) = {ey, ..., e,} baza prostora V i {b, ..., b,} bilo koji podskup prostora W. Tada postoji
Jjedinstveni linearan operator A : V. — W za kojeg vrijedi

A(e,’) = b,’, I= 1, ey 1L



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI 9

Neka je (f) = {fi5..., fm} baza prostora W. Za svaki j € {1,...,n} postoje jedinstveni
Qij,...Qnj € Ftakvida je b = ayjfi + ...+ apjfm. Linearan operator A je jedinstveno
odreden koeficijentima a;; € F,i = 1,...,m, j = 1, ...,n, odnosno m X n matricom oblika

ayr ... Qg

[Al(fe) =
Al - O

Matrica [Al(s.) naziva se matrica linearnog operatora A u paru baza (e) i (f), odnosno
matricni zapis linearnog operatora A u paru baza (e) i (f).
Ako je V. =W i(e) = (f), kratko pisemo [A] ) = [Alc.e)-

Definicija 1.4.5. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem F, A €
L(V)i(e) baza za V. Tada se determinanta linearnog operatora A definira kao determi-
nanta matricnog zapisa operatora A u bazi (e), to jest

detA = det[A](e) .

Teorem 1.4.6. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem Fi A, B €
L(V). Za a € F i linearne operatore A, B : V — V vrijede sljedeéa svojstva:

1. det(aA) = o™V det A
2. det(AB) = detA - det B

3. detA # 0 ako i samo ako je linearan operator A invertibilan.

Definicija 1.4.7. Neka je V vektorski prostor nad poljem Fi A € L(V). Za vektor x € V
takav da x # Oy kaZemo da je svojstveni vektor operatora A ako postoji skalar A € F takav
da je

Ax = Ax.

Taj skalar naziva se svojstvena vrijednost operatora A pridruZena svojstvenom vektoru x.

Definicija 1.4.8. Skup svih svojstvenih vrijednosti linearnog operatora A naziva se spektar
i oznacava sa o(A).

Definicija 1.4.9. Neka je A € L(V)i A € 0(A). Potprostor V,(1) = {x € V : Ax = Ax}
naziva se svojstveni potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A.



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI 10

1.5 Polinomi i racionalne funkcije

Neka je n € N i neka je F polje.
Definicija 1.5.1. Monom u varijablama x, ..., x,, s koeficijentima iz F je izraz oblika

axlll PR xl’l

gdjesuacFiiy,...i, € NU{0}L

Definicija 1.5.2. Polinom p u varijablama xy, ..., x, s koeficijentima iz F je formalna suma
konacno mnogo monoma u varijablama x, ..., x, s koeficijentima iz F, to jest izraz oblika

Z aixa' e
i=(ityoin)E]
gdje je I konacan podskup od N U {0})" i a; € F.
Napomena 1.5.3. Uz standardno definirane operacije zbrajanja i mnoZenja, skup F[xy, ..., x,]

polinoma u varijablama xu, ..., x, s koeficijentima iz F je komutativan prsten s jedinicom,
Stovise radi se o integralnoj domeni (elementi nisu djelitelji nule).

Primjer polinoma: x2x* + V3 € R[xy, x5, x3].

Definicija 1.5.4. Neka je k € N U {0}. Uz oznake iz Definicije ako za svaki i € 1
vrijedi
i1 +...+10, =k,

kaZemo da je p homogeni polinom stupnja k.

Definicija 1.5.5. Racionalne funkcije u varijablama x, ..., x,, s koeficijentima iz F su for-
malni kvocijenti oblika

f
g 9
gdjesu f,g € Flxy,...,x,], g #0i ;—1 = g]’% S fig, = f>g1. Preciznije, racionalne funkcije u
varijablama x, ..., x, s koeficijentima iz F su klase ekvivalencije formalnih kvocijenata g,
gdje su f, g € F[xy, ..., x,] i g # 0, po relaciji ekvivalencije
L L & fig: = &1
81 &
Napomena 1.5.6. Uz standardno definirane operacije zbrajanja i mnoZenja, skup F(xy, ..., x,)

racionalnih funkcija u varijablama x, ..., x, s koeficijentima iz F je polje.

3
T+x,

\EXS_I

Primjer racionalne funkcije: € R(xy, X2, X3, X4, X5, Xp).
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Svakom polinomu p = };.; al»xil’ xi, € F[xy, ..., x,] moZemo pridruZiti funkciju py : F* —
F za koju vrijedi

= i1 i
pO(Cla ceey C}’l) - Zalcl Y Cr:l

iel
za sve (cy, ...,c,) € F".

Teorem 1.5.7. (O jednakosti polinoma). Neka je F € {R,C} i neka su p,g € E[xy, ..., x,].
Uz gornje oznake tada vrijedi

P =8 < Po= 8o

Napomena 1.5.8. Teorem[1.5.7\nam omogucuje da u slucaju kada je F € {R, C} polinome
p € E[xy, ..., x,], koji su po definiciji formalne sume monoma, identificiramo s funkcijama
F" — F koje su definirane tim formalnim sumama.

Primjerice, polinom x?x% - V2 e R[x1, x,] identificiramo s funkcijom R*> — R, (x1, x2)

22— B,
Definicija 1.5.9. Polinom p € F[xy, ..., X,, 1, ..., Yu| je bilinearan ako je
P = Z Z a;jxX;yj
i=1 j=1

za neke a;j € F.



Poglavlje 2

O produktu suma kvadrata

Za svaka dva kompleksna broja x;, y; vrijedi da je produkt njihovih kvadrata jednak kva-
dratu njihova produkta:

Xyt = (ay)’ 2.1)

Opcenitije, ovaj identitet ocito vrijedi u svakom komutativhom prstenu R i pokazuje da je
u R, u slu€aju kada je n = 1, zbroj n kvadrata pomnoZen sa zbrojem n kvadrata opet zbroj
n kvadrata.

Za n = 2 vrijedi zanimljiviji identitet koji kaZe da je zbroj dvaju kvadrata pomnoZen sa
zbrojem nekih drugih dvaju kvadrata opet zbroj dvaju kvadrata:

(X7 + )7 +¥3) = (i1 — x232)” + (x1y2 + X)) (2.2)

Postavlja se pitanje moze li se za bilo koji prirodan broj n dokazati da je zbroj n kvadrata
pomnozen sa zbrojem drugih »n kvadrata opet zbroj n kvadrata. Ve¢ za n = 3 ne¢emo moci
zapisati identitet u trazenom obliku, ali za n = 4 otkriven je sljede¢i identitet:

(7 + 25 + 05 + )07 + 35 + 3 +35) =0y — Xay2 — Xays — Xaya)'+ (2.3)
(X1y2 + Xoy1 + X3y4 — X4y3)°+
(X1y3 + X3y1 — Xoy4 + Xay2) '+
(X174 + Xg1 + X2y3 — x3y2)°.
Izrazi u zagradama na desnoj strani jednakosti zapravo su linearne kombinacije varija-

bli x; kada je y = (y1,y2,y3,ys) fiksiran i linearne kombinacije varijabli y; kada je x =
(x1, X2, X3, x4) fiksiran.

Nadalje, Graves (1843.) i Cayley (1845.) neovisno su otkrili da analogan identitet vrijedi i
zan =8:

12
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8 8
{Z xlz) [Z yi) =(X1¥1 = X2Y2 = X3Y3 — XaYa — XsYs — XeY6 — X7y7 — Xg¥g) '+
: =

(X1y2 + Xo)1 + X3Y4 — X4y3 + XsY6 — XeY's — X7ys + Xgy7) +

(X1Y3 — XoY4 + X3Y1 + X4¥2 + Xs5y7 + XeYs — X7)5 — Xg¥e) +

(X1y4 + X253 — X3Y2 + Xay1 + XsYg — XeY7 + X7y — XgYs) +

(X1Y5 = X2)6 — X37 — XaYs + XsY1 + XeY2 + X7y3 + Xgya) +

(X1Y6 + X2Ys — X3Ys + X4¥7 — X5Y2 + Xe¥| — X7y4 + Xsgy3)'+

(X1y7 + X2Ys + X3Y5 — X4Y6 — Xs5Y3 + XeYa + X7)1 — x8y2)2+

(X1)s — X2Y7 + X3Y6 + X4Ys5 — Xsy4 — Xey3 + X7y2 + Xsy1) .
Bududi da se identiteti postizuzan =1 =2 n=2=2" n=4=22in =8 = 23,
prirodno se pokusavao pronaci analogan identitet i za n = 16 = 2*. Medutim, potraga
je bila bezuspjesna dugo vremena. StoviSe, Hurwitz je 1898. dokazao da identitet ovog
tipa, na €ijoj se desnoj strani nalazi suma kvadrata n bilinearnih polinoma u varijablama
Xly-evsXn, V1, .-+ Yus POstoji jedino za n € {1,2,4,8}. Taj je njegov rezultat danas poznat
kao Hurwitzov (1, 2, 4, 8)-teorem. Pfister je 1960. otkrio da identitet ovog tipa postoji 1 za

n = 16, i opéenitije za sve n = 2% k € Ny, ali uz drugacije pretpostavke na oblik desne
strane identiteta koje ¢emo vidjeti u nastavku (vidi Korolar 4.2.1)).



Poglavlje 3

Hurwitzov (1,2,4,8)-teorem

3.1 Teorem

Teorem 3.1.1 (Hurwitzov (1, 2,4, 8)-teorem). Neka je n € N. Pretpostavimo da postoje
bilinearni polinomi zy, ..., 2, € C[X1, ..., Xu, V1, ---» Yu] takvi da vrijedi

(G H o+ X+ YD) =+ .+ 2 (3.1)
Tada je n € {1,2,4, 8}.
Za dokaz ovog teorema u sljede¢im dvama potpoglavljima ¢emo pokazati dvije stvari:

1. Egzistencija bilinearnog identiteta oblika (3.I) povlaci rjesivost odredenog sustava
matri¢nih jednadzbi.

2. Spomenuti sustav matri¢nih jednadzbi ima rjeSenje jedino za n € {1, 2, 4, 8} Sto éemo
dokazati koriste¢i metode linearne algebre.

3.2 Svodenje na sustav Hurwitzovih matri¢nih jednadzbi

Promotrimo identitet oblika (3.1)). Za bilinearan polinom z; € Clxy, ..., X, Y1, ..., Yul, Pri

cemu je k € {1, ..., n}, vrijedi
2= > @y (3.2)

=1 j=1
za neke a;j; € C.

Za ilustraciju, pogledajmo koji se bilinearni polinomi zi, ..., z, pojavljuju u identitetima
(2.1), (2.2), odnosno (2.3)), koji su oblika (3.1) zan = 1, n = 2, odnosno n = 4.

14
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Zan = 1 prema (2.1) vrijedi x7y7 = 27, pri Gemu je z; = xy;.

Zan =2 prema (2.2) identitet (3.1I) zadovoljen je za

21 = X1Y1 — X2)2,

X1y2 + X2)1.

22

Zan = 4 prema (2.3)) identitet (3.1]) zadovoljen je za

21 = X1Y1 — X2Y2 — X3Y3 — X4)4,
X1Y2 + XoY1 + X3Y4 — X4Y3,
73 = X1Y3 t X3Y1 — X2Y4 + XaYo2,

4 = X1Y4 + X4y1 + X2Y3 — X3)2.

22

Dobivene jednadzbe mozZemo zapisati pomocu matrica. U slucaju n = 2 imamo

)= Con )= o)) =l lo 3+ =00 )6
2 X1y2 + X2 X x1 )\ "o 1 1 o))\

i sli¢no u slucaju n = 4 imamo

21 Y1
2 :(xlAl +X2A2+X3A3+X4A4) 2 y
23 Y3
24 Ya
gdje su Ay, Ay, A3, A4 kvadratne matrice reda 4 oblika
1 00O 0 -1 0 O 0O 0 -1 0 0 0
01060 1 0 0 O 0O 0 0 1 00
A=loo 1ol o 0o o <1 |1t 0o o oMo 1
00 01 0O 0 1 O 0O -1 0 O 1 0

0
-1
0
0

15

(3.3)

(3.4)

-1
0
0
0

Generalizacijom, jednadzbe (3.2) moZemo zapisati pomocu kvadratnih matrica reda n.
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Tada je sustav skalarnih jednadZzbi (3.2)) ekvivalentan matri¢noj jednadzbi oblika
21 Zi,j aijnXiy;
= . (3.5)

Zn Zi,j aijnXiyj

Zj(Zi aij xi)yj

Z,,-(Zi AjjnXi)yj
i Xi e 2 A X\ (V1

22 AitnXi oo 2 Qipn X n

Dobivenu kvadratnu matricu reda n moZemo izraziti kao sumu »n matrica u kojoj svaka
matrica sadrzi samo jedan x;, koji se moZe izluciti ispred matrice kao koeficijent, iz Cega
slijedi

21 ainn - dinl apil - Aunt

=X . . + ...+ X,

Zn aiin -+ Qipn Anin -+ Qpon

Nadalje, sumu na desnoj strani jednakosti mozemo zapisati kao x;A; + ... + x,A,, gdje se
svaki element a;; kvadratne matrice A; reda n nalazi na presjeku j-tog retka i k-tog stupca.
Sada (3.5) glasi kao

2=A+ ...+ x,A)y = Ay,

pri ¢emu smo stavili da je A, = x1A; + ... + x,A,, 1 uredenu n-torku z = (zy, ..., Z,) identifi-
21

cirali s vektor-stupcem
<n

Promotrimo sada identitet (3.1), koji glasi (x7 + ... + x2) (3% + ... + y2) = 20 + ... + 22

n
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Desna strana jednakosti jednaka je z2 + ... + 22 = z - z, gdje je - produkt

n

(@1, ) - (b, s by) = D i

=1
na C". Prema tome vrijedi
G+ +n=2-2=Ay - Ay=(A]Ay) .
Lijeva strana jednakosti jednaka je
(x% + ..+ xﬁ)(y% + ..+ yﬁ) = (Z xiz)y Sy = ((Z x?)y} Y.
i=1 i=1

Identitet (3.1) je sada ekvivalentan s

(AYAy) -y = ((Z X?]y] Y.
-1
Usporedivanjem dobivamo

ATA, = (Z xf] 1. (3.6)

i=1
Raspisivanjem lijeve strane koriste¢i A, = x;A; + ... + x,A,, dobivamo

ATA, = Z ATA) X2+ > (ATA; +ATA) xix;.

i=1 I<i<j<n

Odavde slijedi da je izraz (3.6) ekvivalentan sustavu matri¢nih jednadzbi koje zovemo
Hurwitzove matricne jednadZbe:

ATA; =1, AJA;+ATA =0, i,je(l,.,n), i#] (3.7)

3.3 Rjesivost sustava Hurwitzovih matri¢nih jednadzbi

Preostaje nam jo$ dokazati da sustav (3.7/]) matri¢nih jednadZzbi reda n ima rjeSenje (A4, ..., A,)
€ M,(C)" jedino za n € {1, 2,4, 8}.

Bez smanjenja opcenitosti, uzmimo da je n > 2. Normaliziraymo matrice A; kako bismo
jednu od njih u€inili jediniénom matricom. Prema (3.7)), A; je invertibilna matrica s inver-
zom A, dakle, A je ortogonalna matrica. Neka je B; = A;A,. Sada je sustav matri¢nih
jednadzbi ekvivalentan s

B,=1, B/Bi=1, BB;+B/B; =0, i,je(l,..n} (3.8)
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Neka je u trecoj jednadzbi j = n. Tada je Bl = —B;zai # n, dakle, za i # n je B;
antisimetri¢na matrica. Stoga matrice By, ..., B,_; reda n zadovoljavaju

Bl =-B, B/=-I, BBj=-B;B; i,je{l,.n—1}. (3.9)
Dokazimo sada jednu lemu koja ¢e nam biti potrebna za daljnje zakljucivanje.

Lema 3.3.1. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem C. Ako postoji
par invertibilnih antikomutativnih linearnih operatora na V, tada je dim 'V parna.

Dokaz. Pretpostavimo da su L, L’: V — V par linearnih i invertibilnih operatora takvih da
vrijedi
Ll =-L'L.
Djelovanjem determinante na obje strane dobivamo
(det L)(det L') = (=1)™¥(det L')(det L).
Buduéidaje detL # Oidet L # 0, dijeljenjem dobivamo da vrijedi
1= (_1)dim Vv

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Prema (3.9) i Lemi [3.3.1] slijedi da je, ako postoji rjeSenje sustava (3.7)), n paran. U nas-
tavku nam preostaje dokazati da, ako je n > 2 paran broj takav da sustav (3.9)) ima rjesenje,
tadajen=41ilin = 8.

Dokazimo sada lemu o linearnoj nezavisnosti odredenih matri¢nih produkata koja ¢e nam
biti potrebna u ovom zavrSnom dijelu dokaza Teorema|3.1.1

Lema 3.3.2. Neka je m pozitivan paran cijeli broj i neka je d prirodan broj. Neka su
Ci,...,C, matrice u M,(C) za koje vrijedi da su u parovima antikomutativne i da je za
svakii € {l1,...,m} Ci2 skalarna matrica razli¢ita od nulmatrice. Za svaki 6 = (61,...,0,) €
{0, 1} definiramo matricu
6 py— 6 6/71
C’:=C'---Cpr.

Tada je skup {C° : 6 € {0, 1Y} linearno nezavisan skup od 2™ elemenata u M,(C). Posebno,
vrijedi 2™ < d>.

Dokaz. Uo¢imo da je C; jednak C° za 6; = 1 10; =0,j€{l,..,m},j # i. Nadalje, broj
razlicitih 6 € {0, 1} je 2. Pretpostavimo da postoji netrivijalna linearna relacija

Z bhsC% = 0, (3.10)
)
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gdje za koeficijente b; vrijedi da su iz C 1 da je barem jedan od njih razlic¢it od 0. Fiksirajmo
takvu relaciju u kojoj je broj koeficijenata b; razli¢itih od 0 najmanji mogué. DokaZimo da
pritom mozemo pretpostaviti da je by # 0.

Bududi da su matrice oblika C; u parovima antikomutativne, a matrice C 12 su skalarne
matrice razli¢ite od 0, za definirane matrice C° vrijedi da je C® C% skalarna matrica razli¢ita
od 0 za svaki ¢’. StoviSe, za fiksan ¢” vrijedi

(COCY : 5 €{0, 1)) = {csC? : § € {0, 1}'™)

za neke ¢s € C\ {0} (koji ovise o ¢"). Stoga, za ¢’ za koji je by # 0, u relaciji (3.10)
mnoZenjem zdesna s C® dobivamo linearnu relaciju s istim brojem koeficijenata koji su
razli¢iti od 0 kao i u (3.10), pri ¢emu je sada koeficijent uz C° = I, razli&it od 0.

Ovo pokazuje da moZemo fiksirati netrivijalnu linearnu relaciju (3.10) u kojoj je broj ko-
eficijenata by razlicitih od 0 najmanji mogu¢ i vrijedi by # 0. U nastavku fiksirajmo takvu

relaciju (3.10). Primjenom konjugiranja dokazimo da je veéina izraza u (3.10)) jednaka O.

Zbog antikomutativnosti vrijedi

C. iz
ceict=4 "0 T
—Cj, l;t]
Stoga je
C,C°C! = +C°. (3.11)

Predznak + ovisi o broju koordinata u ¢ koji su jednaki 1. Neka je za ¢ € {0, 1} taj broj
koordinata j za koje je 6; = 1 jednak w(6). Na primjer, w(0) = 0. Primjenom toga, za

(3.11) sada vrijedi
C.C°C;' = g5,C°, (3.12)

pri Cemu je

1Y, 5 =0
Esi = {( ) (313)

(-7 @1, 5 = 1.

Na primjer, €p; = 1 za svaki i. Odaberimo jedan i € {1, ...,n} te konjugirajmo linearnu
relaciju (3.10) s C;. Time dobivamo

D &5ibsC” = 0. (3.14)
0

Oduzimanjem (3.14)) od (3.10) dobivamo linearnu relaciju
D0 - £3)bsC° = 0. (3.15)
5
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Bududi da je &, = 1, u ovoj je linearnoj relaciji koeficijent uz C° jednak 0. Stoga je (3.15)
linearna relacija koja ima nekoliko izraza koji su razli¢iti od 0 manje nego minimalna
linearna relacija (3.10). Zbog toga su svi koeficijenti u (3.15)) jednaki 0, to jest

0 +0, b5¢0$85,,’:1.

To vrijedi za svaki i € {1, ..., n} pa svaki d # 0 s koeficijentima razli¢itima od 0 u (3.10) ima
predznak &s; neovisan o i. Tada je ; neovisna o i po (3.13) pa je 6 = (1,...,1). Nadalje,
vrijedi da je w(d) = m pa iz toga slijedi

g = (1" =-1
buduci da je m pozitivan paran broj. Time smo dobili kontradikciju jer je —1 # 1.

Dakle, pokazali smo da je bs = 0 za ¢ # 0, ali tada linearna relacija (3.10) ima samo jedan
koeficijent koji je razli€it od 0, §to je nemoguce. Time je tvrdnja dokazana. O

Pretpostavimo sada da za neki paran n > 2 postoje matrice By, ..., B,_; koje zadovo-
ljavaju (3.9). Matrice By,...,B,» € M,(C) su u parovima antikomutativne i za svaki
iefl,..,n—-2}je Bf skalarna matrica razli¢ita od nulmatrice zbog Bl.2 = —I,. Ovdje smo
izostavili B, = I, jer B, ne antikomutira s ostalim matricama oblika B; i izostavili smo B,_;
jer trebamo paran broj u parovima antikomutativnih matrica, a n — 1 je neparan buduci da
je po naSoj pretpostavci n paran.

Primjenom Leme na matrice By, ..., B,_» zakljucujemo da je 2"2 < n?. Za parne
n > 2, dobivena nejednakost vrijedi samo za n € {4, 6, 8}. Mogu¢nost n = 6 ¢emo elimini-
rati prouCavanjem svojstvenih potprostora za B;. U nastavku cemo dokazati da je 5 paran
kada je n > 4 iz Cega slijedi n # 6.

Promotrimo matrice By, ..., B,_; kao linearne operatore na C". Bududi da za svaki j €
{1,...,n— 1} vrijedi B? = —1,, jedine svojstvene vrijednosti za B; su +i. Neka su U i W dva
svojstvena potprostora od By :

U={eC" :Biv=iv, W={peC":Bv=—-iv}.

Za svaki v € C", rastav . .
v—iBiv v+iByv

2 T2

sadrzi prvi pribrojnik iz svojstvenog potprostora U i drugi pribrojnik iz svojstvenog pot-
prostora W. Prema tome, C" = U + W. Budu¢i da su U i W svojstveni potprostori od B; za
razliCite svojstvene vrijednosti, vrijedi U N W = {0}. Stoga je C" = U @ W iz Cega slijedi

V=
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n =dim U +dim W. Cilj je pokazati da svojstveni prostori U 1 W imaju jednake dimenzije.

Buduci da je B; invertibilan za svaki j, iz toga slijedi
dimU =dim B;j(U), dim W = dim B;(W).

Takoder, vrijedi By(U) c Ui B{(W)c W.Za j=2,3,..,n— 1 zelimo dobiti B;(U) c Wi
B;j(W) c U. Da bismo to pokazali, uzmimo u € U. Zbog antikomutativnosti imamo

Bl(Bju) = —Bj(Bll/t) = —B](ll/l) = —iBjM
paje Bju € Wiz Cega slijedi B;(U) C W. Analogno vrijedi B;(W) C U. Stoga je
dimU = dim B;(U) < dimW, dimW = dim B;(W) < dim U

paje dim U = dim W. Nadalje, zbog rastava C" = U @ W slijedi dim U = dim W = 2.

Za j =2,3,..,n— 1, kompozicija L; = B, o B; je invertibilan linearan operator na C" i
vrijedi L;(U) = By(Bj(U)) C Bo(W) Cc U paje L(U) C U. Zan > 4, racun pomocu (3.9)
pokazuje da su L3 i Ly antikomutativni na C":

LsLy = (ByB5)(B,Bs) = —B3B3By = B3By

LyL; = (B,B4)(ByB3) = —B3B4B; = ByB3 = —B3By = —L;3L,.

Analogno se pokaZe da su L; i L; antikomutativni za bilo koje razliCite j, k > 2. Gledajuci
L; i L, kao linearne operatore ne na C", nego na vektorskom prostoru U, zbog njihove
antikomutativnosti na U vrijedi da je dim U = % parna prema Lemi [3.3.T} stoga n mora biti
viSekratnik od 4.

Time smo eliminirali moguénost da je n = 6 pa je stoga dokaz Teorema zavrsen.

Spomenimo sada da rezultat o linearnoj nezavisnosti iz Leme [3.3.2] vrijedi i uz slabiju pret-
postavku 1ako je dokaz malo kompliciraniji. Naime, za skalarne matrice C;,i € {1, ...,m}
razlicite od O dovoljno je da budu invertibilne, ali dokaz je kompliciraniji jer u tom slucaju
ne moZemo pretpostaviti da je by # 0. Rezultat ovog tipa dan je sljedeéim teoremom.

Teorem 3.3.3. Neka je F polje i neka je A prsten s jedinicom Ciji centar sadr?i F. Pretpos-
tavimo da su ay, ..., a,, u parovima antikomutativni invertibilni elementi iz A, pri Cemu je m
paran broj. Za svaki 6 € {0, 1} definiramo

O 0. .0
a’:=aj---da,.

Tada je skup {a° : 6 € {0, 1}"} linearno nezavisan skup od 2™ elemenata nad poljem F.



POGLAVLIJE 3. HURWITZOV (1,2,4,8)-TEOREM 22

Dokaz. UoCimo da je Lema [3.3.2] poseban slucaj ovog teorema za A = My(C)ia; = C;.
Neka je w(d) broj koordinata i za koje je 6; = 1. Tada je

a, i=j

-1 _ Jo
aa;a; = .
—aj, 1# ]

pa vrijedi
5 1

a;a’a;

= g5,d°, (3.16)
pri emu je
D", §=0
Esi —
Y=o s =1

Budu¢i da je w(d) broj koordinata i za koje je 6; = 1, dobivamo globalno ogranicenje za
koeficijente €51, ..., €5,» Uzimajuci u obzir parnost broja m:

m

[ Jesi = 1m@=1y@ = (1)@ (3.17)

i=1

Pretpostavimo da postoji netrivijalna linearna relacija

Z bsa® = 0, (3.18)
)

gdje za koeficijente b; vrijedi da su iz F i da je barem jedan od njih razli¢it od 0. Fiksirajmo
takvu relaciju u kojoj je broj koeficijenata bs razli€itih od 0 najmanji mogué. Nadalje,
fiksirajmo i € {1, ..., m} i konjugirajmo linearnu relaciju (3.18) s a;. Prema (3.16)) vrijedi

Z 857ib5a6 =0.

o

Zbrajanjem i oduzimanjem prethodne jednakosti od (3.18) dobivamo

D (= eabsa’ =0, " (1+85)bsa’ = 0. (3.19)
) o

Pretpostavimo da za ¢’ vrijedi by # 0. Tada jedna linearna relacija iz (3.19) nema ¢’-Clan
pa ima barem jedan nenulkoeficijent manje nego minimalna linearna relacija (3.18). Zbog
toga su svi koeficijenti u toj relaciji jednaki 0. Dakle, za svaki ¢ za koji je bs # 0 vrijedi
1 £ g5; =0, pri ¢emu uzimamo — ako je €5, = 1, a + ako je &5 ; = —1. Drugim rijeima,

b(5 0= Esi = Es.i»
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za svaki i € {1,...,n}. Stoga, mnoZenjem po svakom i u (3.17) dobivamo da je (—1)"® =
(=1)*®) za svaki 6 za koji vrijedi bs # 0. Prema tome, za bs; # 0 imamo

§;=0= g5 = (=1)", (3.20)
Bududi da je €5; = €5 za bs # 0, tada mozZemo zapisati kao
;=0 ey, = (=1)""
kada je bs # 0. Stoga, kada je bs # 0, imamo
6;=0=0=0.
Na sli¢an nacin
6i=1=>6=1
pa zapravo vrijedi 6 = ¢’. Time smo dobili da minimalna netrivijalna linearna relacija

li ima samo jedan koeficijent uz a° razli¢it od 0. Ali iz toga slijedi da je bga‘sl =0, Sto
je nemoguce. Time je tvrdnja dokazana. O

3.4 Primjena

U ovom ¢emo potpoglavlju opisati primjenu Hurwitzovog (1,2,4,8)-teorema na problem
egzistencije vektorskog produkta na R". Naime, postavlja se pitanje moZe li se konstruirati
vektorski produkt na R” analogan onome na R® za bilo koji n > 3. Proucavanjem ne-
kih prirodnih svojstava koja bi takav vektorski produkt trebao imati, pomoc¢u Hurwitzovog
(1,2,4,8)-teorema ¢emo dokazati da je odgovor na traZzeno pitanje zapravo dosta ogranicen.

Prisjetimo se najprije definicije standardnog skalarnog produkta na R” i standardne norme
na R".

Definicija 3.4.1. Standardni skalarni produkt na R" je preslikavanje - : R* X R" — R

definirano formulom
n

Xy = in)’i
i=1
4ax = (.X1, ceey Xn),y = (yla ayn) € R".

Definicija 3.4.2. Standardna norma na R" je preslikavanje || - || : R* — R definirano
Jormulom

n

— — 2
bl = V- x = | )

i=1
za x = (xq, ..., X,) € R".
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Motivirani osnovnim svojstvima standardnog vektorskog produkta na R* (Teorem 1.1.19),
definirajmo pojam vektorskog produkta na R”, a potom dokaZimo za koje n € N takav
vektorski produkt postoji.

Definicija 3.4.3. Neka je n € N. Vektorski produkt na R" je preslikavanje X : R"XR" — R”
sa svojstvima da za sve vektore v, vy, v,, w, wi, w, € R" i ¢ € R vrijedi:

L. M+ )XW=V XW+vXw, vXW+Ww)=VXWw +VXWw,
(distributivnost prema zbrajanju)

2. c(vxXw)=(cv)xXw=vX(cw) (kvaziasocijativnost)
3. v-wxw) =0, w-(vxw)=0 (okomitost)
4. v xwlP? = IVIAIWI? = (v - w)? (Pitagorino svojstvo).

Napomena 3.4.4. Svojstva distributivnosti prema zbrajanju i kvaziasocijativnosti zajedno
se nazivaju svojstvom bilinearnosti.

DokaZimo sada teorem koji ¢e nam dati odgovor na problem postavljen u uvodnom dijelu
ovog potpoglavlja. Naime, vektorski produkt na R" postoji samo ako je prirodan broj
ne{l,3,7}.

Teorem 3.4.5. Neka je n € N takav da postoji vektorski produkt na R". Tada je n € {1,3,7}.

Dokaz. Dokazat ¢emo da postojanje vektorskog produkta na R” povlaci postojanje bili-
nearne operacije s posebnim svojstvima na R"*!. Preciznije, vektorski produkt X na R”
iskoristit éemo kako bismo definirali produkt ® na R"*!. Vektorski prostor R"*! pritom
gledamo kao direktnu sumu od R i R” pa vrijedi da je R*™*! = R @ R". Dakle, vektori iz
R"*! su zapravo uredeni parovi (x, v) pri ¢emu je x € Riv € R".

Neka je, dakle, n € N takav da postoji vektorski produkt X na R”. Definiramo binarnu
operaciju ® : R™! x R™! — R"™! na sljede¢i nacin: za vektore (x,v) i (y,w) iz R""!
definiramo

V)OO (,w) =Xy —Vv-w,xw+yw+vXWw). (3.21)
MnoZenje (3.21) je dobro definirano jer vrijedidaje xy —v-w e Rixw +yv+vXw € R".

Nadalje, tako definirano mnoZenje ©® ima dva svojstva.

Prvo svojstvo je bilinearnost u (x, v) i (y, w) (ako fiksiramo jedan takav uredeni par iz R"**!,
onda je desna strana od (3.21) linearna funkcija drugog uredenog para).
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Drugo svojstvo je
1, v) © (v I = 11Cx WP, W (3.22)
Dokazimo svojstvo (3.22)). Prosirivanjem lijeve strane dobivamo

||(x,v)®(y,w)||2 =Xy =V-W, W+ YWH+VXW) - (Xy =V W, XW+ Y+ VXW)
=(xy—v- W+ @w+WH+vXw) - (aw+y+vXw)
= (xy—v-w)2+(xw+yv)-(xw+yv)+2(xw+yv)-(vxw)+(v><w)-(v><w).
Koristeci svojstvo okomitosti (3) iz Definicije vidimo da je v X w okomit na xw + yv,
to jest vrijedi (xw + yv) - (v X w) = 0. Stoga je
xw+yw+vXw)-(xw+yw+vXw)=Qw+y) - (xw+yv)+ (VXw): - (¥Xw)
= WP + 2xy( - w) + VIV + v x wil.
Takoder, vrijedi (xy —v-w)? = x*y? = 2xy(v - w) + (v - w)?. Primjenom dobivenih jednakosti
1 koristeci Pitagorino svojstvo (4) iz Definicije dobivamo
||(x,v)®(y,w)||2 = (xy—v-w)2+(xw+yv+v><w)-(xw+yv+v><w)
= X7y = 2xy(v - w) + (v w)* + Wl + 2xy(v - w) + VI + (v X w?
=’y + Il + VP + Pl
O + IVIHO? + Iwl)
= I WIPIG I

Time je dokazano drugo svojstvo (3.22)). Preostaje nam pokazati poveznicu izmedu opera-
cije mnoZenja © i Hurwitzovog (1,2,4,8)-teorema.

Uzmimo dva vektora (X, ..., Xu11), (V15 .., Yus1) € R**!. Njihov umnoZak O je treci vektor
(215 -+-» Zn+1), pri Cemu su koordinate odredene formulom (3.21)). UvrsStavanjem tih vektora
u (3.22) i zamjenom strana dobivamo

2 2 2 2 2 2

7+t X, DO+ Y ) = e T2 (3.23)
Ovaj identitet vrijedi za sve realne vrijednosti varijabli xy,..., x,,y1,...,y,. Nadalje, iz
gore spomenute bilinearnosti mnozenja © slijedi da je za svaki k € {1,...,n} z; bilinearan

polinom u varijablama x; 1 y;.

Po Napomeni[I.5.§|slijedi da (3.23) moZemo shvatiti kao identitet oblika uR[x,...,
Xpt1s V15 - o> Y1l € ClX1, ..oy X1, V15« - - s Yur1]. Prema tome, po Hurwitzovom (1,2,4,8)-
teoremu (Teorem@ slijedidajen+1€{1,2,4,8} pajen € {0,1,3,7}. Prema pretpos-
tavci teorema odbacujemo slucaj kada je n = 0 i time je dokaz zavrsSen. m|
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Za n = 1, vektorski produkt na R* = R koji zadovoljava Pitagorino svojstvo (4) iz Defi-
nicije [3.4.3]jednak je 0. Zaista, skalarni produkt na R jednak je klasi¢nom produktu pa iz
svojstva (4) slijedi |x X y|* = x*y? — (xy)? = 0, odnosno x X y = 0. Stoga promotrimo slucaj
kada je n > 1, odnosno n € {3,7}. U Definiciji [I.I.1§] prikazana je konkretna formula
za neki vektorski produkt na R? pa pokaZzimo jo§ kako izgleda konkretna formula za neki
vektorski produkt na R’,

Za vektore a = (a1, a», as, ds, ds, dg, a7), b = (b1, by, b3, by, bs, b, b7) € R’ njihov vektorski
produkt moZemo definirati na sljedeci nacin:

a X b =(—asb, + aybs — asbs + asbs — aghy + a7bg)e |+
(—a1bsy + azby — aghy + asbg — a7bs + asby)e,+
(—arby + a1by — a7bs + asby — asbg + agbs)es+
(—a1bs + asb; — arbg + agb, — asb; + a7b3)es+
(—a4by + a1by — arby + a7b, — agbs + azbg)es+
(—a7by + a1b7 — asby + a,by — azbs + asbz)ec+

(—(l5b2 + (lzb5 - (l4b3 + (lgb4 - (lle + a6b1)e7,

pri ¢emu je skup {e}, e, 3, e4, es, s, €7} kanonska baza za R7 .



Poglavlje 4

Pfisterov teorem o sumama kvadrata

4.1 Teorem

Teorem 4.1.1. (Pfisterov teorem o sumama kvadrata). Neka je F polje i neka je n = 2 za
neki k € Ny. Neka su xy, ..., Xy, V1, ..., yu € F. Tada je

2

n

2 24 (12 2 2
X7+ .. +x)07+. ty)=+...+2
za neke 21, ..., 2, € F. Drugim rijecima, skup suma n kvadrata u F zatvoren je na mnoZenje.
Za dokaz ovog teorema kljucna je lema koju ¢emo dokazati u nastavku.

Lema 4.1.2. Neka je F polje i neka je k € Ny. Pretpostavimodazan =2fic,cy,...,c, €F
vrijedi ¢ = c% +... + ¢2. Tada postoji n x n matrica C s elementima iz polja F i prvim retkom
(c1, ..., Cy) za koju vrijedi CCT = C'C = cI,.

Dokaz. Dokazimo ovu lemu matemati¢kom indukcijom po k.
Slucaj kada je k = O je trivijalan. U slucaju kada je k = 1 Zelimo pronadi u,v € F za koje

C1

) c .
2 X 2 matrica C = Vz zadovoljava

CCT:CTC:(C%JFC% 0 )

2., 2
0 cy+c

Za CCT vrijedi

2, 2
CCT = c1 CG\[c1 u _ c] T 6 ciu + v
u v\, v cu+cy  ur+1v?

Nekajeu=cyiv=—c; (iliu=—-c,iv =cy). Tadaje CCT = cl,. Analogno vrijedi da je
CTC = CIZ.

27
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Pretpostavimo sada da je k > 2 i da tvrdnja vrijedi za k — 1. Stavljanjem a = ¢? + ... + ¢3

2

ib=¢c2 gt et c2, pri ¢emu su a i b sume nastale zbrajanjem 5 kvadrata, dobivamo
2

da je ¢ = a + b. Prema pretpostavci indukcije postoje 28! x 25! matrice A odnosno B s

elementima iz polja F i prvim retkom (c, ..., ¢z) odnosno (cz., ..., ¢,) za koje vrijedi
AAT =ATA = alg, BB =B'B = blg.

Mi Zelimo pokazati da postoji 2% x 2% matrica C za koju vrijedi CCT = C'C = cl, =
(a + b)I,. Generalizacijom slucaja kada je k = 1, pokuSajmo pronaci takvu matricu C

oblika
A B
(o v)

za neke 257! x 25! matrice U i V s elementima iz polja F.

Za CCT vrijedi
A B\(AT UT
T
« =\v V) (BT VT)
_[AAT+BBT AU +BVT
UAT+ VBT UUT +VVT
(a+b)ly AUT+BVT
UAT +VBT UUT+VVT]"

Nedijagonalni nxn-blokovi ove matrice su medusobno transponirani pa vrijedi da je CCT =
cl,, ako su zadovoljeni uvjeti

AUT +BVT =0, UUT+VVT=CI%. 4.1)

Neka je sada U = B. Budu¢i da je BBT = bls, slijedi da je, ako je b # 0, matrica B
invertibilna pa iz prve jednakosti u (4.1) vrijedi

AB"+BV =0 BV =-AB" © V=(-B'AB")T @ V=-BAT(BY)".

Dakle, prva jednakost u (4.1)) je zadovoljena ako i samo ako je V = —BAT(B!)T. S obzi-
rom da nije nuzno b # 0, promotrimo dva slucaja: kada je ¢ # 0 i kada je ¢ = 0.

1° Neka je ¢ # 0. Tada jednakost ¢ = a + b povlaci da je barem jedna od polusuma a i b
razli¢ita od 0 pa moZemo pretpostaviti da je b # 0. U protivnhom, u sljedeem argumentu
zamijenimo uloge polusuma a i b (pa time i matrica A i B). Provjerimo vrijedi liza U = B
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iV =-BAT(B™")T druga jednakost u (4.1)):

UUT +VVT = BBT + (-BA"(B")Y")(-BA"(B"H)"))T
= bl + (-BAT(B")")(-B'AB")
=bl; + BAT(B")'B'AB”
=bl; + BAT(BB")'AB"
= bly + BA" (bl5) " ABT

1
=bl, + —-BATAB"
)
1
= bl + —BaIaBT
2 b 2
a
=bl; + EBBT

a
= blg + Eb[g

= bl +al»
2 2

=cl».
2

Dakle, vrijedi da je CC™ = cl,. Budu¢i da je ¢ # 0, matrica C je invertibilna pa jednakost
C'C = cl, slijedi direktno iz toga (matrica C i njezin inverz, u ovom slucaju je to %CT jer
jeCCT =cl, & C" =C'cl, & C' = 1C7, uvijek komutiraju). Stoga zakljutujemo da

postoji matrica C za koju vrijedi da je CCT = C'C = cl,.

2° Neka je ¢ = 0. U ovom je slucaju moguce da je a = b = 0. Primjerice, zaF=Cik =2
mozemo uzeti ¢y = 1, ¢; = i,¢3 = licy = iparastav ¢ = ¢] + ¢; + 5 + ¢ iz leme glasi
0=(12+i*)+(12+i%),dakle,a = 12+ = 0i b = 12 +i*> = 0. Medutim, u ovom primjeru
moZemo drugacije grupirati c7, ¢3, ¢3 i ¢ u polusume a, b # 0.

Naime, vrijedi da je 0 = (12 + 1%) + (i* + i*) pa, ako stavimo a = ¢} + 31 b = 5 + ¢,
imamo da je a # 01 b # 0. Opcenito, ako je 0 = ¢? + ... + ¢2, tada ili pribrojnike ¢2, . . ., c2
moZemo razdijeliti u dvije polusume (tj. sume od po 3 pribrojnika) a,b # 0 (primijetimo
da je, buduéi da je a + b = 0, polusuma a # 0 ako i samo ako je b # 0) ili su elementi

ci, ..., c2 jednaki.

Zaista, ako su sve polusume a = b = 0, tada je posebno ¢; +...+c; =0ici+...+¢;_ +
2 2

2
Cy

2., = 0. Nakon oduzimanja slijedi da je A2 =da .1+ Sli¢cnom argumentacijom dobivamo
2 2 2

da za sve elemente oblika c? vrijedi da su jednaki.
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Kada je ¢ = 01 postoje polusume a,b # 0,za U1V iz analognim raspisivanjem dobi-
jemo da vrijedi CCT = cI,. Medutim, budu¢i da sada matrica C nije invertibilna, jednakost
C'C = cl, ne mozemo direktno zakljuciti pomoéu CC"™ = cl,, nego postupak moramo
provesti opet analogno kao i za CC" = cI,.

Za C'C vrijedi
AT U"\(A B
TO =
CC_(BT VT)(U V)
ATA+U'U A'TB+U'V
B'A+V'U B'B+VTV]’

Nedijagonalni nxn blokovi ove matrice su medusobno transponirani pa vrijedi daje CTC =
cl,, ako su zadovoljeni uvjeti

ATB+U'V=0, ATA+U'U=cls, B'B+V'V =cls. 4.2)
Neka je sada U = B. Tada za drugu jednakost u (4.2) vrijedi
ATA+U'U=A"A+B'B=(a+Db)xs =cls.

Bududi da je BB" = blz i b # 0, matrica B je invertibilna pa za prvu jednakost u (4.2)
vrijedi

ATB+B'V=0©BV=-A"TBoV=-B")'ATBeV=-B")TATB.

Dakle, prva jednakost u (4.2)) je zadovoljena ako i samo ako je V = —(B~')TAT B. Provje-
rimo vrijedi li sada treca jednakost u (#.2)):
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B'B+V'V=B"B+(—(B")YA"B)"(-(B"")TA"B)
=bl; + (-B"AB™")(—(B")TATB)
=bl; + BTAB"'(B")'A™B
=bl; + BTA(B'B)'A"B
= bl + B'A(bl;) AB

1
=bls + -B"AA™B
> b
1
= bl + —BTaInB
2 b 2
a
=bl; + EBTB

a

b

=bln +al»

2 2

=clx.
2

= bl + =bI:x
2 2

Dakle, vrijedi da je CTC = cl,. Stoga zakljuCujemo da postoji matrica C za koju vrijedi da
jeCCT =C"C =cl,.

Kada je ¢ = 01 kada za sve elemente oblika c? vrijedi da su jednaki, dobivamo da vrijedi
0 = ¢l + ... + ¢2 = ncl. Prema pretpostavci leme vrijedi da je n = 2* pa kada polje F nije
karakteristike 2, tada je ¢; = O (time je 1 svaki element oblika c; jednak 0) te za matricu C
moZemo uzeti nulmatricu.

Kada je polje F karakteristike 2, neka je tada C matrica s redcima jednakim (cy, ..., ¢;).
Tada je svaki element od CC" jednak 37 c? = 0paje CC" =0 = cl,. Element (i, j)
matrice C'C jednak je nc;c;. Bududi da je n paran, to jest djeljiv s karakteristikom polja F,
taj element je jednak 0. Stoga vrijedi da je C"C = 0 = cI,. Dakle, i u ovom slu¢aju postoji
matrica C za koju vrijedi daje CC™ = C"C = cI,. |

Napomena 4.1.3. Element (1, 1) matrice CC™ u Lemi je c% + ...+ cfl = cito Ce biti
glavni dio dokaza Pfisterovog teorema.

Dokazimo sada Pfisterov teorem (Teorem [4.1.1)).

Dokaz TeoremaH.1.1] Pretpostavimo da se elementi x,y € F mogu zapisati kao sume n

kvadrata:

X=X+ 42, Y=y a4y
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zaneke x,..., X, y1,...,V, € F. Po Lemi postoje n X n matrice X i Y s elementima
iz polja F za koje vrijedi

XX"=X"X=xI,, YY" =Y"Y=yI,
pri ¢emu je prvi redak matrice X jednak (x, ..., x,,), a matrice Y jednak (yy, ..., y,). Tada je
(XY)XY)" = XYY" X" = yXX" = xyl,.

Oznacimo prvi redak matrice XY sa (zi,...,z,). Tada za element matrice (XY)(XY)" na
mjestu (1, 1) vrijedi

2 2 2 2y (12 2
Gtttz =xy=07+..+x)07 + ...+ Y.

Time je dokaz Teorema zavrsen. i

Pfister je takoder dokazao da postoji polje u kojem tvrdnja Teorema [4.1.1| ne vrijedi ni za
koji n € N koji nije potencija od 2. Taj teorem ¢emo samo iskazati u nastavku, a dokaz se
moze pronaci u [2].

Teorem 4.1.4. Neka je R(xy, xz,...) = U, R(xy, ..., x,) polje racionalnih funkcija u be-
skonacno mnogo varijabli x;, i € N. Za svaki pozitivan cijeli broj n koji nije potencija od
2, skup suma n kvadrata u R(x,, x,, .. .) nije zatvoren na mnoZenje.

Postavlja se pitanje moze li se Pfisterov teorem o sumama kvadrata poop(iti, to jest ostaje
li istinit ako u njegovu iskazu zamijenimo uvjet da je F polje slabijim uvjetom da je F
komutativan prsten. Sljedeci teorem ¢e nam dati odgovor na to pitanje.

Teorem 4.1.5. Neka je n € N takav da je skup suma n kvadrata zatvoren na mnoZenje u
svakom komutativnom prstenu R. Tada je n € {1,2,4,8}.

Dokaz. Dokazimo ovaj teorem koristeci konkretan komutativan prsten A = R[xy, ..., X, V1,
w¥ul- Nekajeu = xj + ...+ x; i v = y] + ... + y,. Pretpostavljajuéi da je skup suma n
kvadrata u A zatvoren na mnoZzenje, slijedi da je uv suma n kvadrata u A pa vrijedi identitet

4+ + YD) = A+ (4.3)

za neke polinome fi, ..., f, € R[X1, ..., X, Y1y o5 Yul-

Zelimo pokazati da su fi, ..., f, bilinearni polinomi u varijablama x; i y ; pa tvrdnja da je
n € {1,2,4,8} tada slijedi prema Hurwitzovom (1,2, 4, 8)-teoremu (Teorem [3.1.1)). Pri-
mijetimo najprije da evaluacijom jednakosti @.3) u (xi,..., %, y1,...,¥) = (0,...,0) do-
bivamo da je suma kvadrata konstantnih ¢lanova polinoma fi, ..., f, jednaka 0. Kako su
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konstantni ¢lanovi polinoma fi, ..., f, realni brojevi, slijedi da su svi oni jednaki O.

ZapiSimo polinome fi, ..., f, kao sume homogenih polinoma u varijablama xj, ..., x,, s ko-
eficijentima iz R[yy, ..., y,] 1 neka je d najveci stupanj takvih homogenih polinoma (dakle,
d > 1). Neka je f;4, suma homogenih polinoma stupnja d u zapisu polinoma f;, dakle,
fia # 0 zaneki i.

Ako je d > 1, tada izjednaCavanje homogenih polinoma u varijablama xi, ..., x, stupnja
2d s obje strane jednakosti u povlaci0 =", fl2 ", pa je svaki f; 4 jednak 0, Sto je kon-
tradikcija. Slijedi da je d = 1 pa je svaki polinom f; linearna kombinacija homogenih poli-
noma xi, ..., X, s koeficijentima iz R[yy, ..., y,]. Zbog simetrije, svaki polinom f; je takoder
linearna kombinacija homogenih polinoma yy, ..., y, s koeficijentima iz R[x, ..., x,,].

ZakljuCujemo da je svaki f; bilinearan polinom u varijablama x; i y; pa tvrdnja teorema
slijedi prema Hurwitzovom (1, 2, 4, 8)-teoremu (Teorem [3.1.1]. O

4.2 Primjena

U ovom potpoglavlju ¢emo objasniti primjenu Pfisterovog teorema o sumama kvadrata
u dokazivanju nekih tvrdnji. Prva primjena Pfisterovog teorema dat ¢e nam novu informa-
ciju o identitetima oblika

.+ . Y=L A+ (4.4)

koji su glavna tema ovog rada. Preciznije, sljedeéi korolar dokazuje da identitet oblika
(4.4), u kojem su z, .. ., z, racionalne funkcije u varijablama x, ..., x,, i, ..., y, nad pro-
izvoljnim unaprijed zadanim poljem F, postoji kad god je n potencija od 2. Nakon toga,

dokazat ¢emo jos jedan korolar za ¢iji je dokaz takoder potreban Pfisterov teorem.

Korolar 4.2.1. Neka je F polje i neka je n = 2% za neki k € Ny. Tada postoje racionalne
funkcije 71, ..., 2, € F(X1, «o X, V1, ..., Yn) takve da je

2
e

2 2 2 2 2
(xX7+..+x)07+..ty)=2+..+z2

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktnom primjenom Pfisterovog teorema o sumama kvadrata (Te-
orem [4.1.T)) na racionalne funkcije xi, ..., X, Y1, ..., Y0 € F(x1, .0, X Y1s ooy V) O

Korolar 4.2.2. Neka je n = 2% za neki k € Ny i neka je S skup suma n kvadrata razlicitih
od 0 u bilo kojem polju F. Tada je S podgrupa od F*.
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Dokaz. Prema Pfisterovom teoremu o sumama kvadrata (Teorem [{.1.T)), skup S je zatvo-
ren na mnoZzenje, a prema pretpostavci korolara za svaki s € S vrijedi da je s # 01 da je
s =aj+...+a, zaneke aj,...,a, € F pa moZemo uotiti da za inverzni element vrijedi
1 s ai 2 a 2

P

Dakle, za skup suma n kvadrata razli¢itih od 0 u polju F vrijedi zatvorenost i postoja-
nje inverznog elementa. Bududi da je F* multiplikativna grupa s elementima iz polja F
razlic¢itima od 0, prema definiciji podgrupe slijedi tvrdnja. O

Buduci da je Lema [.1.2] klju¢na za dokaz Pfisterovog teorema o sumama kvadrata, izve-
dimo pomocu nje konkretne formule u Pfisterovom teoremu zan = 2in = 4.

Neka je F polje i neka je n = 2% za neki k € N. Tada je za

n

n
2 2 2 2 2 2
X=x{+..+x,= Exi, y:y1+...+yn:§yj
i=1 =1

s elementima x;,y; € F,i,j € {1,...,n} prema Pfisterovom teoremu o sumama kvadrata
(Teorem {.1.1)) produkt xy jednak sumi n kvadrata. Nadalje, po Lemi 4.1.2| postoje n X n
matrice X 1 Y s elementima iz polja F za koje vrijedi

XX"=X"X=xl,, YY'=Y"Y=yl,

pri ¢emu je prvi redak matrice X jednak (xi,..., x,), a matrice Y jednak (yi,...,y,). Za
matrice X i Y pritom vrijedi

A B C D
X_(B _BAT(B—I)T)’ Y_(D _DCT(D—I)T)’ (45)
gdje su A, B,C, D § X § matrice iz Leme [4.1.2 koje odgovaraju sumi 4 kvadrata razli¢itih
od 0. Preciznije, A odgovara sumi ), , x2, B odgovara sumi >.7_,,, x?, C odgovara sumi

i—n
i=5+1

2,%':1 y? 1 D odgovara sumi Z'f:% 1 y?. Po dokazu Pfisterovog teorema (Teorem [4.1.1)) vri-

jedi (X + ...+ XD +...+y) =2 +...+ 22, gdje je (z1, ..., z,) prvi redak matrice XY.

Zan =2 vrijedi x = x7 + x3, y = y] + y3. Matrice u (4.5) su tada oblika
X:(Xl Xz), Y:(yl )’2)
X2 —Xp Y2 =N

2 22 2 22
(X7 + )07 +y2) =21 + 23,

Tada je
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pri ¢emu je (z;, z») prvi redak matrice produkta XY. Preciznije, vrijedi

71 = X1)y1 t+ X2)2, (4.6)

32 = X1Y2 — X2)1-

Zan = 4 vrijedi x = Z?:l xl.z, y= ijl y?. Matrice u (4.5)) su tada oblika

X1 X2 X3 X4
X2 —X1 X4 —X3
X = x|(—x§+xi)—2xz)C3X4 xz(xg—xi)—2x1X3X4 ,
3 X 24+ 24
xz(xg—xi)—2x1X3X4 xl(x%—x3)+2x2mx4;
X4 X3 X2 +x2 X2 +x2
3Ty 3Ty
yi Y3 Y4
Y2 =W Y4 —)3
Y = yi(=y3+y3)—-2yay3ys - y2(33-y3)—2viyava | |
Y3 Y4 232 2 12
Riier s
123y -1ysvs y1(3-y3)+2y2y3y4
Y4 =3 2.2 2.2
Y3+yy Y3+yy

Tada za produkt xy koji je jednak sumi 4 kvadrata koriste¢i XY imamo

4 4 4
i=1 =1 =1
pri cemu je (z1, 22, 23, Z4) prvi redak matrice produkta XY. Preciznije, vrijedi

21 = X1Y1 T XYy2 + X3y3 + X4Y4, 4.7)

22 = X1Y2 — X2Y1 + X3Y4 — X4)3,

(3403 =y 2 (0% -32) - 2yav

73 = X1Y3 + Xoy4 + X3 + X4 ,
Y3+ i Y3+ i
(2 =33) =2 i (02— 33) + 2avavs
24 = X1ys4 — X2y3 + X3 SR + X4 ] .
Y3 +Y; yi+Y;

Time smo dobili konkretne formule u Pfisterovom teoremu o sumama kvadratazan =2 u

izan = 4u (4.7) koje moZemo usporediti s konkretnim formulama u Hurwitzovom
(1,2,4,8)-teoremuzan =2u @.3)izan =4u (@B.4).
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Sazetak

U ovom radu opisani su konkretni primjeri i rezultati vezani za produkte suma kvadrata.
Kroz povijest su otkriveni identiteti koji vrijede za odredeni prirodan broj n u kojima je
zbroj n kvadrata pomnoZen sa zbrojem n kvadrata opet zbroj n kvadrata. Proucavanjem
tih produkata suma kvadrata dokazana su dva znacajna teorema, Hurwitzov (1, 2,4, 8)-
teorem 1 Pfisterov teorem o sumama kvadrata, koji su glavna tema ovog rada. Za njihovo
dokazivanje potrebni su pomoc¢ni rezultati koji se stoga pojavljuju u radu. Takoder, opisane
su i neke primjene tih teorema.



Summary

In this thesis, specific examples and results related to the products of the sum of squares
are described. Through the history, there have been discovered identities that are valid for
a certain natural number n by which a sum of n squares multiplied by another sum of n
squares is again a sum of n squares. By studying these products of sums of squares, two
significant theorems have been proved, Hurwitz’s (1, 2, 4, 8)-theorem and Pfister’s theorem
on sums of squares, which are the main topic of this thesis. To prove them, we needed
auxiliary results so they therefore appear in the thesis. Moreover, some applications of
these theorems are described.
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