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1 Uvod

Vjerojatnosna metoda predstavlja jedan od moc¢nih i Siroko koristenih alata
primijenjenih u kombinatorici. Jedan od glavnih razloga za brzi razvoj me-
tode je veliki znacaj slucajnosti u teorijskoj ra¢unarnoj znanosti i statistickoj
fizici. Metoda se najjednostavnije moze objasniti ovako: u svrhu dokazivanja
postojanja kombinatorne strukture s odredenim svojstvima, konstruira se od-
govarajuci vjerojatnosni prostor u kojem se struktura nalazi te se pokaze kako
slucajno odabrani element tog vjerojatnosnog prostora ima Zeljena svojstva
s pozitivnom vjerojatnoséu. Obzirom da je metoda inicirana i razvijana ra-
dom matematicara Paula Erdosa, prikladno je metodu nazvati i ,, Erdésovom
metodom”.

U ovom radu ¢emo se prvo prisjetiti nekih osnovnih definicija i teorema iz
teorije vjerojatnosti koje su potrebne za razumijevanje metode. Nakon toga,
u tre¢em poglavlju ¢emo prvi puta upotrijebiti metodu na primjerima iz te-
orije grafova, hipergrafova, kombinatorne teorije brojeva, disjunktnih parova
te dominantnih skupova. Takoder ¢emo pogledati Erdés-Ko-Radov teorem
koji se bavi presijecaju¢im familijama i njihovim velicinama. U cetvrtom
poglavlju ¢emo koristenjem svojstva linearnosti o¢ekivanja obraditi jos neke
primjere. Spomenut ¢emo i primjere koristenja metode preinaka, kojom ¢emo
eliminirati nedostatke nasumicnih struktura. Na kraju, u petom poglavlju,
pogledat ¢emo jos kako se drugi moment moze iskoristiti u vjerojatnosnoj
metodi.



2 Osnove vjerojatnosti

Da bismo mogli koristiti vjerojatnosnu metodu, potrebno je prisjetiti se os-
novnih pojmova i rezultata iz teorije vjerojatnosti.

Definicija 2.1. Familija F podskupova od () jest o-algebra skupova ako je
1. D e F,
2. Ae F= A°ec F,
3. Aje F.ieN=J~ A eF.

Definicija 2.2. Neka je F o-algebra na skupu Q2. Ureden par (2, F) zove
se izmjeriv prostor.

Definicija 2.3. Neka je (2, F) izmjeriv prostor. Funkcija P: F — R jest
vjerojatnost ako vrijedi

1. P(A)>0,Ae FiP(Q) =1,
2. A€ FieNiANA =0z2ai#j @P(Uzlflo = % P(A)).

Definicija 2.4. Uredena trojka (2, F,P) gdje je F o-algebra na Q2 i P vje-
rojatnost na F, zove se vjerojatnosni prostor.

Navedimo i neka svojstva vjerojatnosti:
Teorem 2.5. Neka je (S0, F,P) vjerojatnosni prostor. Tada vrijedi:
1. P(@) = 0.

2. Ako su Ay, ..., A, € F medusobno disjunktni, tada je

o (0) - S

3. A Be F, AC B=P(A) <P(B).
4. Ape F,neN=P(J~, A) <> P(A,).

Definicija 2.6. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i A, B € F. Dogadaji
A i B su nezavisni ako vrijedi

P(AN B) = P(A) P(B).



U ovom radu ¢emo se fokusirati na diskretne vjerojatnosne prostore, od-
nosno na prostore gdje je Q@ = {wy,ws, ...} konacan ili prebrojiv skup te ¢emo
uzimati F = P(Q2).

Definicija 2.7. Neka je (Q, P(Q),P) diskretan vjerojatnosni prostor. Slu¢ajna
varijabla X je realna funkcija definirana na 2, odnosno X: €2 — R.

Definicija 2.8. Neka je (2, P(2),P) diskretan vjerojatnosni prostor i neka
su X1, Xo, ..., Xy slucagne varijable na 2. KaZemo da su Xy, Xa, ..., X
nezavisne slucajne varijable ako za proizvolne B; C Ryi =1,... k, vrijed:

k k
P(X, € By,..., Xy € By) =P (ﬂX c Bi> = [[P(x; € B)).
i=1 i=1
Definicija 2.9. Neka je (2, P(Q2),P) diskretan vjerojatnosni prostor, =
{wi,wa, ...} 1 X slucajna varijabla na tom vjerojatnosnom prostoru. Ako
red Y 22 X(wi)P({wi}) apsolutno konvergira, onda njegovu sumu zovemo
(matematickim) ocekivanjem slucajne varijable X i oznacavamo sa:

E[X] = X(w)P({wr}).
k=1
Teorem 2.10 (Linearnost o¢ekivanja). Neka su Xi,..., X, slucajne varija-

ble na vjerojatnosnom prostoru (2, P(Q2),P) koje imaju konacno ocekivange i
¢ €Ryied{l,...,n}. Tada i slucajna varijabla X =37, ¢;X; ima konacno
ocekivange 1 vrijeds

E[X]=E

i=1 i=1

Teorem 2.11. Neka su slucajne varijable X1, . .. X,, nezavisne i neka postoji
EXg] (kK = 1,...,n). Tada slucajna varijabla [[i_, X ima ocekivange i

vrijedi
1T Xk] = [T EX).
k=1 k=1

Vrijednosti X (wy) oznacavat ¢emo Cesto ag, a P({wg}) kao py.

E

Teorem 2.12. Neka je X slucajna varijabla i neka je g: R — R proizvolyna
funkcija. Tada vrijedi

Elg(X)] = g(a:)p;
i=1
uz pretpostavku da red apsolutno konvergira.
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Definicija 2.13. Neka je X slucajna varijabla i neka postogi E[X]. Varijancu
od X definiramo kao
VarX = E(X — E[X])?

ako to ocekivanje postoji.

Teorem 2.14. Neka je X slucajna varyabla i postoji VarX . Tada vrijedi:
VarX = EX? — (E[X])*.

Dokaz.

VarX =E(X — E[X])?
E(X* - 2X -E[X] — E[X]?)
E[X?] - 2E[X]E[X
E[X? - 2E[X]? + E[X]?
E[X?] - E[X]?,

L
+
=
ke

gdje smo koristili linearnost oc¢ekivanja i ¢injenicu da je ocekivanje konstante
jednako toj konstanti, odnosno E[E[X]?] = E[X]?.
m

Definicija 2.15. Neka su X i Xo slucajne varijable na €2 i neka postoje
EX? i EXZ. Kovarijancu slucajnih varijabli X, 1 X, definiramo kao

COV(AXPl7 X2) =K [(Xl — EXl)(XQ — EXQ)] .
Kovarijancu ¢emo koristiti i u idu¢em obliku
COV(Xl, XQ) = ]E(Xng) - EX1 : ]EXQ

Definicija 2.16. KaZemo da su slucajne varijable X1 © X5 na € nekorelirane
ako vrigedi Cov(Xy, X2) = 0.

Napomena 2.17. [z definicija o nekoreliranosti © nezavisnosti dvije slucajne
varijable moze se vidjeti da nezavisnost povlaci nekoreliranost, ali ne vrijeds
i obratno.

Navedimo jo$ osnovne definicije vezane uz neprekidne slucajne varijable.
U nastavku vjerojatnosni prostor ne mora biti diskretan.

Definicija 2.18. Neka je R skup realnih brojeva. Tada o-algebru generiranu
familijom svih otvorenih skupova na R zovemo o-algebra Borelovih skupova
na R ¢ oznacavamo sa B. Elemente o-algebre B zovemo Borelovi skupovi.
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Definicija 2.19. Funkciju g : R — R zovemo Borelovom funkcijom ako je
g ' (B) € B za svaki B € B.

Definicija 2.20. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q —
R je slucajna varijabla na Q ako je X 1 (B) € F za proizvoljno B € B, to
jest X 1(B) C F.

Definicija 2.21. Neka je X slucajna varijabla na €. Funkcija distribucije
od X je funkcija Fx : R — [0,1] definirana sa

Fx(z) = Px ({(—00,2]) = P(X~(~00,2])
=PlweQ: X(w) <z} =P{X <z}, zeR

Definicija 2.22. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) i neka je Fx njezina funkcija distribucije. KaZemo da je X apso-
lutno neprekidna il krace, neprekidna slucajna varijabla ako postoji nenega-
tivna realna Borelova funkcija f : R — RT takva da je

Fx(z) = /x f&)dA(t), zeR.

Funkciju f nazivamo funkcijom gustoce slucajne varyjable X .

Definicija 2.23. Neka su m,o € R o > 0. Neprekidna slucajna varijabla
X ima normalnu distribuciju s parametrima m i o ako je njena funkcija

gustoce

1 (z—m)?
) = e 22 , zx€R
f(z) —

To oznacavamo kao X ~ N(m,c?).

Iduci teorem je jedan od klasiénih centralnih grani¢nih teorema.

Teorem 2.24 (Levy). Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih jednako distribu-
iranih sluc¢ajnih varijabli s ocekivanjem m i varijancom 02,0 < 0% < o0 i
neka je S, => ., Xi. Tada vrijedi

S, —ES, »p
ay/n

Teorem 2.25. Neka je Y ~ N(m,o?) te neka je slucajna varijabla X zadana
kao X = |Y|. KaZemo da X ima presavijenu normalnu distribuciju. Tada

vrijedi
2 m?
ExszvaQ5%2+m@faF(—Tﬂ,
T g

b}

» N(0,1) zan— o0



gdje je
F(a) = L e dt
B V2T J s .

VarX :0]% =m?+ o2 —m?.

Takoder vrijeds @

Napomena 2.26. Ako je Y ~ N(0,1), odnosno jediniéna normalna distri-

bucija, tada za X = |Y| vrijedi my = \/g

Teorem 2.27 (Cebiéevljeva nejednakost). Neka je X slucajna varijabla
s konacnim oéekivanjem m i konaénom varijancom o*. Tada za svaki A > 0
vrijeds

1
]P><|X —m| > )\O’) < VL



3 Primjeri vjerojatnosne metode

U uvodu je re¢eno da je metoda mocan alat te je ugrubo opisana, medutim
metodu je najbolje ilustrirati kroz primjere. Stoga ¢emo pogledati nekoliko
primjera iz razlicitih podrucja kombinatorike.

3.1 Teorija grafova

Prvo ¢emo se zadrzati na par primjera iz teorije grafova vezanih uz Ramseyeve
brojeve i turnire.

Definicija 3.1. Ramseyev broj R(k,l) je najmangi prirodan broj n takav da
u bilo kojem bojenju bridova potpunog grafa K, u crvenu i plavu boju postoji
potpuni plavi podgraf Kj. ili potpuni crveni podgraf K.

Frank P. Ramsey (1903. — 1930.) je pokazao kako je R(k,l) konacan
broj za bilo koje prirodne brojeve [ i k, medutim bilo bi dobro znati i donju
granicu za R(k,l). Pogledajmo primjere nekih Ramseyevih brojeva.

R(1,1) =1 jer potpun podgraf K; nema bridova.

R(2,2) = 2 jer su sva bojenja potpunog grafa Kj:

o ———0 o0
Slika 1: Bojenja potpunog grafa Ko

R(3,3) = 6, sto ¢emo pokazati preko dvije nejednakosti: R(3,3) < 6 i
R(3,3) > 5. Dokazimo prvo R(3,3) < 6. Ako imamo potpun graf K4 tada
za bilo koji vrh v znamo da je susjedan s tocno 5 vrhova. Barem tri brida
koja su susjedni s v su iste boje, neka su to bridovi {v, s}, {v,t} i {v,u}.
Ako je bar jedan od bridova {s,t},{s,u} i {t,u} te iste boje, onda imamo
jednobojni K3. Ako nijedan od tih bridova nije te boje, to znac¢i da su sva
tri brida iste boje, stoga oni zajedno ¢ine jednobojni K3. Drugu nejednakost
dokazemo tako da nademo bojenje od K5 koje ne sadrzi jednobojni Kj:

Slika 2: Bojenje potpunog grafa Kj



k
Propozicija 3.2. Ako je (Z) . 21_(2) < 1, tada je R(k,k) > n. Stoga je

R(k, k) > |2¥/?] za sve k > 3.

Dokaz. Uzmimo nasumic¢no neko bojenje bridova potpunog grafa K, u dvije
boje tako da je svaki brid neovisno obojan s jednakom vjerojatnoséu u plavu
ili crvenu boju.
Za bilo koji fiksirani skup S od k vrhova, neka Ag oznacava dogadaj da
je inducirani graf K na S jednobojan. Vrijedi
2

— £ _91-(5)

jer ukupno imamo (g) bridova i svaki se moze obojati na 2 nacina, a dogadaj
Ag vrijedi u 2 slucaja, ili su svi bridovi plavi ili su svi bridovi crveni. Skup S

mozemo odabrati na (Z) nacina pa je vjerojatnost da ¢e se dogoditi bar jedan

dogadaj Ag najvise (2)21_(]5) < 1. To znaci da se s pozitivnom vjerojatnoséu
ne dogada ni jedan Ag, odnosno R(k, k) > n.
Ako uzmemo k > 3 in = |2¥/2] tada imamo:

M) rn Dk D) gyt 2
k k! Ll 2R
_21+k/2 nk B o1+k/2 n \k k1
TR T oRE2 T <2k/2> <i-1m=1
gdje smo koristili da je f(k) = 21;—]:/2 padajuca funkcija za k € N te za sve

k> 3 vrijedi f(k) < f(3) = 22 < 1. Stoga je R(k, k) > [2¥/2].
0

Ovaj jednostavan primjer prikazuje bit vjerojatnosne metode. U primjeru
prije propozicije 3.2 dokazali smo R(3,3) > 5 tako da smo eksplicitno kons-
truirali bojenje od K5 koje ne sadrzi jednobojni trokut K3. S druge strane, u
propoziciji dokazujemo R(k, k) > n bez da eksplicitno konstruiramo bojenje
od K, koje ne sadrzi jednobojni K}, nego samo pokazujemo vjerojatnosnom
metodom da takvo bojenje postoji. Tako za k = 3 i n = 3 iz propozicije

3 1
dobijemo <§ () = 7 Stosa R(3,3) > 3.

Mozemo primijetiti kako vjerojatnost nije potrebna u ovom primjeru.
Propoziciju 3.2 mozemo dokazati prebrojavanjem: provjerimo da je broj svih
bojenja bridova K, u dvije boje veéi od broja onih koji sadrze jednobojni Kj.
Bojenja bridova u K, u dvije boje ukupno ima 2 2). Odabrati k vrhova koji
tvore jednobojni Kj; mozemo na 2(2) nacina. Ostane joS (Z) — (’;) bridova
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koje trebamo obojati. Neka bojenja koja sadrze jednobojni K} bojali smo
vise puta, ali svako takvo bojenje se moze dobiti na ovaj nac¢in. Stoga imamo
da je broj bojenja K, u kojima postoji jednobojni K} manji ili jednak od:

5. (Z) 2(3)-(3) = (Z) =(5) . 9(3)

k
Iskoristimo li nejednakost iz uvjeta teorema (Z) cot-(8) <14 pomnozimo

n
2

jus 2(3) dobivamo:
2 (1) 20-) <503).

Odnosno, dobivamo da je broj svih bojenja grafa K, u dvije boje veéi od
broja onih koji sadrze jednobojni Kj.

Kako su veé¢inom vjerojatnosni prostori u kombinatornim problemima
konacni, veéina dokaza vjerojatnosne metode moze se formulirati kao pre-
brojavanje. Medutim, u praksi je prakti¢nije koristiti vjerojatnost.

Promotrimo problem generiranja prebrojavanja koji bi pokazivao da pos-
toji bojenje bridova K, u dvije boje bez jednobojnog K31g, . S obzirom da je
ukupan broj bojenja konac¢an, mozemo traziti po svim bojenjima. Medutim,
takva procedura moze zahtijevati 2(3) koraka, vrijeme koje je eksponenci-
jalno u odnosu na veli¢inu problema, koja je (’;) Algoritmi ¢ije je vrijeme
izvrsavanja vec¢e od polinomijalne slozenosti smatraju se neprakti¢nima. Is-
crpno pretrazivanje svih bojenja u tom smislu nije prihvatljivo i zbog toga
je korisno da je dokaz propozicije nekonstruktivan. Medutim, mozemo uociti
kako dokaz moze koristiti da se efektivno nade bojenje koje je vrlo vjerojatno
onakvo kakvo trazimo. To je zato §to, za velike k, ako je n = |2%/2], tada

n L ol+s o \k 9l+h
(k) 2O <=E(gm) s <t

Stoga nasumicno bojenje od K, vrlo vjerojatno nece sadrzavati jednobojni
Ks10gn. Ako iz nekog razloga moramo predstaviti bojenje bridova Kjpes u
dvije boje bez jednobojnog K5y mozemo proizvesti nasumicéno bojenje baca-
njem pravilnog novcéica (10224) puta. Vjerojatnost da sadrzi jednobojni Koy
je manja ili jednaka od:

n\_ (k k
2(2)2(2) (2) n 17(k:) 21+§ n k 211 16
N — < | —— = — =~ &. . -

o(3) (kr)2 VST (2k/2> oo~ 842 107,

a ona je vjerojatno manja nego vjerojatnost da napravimo pogresku u nekom
rigoroznom dokazu da je to bojenje dobro. Stoga u mnogim slucajevima vje-
rojatnosna, nekonstruktivna metoda daje efektivne vjerojatnosne algoritme.




Metoda ima Siroku primjenu u kombinatorici, a neke jednostavne primjere
¢emo prikazati u ostatku ovog poglavlja.

Definicija 3.3. Turnir na skupu V s n elemenata je usmjerenje T'= (V, E)
bridova potpunog grafa na skupu vrhova V.

Stoga, za svaka dva razlicita z,y € V, ili je (z,y) € FE, ili je (y,z) € E.
Naziv turnir dolazi prirodno ako skup V' gledamo kao skup igraca u kojem se
svaka dva igraca natjecu te samo jedan od njih pobjeduje. Ako je (z,y) € E
onda kazemo da igra¢ x pobjeduje igraca y i obrnuto.

Definicija 3.4. KaZemo da turnir T ima svojstvo Sy ako, za svaki skup od
k igraca, postoji igrac koji pobjeduje tih k igraca.

Primjer 3.5. Pogledajmo usmjereni trokut Ty = (V, E) gdje Primijetimo da

@_,

Slika 3: Usmjereni trokut 75

ovaj usmjereni trokut ima svojstvo Si. Navedimo i primjer turnira na sedam
vrhova koji ima svojstvo Sa:

Slika 4: Turnir sa svojstom S
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Postavlja se pitanje: postoji li za svaki & € N turnir 7" koji ima svojstvo
Sk?

Teorem 3.6. Ako vrijedi (Z) (1—27%)"=* < 1, tada postoji turnir s n vrhova
koji ima svojstvo Sy.

Dokaz. Uzmimo na slucajan na¢in turnir na skupu V' = {1,...,n}. Za svaki
fiksan podskup K od V veli¢ine ki v € V \ K, neka je A} dogadaj da v
ne pobjeduje sve vrhove iz K, a Ax dogadaj da niti jedan v € V' \ K ne
pobjeduje sve vrhove iz K. Tada je P(A%) = 1—1/2F =1—-27% a s obzirom
da u V' \ K postoji n — k vrhova, zbog nezavisnosti dogadaja A} vrijedi:
P(Ak) = P(Nyer A%) = (1 —27%)"F_ Iz toga slijedi:

n
Pl U ax| < ¥ Bl - ([ )a-2irr<n,
KCV KCV
K=k K=k

odnosno s pozitivhom vjerojatnoséu ne dogada se ni jedan dogadaj Ay iz
¢ega slijedi da postoji turnir s n vrhova koji ima svojstvo Sk.

[]

Za k = 2 mozemo uvrsStavanjem brojeva primijetiti kako teorem garantira
postojanje turnira sa svojstvom Sy tek za n = 21, a u primjeru smo vidjeli
da postoji ve¢ za n = 7. Medutim, za fiksni k£ i za dovoljno velik n uvjet
teorema Ce biti zadovoljen. Naime, vrijedi

n nn—1)--(n—k+1) n* nF K nF KK en\k
— <= . - Mo ()
(k) ] SHOR RS ;j! (k:>

xz

Zbog nejednakosti 1 —x < e™*,

(1-— 2_k)"_k < (i —<_2k>j>nk = <6_2k>nk — o~ (n=R)/2*

1l
= T
Sada imamo funkciju g(n) = (%)k e~ (=R)/2% 29 koju ¢e uvijek vrijediti
g(n) > f(n) = (})(1 — 27%)"* > 0. Isto tako, uz primjenu L’'Hospitalovog
pravila, za funkciju g(n) vrijedi:

k
lim (@)k . e*(nfk)/?“ = lim i

n—o00 ]{; n—o0 e‘(n_k)/Qk

e en k—
kg ()"

N a7
. k- (5)"
- _T}E&(_%)k.e—m—k)/% 0



sto nam govori kako sigurno postoji prirodan broj n za koji vrijedi f(n) <
g(n) < 1.

G. i E. Szekeres [16] su dokazali da vrijedi f(k) > ¢; - k-2%. U istom radu
su pokazali kako je f(3) = 19 te postavili hipotezu da je f(k) = (k—1)-2F+3
za svaki k > 1.

3.2 Hipergrafovi

Definicija 3.7. Hipergraf je par H = (V, E) gdje je V' konacan skup éije
elemente nazivamo vrhovima, a E je familija podskupova od V' koje nazivamo
bridovima. Hipergraf je n-uniforman ako svaki njegov brid sadrzi toéno n
vrhova. Za hipergraf kaZemo da je dvoobojiv ako postoji bojenje vrhova od
V' u dvige boje takvo da nijedan brid nije jednobojan.

Oznac¢imo jos s m(n) minimalni moguéi broj bridova n-uniformnog hi-
pergrafa koji nije dvoobojiv. Lako se vidi da je m(1) = 1im(2) = 3, a
Erdés 1 Hajnal [9] su pokazali kako je m(3) = 7. Prikazimo i primjer takvog
hipergrafa te dokazimo da on zaista nije dvoobojiv:

Slika 5: 3-uniforman hipergraf koji nije dvoobojiv

Hipergraf koji se nalazi na slici 5 se sastoji od 7 vrhova i 7 bridova koji sadrze
po 3 vrha. Poznat je kao Fanova ravnina, a to je i najmanja projektivna rav-
nina reda 2. Ako preuzmemo terminologiju u projektivnoj geometriji, vrhove
nazivamo tockama, a bridove pravcima. Fanova ravnina ima svojstvo da kroz
svaku tocku prolaze tri pravca, a kroz svake dvije tocke prolazi samo jedan
pravac. Da dokazemo da Fanova ravnina nije dvoobojiva, zapravo trebamo
dokazati da za svako bojenje 7 tocaka u Fanovoj ravnini u crvenu ili plavu
boju, uvijek postoji barem jedan jednobojni pravac, odnosno pravac kojemu
su sve tocke koje se na njemu nalaze u istoj boji. U bilo kojem bojenju 7
tocaka, po Dirichletovom principu, postoje barem 4 tocke koje su bojane is-
tom bojom. Bez smanjenja opéenitosti, neka je to crvena boja. Ako su medu
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te 4 crvene tocke neke 3 na istome pravcu, tada imamo crveni pravac. U
suprotnom, te 4 tocke ¢ine potpuni ¢etverovrh, a svaka od preostale 3 tocke
lezi na dva od 6 pravaca koji prolaze kroz vrhove ¢etverovrha. Ako je barem
jedna od te 3 tocke crvena, tada se onda, zajedno sa 2 vrha cetverovrha,
nalazi na crvenom pravcu. U suprotnom su sve 3 tocke plave boje, a one leze
na sedmom pravcu Fanove ravnine, te stoga imamo plavi pravac.

Propozicija 3.8 (Erdés [10]). Svaki n-uniformni hipergraf s manje od 2"~
bridova je dvoobojiv. Stoga, m(n) > 2" 1.
Dokaz. Neka je H = (V, E) n-uniformni hipergraf s manje od 2"~! bridova.

Obojimo V na slucajan nacin u dvije boje. Za svaki brid e € E, neka je A,
dogadaj da je brid e jednobojan. O¢ito, P[A.] = & = 2'"". Tada,

U 4

ecE

P <Y PA] <22 =1

ecE

te stoga s pozitivnom vjerojatnoscu se zbiva dogadaj da bojenje nema jed-
nobojnih bridova, odnosno H je dvoobojiv.
O

Mnogi rezultati koji se susre¢u u vjerojatnosnoj metodi su asimptotski,
stoga navodimo standardnu asimptotsku notaciju. Za svake dvije funkcije
f,9 : N — R pisemo:

e f = O(g) ako postoji pozitivna konstanta ¢ i ng € N takvi da je
f(n) <c-g(n) za sve n > ny.

f=Q(g) ako vrijedi g = O(f).
o f=0(g) ako vrijedi f =0(g) 1 f = Q(g).

f = o(g) ako kvocijent f/g tezi prema 0 kada varijabla tezi prema oo.

f ~gako f = (14 0(1))g, odnosno f/g tezi prema 1 kada varijabla
tezi prema oo.

Najpoznatiju gornju ocjenu za m(n) dobijemo koristenjem vjerojatnos-
nog argumenta , naopacke”. Bridove biramo nasumic¢no, a bojanje vrhova je
zadano. Fiksiramo V' s v vrhova, a kasnije ¢emo optimizirati v. Neka je x
bojenje od V' takvo da je a vrhova u jednoj boji, a b = v —a u drugoj. Neka
je S8 C V uniformno odabran n-skup. Tada

() 6)
+
n n

P[S je jednobojan pod x| = (2)
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Pretpostavimo radi jednostavnosti da je v paran broj, te bez smanjenja
opc¢enitosti pretpostavimo da je a < b. Pokazat ¢emo da se minimum gornjeg
izraza postize za a = b. Ako uvedemo oznaku ¢ = 7 i d = ¢ —a moZemo nasu
pretpostavku zapisati u obliku

(L (00 =2()

Uvedimo li niz a; = (C;j ) + (C;:j ) vidimo da za j = 0 dobivamo desnu stranu
izraza. Dokazat ¢emo opcenitije, da vrijedi a;41 > a; zasvaki j =0,1,...,n,
a onda slijedi da a; > ag za svaki 7 =0,1,...,n.

()-GO 000
L)) e

(o)) () ) - ()
(05 (5 (05 ) e

gdje smo iskoristili Pascalov identitet (}) = (Zj) + (”gl) Ovo povlaci da
izraz (2) minimum postize u a = b. Stoga,

Gjp1 — Aj =

P[S je jednobojan pod x| > p,

gdje smo definirali
2 (U/Q)

0
Neka su sada Sq, . . . .S, uniformno i nezavisno odabrani n-skupovi, gdje ¢emo
m tek odrediti. Moze se dogoditi da neki od skupova S; budu odabrani vise
puta, medutim tada bismo imali jos manju familiju koja nije dvoobojiva. Za
bojenje y, neka je Aic dogadaj da S; nije jednobojan, a A, dogadaj da nijedan
S; nije jednobojan. Tada je IP[A;] < 1 — p, a po nezavisnosti dogadaja S;,
PIA,] = [T, P[AY] < (1 —p)™.
Postoji 2¥ bojenja, stoga

P[UAX} <2°(1—p)™.

Kada izraz s desne strane nejednakosti iznosi manje od 1, tada postoje
S1,... S, takvi da ne vrijedi ni jedan A,, odnosno, m(n) < m.
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Mozemo iskoristiti nejednakost 1 —p < e™P, koja vrijedi za sve pozitivne
p, a za male vrijednosti p su vrijednosti priblizno jednake. Kad je

e [222),

tada vrijedi 2¥(1 — p)™ < 2%e P™ < e P = 1 pa je m(n) < m. Sada
trebamo pronadi v tako da minimiziramo v/p, da bi m bio §to manji. Vrijed-
nost p mozemo interpretirati kao dvostruku vjerojatnost izvlacenja n bijelih
kuglica iz vreée u kojoj se nalazi v/2 bijelih i v/2 crnih kuglica, bez vra¢anja
u vreéu. Koristimo aproksimaciju drugog reda

2(1)/2) n—1 v — % n—1 . ,
— n — 21—n ~ 21—n eV A 21—ne—n /2v
v=ry =l
n 1=0 =0
gdje smo procijenili ¢lanove produkta dok god je v > n3/2:
. . . .2 . .2
1)—22:1_ { :1_£+ { :1—1—1—0 T\ L gifer0i2?)
v—1i v—1i v v?—wi v v?

Trazenje minimuma od p/v sada postaje pitanje trazenja minimuma funkcije

—n 777/2 v . . . . .
h(v) = % Deriviranjem funkcije h(v) dobivamo

21—ne—n2/21) o-—n? -1 v — 21—n€—n2/2v
h/(U) = 2 /UU;

21—ne—n2/2v (n2 1)
h/(U) — = 2v

R'(v) =0 <= v=n?/2

W) = 2 (n — 8o 4 80%)
405

4—n

W'(n?)2) = ——— < 0,

nbe

odnosno v = n?/2 kao tocku minimuma. Ovo dokazuje sljedeci rezultat
Erdésa [11]:

eln?2

Teorem 3.9. m(n) < (14 o(1)) n?2".

3.3 Kombinatorna teorija brojeva

Definicija 3.10. Podskup A Abelove grupe G zovemo skupom bez sume (,,sum-
free set”) ako je (A+A)NA =10, odnosno ako ne postoje a1, as,as € A takvi
da je ay + as = ag.
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Teorem 3.11 (Erdés [12]). Svaki skup B = {by,--- ,b,} od n cijelih brojeva
razlic¢itih od nule sadrzi podskup A koji je skup bez sume u grupi (Z,+) takav
da je |A| > 3n.

Dokaz. Neka je p = 3k + 2 prost broj koji zadovoljava p > 2max{|b;|,i =
1,...,n}. Znamo da takav p postoji jer postoji beskonatno mnogo prostih
brojeva oblika 3k + 2. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji samo
konacno mnogo prostih brojeva pi,...p; oblika 3k + 2, odnosno 3k — 1.
Oznacimo broj N = 3pips---p; — 1, koji je istog oblika. Zbog pretpos-
tavke ne moze biti prost broj pa je on produkt prostih faktora, odnosno
N = q1q2 - - - ¢- Barem jedan od prostih faktora g; mora biti oblika 3k + 2
jer je produkt brojeva oblika 3k + 1 takoder oblika 3k + 1. No, s obzirom
da N nije djeljiv ni sa jednim p;, a oni su svi postoje¢i prosti brojevi oblika
3k+2, dolazimo do kontradikcije, odnosno postoji beskonatno mnogo prostih
brojeva oblika 3k + 2.

Stavimo C' = {k + 1,k + 2,--- ,2k + 1}. Uocimo da je najmanji zbroj
dva elementa iz C' k+ 14k + 1 = 2k + 2, sto je vece od bilo kojeg elementa
skupa C'. Takoder, najveci zbroj elemenata iz C je 2k + 1+ 2k + 1 = 4k + 2,
sto je zapravo k(mod p), a k je nedovoljno velik da bude element skupa C'.
To znaci da je C' skup bez sume u ciklickoj grupi Z, = {0,1,2,--- ,3k+ 1} i
vrijedi

ICl k+1 1
p—1 3k+1 3

Odaberimo na slu¢ajan nacin cijeli broj x, 1 < x < p i definirajmo
di, - ,d, kao d; = xb;(mod p),0 < d; < p. Za svaki fiksan i,1 < i < n,
kako x postize bilo koju vrijednost od 1,2,--- ,p — 1, tako d; moze biti bilo
koji element iz Z, razlic¢it od nule. Zaista, ocito d; poprima vrijednosti iz
Z,, a ne moze posti¢i vrijednost nula jer je p prost broj veéi od x i svih
b;, tako da xb; nikad nec¢e davati visekratnik broja p. Zatim, vrijednosti
d; su sve raglicite jer kada bi postojala ista vrijednost, tada bi postojali
b; 1 b; takvi da (zb; — xb;)(mod p) = 0 = x(b; — b;)(mod p) = 0, sto je
opet kontradiktorno tome da je p prost broj veéi od svih b; i . Zbog toga
vrijedi P[d; € C] = |C|/(p — 1) > 1/3. Oznacimo s X; indikatorsku slucajnu
varijablu takvu da X; = 1 ako je b; takav da je d; € C'. Uvedimo i slucajnu
varijablu X koja predstavlja broj elemenata b; takvih da je d; € C, odnosno
X =3"" , X;. Sada, zbog linearnosti o¢ekivanja, vrijedi

n n 1
EX:E[;XZ-] :;EXZ» >ne g

Posljedi¢no tome, postoji z,1 < z < piskup A C B kardinaliteta |A| > n/3
takav da za(mod p) € C,Va € A. Ovaj skup A je ocito skup bez sume, jer,
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ako a; + as = ag za ay,a9,a3 € A, tada za; + ras = zaz(mod p), sto je
kontradikcija s ¢injenicom da je C' skup bez sume u grupi Z,.
]

Dokaz gornjeg teorema je djelotvoran kad god je p prost broj koji ne dijeli
ni jednog b;. Ovo mozemo iskoristiti za stvaranje efikasnog deterministickog
algoritma za pronalazak skupa bez sume A velic¢ine veée od |B|/3 iz danog
skupa B. Alon i Kleitman [3] su dokazali kako se konstanta 1/3 u gornjem
teoremu ne moze zamijeniti s 12/29. Pretpostavili su da je % najbolja moguca
konstanta sto su kasnije dokazali Eberhard, Green i Manners [8]. Zatim su
pokazali da svaki skup s n elemenata razlicitih od nule iz proizvoljne Abelove
grupe sadrzi skup bez sume s vise od 2n/7 elemenata i da je konstanta 2/7
najbolja moguca. Nije joS rijeSeno pitanje postoji li za svaki skup s n cijelih
brojeva razlicitih od nule, podskup koji je skup bez sume takav da mu je
kardinalnost barem n/3 + w(n) gdje w(n) tezi prema oo kako n tezi prema
oo. Bilo bi vrlo iznenadujuée da takav w(n) zapravo ne postoji.

3.4 Disjunktni parovi

Vjerojatnosna metoda je najzanimljivija kada se koristi u dokazivanju te-
orema Cije tvrdnje na prvi pogled ne zahtijevaju koristenje vjerojatnosti.
Vecina primjera koje smo dokazali su upravo takvi, a u iduéem primjeru
¢emo opisati malo slozeniji rezultat Alona i Franka [2], koji rijesava hipotezu
Daykina i Erdésa.

Neka je F familija m razli¢itih podskupovaod X = {1,2,...,n}. Oznacimo
s d(F) broj disjunktnih parova u F, odnosno:

d(F) = |[{F,F'}: F,F' € F,FNF = 0}].

Daykin i Erdés su pretpostavili da, ako je m = 2(/2+9" tada za svaki fiksan
§ > 0, d(F) = o(m?), kako n tezi u beskonacnost. Ovaj rezultat slijedi iz
iduceg teorema, koji je poseban slucaj opcenitijeg rezultata:

Teorem 3.12. Neka je F familija m = 21/279" podskupova od X = {1,2,... n}
gdje 6 > 0. Tada je
d(F) < m> 02, (3)

Dokaz. Prepostavimo da ne vrijedi (3); tada odaberemo nezavisno ¢ ¢lanova
Ay, As, ..., Ay iz F s ponavljanjem na slucajan nacin, gdje je t neki veliki
prirodni broj kojeg ¢emo kasnije odrediti. Pokazat ¢emo da s pozitivhom
vjerojatnoséu vrijedi |A; U Ay U--- U Ay| > n/2 i da je ta unija disjunktna s
vise od 22 razlicitih podskupova od X. To pokazuje da ta unija sadrzi vise
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od pola elemenata iz X i u isto vrijeme ne sadrzi viSe od pola elemenata iz
X, sto je ocito kontradikcija. Ta kontradikcija dokazuje valjanost izraza (3).
Vrijedi
P[AjUA U UA|<n/2 < Y PACSi=1,....1
SCX,|S|=n/2

2n/2 t
n _ on(1-4t)
<2 (2(1/2+5)n) =2 .

Druga nejednakost slijedi iz iduéih ¢injenica. Broj n/2-clanih podskupova
S CXje (n72), a to je manje ili jednako od ukupnog broja podskupova od
X, to jest 2". Vjerojatnost da slucajni element A; € F bude podskup od S
je manja ili jednaka od 2(12/2%)” jer postoji 22 moguéih podskupova od S.

Zelimo dobiti da vrijedi P[|A; U Ay U---U A, < n/2] < 1 jer tada s
pozitivnom vjerojatnoséu vrijedi |[A; U Ay U --- U Ayl > n/2. Zbog rezultata
(4), zapravo zelimo 1 — §t < 0, odnosno t > 1/6. Iz tog razloga uzimamo
t=T[1+3].

Za fiksni B € F definiramo

w(B)=|{AeF:BnA=0}

(4)

Ocito,
> " u(B) = 2d(F) > 2m* /2.
BeF
Neka je Y slucajna varijabla cija vrijednost je broj ¢lanova B € F koji su
disjunktni sa svim A;,;1 < ¢ < t. Zbog konveksnosti od f(z) = 2! (Sto se
moze provjeriti diferenciranjem), o¢ekivana vrijednost od Y zadovoljava

-5 () - on (52

f_m<m>t%_m(my

522\ !
> i -m (M) — L om - Ot . tt9%/2 > 9 L= 10°/2

v

m "ml—t62/271‘| m
EY] =) PY=i)i= > PY=i)i+t Y PY=i)-i
i=1 =1 [ml—t62/2]

< ml—t62/2 -IED(Y < ml—t62/2) +m- IP’(Y > ml—t62/2)
< ml—t62/2 +m- IP’(Y > ml—t62/2).
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Stoga zakljuc¢ujemo:
P[Y > ml—t52/2] > m—t62/2' (5)

Zat=[1+3]16<0.5 vrijedi t <2+ 1/6 i iz toga slijedi

m17t62/2 > m17(2+1/5)a2/2 _ m1’52’5/2 _ 2(1/2+6)n(175275/2)

_ on/24+n6(1/2-8)(8+3/2) - on/2

Stoga je desna strana u nejednakosti (5) veéa od desne strane u nejednakosti
(4). Zato vrijedi da s pozitivnom vjerojatnoséu [A;UAsU---U Ayl > n/2ita
unija je disjunktna s vise od 2?2 ¢lanova iz F. Ova kontradikcija implicira
nejednakost (3).

O

3.5 Erdos-Ko-Radov teorem

Definicija 3.13. Familiju skupova F nazivamo presijecaju¢om ako A, B €
F povlaci AN B # (.

Neka je F familija koja sadrzi podskupove skupa {1,2...,n}. Prvo nas
zanima koliko najvise elemenata moze sadrzavati familija F koja je presije-
cajuca. S jedne strane, znamo da vrijedi

Ae F= A€ F,

odnosno F ne moze sadrzavati vise od 2"/2 elemenata. S druge strane,
ako odaberemo neki element x € {1,2,...,n} i tvorimo familiju sa svim
podskupovima koji sadrze element z, tada znamo da je |F| = 2”1, odnosno
postoji presijecajuéa familija s barem 2"~ ! elemenata. Iz toga dvoje slijedi da
je najvedi broj elemenata koje moze sadrzavati presijecajuca familija jednak
2n-1,

Pitanje koje mozemo iz ovog rezultata postaviti je: ako presijecajuca
familija sadrzi 2"~ ! elemenata, je li ona nuzno oblika F = {A C {1,2,...,n}:
x € A}? Odgovor je ne, a kao protuprimjer navodimo dva primjera, kada je n
neparan i kada je n paran. Ako je n neparan, neka je F = {A C {1,2,...,n}:
|A| > n/2}. Zbog neparnosti, to je toéno pola svih podskupova, a zbog
veli¢ine podskupova znamo da je familija nepresijecaju¢a. Ako je n paran,
prvo odaberemo u F sve skupove A takve da |A| > n/2 1 jos od svih skupova
A veli¢ine n/2 odaberemo po jedan iz svakog para (A, A°). Tada je opet
velicina familije jednaka 2771

Sto ako su svi skupovi u F velicine k? Koliko velika tada familija moze
biti? Pogledajmo tri slucaja, od kojih ¢e se samo jedan pokazati zanimljivim
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i on e biti motivacija za slijedeci teorem. Ako je k > 7, tada svaka dva skupa
te velicine imaju neprazan presjek pa ukoliko ih sve uzmemo u familiju F,
ona je presijecajuca. Odnosno, |F| = (Z) Ukoliko je k = 3, tada odaberemo
iz svakog disjunktnog para (A, A°) po jedan skup i dobijemo presijecaju¢u
familiju veli¢ine %(Z) Ostaje nam najzanimljiviji slucaj, kada je k < 7.
Ako odaberemo sve skupove koji sadrze neki z, tada je |F| = (flj) Iduci
teorem pokazuje da je to i najveéi moguci broj elemenata u familiji koja je
presijecajuca.

Uvedimo, radi jednostavnosti, oznake [n] = {1,2,...,n} i neka je Px(S5)
familija svih k-¢lanih podskupova od S.

Teorem 3.14 (Erdés-Ko-Rado). Neka je n > 2k i neka je F presijecajuéa
familija koja sadrzi k-célane podskupove skupa {1,2,...,n}. Tada je |F| <
(1~]). Jednakost je zadovoljena ako i samo ako je F oblika {A € Py([n]) :
x € A} za neki x € [n].

Dokaz. Neka je (z1,...,x,) neka nasumi¢na permutacija skupa [n] koju pro-
matramo kao ciklus (odnosno z; promatramo kao sljedbenika elementa .
Za svaki j, oznacimo sa I; skup {z;, zj41,..., 2461} gdje je zbrajanje u
smislu modulo n. Prvo ¢emo pokazati kako najvise k ovakvih skupova moze
biti sadrzano u presijecajucoj familiji.

Pretpostavimo, bez smanjenja opéenitosti, da skup I} = {1, xs,..., 2%}
pripada familiji /. Tada svaki skup koji pripadaja familiji F mora imati
presjek sa skupom [, a to su skupovi I; za j € {2,3,...,k} i skupovi [; =
{7k, w0} za j € {2,3,...,k}. Zbog disjunktnosti skupova I; i I,
iz svakog takvog para skupova mozemo najvise uzeti jedan da bi familija
bila presijecajuca. Takvih parova je k — 1, Sto zajedno sa skupom [; daje
da u presijecajucoj familiji postoji najvise & takvih skupova. Neka je X;
indikatorska slucajna varijabla takva da je X; = 1 ako vrijedi I; € F, a
X, = 0 inace. Neka je takoder X = Z?Zl X;. Tada vrijedi

171
(x)
7|

E[X] = ZE[Xj] = n|(T)

PIX;] =

Vidjeli smo kako najvise k skupova I; moze pripadati familiji F pa vrijedi

E[X] <k, to jest n% <k, odnosno |F| < £(") = (7).

k
Sada ¢emo dokazati drugi dio tvrdnje, vezan za jednakost. Jednu stranu
smo ve¢ dokazali u diskusiji prije teorema, a sada zelimo dokazati da ako

vrijedi jednakost |F| = (7}), tada je F oblika {A € Py([n]) : © € A}. Ako
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jednakost vrijedi, tada u svakoj permutaciji, mora postojati k£ uzastopnih
skupova da bi F bila presijecajuca familija. Za 1 < j < k ne mozemo uzeti u
familiju i I;;; i I;11, ali moramo odabrati jedan od ta sva skupa kako bismo
u familiji imali k skupova. Ukoliko odaberemo I;,,, tada smo prisiljeni (jer
skupovi moraju biti uzastopni) uzeti I}, 5 1tako do ;7. Odnosno, tada postoji
1 <r <k takav da su skupovi koje smo odabrali Iy, I, ..., I, I, ..., I,
od kojih svaki skup sadrzi element z,.

Sada odgovaramo na pitanje, je li svaki skup koji sadrzi x; element fami-
lije. Neka su xq,..., 29,1 takvi da svi skupovi {z;,..., 2441}, 1 <j <k
pripadaju familiji F te neka je u element koji je razli¢it od svih xy, ..., Xox_1.
On postoji jer je n > 2k, a posluzit ¢e nam za konstruiranje permuta-
cije skupa [n]. Neka je A n-¢lani skup koji sadrzi element xj i ozna¢imo

njegove elemente sa {y1,...,yx} tako da prvih r elemenata pripada skupu
{z1,..., 21}, y» = Tk, a ostali ne pripadaju. Sada napravimo permutaciju
skupa [n] gdje je pocetni element wu, zatim su elementi skupa {xi,..., 24}
poredani tako da su yy,...,y, u poretku zadnji, zatim elementi vy, .1, ..., yx,
a zatim svi ostali elementi skupa [n] gdje je poredak proizvoljan. Skup
{u,x1,..., 251} ne pripada familiji F jer ima prazan presjek sa skupom
{xk, ..., Top_1}. S obzirom da mora postojati k uzastopnih intervala, tada

znamo da skup A pripada familiji F. Stoga, familija F sadrzi svaki skup
velicine k koji sadrzi element xp. S obzirom da je ovo maksimalna presije-
cajuca familija i ima velicinu (Zj), tvrdnja slijedi.

m

3.6 Dominantni skupovi

Definicija 3.15. Dominantni skup neusmjerenog grafa G = (V, E) je skup
U CV takav da svaki vrh v € V \ U ima bar jedan susjedni vrh u U.

Stupanj vrha v € V u grafu G = (V, E) je broj bridova iz E koji su
incidentni s v.

Teorem 3.16. Neka je G = (V, E) graf na n vrhova s minimalnim stupnjem
1+In(0+1)

0 > 1. Tada graf G sadrzi dominantni skup koji sadrzi najvise n - 11

vrhova.

Dokaz. Neka je p € [0,1] proizvoljan. Na slu¢ajan nacin nezavisno oda-
biremo svaki vrh od V' s vjerojatnos¢u p. Neka je X skup svih odabra-
nih vrhova i neka je Y = Yy skup svih vrhova iz V \ X takvih da ne-
maju ni jedan susjedni vrh u X. Ocekivana vrijednost od |X| je ocito
np jer smo birali n vrhova, svaki s vjerojatnoséu p. Za svaki vth v € V,
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Plv € Y] = P[v i svi njegovi susjedni vrhovi nisu u X| < (1 — p)°*t. Varija-

blu |Y| mozemo zapisati kao sumu n indikatorskih varijabli x, (v € V) gdje
je xo = 1 ako jev € Y i x, = 0 u suprotnom. Zbog svojstva linearnosti
ocekivanja sada mozemo zakljuciti:

E[|X| + Y]] = E[X]] + E[Y]] = E[X]] +E{va}

= E[|IX[] + ) Elw] <np+n(l—p)°*.

veV

Stoga, postoji bar jedan odabir skupa X takav da vrijedi nejednakost
| X| + |Yx| <np+n(l—p)°TL. Skup U = X U Yy je ocito dominantni skup
od G &ija kardinalnost je najvise np + n(1 — p)°*L.

Gornje tvrdnje vrijede za sve p € [0, 1]. Za optimizaciju rezultata, prvo
ograni¢imo 1 — p < e P, §to dovodi do jednostavnijeg ogranicenja |U| <
np + ne POt Trazenjem lokalnog minimuma desne strane nejednakosti,
dobijemo

_In(0+1)
d+1
Ovaj rezultat uvrstimo u ocjenu za |U| i dobijemo |U| < n%(‘slﬂ) iz cega
slijedi tvrdnja teorema.
]

U ovom dokazu nalaze se tri jednostavne, ali vazne ideje. Prva je line-
arnost ocekivanja, a na tom svojstvu ¢emo se posebno zadrzati u iducem
poglavlju. Druga ideja je metoda preinaka, koju koristimo u slucajevima
kada nasumican odabir ne osigurava zeljeni skup. Tako je u dokazu na-
sumic¢nim odabirom dobiven skup X koji je preinacen dodavanjem skupa Yy
kako bismo dobili trazeni dominantni skup U. Tu, drugu ideju, ¢emo de-
taljnije razloziti u ¢etvrtom poglavlju. Trec¢a ideja je prona¢i optimalan p
tako da se na pocetku p koristi kao varijabla, a na kraju se odabire p koji je
optimalan za dobivenu ocjenu od |U].

U ovom dokazu se javlja i cetvrta ideja o pomicanju i prilagodavanju
ocjena. S obzirom da je u vecini slucajeva tesko naéi tocan minimum, pos-
tavlja se prilagodena ocjena (u nasem primjeru 1 — p < e7? ) koja bitno
pojednostavljuje pronalazak pribliznog minimuma.
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4 Linearnost ocekivanja

Kao $to smo naveli u proslom poglavlju, mnogo rezultati koji se dokazuju
vjerojatnosnom metodom koriste svojstvo linearnosti oc¢ekivanja. U ovom
poglavlju ¢emo prvo opisati od kakve koristi linearnost ocekivanja moze biti,
a zatim ¢emo kroz primjere vidjeti koliko je primijenjiva.

Ovo svojstvo je vrlo korisno jer ne zahtijeva od sluc¢ajnih varijabli neza-
visnost. U mnogim sluc¢ajevima, E[X] moze se jednostavno izracunati preko
razumne dekompozicije u jednostavne (¢esto indikatorske) slucajne varijable.

Neka je o nasumic¢na permutacija skupa {1,...,n} uniformno izabrana.
Neka je X (o) broj fiksnih tocaka od . Da bismo pronasli ocekivanje E[X]
napravimo dekompoziciju X = X;+---+X,,, gdje je X; indikatorska slucajna
varijabla za dogadaj o(i) = i. Tada je

tako da vrijedi

1 1
EX]=—+ 4+ =1

U praksi, cesto koristimo ¢injenicu da postoji element w u vjerojatnosnom
prostoru za koji vrijedi X (w) > E[X] i takoder element w’' za koji vrijedi
X (w") < E[X]. Ovu ¢injenicu smo ve¢ koristili u dokazu teorema 3.11.

Sljededi teorem se ¢esto navodi kao prvi primjer u koristenju vjerojatnosne
metode, a rezultat je rada Szelea [17].

Definicija 4.1. Hamiltonov put u grafu G = (V, E) je put koji prolazi svakim
vrhom grafa tocno jednom.

Teorem 4.2. Postoji turnir T s n igraca koji ima barem n!2~ ™1 Hamilto-
novih puteva.

Prije dokaza teorema, nadimo za n = 4 turnir koji ima barem 4!-273 =3
Hamiltonova puteva.

)

Slika 6: Turnir s 3 Hamiltonovih puteva.

Mozemo primjetiti kako su tri Hamiltonova puta (1,2,4,3), (4,1,2,3) i
(2,4,1,3).
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Dokaz. U nasumicno odabranom turniru, neka je X broj Hamiltonovih pu-
teva. Za svaku permutaciju o, neka je X, indikatorska slucajna varijabla da
o daje Hamiltonov put, odnosno vrijedi X, (T) = 1 ako je (o(i),0(i+1)) € T
za 1 <i<mn, X,(T) =0 inace. Tada je X = > X, i vrijedi

2n(n—1)/2—(n—1) 1)
E[X] =) EIX,| =nl—— p— =nl27 "V,

Stoga mora postojati turnir koji ima barem E[X] Hamiltonovih puteva.
O

Definicija 4.3. Kazemo da je graf G = (V, E) bipartitan ako se skup V
moze razdvojiti v dva skupa B 1+ C tako da svaki brid iz E spaja vrh iz B s
vrhom iz C.

Teorem 4.4. Neka je G = (V, E) graf s n vrhova i e bridova. Tada postoji
bipartitan podgraf od G koji ima minimalno e/2 bridova.

Dokaz. Neka je T C V sluc¢ajno odabran podskup takav da je Plv € T] =
1,Yv € V nezavisno od ostalih vrhova. Neka je B =V \T. Brid {vy, vo} ¢emo
nazivati prijelaznim ako je toctno jedan vy ili v u T. Neka je X sada broj
svih prijelaznih bridova. Napravimo dekompoziciju skupa X u indikatorske
slucajne varijable X, gdje je X,, = 1 ukoliko je brid {z, y} prijelazan, a u
suprotnom je X,, = 0. Pomocu svojstva linearnosti ocekivanja tada mozemo
zakljuciti:

IE[X}:E[ 3 Xxy}: 3 E[Xxy]zeé:a

{z,y}€E {z,y}€FE

Stoga, X > e/2 za neke izbore podskupa T' i skup prijelaznih bridova tvori
bipartitan podgraf.
]

Ovaj rezultat mozemo i poboljsati ako malo izmijenimo pretpostavke te-
orema:

Teorem 4.5. Ako graf G = (V, E) sadrzi 2n vrhova i e bridova, tada postoji
bipartitni podgraf grafa G koji ima minimalno en/(2n—1) bridova. U slucaju
kada graf sadrzi neparni broj vrhova 2n+1 i e bridova, postoji bipartitni graf
s minimalno e(n + 1)/(2n + 1) bridova.

Dokaz. Neka je skup T uniformno odabran izmedu svih podskupova skupa
V' s n ¢lanova. Kada imamo slucaj da je broj vrhova paran, svaki brid {x,y}
je prijelazan s vjerojatnoséu

n n n no_n

1 -1 -1
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Dokaz tvrdnje slijedi kao u gornjem teoremu, koristeé¢i linearnost ocekivanja.
U slucaju kada je broj vrhova neparan, svaki brid {z,y} je prijelazan s vje-
rojatnoséu

n n+l n+l1 n n+l

2n+1 20 2n+1 20 2+ 1
pa tvrdnja slijedi kao i za slu¢aj parnog broja vrhova.

]

Teorem 4.6. Postoji bojenje bridova potpunog grafa K, u dvije boje s najvise
(Z) 21-(5) jednobojnih podgrafova K,.

Dokaz. Uzmimo neko slucajno bojenje bridova grafa K, u dvije boje i neka
je slucajna varijabla X broj jednobojnih K,. Definirajmo i indikatorsku
slucajnu varijablu Xk, koja poprima vrijednost 1 kada je K, jednobojan, a
inace 0. Tada vrijedi

E[X]=E

> XKa] = > E [ Xk,]

K, podgraf od K, K, podgraf od K,

G- (o

Iz ovoga slijedi da postoje vrijednosti slucajne varijable X koje su manje
ili jednake od vrijednosti ocekivanja slucajne varijable X. Odnosno postoji
bojenje grafa K, tako da postoji najvise (Z) 21-(5) jednobojnih podgrafova
K,.

O

Teorem 4.7. Neka su vy,...,v, € R" takvi da Vi € {1,...,n},||lv|] = 1.
Tada postoje €1, ..., €, = 1 takvi da vrijeds

l|e1v1 + - - + envnl] < V.
Takoder, postoje €1,...,€, = +1 takvi da vrijedi
lle1vr + -+ + envnl| > V1

Dokaz. Nekasuey,...,e,slucajno odabrani na uniforman nacin nezavisno od
drugih iz skupa {—1,1}. Neka je X = ||e;v; +- - - + €,0,,|* slucajna varijabla.
Za nju tada vrijedi

n n

n o n
X = E €;U; - E €;V; = E E €;V; - €5V;.
i=1 j=1

i=1 j=1
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Stoga vrijedi

EX = Z Zvi % E[EZ‘EJ‘].
i=1 j=1
Za sluc¢ajnu varijablu €;, s obzirom da je izabrana na uniforman nacin, vrijedi
Ele;] = 5-(=1) + 3 - (+1) = 0. Ako je i # j, tada, s obzirom da su one
nezavisne, vrijedi Ele;e;] = Elg]E[e;] = 0. Ako pak vrijedi ¢ = j, tada je
E[e?] =1 - (=1)*+ 5 - (+1)? = 1. Stoga je

i 2
EX:zn:Ui-Ui:anlzn,
i=1 i=1

odnosno, postoje €1, ..., €, = £1 kojima je vrijednost slucajne varijable X >
E[X] = n i takoder oni kojima je vrijednost slucajne varijable X < E[X] = n.
Korijenujuéi te nejednakosti dobijemo tvrdnju teorema.

[]

U proslom teoremu slucajne varijable smo odabirali na uniforman nacin i
vektori v; su zadovoljavali ||v;|| = 1. Iduéi teorem ée biti svojevrsna linearna
translacija proslog teorema, gdje ¢emo gledati i neuniformne nacine odabira
slucajnih varijabli € i vektore v; koji zadovoljavaju ||v;|| < 1.

Teorem 4.8. Neka su vy,...,v, € R" takvi da Vi € {1,...,n},||v;|]| <11
neka su pi,...,pn € [0,1] i oznacimo w = pyvy + - -+ + pyv,. Tada postoje
€1, 60 €{0,1} i v =e€v1 + -+ + €0, takvi da vrijedi

Vn

— <M

o —ll < ¥
Dokaz. Neka su €y, ..., €, slucajno odabrani, nezavisno jedan od drugih, s
vjerojatnostima Ple; = 1] = p; i Ple; = 0] = 1 — p;. Slucajan odabir varijabli
¢; daje slucajne varijable v i X = ||w —v||*>. Raspisemo li taj izraz, dobijemo:

n 2 n n

X = Z(pz —€)vi|| = Z Zvi ] (pi 62)(p] 63)7

i=1 i=1 j=1
sto daje:

EX] =YY vi-v;-El(pi — &) (p; — ;).

i=1 j=1

Znamo da vrijedi E[p; — €] = (1 —pi) -pi +pi - (pi — 1) = 0, stoga za i # j
vrijedi
El(pi — €)(pj — ;)] = Elpi — &i] - E[p; — ¢;] = 0.
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Kada vrijedi ¢« = j, tada je

E[(pi — 61’)2] = (1 —Pi)Z * Di +Pz2 “(pi = 1) = pi(1 — py).

Ako pogledamo funkciju f(z) = z(1—z) = —z?+x, znamo da je to kvadratna

funkcija koja postize globalni maksimum }L za r = % Stoga vrijedi

sz 1 — po)l il < ZHW <

Tvrdnja teorema sada slijedi na analogan nacin kao u dokazu proslog te-
orema.

]

Teorem 4.9. Neka su a;; = £1,1 < 4,5 < n. Tada postoje x;,y; = £1,1 <
1,7 <n takvi da vrijedi

Z Zaijxiyj > (\/g—l— 0(1)) ne.

i=1 j=1

[SI3Y)

Ovaj rezultat se moze interpretirati na zanimljiv nac¢in. Uzmimo neku
matricu A dimenzije n X n u kojoj se na svakom mjestu nalazi lampica,
odnosno a;; predstavlja jednu lampicu, koja moze biti upaljena (a;; = 1) ili

ugasena (a;; = —1). Ako postoji prekidac za svaki red lampica (z;) i za svaki
stupac lampica (y;), mozemo reéi da ¢e se aktivacijom prekidaca (z; = —1
za red, y; = —1 za stupac) svaka lampica koja je (u tom redu ili stupcu) bila

upaljena ugasiti, a svaka koja je bila ugasena upaliti. Teorem sada govori da
za bilo koje pocetno stanje upaljenih i ugasenih lampica, moguce je izvesti
odredene aktivacije prekidaca tako da broj upaljenih lampica minus broj
ugasenih lampica bude barem (1/2/7 + o(1))n/2.

-1 1 -1
Primjer 4.10. Neka jea;; = | 1 -1 —1|, on tada ima 3 upaljene lam-
-1 -1 1
pice. Ako postavimo vrijednosti x = (—=1,1,1) 1y = (1,—1,1), prekidaci
kojgi se aktiviraju su x1, odnosno prvi red i ys odnosno drugi stupac. Nakon
aktivacija, matrica lampica izgleda ovako
Odnosno, upaljenih lampica je 7, a ugasene su dvije.

Dokaz. Neka su ...y, € {—1, 1} nezavisno odabrani na slucajan, unifor-
man nacin i oznacimo

Ri:Zaijyj, R:Z|RZ|
j=1 =1

27



® O © O @ O O O O
O e e — O @6 e — O 0 e
® & O ® & O ® O O

Slika 7: Matrica lampica

Neovisno o a;j, vjerojatnost da je a;;y; = 1 je % (analogno i za —1) i vri-

jednosti su nezavisne, odnosno, bez obzira je li u redu 7 doslo do aktivacije
prekidaca, on je i dalje uniformno distribuiran redak, gdje je 2" mogucénosti
jednako vjerojatno. Stoga R; prati distribuciju sluc¢ajne varijable S,, koja
predstavlja distribuciju sume od n nezavisnih uniformnih {—1,1} varijabli,
Sp = Z;;l X;,X; = £1. Po centralnom granicnom teoremu, za n — 00
vrijedi

S, — E[X;

5B v, ).

V/VarX;/n
S obzirom da je E[X;] = =11+ 1.3 = 01 VarX; = E[(X; — E[X}])?] =
E[X?] =13+ 1.3 =1, zapravo vrijedi:

S
Jn

odnosno S, = /n(Z + o(1)), pri ¢emu Z ima standardnu normalnu dis-
tribuciju. Stoga |S,| mozemo aproksimirati pomoc¢u presavijene standardne

— N(0,1),

normalne distribucije ¢ije je ocekivanje \/% . Stoga vrijedi

E[|Ri[] = B[|Sn]] = v/ - (\/%Jr 0(1)> ,

a zbog linearnosti ocekivanja vrijedi

E[R] = ZE[\RJ] =n®?. (@Jr 0(1)> .

Znamo da tada postoje y1, ...y, € {—1,1} takvi da je R najmanje te vrijed-
nosti. Odaberimo takve x; da je predznak jednak predznaku od R;. Tada
vrijedi

zn:ffizn:aijyj = zn:%'Ri = Z|R1| =R>n%?. ( %—ko(l)) :
=1 j=1 =1 =1
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4.1 Metoda preinaka

Osnovnu vjerojatnosnu metodu smo opisali u proslim poglavljima tako da
smo za dokazivanje postojanja strukture sa zeljenim svojstvima prvo defi-
nirali vjerojatnosni prostor struktura i pokazali da zZeljena svojstva postoje
unutar tog prostora s pozitivnom vjerojatnoséu. Sada ¢emo se fokusirati na
primjere u kojima ,nasumicna” struktura nema sva zeljena svojstva, nego
ima neke ,nedostatke”. Uz preinake, eliminaramo nedostatke i tako dobi-
vamo zeljenu strukturu.

Prisjetimo se iz prvog primjera sa Ramseyevim brojevima kako R(k,[) >
n znaci da postoji bojenje bridova grafa K, u dvije boje tako da ne postoji
potpuni crveni podskup K} ni potpuni plavi podskup K;.
Teorem 4.11. Za bilo koji cijeli broj n vrijedi R(k, k) > n — (2)21_@.
Dokaz. Uzmimo neko nasumicno bojenje bridova potpunog grafa K, u dvije
boje tako da svaki brid bojimo crveno ili plavo s jednakom vjerojatnoscu i
neovisno o bojenju drugih bridova. Za bilo koji skup R koji sadrzi k vr-
hova, neka je Xy indikatorska sluc¢ajna varijabla za dogadaj da je inducirani
potpuni podgraf grafa K, definiran na vrhovima iz skupa R jednobojan.
Definirajmo takoder sluc¢ajnu varijablu X koja oznacava broj jednobojnih
podgrafova u nasumiénom bojenju od K,. Tada je X = > Xg, gdje suma
prolazi kroz sve moguce skupove R. Tada, zbog linearnosti o¢ekivanja, znamo

" BIX] = > _ElXn) = (Z> | 2(2';> B @ 2

Zbog ovog rezultata mozemo zakljuciti da postoji bojenje takvo da vrijedi
X < m gdje je m = (Z) . 21_(5), to jest da je broj jednobojnih K} manji ili
jednak od m. Odaberimo sada upravo takvo bojenje grafa K, te maknimo iz
K, jedan vrh iz svakog jednobojnog k-skupa. Izbacili smo najvise m vrhova.
Neki vrhovi smiju se nalaziti u vise jednobojnih podgrafova Ky, ali to za nas
argument ne smeta. Stoga nam ostaje s vrhova, gdje je s > n — (:) 91=(3),
Bojenje na ovih s vrhova ne sadrzi ni jedan jednobojni k-skup, te stoga vrijedi
R(k, k) > s.

O

Dosada smo se kod Ramseyevih brojeva fokusirali na dijagonalne brojeve,
odnosno one kojima je k = [. Iduéa dva rezultata, vezana uz sve Ramseyeve
brojeve, koristit ¢emo kako bismo prikazali koristenje preinaka u vjerojatnos-
noj metodi.
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Teorem 4.12. Ako postoji p € [0, 1] takav da vrijedi
(Z)p<s> | (7)@ <1,

Dokaz. Neka je ¢ neko slucajno bojenje bridova skupa K, nezavisno u dvije
boje, crvenu i plavu, tako da je p vjerojatnost da brid bude obojen crvenom
bojom. Neka je R skup koji sadrzi k vrhova iz K, te P skup koji sadrzi [
vrhova iz K,,. Oznac¢imo sa X indikatorsku slucajnu varijablu koja postize
vrijednost 1 kada je inducirani podgraf od K, definiran s vrhovima iz R
crvene boje, te analogno definiramo Xp kao indikatorsku sluc¢ajnu varijablu
koja postize vrijednost 1 kada je inducirani podgraf od K,, definiran vrhovima
iz P plave boje. Definirajmo i slu¢ajnu varijablu X kao ukupni broj svih
crvenih k-skupova plus broj svih plavih [-skupova. Tada, zbog linearnosti
ocekivanja vrijedi:

tada je R(k,l) > n.

E[X] =E

ZXR+ZXp] =Y E[Xg]+ > E[Xp]

:(Z)p@ + (7) 1-p®.

Iz pretpostavke teorema slijedi da je postoji p takav da E[X] < 1, odnosno
postoji bojenje od K, takvo da je X = 0. Stoga je R(k,l) > n.

(6)

[]

Teorem 4.13. Za sve cijele brojeve n i sve p € [0, 1] vrijedi

R(k,1) > n (Z)pc;) _ (7) 1.

Dokaz. Kao i u proslom teoremu, zakljué¢ujemo da vrijedi jednakost (6) te
oznacimo desnu stranu jednakosti sa s iz ¢ega slijedi da postoji takvo bojenje
da je E[X] < s, odnosno postoji najvise s problemati¢nih skupova koji su
ili crveni k-skupovi ili plavi [-skupovi. Izbacimo li iz svakog od tih proble-
mati¢nih skupova po jedan vrh, dobijemo bojenje potpunog grafa K, 4 bez
problemati¢nih skupova, odnosno n — s < R(k,1).

O

Definicija 4.14. Neka je G = (V| E) graf. Nezavisan podskup vrhova od
G je podskup od V' u kojem ni jedna dva vrha ne ¢ine brid iz E. Broj ne-
zavisnosti grafa G je kardinalni broj najveceg nezavisnog podskupa vrhova od

G.
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Broj nezavisnosti oznacavamo s «(G), a «(G) > t znaci da postoji t
vrhova grafa G koji medusobno nisu povezani bridom.

Teorem 4.15. Neka je G = (V, E) graf s n vrhova i nd/2 bridova, pri ¢cemu
je d > 1. Tada je a(G) > n/2d.

Dokaz. Nekaje S C V nasumican podskup gdje je Plv € S] = p. Vjerojatnost
p ¢emo kasnije odrediti, a dogadaji v € S su medusobno nezavisni. Tada S
inducira podgraf Gg = (5, Eg) gdje su Eg svi bridovi iz E koji povezuju
vrhove iz S. Ozna¢imo s X = |S| 1Y = |Eg|. Za svaki brid e = {i,j} € E,
neka je Y. indikatorska slucajna varijabla za dogadaj i,7 € S (odnosno,

e € Eg), §to znaci da je Y = > _pY.. Tada, po linearnosti ocekivanja
vrijedi
nd nd
Ey] =S E[Y) = 22 . pli,j e 5] = 252
¥ =SB = Rl € 5= 5

Ocekivanje slucajne varijable X analogno, uz pomo¢ linearnosti ocekivanja,
izracunamo i dobijemo E[X]| = np, te stoga vrijedi
nd

E[X —Y]=np— 7])2.

Uvrstimo sada vrijednost p = 1/d i dobijemo da je

n
E[X -Y]= o0
Stoga, postoji takav podskup S za koji je razlika izmedu broja vrhova i broja
bridova u S barem n/2d. Odaberimo za svaki brid iz S po jedan vrh koji
mu je incidentan i sve takve vrhove izbacimo. Tako smo izbacili jednak broj
vrhova i bridova, pri ¢emu smo izbacili sve bridove i dobili novi podgraf
S* koji ima barem n/2d vrhova. S obzirom da S* nema ni jedan brid, taj
podskup je sigurno nezavisan podskup vrhova, stoga je a(G) > n/2d.
m

Za skup S od n tocaka u jedini¢nom kvadratu U = [0,1] x [0, 1], neka
je T'(S) najmanja povrsina trokuta ¢iji su vrhovi elementi iz S. Ozna¢imo
T(n) = maxT(S) gdje maksimum uzimamo po svim moguéim skupovima
S C U, |S| = n. Dokazat ¢emo u idué¢em teoremu da vrijedi T'(n) = Q(1/n?),

odnosno n—12 = O(T'(n)). Dovoljno je naéi pozitivan broj c takav da vrijedi

= <c-T(n).

Teorem 4.16. Postoji skup S koji se sastoji od n tocaka iz jediniénog kva-
drata U takav da vrijedi T(S) > 1/(100n?).
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Dokaz. Neka su P, (Q, R nezavisno i uniformno odabrane tocke iz U te neka je
pu = P(PQR) povrsina trokuta PQR te zelimo doci do vjerojatnosti Plu < €.
Neka je x udaljenost izmedu tocaka P i (), odnosno () se nalazi na kruzici ¢ije
je srediste tocka P, a radijus joj je x. S obzirom da se nalazimo u jedini¢nom
kvadratu, vjerojatnost da se () nalazi unutar odredenog skupa je jednaka
povrsini tog skupa, stoga mozemo zakljuciti da vrijedi

Pb <z <b+ Ab =Plz <b+ Ab] — Pz < b] < 7(b+ Ab)* — 7b?,

sto daje Pb < x < b+ Ab] < 2xbAb. Ako imamo P, (Q na udaljenosti b,
tada je udaljenost tocke R od duzine P(@) zapravo visina trokuta PQR, te
pomocu formule za povrsinu mozemo zakljuciti da, u slucaju p < € mora
vrijediti h < 2¢/b. Jer se R moze nalaziti udaljena samo za h, to moze biti
unutar pravokutnika kojemu je Sirina 2 - h (pri ¢emu je duzina PQ sredina
tog pravokutnika) i duljine v/2, s obzirom da je to najveéa duljina duzine
unutar jedini¢nog kvadrata. Stoga je vjerojatnost dogadaja da je R unutar
tog pravokutnika opet povrsina, koja je jednaka 4v/2¢ /b. Kako mora vrijediti
0 < b < /2, vijerojatnost da je povrdina trokuta manja od € je manja ili
jednaka od

V2 V2
/ (27b) (4v/2¢ /b)db = / (87v/2€)db = 16e.

Neka su sada P, ..., P, nezavisno i uniformno odabrane tocke u U i neka
X oznacava broj trokuta P;P;Pj takvih da je njihova povrSina manja od
1/(100n?). Za svaki 4, j, k vjerojatnost takvog dogadaja je:

1 1 0167
Plu<——| <16 = <0.6n72.
{’“‘ = 100n2] = 002 w2 !

Koristedi linearnost matematickog ocekivanja, mozemo zakljuciti da vrijedi:

2n 8n 12 4 4

E[X] < 0.6n ) =—-—+_—<n-—1+—<n.

| ]—(3)( e T TR R R
Iz toga slijedi da postoji skup od 2n tocaka gdje manje od n trokuta ima
povrsinu manju od 1/(100n?). Kada iz svakog takvog trokuta obrisemo po
jedan vrh, ostane nam barem n vrhova, odnosno n tocaka gdje nijedne tri

tocke ne ¢ine trokut povrsine manje od 1/(100n?).

O

Kada slucajno bojenje nije samo po sebi dovoljno za rjeSsavanje problema,
postoji nekoliko nacina da se s rjeSsavanjem problema nastavi. Jedan od tih
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nacina je slucajno prebojenje koje moze popraviti ,,nesavrsenosti” koje su se
pojavile nakon prvotnog bojenja. Takve metode su korisne u proucavanju
dvoobojivosti hipergrafa iz 3. poglavlja. Prisjetimo se, m(n) oznacava mi-
nimalni moguéi broj bridova n-uniformnog hipergrafa koji nije dvoobojiv,
odnosno minimalni moguéi broj bridova takav da za n-uniforman hipergraf
svako bojenje vrhova sadrzi barem jedan jednobojan brid. Proucit ¢emo
dokaz Cherkashina i Kozika [7], zasnovan na algoritmu pohlepnog bojanja.

Teorem 4.17. Ako postoji p € [0,1] takav da vrijedi k(1 — p)" + k*p < 1,
tada vrijedi m(n) > 2" k.

Korolar 4.18. Vrijedi m(n) = Q (2"(n/Inn)"/?) .

Dokaz. Koristimo ocjenu 1 —p < e te neka je f(p) = ke ™ + k?p za neki
pozitivan broj k£ koji ¢emo kasnije odrediti. Deriviranjem mozemo zakljuciti
kako funkcija postize minimum kada vrijedi

In

I3

—nke_p°"+k2 =0 = Po = T

Ako uvrstimo vrijednost py nazad u funkciju dobijemo da vrijedi

]{32
k(1 —po)" 4 k’po < ke ™" + k*py = — (1 +In %) :
n
Ako odaberemo k takav da je gornji izraz manji od 1, tada vrijede pretpos-
tavke teorema te mozemo zakljuciti m(n) > 2"71k. Nejednakost je zadovo-
ljena kada vrijedi £ = c\/1%, pri Cemu je ¢ < V2 i n je dovoljno velik.
Zaista, vrijedi

nh_{go %(1 +1Inn —1Ink) =c* — nll_{lolo %(lmc—i— §lnn — %lnlnn)
= - %CQ = %02 < 1.
O
Dokaz teorema 4.17. Uzmimo n—uniforman hipergraf H = (V,E) s m =

2"~k bridova i neka je p takav da zadovoljava pretpostavku teorema. Opisimo
nasumican proces bojanja vrhova iz V.

Za svaki vrth v € V' neka je x, slucajno odabrana uniformna varijabla iz
[0, 1] koju ¢emo nazivati oznakom vrha v, pri ¢emu su odabiri oznaka neovisni
medu razli¢itim vrhovima. Algoritam prolazi kroz sve vrhove hipergrafa H
redom po njihovim oznakama, od manjih prema veéih, bojeé¢i na nacin da ¢e
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bojati svaki vrh v; plavom bojom, osim ako postoji brid e; iz E takav da je
v; € e; te su svi drugi vrhovi brida e; obojeni plavom bojom. U tom slucaju
¢e se vrh v; bojati crvenom bojom. Takvim algoritmom dolazimo do bojenja
u kojem ne postoji brid e kome su svi vrhovi obojeni plavom bojom. Jedini
jednobojni bridovi tada mogu biti crveni, a to se moze dogoditi samo ako su
svi njegovi vrhovi posljednji obojeni vrhovi nekih drugih bridova.

Nazovimo par bridova (e, f) konfliktnim parom bridova ako je posljednji
obojeni vrh brida e ujedno i prvi obojeni vrh brida f. Ukoliko u hipergrafu
ne postoji konfliktnih parova bridova, tada bojenje generirano algoritmom
ne proizvodi jednobojne bridove. Pokazimo da konfliktni parovi bridova ipak
postoje s pozitivhom vjerojatnoscu.

U svrhu dokazivanja ove tvrdnje, podijelimo interval [0, 1] u tri podinter-
vala L, S'i D (lijevi, srednji i desni podinterval) tako da vrijedi L = [0, %),
S =[52, 12y i D = [H2/1]. Vjerojatnost da postoji konfliktan par bridova
(e,f) gdje je e C Lili f C D je ogranic¢ena vjerojatnoséu da postoji brid
hipergrafa H sadrzan u L ili u D, $to je najvise

N PlecLl+Y Pec D= (¥)H+Z <1_#)n

eckE eck eckE eckE
1— n

Za bilo koji drugi konfliktni par (e, f), postoji jedinstveni vrh v = e f takav
da x, € S. (Vrh v je jedinstven jer je on posljednji obojeni vrh brida e, a
prvi obojeni vrh brida f.) Dodatno, za svaki vrth u € e\ {v}, s obzirom
da je obojan prije vrha v, vrijedi z, < x,. Takoder, analogno, za svaki vrh
w € f\ {v} vrijedi z,, > x,. Vjerojatnost da (e, f) tvore ovako navedeni
konfliktni par je ogranicena vjerojatnoséu dogadaja x, € S. Ta vjerojatnost
je jednaka % — % = p. U tom slucaju, vjerojatnost da vrijedi z, < x, za
svaki vich u € e —v i x,, > x, za svaki vch w € f — v je

ZP[ZBU<$U]- Z P[mw>xv]:Z(aﬁv—O)- Z(l—xv)

uce\v we f\v uce\v we f\v
1 n—1
n—1 n—1
= 1— ) < |- 5
) < ()

gdje posljednja nejednakost slijedi iz ¢injenice da je g(x) = x — x* parabola
negativnog vodeceg koeficijenta koja svoj globalni maksimum postize kada je
T = % Stoga je vjerojatnost da je (e, f) takav konfliktni par bridova najvise

- (}L)n_l. S obzirom da postoji manje od m? uredenih parova bridova od H,
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ukupna vjerojatnost da postoji konfliktni par bridova je manja od

1 n—1
M= 2 (1) = KL= i,

Sto je po pretpostavci teorema manje od 1. To znaci da je vjerojatnost
postojanja bojenja bez konfliktnih bridova, odnosno s jednobojnim bridom,
veca od 0, dakle m(n) > m.

0

Algoritam koji smo koristili u dokazu teorema mozemo formulirati i kao
proceduru prebojenja. Nakon §to smo na slu¢ajan nacin odabrali oznake x,,
sve vrhove v gdje je z, € L U S bojimo plavom bojom, a preostale, gdje je
Z, € D bojimo crvenom bojom. Nakon toga prolazimo kroz vrhove iz S od
najmanje oznake prema najvec¢oj tako da svaki vrh koji je posljednji u plavo
obojenom bridu prebojimo u crveno.
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5 Drugi moment

Kao §to smo u proslom poglavlju nalazili primjere koristenja svojstva linear-
nosti ocekivanja, tako ¢emo se sada osvrnuti na koristenje drugog mometa,
odnosno varijance. Zapocet ¢emo s primjerom iz teorije brojeva. Prvo ¢emo
dokazati jedan rezultat koji ¢e biti koristen u dokazu iduceg teorema.

Teorem 5.1. Neka je n € N, tada za sumu svih reciproénih vrijednosti
prostih brojeva mangih od n vrijedi

> (%) —Inlnn + O(1).

Dokaz. Neka je p € {1,...,n} prost broj i neka ~(p) predstavlja stupanj tog
faktora u raspisu broja n! na proste faktore. Faktor p ima stupanj najmanje
|n/p] jer se pojavljuje u svakom svojem visekratniku, a njih je to¢no toliko.
Takoder, p se pojavljuje ,,duplo” u svakom visekratniku broja p? koji je manji
od n, te, s obzirom da smo dodali jedan stupanj faktora, za svaki takav
visekratnik faktor dobiva stupanj vise. Analognim razmisljanjem i za ostale
potencije dobijemo da vrijedi

n
vp) =) {—J :
p
Sada mozemo zakljuciti da vrijedi
Inn! =Inpi* - ps?---pi* —Za] Inp; = ZZ { J Inp;.
Jj=1 l<n
Zbog svojstva y — 1 < |y]| <y, zapravo vrijedi
Fog k
Inn! :n-Z—-lnpj+O Zlnpj ,
=1 Pi j=1

Sto zbog ¢- Y. Inp; =c-lnp; - pp < c-lnnf <c-k-n daje rezultat

Inn!=n- Zlnp] + O(n).

=1 Pi

Koriteéi Stirlingovu formulu Inn! = nlnn + O(n) dobijemo

" Inp;
Z pj:lnn+0(1).

j=1 Pi
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k  Inp;

Radi jednostavnosti zapisimo » i1,
J

Inp . . .
kao } ., =F. Sada mozemo iskoris-

titi Abelovu sumaciju i oznac¢imo u tu svrthu A(n) =3_ 1“7”. Tada vrijedi
1 1 1 1 " 1
Z-=ZE-1—=A<R>1—+/ IO p—
p fp Imp nn  J -In
1 " 1
= (1 1) — 1 1)) -
(Inn + O( ))lnn+/1 (In(t) + O(1)) t-lnt2dt

"o
=0(1) —|—/1 t-lntdt =Inlnn+ O(1),

gdje se zadnja jednakost moze dobiti tako da u integral uvrstimo supstituciju
u=lInt.
O]

Neka v(n) oznacava broj prostih brojeva p koji dijele n. Rezultat koji
slijedi, zasnovan na dokazu Turdna [18], govori kako je skoro svim n broj
prostih faktora blizu broja Inlnn.

Teorem 5.2. Neka w(n) — oo proizvoljno sporo. Tada je broj x-eva iz
{1,...,n} za koje vrijedi

lv(z) —Inlnn| > w(n)Vinlnn
jednak o(n).
Dokaz. Neka je z slucajno odabran iz {1,...,n}. Za prost broj p, ozna¢imo

P . «
0 1inace.

X — {1 ako p dijeli x,

Neka je M = n'/1? i X =" X, gdje suma prolazi kroz sve proste brojeve
p < M. Tada za svaki x < n vrijedi da ima najvise 10 prostih faktora vecih
od M jer bi se inace vrijedilo

x:c.p(i‘l.pém...pcl%oZc.pl.p2...p10>M10:n7

pri cemu je ¢ € N, a p; predstavljaju 10 prostih faktora veé¢ih od 10. Tada
oc¢ito vrijedi v(z) — 10 < X(z) < v(x). Sada vrijedi

{Koliko ima brojeva djeljivih s p} 2]
E[Xp] - P[Xp - 1] - =L

{Koliko ima ukupno brojeva} ~ n °
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Zbog svojstva y — 1 < |y]| <y, zapravo vrijedi

wi-s0(3) - v0(3)

Koristimo li svojstvo linearnosti oc¢ekivanja i prethodni teorem dobijemo

E[X] =) (%JFO (%)) = Inlnn + O(1).

p<M

Znamo da varijanca moze biti izracunata preko formule
Var[X] = ) Var[X,] + Y~ Cov[X,, X,]. (7)
p<M p#q
Izracunajmo prvo lijevu sumu. Znamo da je

Var[X,] = EX? — (EX)? = - 4+ 0 (1) - (1 o (1»2

p p p p

1 1 1
:_<1__)+o(_>.
p p p
Iz toga slijedi

> Var[X,] = (Z ! (1 - %)) +0(1) = (Z 1) +0(1) = Inlnn+0(1),

p<M pt P pt P

gdje smo koristili ¢injenicu kako red > ]% konvergira prema vrijednosti ma-
njoj od 72/6 kao §to je dokazano u [6]. Promotrimo sada drugu sumu u (7).
Kada su p, ¢ dva razlicita prosta broja, X, X, = 1 ako i samo ako i p i q dijele
x, §to je ekvivalentno tome da pq dijeli x (jer su u pitanju prosti brojevi).
Stoga vrijedi

Cov[X,, X,| = E[X,X,] — E[X,]E[X]

L B L
()
296
A(e)-3ekGoY



Jer sumiramo po prostim brojevima p manjim od M zakljucujemo da vrijedi
1 1 1 2M 1
D CovX,, X ] <= (=+-)<=—> -
n p q n p
p#q p#q
Uvrstavanjem M = n'/19 to daje
Z Cov]X,, X,] < O(n~""nlnn) = o(1),
p#q

pri ¢emu smo koristili da izraz funkcija n=%'In In n konvergira prema 0 kako
n raste prema oo. S druge strane, vrijedi

Cov[X,, Xy| = E[X, X ] — E[X

2 12 12
77,1 n

s
=
I

n

Iz toga slijedi da vrijedi
1 M
ZCOV[XP,Xq] > - Z 1> = —o(1).
p#q p#q

Zakljuéujemo da kovarijanca ne utjece na varijancu Var[X| = Inlnn + O(1),
a koristenjem CebiSevljeve nejednakosti dobijemo da vrijedi

1
P [|X —Inlnn| > )\vlnlnn} <% +o(1),

za svaki A > 0. Kako je | X —v| <10, vrijedi |[v —Inlnn| <10+ |X —Inlnn|
iz ¢ega slijedi tvrdnja teorema.
[l

Kao jos jedan primjer koristenja drugog momenta u vjerojatnosnoj me-
todi, navodimo primjer o razlicitim sumama. Kazemo da skup {zi,..., 24}
koji se sastoji od prirodnih brojeva ima razli¢ite sume, ako su sve sume oblika

th Sg{Lak}
€S
medusobno razli¢ite. Oznac¢imo sa f(n) maksimalan k za koji postoji skup

{z1,..., 2} C{1,...,n}

koji ima razli¢ite sume. Odnosno, f(n) predstavlja najveéi moguci broj ele-
menata skupa prirodnih brojeva manjih od n koji ima razlicite sume.
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Primjer 5.3. Neka je A = {2': i < logyn}. Svi ¢lanovi skupa A su mangji
ili jednaki od 2'°%2" = n. Osim toga, ¢lanova ovoga skupa ima 1 + |logyn |
jer A wvijek sadrzi bar element 1. Stovise, cijeli skup A je skup s razlicitim
sumama. Zaista, ako pretpostavimo suprotno, da razlic¢iti elementi skupa A u
sumzt daju jednak zbroj te ih bez smanjenja opcéenitosti poredamo od najmanjeg
prema najvecem, mozZemo dobiti zapis oblika

Tvrdnja slijedi iz jedinstvenosti zapisa prirodnih brojeva u binarnom zapisu.
Iz prethodnog primjera slijedi da za svaki n vrijedi

f(n) > 1+ |logyn].

Ostaje otvoreno pitanje gornjeg ogranicenja za f(n). FErdés ponudio
novcanu nagradu za dokaz kako vrijedi

f(n) <logyn +C,

za neku konstantu C, medutim ta pretpostavka jos nije dokazana. Primjer
5.3 daje ocjenu f(n) < log, n+log,log, n+O(1), a idudi teorem ¢e dati malo
poboljsanje ove ocjene.

Teorem 5.4. Za svakin € N vrijedi f(n) <logyn + 3 -logylogyn + O(1).

Dokaz. Neka je {x1,...,zx} C {1,...,n} skup s razli¢itim sumama. Neka
Su €1, ..., € nezavisno odabrane indikatorske varijable takve da vrijedi
1

Definirajmo i slucajnu varijablu
X =ex+ -+ Ty,

odnosno X je suma elemenata skupa, a indikatorska varijabla €; odreduje je
li element ¢ u sumi ili nije. Odredimo oc¢ekivanje i varijancu sluc¢ajne varijable

X:
l‘l"’"""l’k

p=E[X] = 5
k
0 = Var[X] = Z Varle;x;] + Z Covle;wi, €;x;
i=1 i#j
:$%+"‘+$% < n2k:.
4 -4
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Iz toga i zbog nenegativnosti standardne devijacije slijedi da vrijedi o < "‘[

Sada mozemo iskoristiti Cebisevljevu nejednakost, za bilo koji A > 1 VI"IJedl

IP’[|X— |>)\£]<]P>[|X pl > Aol < Ai

Tu istu nejednakost mozemo zapisati i preko vjerojatnosti suprotnog dogadaja:

1—%§P[|X—u|<A”T‘/E]. (8)

Kako je X suma elemenata skupa koji ima razlicite sume, znamo da X po-
prima svaku vrijednost s vjerojatnoséu 0 ili Qik Iz toga slijedi:
n n
[|X 4 < A_f] x4l < A_f]

% k
—P u—)\%ngqu)\%]

(9)

<2i ( +A—ﬁ—u+Ai+1>
—2—11,€~()\n\/E+1).

Kombiniranjem nejednadzbi (8) i (9) dobijemo da vrijedi:

2651 — A2 —1
VEX '

n >
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Sazetak

Ovaj rad obraduje osnovne ideje i primjere vjerojatnosne metode u kombina-
torici. Na pocetku rada se podsje¢amo definicija i rezultata iz teorije vjerojat-
nosti potrebnih za razumijevanje vjerojatnosne metode. Zatim obradujemo
primjere iz razlicitih podrucja kombinatorike u kojima se vidi koliko je, iako
ponekad nije nuzna, vjerojatnosna metoda prakticna. U cetvrtom poglavlju
obradujemo dodatne primjere uz pomo¢ indikatorskih sluc¢ajnih varijabli i
svojstva linearnosti ocekivanja. Takoder spominjemo i metodu preinaka ko-
jom eliminiramo nedostatke nasumicnih struktura. U zadnjem dijelu rada
spominjemo nekoliko primjera koristenja vjerojatnosne metode uz pomoé
drugog momenta.
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Summary

This thesis deals with basic ideas and examples of the probabilistic method
in combinatorics. First, we recall the definitions and results from probability
theory that are necessary for understanding the probabilistic method. We,
then, deal with examples from different areas of combinatorics showing how,
even if it’s not always necessary, probabilistic method can be practical. In
the fourth chapter, we deal with additional examples using indicator random
variables and linearity property of expectation. We also mention the altera-
tion method by which we remove blemishes of random structures. In the last
part of the thesis, we mention a few examples of using probabilistic method
with the help of second moment.
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