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Uvod

Sveprisutnost matemati¢kih modela u klimatologiji nam nudi Sirok spektar zanimljivih
modela. U ovom radu ¢emo izloziti matemticki model udara asteroida. Klimatske poslje-
dice jednog takvog dogadaja imaju veci utjecaj na klimu u slu€aju udara u vodenu povrsinu.
Udar asteroida u ocean se razlikuje od udara u kopno jer uzrokuje ubacaj iznimno velike
koli¢ine vode u stratosferu te dolazi do tsunamija izazvanog udarom.

Osnovne razloge proucavanja udara asteroida ¢emo dati u prvom poglavlju ovog rada,
kao i poznate kraterske strukture na Zemlji kao potvrdu takvih dogadaja u proslosti, te
podjelu udara asteroida na faze. Proces udara je kontinuiran i nema jasne granice izmedu
danih faza. Ukoliko je udar kosi, sa strane gdje trajektorija asteroida zatvara Siljasti kut s
povrSinom Zemlje je proces udara u ranijoj fazi od njoj suplementarne.

U drugom poglavlju izlaZemo proces nastajanja kratera te klasi¢nu podjelu na faze
krateriranja dominirane razli¢itim fizikalnim procesima: kontakt i kompresija, ekskavacija,
modifikacija. Utjecaji dubine vode na kolaps prolaznog kratera su opisani u podpoglavlju
2.4. Pri udaru dolazi do trenutnog porasta tlaka koji uzrokuje diskontnuitet, Sok, u fazi
kontakta 1 kompresije. Jednadzbe koje opisuju stanje prije i nakon prolaska fronte Soka su
takoder dane.

Pri ekstremnim uvjetima kompresije, naprezanja materijala su nekoliko redova veli¢ine
veca od njegove ¢vrstoce, te se kruto tijelo, nakon plasticnog popustanja, ponasa kao kom-
presibilni fluid zanemarive otpornosti na smicanje. Huang u [[15] kaZe da tenzor naprezanja
mora biti izotropan za idealan fluid koji se ne opire smicanju. Analogno moZemo reci i ov-
dje za slucaj krutih tijela pod utjecajem optereCenja od udara. Kao rezultat, jednadZba
gibanja krutog tijela se bazira na nelinearnoj teoriji elasti¢nosti te ima oblik Eulerove jed-
nadzbe za dinamiku plinova izvedene u tre¢em poglavlju.

Uz jednadzbe oCuvanja mase, koliCine gibanja i energije, potrebne su nam 1 jednadzbe
koje opisuju materijal: jednadZba stanja i konstitutivni model. Poglavlje 4 nas vodi kroz
numeric¢ko rjeSavanje ovog sustava koriStenjem hidrokoda. Zbog memorijske 1 vremen-
ske zahtjevnosti izvodenja hidrokoda prezentirano je pojednostavljenje simuliranja Sirenja
udarnog vala kroz plitku vodu koristenjem jednadzbi plitke vode.

Na kraju ¢emo pogledati klimatske utjecaje udara kroz nekoliko primjera te posljedice
udara asteroida u Jadransko more.



Poglavlje 1

Opcenito o padu asteroida

Oceani 1 mora prekrivaju viSe od dvije treine povrSine Zemlje, a ipak postoji samo
malen broj dokaza za udare asteroida u ocean. Vjerojatnost da se vecina udara dogodila,
i da ¢e se dogoditi, u oceanu je znatno veca nego onih na kopnu. Tektonsko podvlacenje
je izbrisalo svu oceansku koru stariju od 120 milijuna godina, tako da udarni krateri nisu
mogli opstati. K tomu, voda vrlo efektivno apsorbira energiju udara, pa je potreban veliki
dogadaj da kreira 1 skromniji krater na morskom dnu. Uz to, joS i pomicanje sedimenata
nakon udara dodatno prikriva tragove osim u slucaju kada je dijametar udarnog elementa,
asteroida, usporediv s dubinom oceana. Kada bi asteroid bilo koje veli€ine preZivio put
kroz atmosferu, vjerojatno bi udario u ocean te potom, ovisno s veli¢ini, i povr§inu morskog
dna. Udari u ocean mogu dovesti do stvaranja dugih vodenih valova velike amplitude
koji se Sire prema obalama s potencijalnih katastrofalnim posljedicama kao Sto je poplava
obalnih podrucja, uniStavanje infrastrukture i utjecaj navedenog na mogucnost bilo kakave
hitne evakuacije. Proucavanje oceanskih udara je vazno iz dva razloga:

(1) kvantifkacije opasnosti koju predstavlja pad asteroida u ocean te potencijalnu prijet-
nju uzrokovanu velikim tsunamijima koji pritom nastaju

(2) rekonstrukcije koli¢ine Zemljinih udara uracunvajuci veliki broj neotkrivenih krater-
skih struktura na kori oceana.

Drugo je vazno radi odredivanja ucestalosti takvih dogadaja kroz povijest, te moguénosti
predvidanja buducih udara.

Na geoloskoj vremenskoj skali, udari asteroida i kometa u Zemlju su relativno Ceste
pojave koje mogu uzrokovati znatne poremecaje bioloSkim zajednicama i snazno utjecu
na tijek evolucije. Najpoznatiji medu katastrofalnim udarima je onaj koji je oznacio kraj
krede 1 zavrSio dominaciju dinosaura. Sada je Siroko prihvaéeno da je slijed masovnog iz-
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umiranja na granici kredeﬂi paleogeneﬂ direktno uzrokovan sudarom asteroida ili kometa
sa Zemljom. Dokazi ukljucuju: veliku udarnu strukturu (promjera 200 km) zakopanu kod
grada Chicxuluba na Yucatdnu u Mexicu; globalno distribuirani sloj iridija na K-Tff] gra-
nici; i nanose tsunamija daleko u unutrasnjosti Sjeverne Amerike. Svi ti dokazi datiraju
istoj epohi kao 1 dogadaj izumiranja. Potvrdeni krateri uzrokovani udarom su promatrani
samo na priobalnom rubu. Dodatni dokazi su struktura Mjglnir sjeverno od Norveske iz
doba Jure, zaljev Chesapeake i krater Montagnais u blizini Nove Skotske, oba iz doba
eocena te spomenuti krater Chixculub. Udar Eltanin u duboku vodu na dnu juzZnog Paci-
fika nema krater, ali postoje dokazi o sloju iridija na njegovoj lokaciji.

Sveukupni proces udara asteroida i1 posljediCnog tsunamija je vrlo sloZen 1 moze se
rasporediti u nekoliko razli¢ih faza:

1) inicijalni udar asteroida u ocean i formacija prolazne praznine u vodi

2) kolaps Supljine i Sirenje vala od srediSta udara prema van u dubokoj vodi (obi¢no
nekoliko kilometara)

3) inicijalni utjecaji na amplitudu vala pri dostizanju plitke vode kod pribliZavanja
kopnu

4) potencijalno lomljenje vala u relativno plitkoj vodi (<100 m dubine) priobalnog ruba
5) zavrsni kontakt vala s obalom i1 njegovo napredovanje na povrSini.

Zadnja stavka se odnosi na maksimlnu visinu naleta vala na kontinent iznad uobicajene
razine vode te maksimalnu udaljenost koju valovi dosegnu na kopnu.

Kreda je posljednje (treée) razdoblje u mezozoiku; 145,5-65,5 milijuna godina.
ZPaleogen (ponekad zva i tercijar) je geolosko razdoblje u proslosti Zemlje; 65-23 milijuna godina.
3K-T granica je granica izmedu krede i tercijara, odnosno paleogena



Poglavlje 2

Nastajanje kratera

Proces nastajanja kratera, koji ¢emo opisati u ovom dijelu prema [31]], se odnosi na
interakciju izmedu krute mete (kontinentalne ili oceanske kore) 1 projektila. Medutim,
udar na Zemlju pocinje kada projektil (asteroid) ude u atmosferu. Dok putuje kroz atmo-
sferu, tijelo neprekidno gubi energiju. Sli¢no je i s udarom u ocean gdje asteroid, ne samo
da usporava zbog plinovitog sloja nego 1 zbog vodenog stupca. U oba slucaja se gubitak
kineticke energije moze aproksimirati raCunanjem otpora koje tijelo pruza pri gibanju nad-
zvu¢nom brzinom kroz sredstvo male gustoCe (atmosfera ili voda). Ovisno o strukturi i
kemijskom sastavu, te mehani¢kim svojstvima asteroida, on moZe eksplodirati, izgorjeti ili
usporiti do pada pod utjecajem sile teze. U tim sluajevima ne dolazi do formacije udarnog
kratera.

Udar objekta koji se krece brzinom ve¢om od nekoliko kilometara u sekundi u povrSinu
planeta pokrece slijed dogadaja koji na kraju rezultira udarnim kraterom. lako je taj proces
kontinuiran, prikladno ga je razdvojiti u vise razli¢itih faza od kojih je svaka dominirana
drugacijim fizikalnim procesom. Najuobicajenija je podjela na kontakt i kompresiju, ek-
skavaciju 1 modifikaciju.

Udar velike brzine uzrokuje iznenadnu kompresiju projektila i pogodenih materijala
na povrsini udara, izazivajuci udarni val koji se Siri kroz projektil i metu. Kako val pro-
lazi, brzo dolazi do promjene termodinamickog stanja materijala, $to je nepovratni proces
(povecanje entropije), od inicijalnog stanja do stanja Soka. Termodinamicka promjena je
toliko brza da Sok matematicki tretiramo kao diskontinuitet karakteristika materijala. Kada
Sok dosegne straznji kraj projektila 1 povrSinu mete, reflektira se unazad kao razrjedujuci
val koji adijabatski otpuSta isprva kompresiran materijal do nizeg tlaka (oCuvanje entro-
pije). Brzina razrijedenog vala je veca od hemisferno Siruceg Soka, tako da naposlijetku
Sok-val postigne oblik tanke ljuske razgrani¢ene frontom Sok-vala i razrijedenog vala. 1za
tih valova, meta odrzava brzinu Cestica koja djeluje pri otvaranju kratera u fazi ekskava-
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cije. Radijalna komponenta materijalne brzine nadopunjena tangencijalnom komponen-
tom, izazvana prisutno$¢u slobodne povrsine, skrece trajektoriju Cestice prema povrSini te
tako gura materijal u metu i izbacuje materijal iz SireCeg kratera. Protok iskopavanja se
usporava bilo kojom kohezivnom ¢vrsto¢om koju materijal moze zadrzati, kao i suhim tre-
njem (otpornost na smicanje granuliranih materijala) i silom tezom. U velikim udarima,
najvaznija je sila teza; iskopavanje se zaustavlja kada nema dovoljno energije za podizanje
prekrivajuceg materijala u smjeru suprotnom sili njegove tezine. Naknadni i zavrsni stadij
procesa krateriranja je kolaps ili faza modifikacije. U suStini, uruSavanje kratera se dogada
zbog sile teze koja uzrokuje modifikacije nestabilne praznine stvorene u fazi iskopa - pro-
laznog kratera. U konacnici to rezultira plicom geometrijom kratera koja je stabilnija u
gravitacijskom polju.

2.1 Sok-valovi

Kineticka energija projektila se prenosi na metu kao iznenadni impuls koji uzrokuje
velike valove naprezanja pri kontaktu projektila i mete. U ovom dijelu ¢emo sagledati
svojstva takvih valova, kako se Sire kroz metu i pritom mijenjaju svoja svojstva. Opcenito,
postoje tri vrste valova naprezanja: elasti¢ni, plasticni i Sok-valovi. Oni se razlikuju po
amplitudi (radi jednostavnosti mozemo reéi hidrostatskom tlaku) i brzini Sirenja.

lomljeni kamen
slomjye ame Coulombov zakon sloma

smicanje T eI~

netaknuti kamen

tlak p

Slika 2.1: Naprezanje smicanjem je prikazano kao funkcija srednje vrijednosti tlaka kako
bismo vidjeli slom kamenog materijala u ovisnosti o njithovim vrijednostima. Trajektorija
elasti¢nog naprezanja raste linearno i presjeca omota¢ popustnja u tocki zvanoj Hugono-
itova elasti¢na granica (HEL).

Relativno slab impuls tlaka rezultira valom elasti¢nog tipa koji putuje kroz kruto tijelo.
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Elasti¢no naprezanje u krutom tijelu je ograni¢eno ¢vrstocom Y. Slika[2.1|prikazuje tok Y
(izraZzen kao smicanje 7), kao funkciju hidrostatskog tlaka p, Cesto zvan omotac popustanja
(Coulombov zakon sloma). Prikazana trajektorija elasticnog naprezanja linearno raste sa
srednjom vrijednosti tlaka. To nam govori da je omjer naprezanja i srednje vrijednosti
tlaka konstantan. Trajektorija raste malo manje strmo od ilustriranog omotaca sloma za
uobic¢ajeno kameno tijelo. Zbog reverzibilnog karaktera elasti¢nih valova, kruto tijelo kroz
koje se Sire ostaje nepromijenjeno i svojstva nakon prolaska vala su mu jednaka inicijal-
nima prije njegova dolaska. Jednom kada elasti¢na trajektorija prijede omota¢ popustanja
(odgovarajuce longitudinalno naprezanje se naziva Hugonoitova elasti¢na granica, HEL;
gdje je naprezanje %) smicanje se viSe ne moze akumulirati. Impuls tlaka koji je dovoljno
jak da prijede omotac popustanja uzrokuje ireverzibilne promjene krutog tijela, odnosno
plasti¢nu deformaciju. Svako daljnje naprezanje od ovog trenutka je kompresivno jer je
maksimalno naprezanje ograniceno ¢vrstocom. Srednji tlak se moZe izraziti pomocu lon-
gitudinalnog o i vertikalnog oy naprezanja (ako pretpostavimo da su dvije komponente
tenzora naprezanja o;; ekvivalentne)

oL + 20y
PETT
Smicanje je dano sa
_ 0L~ 0y

T

Uz pomoc¢ ovih jednakosti, HEL moZemo zapisati kao
1-v
0L = —OHEL = —(1 _ ZV)Y’ (2.1)

gdje je v Poissonov omjer ﬂ

Razlika izmedu elasti¢nih i plasti¢nih valova je prikazana na slici gdje vidimo
brzinu Cestice u odnosu na brzinu Sirenja valova naprezanja U. Za elastiCne valove je
brzina Sirenja konstantna te modul smicanja i modul stlacivosti pridonose longitudinalnoj
brzini

gdje je po gustoéa, Ky modul stlacivosti i 4 modul smicanja.

'Poissonov omjer v je mjera deformacije (ekspanzije ili kontrakcije) materijala u smjeru okomitom na
djelovanje opterecenja.
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elastiéno
plastiéni

elasticni Sok
Vi

tlak P

linearan odnos izmedu
Sok vala i brzine Cestice

faza transformaciie @}

LY TkaT, S giina totka ~

©  specifiéni volumen V

brzina gestice u,

(b) Hugonoitova krivuljau P - Vi U, — u, rav-
nini. K, T i P oznacavaju krutu (K), tekuéu (7) i
plinovitu (P) fazu.

(a) Brzina Sirenja valova naprezanja
kao funkcija brzine Cestice.

Slika 2.2

Ako naprezanje prijede o gy, koji odgovara odredenoj brzini Cestice u,,, brzina Sirenja
se smanji skoro do sljedece brzine Sirenja

Ky
po

U

Cp =

Do sada smo pretpostavljali da je modul stlacivosti K, konstantno svojstvo materijala,
no K je funkcija tlaka i raste pri kompresiji. Dakle, K treba zamijeniti s K = K(P) u
jednakosti za brzinu cp.

Na pocetku prijelaza iz elasticnog u plasticni, u okolini HEL-a, plasti¢ni val putuje
znatno sporije od elasticnog vala (slika [2.2a). Medutim, u rezimu visokog tlaka (gdje
je veliko longitudinalno naprezanje o, ili velika brzina Cestice u,) je K > Kj + ‘3—‘,u te

K(p)
po
val se smatra Sok-valom jer putuje brzinom ve¢om od brzine zvuka.

U>cp>cp gdiejeU = pa plasti¢ni val preuzme frontu elasticnog vala. Takav

Sok-valovi, ne samo da se Sire brze od elasti¢nih, nego pokazuju drugacija svojstva u
odnosu na elasti¢ne i plasti¢ne valove. Fronta vala odgovara naglom porastu tlaka. Najbo-
lja matematicka aproksimacija takvog iznenadnog porasta je diskontinuirani skok.

Osnovne jednadZbe, koje opisuju stanje prije i nakon prolaska fronte Sok-vala, je izveo
P. H. Hugonoit 1887. godine i proizlaze iz zakona oCuvanja mase, energije i koli¢ine
gibanja. Oznacimo s py, Py, Ty, Eo 1 ug, redom, gustocu, tlak, temperaturu, specifi¢nu
unutarnju energiju i brzinu Cestice u nekompresiranom podrudju, te s py, P, T, Ey, u,, iste
parametre iza fronte Soka u kompresiranom reZimu. Parametri p, P, T, E i u oznaCavaju
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stanje materijala nakon prolaska Sok-vala. Pod pretpostavkom da je V; kompresirani i V)
nekompresirani specifi¢ni volumen (o = -, pg = 7-) te da fronta Soka putuje brzinom U,
Hugonoitove jednadzbe glase

p(U - up) = ,OOU
Ps - P() = pobtpU (22)

1
E,—-E;= E(PS + Po)(Vo = V).

Kompresija Sok-valom je izentropni proces gdje se stanje materijala mijenja gotovo
istog trenutka. Obratni proces, otpusStanje iz visokog tlaka, se dogada pri uvjetima ter-
modinamicke ravnoteZe. Kompresija Sokom je termodinamicki ireverzibilan proces tije-
kom kojeg je viSe unutarnje energije preneseno na materijal nego je otpusteno dekompresi-
jom. Ostatak energije je pretvoren u toplinu (temperatura nakon Soka) i1 rezidualnu brzinu
Cestice. Inducirano polje brzine iza Sok-vala ima vaZnu ulogu u ekskavaciji kratera.

Jaci Sok-val uzrokuje vece promjene materijala, njegovog termodinamickog (ili me-
hani¢kog) stanja nakon otpustanja. Razli¢ita stanja Soka su ilustrirana na slici [2.2b] gdje
vidimo specifi¢ni volumen u odnosu na najvedéi tlak Soka. Krivulja koja povezuje ova sta-
nja se naziva Hugonoitova krivulja 1 ne treba je zamijeniti s termodinamickim tokom kroz
koji prolazi materijal kako bi dostigao odredena stanja Soka (sive tocke). Npr. ako mate-
rijal ima inicijalni specifiéni volumen V,, onda je kompresiran duz tzv. Reyleighove linije.
Nakon otpustanja iz stanja Soka duz toka adijabatske dekompresije materijal moze prijeci
granice faza na termodinamickom faznom dijagramu i zavrsiti u tekucem ili plinovitom

stanju, slika

Sok-valovi mogu uzrokovati prijelaz faza krutog tijela poznatu kao modifikacije Sok-
vala (neravnina Hugonoitove krivulje na slici [2.2a). U nekim materijalima, npr. kvarcu,
ovaj proces je dobro istraZzen i postojanje faza visokog tlaka kao koesit i stishovit nedvo-
smisleno identificiraju prolazak Sok-vala koji jedino mogu nastati pri ovakvom udaru. Spe-
cifine znacajke Sok-vala se mogu pripisati odredenim rasponima tlaka, stoga je moguce
rekontruirati propadanje uzrokovano Sok-valom propadanje u prirodnom udarnom krateru
analizom mineraloskih uzoraka na razli¢itim udaljenostima od tocke udara.

2.2 Kontakt i kompresija

Prva faza zapocinje kada udarno tijelo dotakne povr§inu mete. Pomocu slike[2.3mozemo
vidjeti kako ovaj proces izgleda u numeric¢koj simulaciji. Kontakt i kompresija je najkraca
od tri faze s trajanjem samo malo duZe nego li je potrebno projektilu da prijede svoj promjer
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L. Ukoliko s v; ozna¢imo brzinu udara, tada ova faza traje 7. vremena, t].

L
t. = —.
Vi

U slucaju kosog udara, gdje se udarni objekt priblizava povrsini mete pod kutom 6,
vrijeme kontakta se produzuje zbog kosine i jednako je

L
t, = ———.
v; sin @

Prema tome, za pojektil promjera 10km koji se priblizava povrSini pod strmim kutem
pri brzini od 20kms™!, usporediv s onim koji je uzrokovao masovno izumiranje na granici
krede i paleogena prije 65 milijuna godina, faza kontakta i kompresije traje samo 0, 5.

Tijekom ove kratke ali vazne faze projektil prvo dotakne povrSinu planeta i prenese
svoju energiju 1 koliinu gibanja na materijal koji udari. Specifi¢na kineticka energija
(energija po jedinici mase, 0, 5v7) projektila koji putuje i samo nekoliko kilometara po se-
kundi je iznenadujuée velika.

Brzina projektila u trenutku udara moZze biti izmedu druge kozmicke brzine E]i 70km/ s
za komete. Prosjecna brzina udara na Zemlji je 18 km/s. Zbog tako velikih brzina dolazi
do nastajanja Sok-valova na spoju mete i udarnog tijela te nastaju dvije Sok-fronte:

e jedan Sok putuje prema gore u projektil
e drugi Sok putuje prema dolje u metu.

Na podrucju izmedu Sok-fronti (Sok-platou) materijal je kompresiran do visokog tlaka pri
konstantnoj amplitudi. Ostala svojstva, kao gusto¢a mete i projetila ili specificna unutarnja
energija te brzina Sirenja Sok-fronti, ovise o svojstvima materijala mete i projektila. Uvjeti
(amplituda tlaka, brzina Cestica, brzina propagacije vala) tijekom kompresije Sok-valom se
mogu odrediti koriste¢i Hugonoitove jednadzbe posebno za svaki materijal.

Pod pretpostavkom da je tlak jednak u oba Soka (za projektil i metu) i da se projektil
giba prema dolje brzinom v;, moZemo vidjeti linearan odnos izmedu brzine Cestice u meti
1 projektila

Uy = Vi — Up,

gdje je u,, brzina Cestica mete, a u, brzina Cestica projektila. Ako meta 1 projektil imaju
jednak materijalni sastav, tada je u = u,, = u, = % Uz pomo¢ ove linearne relacije, brzina

’Druga kozmicka brzina (eng. escape velocity) za Zemlju iznosi 11, 15km/s.
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Slika 2.3: Kontakt i kompresija projektila pri udaru u povrSinu. Prikaz numericke simula-
cije udara od 0.025 do 1 sekunde nakon inicijalnog kontakta. Projektil je dunitni promjera
lkm i udara u granitnu metu pri brzini 18kms™! (srednja brzina pri udarima asteorida u
Zemlju). (a) Projektil nakon kontakta s metom; kreira se malo polje velikog pritiska duz
dodirnog dijela. I meta i udarno tijelo se kompresiraju i po¢inju mijenjati oblik; zadnji
dio udarnog tijela nije pod utjecajem dogadaja na prednjem dijelu. (b) Sok-val u udarnom
tijelu doseze straznji dio i (c) reflektira se kao val razrijedivanja oslobadajuci projektil do
niZeg tlaka. (d) Sok-val se u meti §iri prema van u skoro hemisfernom obliku praéen va-
lom razrijedenja. (e) Iza odvojenog Sok-vala, Siri se udarna perjanica (isparen projektil 1
proksimalna meta) i zapoCinje faza iskopa. Iz [3]].

Sirenja Soka U se mozZe izracunati pomocu
U=Cp+Su, (2.3)

gdje Cp aproksimira cp Sto je brzina Sirenja zvucnog vala, a S je parametar koji ovisi o
materijalu (za vodu s = 1,6, za granit S = 1,24, za viSe vrijednosti pogledati [22]]). Na
kraju moZemo pomoc¢u Hugonoitovih jednadZzbi odrediti najveci tlak tijekom Soka uz uvjet
poznavanja inicijalne gustoce p, brzine Cestica u 1 brzine Sirenja Soka U. Sli¢no moZemo
racunati i u slu¢aju kada projetil i meta nisu od istog materijala. Ovaj racun vrijedi samo u
slu¢aju ravnog vala, kada je udarno tijelo sfernog oblika i samo u prvim trenutcima udara.
Medutim, ove jednadZzbe daju dobre rezultate za procjenu inicijalnog vrha udarnog tlaka
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pri srednjem rasponu vrijednosti tlaka (linearna relacija (2.3)) vrijedi samo u odredenom
rasponu vrijednosti tlaka; za viSe pogledati [29]]).

Tlakovi do kojih dode pri udaru asteroida doseZu nekoliko stotina GPa, Sto lako pre-
lazi granicu elasti¢nosti bilo kojeg krutog tijela. Takvi impulsi tlaka uzrokuju plasticne
deformacije projektila i mete. Zbog plasticne deformacije zapocinje rast kratera i baza
projektila sve viSe prijanja u rastuéu kratersku prazninu. Sok-val koji putuje kroz projektil
se reflektira o sobodnu povrSinu na kraju projektila. Tijekom refleksije impuls tlaka mi-
jenja predznak Sto znaci da je val sada karakteriziran dekompresijom, a ne kompresijom.
Reflektirani val se Siri prema meti kao val razrijedenja. Adijabatska dekompresija se moze
Siriti brze u kompresiranom materijalu od Sok-vala. Materijal moze biti u plinovitom ili
tekucem stanju ili raspadnut nakon prolaska Soka tijekom razrijedenja. Projektil sada viSe
nije pod visokim tlakom 1 najceS¢e je u potpunosti isparen. Trajanje ove faze je izmedu
2,5% 1071 2,5 x 107" s. Ovaj interval odgovara promjeru projektila od 10m za donju
granicu i 1km za vrijednost gornje granice.

2.3 Ekskavacija

Faza ekskavacije je karakterizirana s dva procesa:
e Sirenje i slabljenje Sok-vala
e ckskavacija praznine kratera.

Tijekom kontakta i kompresije Sok-val putuje prema dolje u metu i raspada se zbog
sfernog Sirenja (jednaka energija treba biti rasporedena po rastucoj povrsini), Sto dopri-
nosi slabljenju amplitude proporcionanom % gdje je r radijus projektila. Vazna razlika
Sirenja Soka tijekom faze ekskavacije, u usporedbi s fazom kontakta i kompresije, je da
on sada ometa val razrijedenja koji dolazi s kraja projektila i slobodne povrSine mete. Val
razrijedenja se prikaci za Sok-val Sto vodi k brzem raspadu Sok-vala (> riz). Proces Sirenja
viSe nema direktan kontakt s formacijom kratera.

Vazan ¢imbenik koji razlikuje udare pri nadzvucnoj brzini (v > cp) od onih male br-
zine je da Sok-val ostavlja rezidualnu komponentu brzine u materijalu mete Cija vrijednost
odgovara jednoj petini najveée vrijednosti brzine Cestice tijekom kompresije Sokom. To je
dovoljno da izazove tok materijala (ekskavacijski tok) usmjeren prema van od tocke udara.
Zbog interferencije sa slobodnom povrSinom dodaje se jedna komponenta polju brzine,
vertikalna prema gore, koja uzrokuje izbacivanje materijala iz kratera. Geometrija toka
ekskavacije je prikaza na slici[2.4(A). Bo¢ni i vertikalni rast, isprva sferne kasnije otprilike
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parabolicke praznine, se moZe opisati zakonima skaliranja u slu¢aju vertikalnog udara sa

<. (V—t) . 2.4)

r r

Parametar x se moZe zamijeniti ili sa dubinom kratera d ili promjerom kratera D. Ekspo-
nent @ je «~ 0,36 za d ili -~ 2,0 za D. Parametar r je radijus projektila. Clan u zagradama
se moZe interpretirati kao skalirano vrijeme ¢ koje dozvoljava usporedbu sli¢nih faza for-
macije kratera neovisno o veli€ini ili brzini projektila.

Rast kratera se prekida zbog svojstava ¢vrsto¢e okolnog materijala mete (suhog trenja
ili bilo kakvog kohezivnog otpora) i primarno zbog (za prirodne kratere na planetarnim
povrSinama) sile teZze. Promjer D, krajnjeg kratera, koji se naziva prolaznim kraterom, se
moze procijeniti pomocu sljedece jednakosti

D, =1, 161('0—’7)» (2r)078, 0445022, 2.5)
p()

Ova jednakost je dobivena eksperimentalnim zapazanjima i numerickim modelima.

Jer se tok ekskavacije ne prekida u svim smjerovima u istom trenutku, te ne raste boc¢no
1 vertikalno istom brzinom, maksimalni opseg kratera se najbolje moZe opisati parabolo-
idom. Medutim, to vrijedi samo kao idealizirani opis jer tako pravilna formacija nije re-
alna. Modifikacija kratera ve¢ krece u verikalnom smjeru dok promjer kratera i dalje raste.
Medutim, mali krateri oblika zdjele (jednostavni krateri) su bliski teorijskoj konstrukciji
prolaznog kratera.

2.4 Modifikacija

Prolazna praznina nije konacan oblik kratera. Cvrstoca mete i sila teza rade protiv toka
ekskavacije sve dok rast kratera ne zavrSi. Oba parametra imaju vaZan utjecaj na modifi-
kaciju prolazne praznine i ravnoteZa dviju sila je krucijalna za posljedi¢ni proces modifi-
kacije. Morfologija kratera je funkcija njegove veliine. Jednostavni krateri se pojavljuju
do odredenog tranzicijskog promjera D,,,,. Iznad grani¢ne vrijednosti D;,,,, morfologija
postaje kompliciranija te je moZemo podijeliti na nekoliko razlicitih vrsta:

e krateri sa srediSnjim vrhom
e krateri sa srediSnjim prstenom

e krateri s viSe sredi$njih prstenova.
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Slika 2.4: (A) Ekskavacija nakon ¢ = 0,05s za jednostavan krater 1 + = 0,5s za kom-
pleksni krater. (B-D) Prikaz razlika modifikacije jednostavog i kompleksnog kratera. (E)
Unutarnja struktura jednostavnog i kompleksnog kratera. Preuzeto iz [31]], Slika 6.

Pod pretpostavkom da svojstva (¢vrsto€a materijala) na povrSinama razli¢itih planetarnih
tijela nisu toliko razli¢ita, moZe se zakljuciti da je tranzicijski promjer D;,,,,, izmedu jednos-
tavnog i kompleksnog kratera samo funkcija sile teze. To znaci da D,,,,, postiZe razlicite
vrijednosti za razlicita planetarna tijela. Npr., na Mjesecu je Dy, = 15km, dok je na Zem-
lji Dyygn; = 2 — 4km. Razlika na Zemlji se moZe objasniti razlikama u ¢vrstoéi Zemljine
kore (sedimentne stijene pruzaju manji otpor naprezanju od kristalnih meta).

Kako bi analizirali ovisnost morfologije kratera o sili teZi i promjeru kratera, prikladno je
uvesti bezdimenzionalne parametre. Kao u hidrodinamici, omjer izmedu unutarnje sile i
utjecaja sile teZe se moZe izraziti pomocu Froudeovog broja koji predstavlja parametriza-
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ciju sile teze
2
F=L (2.6)
gd,
Kao i u (2.6), ¢vrstoéu mete mozemo izraziti Cauchyjevim brojem koji je dan kao omjer

naprezanja i snage (viSe pogledati u [23]))

o
ot

C (2.7)

Omjer ova dva vazna broja daje dobar parametar ravnoteze izmedu sile teZe i Cvrstoce

prema [33]
F Y

T C pgd,
gdje je d,/r = 1,2(%)~* prema [23]]. Kako bi odredili vrijednost S . za prijelaz izmedu

(2.8)

jednostavnih 1 komf)leksnih kratera, Melosh u [21] pretpostavlja rast parabolicke praznine
koji rezultira silom usmjerenom vertikalno prema gore F, = éﬂ'pthzd, (uzgon). Sila Fy
djeluje na povrsSinu A = %JTD?. Cvrstoca je jednaka Y = %, Sto na kraju daje

Stranz = L = 0’25
084,

Ako je omjer S (= f(Y, g,d,)) veCiod S 40, (= 0,25) tada prevladava CvrstoCa materi-
jala mete te nastaje jednostavan krater. Materijalna obloga prolaznog kratera otkliZze prema
dolje u najdublju tocku praznine (slika [2.4(C-E)) i skupi se u le¢u brece koja se sastoji od
izrazito napuklog kamena i istopljenog metala. PoviSeni rub kratera s prevrnutom strati-
grafijom oznacava rub kratera. Vertikalni i lateralni dokazi prolaska Sok-vala se protezu

van granice kraterske praznine. Velika zona pukotina i rasjeda okruzuje vidljivu kratersku
strukturu, slika 2.4(E).

Ako je S < S run;, tada dominira sila teZa i dolazi do nastajanja kompleksnog kratera.
To znaci da je prolazna Supljina velika i djelovanje sile teZe inducira litostaticki tlak koji je
dovoljno visok da nadjaca ¢vrsto¢u okolnih stijena i uzrokuje njihovo urusavanje. Najprije
dolazi do podizanja dna kratera[2.4(C). U isto vrijeme se rub srozava u prazninu i dolazi do
rastuCeg srediSnjeg vrha. Za jako velike udarne kratere sredi$nji vrh premasuje odredenu
granicu te postaje nestabilan 1 uruSava se rezultirajui nastajanjem centralnog prstena ili
viSe njih u slucaju oscilacija. Cijeli proces je slian uruSavanju praznine vode jer se sti-
jena pocne ponasati slicnije viskoznom fluidu nego lomljivom krutom tijelu Sto podrzava
pojednostavljenja koriStena u podpoglavlju 2.1.
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Utjecaj dubine vode na modifikaciju kratera

Prolazni krateri se uruSavaju pri djelovanju sile teZe. Koli¢ina modifikacije ovisi o
veli€ini prolaznog kratera. Stoga prisustvo vodenog sloja, koji potiskuje formaciju prolaz-
nog kratera u meti, ima osnovni utjecaj na morfologiju rezultirajueg kratera na morskom
dnu. Dodatno, kako voda putuje u praznu unutraSnjost kratera, rub kratera i najvisi dije-
lovi sloja dna mogu biti pogodeni povratnim tokom. Mnoge studije numeri¢kih modela
proucavaju urusavanje kratera i kakav utjecaj ima prisustvo vodenog sloja i na koji nacin
povrat vode moze dodatno modificirati morfologiju kratera. U [12] se istrazuje utjecaj
dubine vode na formaciju kratera na morskom dnu za razlicite udare. Morsko dno je mo-
delirano kao jedan materijal ¢vrstoce prikladne kristalnim stijenama ili jaCe. Rezultati ove
studije, ali i drugih, predlazu tri reZima udara u morsko dno: (1) udar u plitku vodu, (2)
udar u srednje duboku vodu i (3) udar u duboku vodu. Prijelaz izmedu ova tri reZima ovisi
o veliCini kratera i omjeru dubine vode u odnosu na promjer udarnog elementa (4/L). Slika
[2.3] daje primjer rezultata numeri¢kih modela iz [12] koji prikazuju utjecaj dubine vode na
oblikovanje kratera u morskom dnu za asteroid promjera 1km pri udaru brzine 15kms™"

e
uuuuuu

10 -10

Slika 2.5: Oblikovanje kratera za razli¢ite dubine vode (0, 1, 2,5, 4, 6 1 8 km) gdje projektil
ima promjer 1km te brzinu 15kms~"'. U prvom redu je inicijalno stanje, u srednjem redu je
trenutak kada se postigne maksimalna dubina kratera i u zadnjem redu je zavrsno stanje.
Nijanse boje oznacuju gustoCu. Rezultati su 1z Davidson and Collins [12], Slika 2.

Udar u plitku vodu

Sloj vode pri udaru asteroida u plitku vodu ima minimalan utjecaj na sam udar. Veli¢ina
kratera koji pri udaru nastaje je vrlo malo smanjen u odnosu na udar u kopno te je morfo-
logija rezultirajuceg kratera vrlo sli¢na ekvivalentnom krateru na kopnu. Dokaz o povratu
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vode u krater se mozZe vidjeti u malim modifikacijama ruba i ispune kratera te znacajno
ovisi o ¢vrstoci najviSeg sloja morskog dna. Rezim plitke vode se postize za h/L < 1, a
prema [[12]] za jednostavne kratere se postize i za h/L < 4; medutim, znacajnije promjene
ruba su se dogodile za h/L > 1. Prema Collinsu i Wiinnemannu [6l] te Kenkmannu [18]]
je tok povrata vode u krater nastao pri udaru u zaljev Chesapeake promjera 85km imao
znacajan utjecaj na morfologiju konac¢noe strukture kratera. Prema njihovim simulacijama
su sedimenti zasi¢eni vodom, koji leZe ispod priblizno 500m dubokog sloja vode, zavrsili
u unutarnjoj praznini kratera zbog jakog toka vode i iznimno niske ¢vrstoce sedimenta, Sto
moZemo vidjeti na slici[2.6] Kao rezultat, morfologija tog kratera je karakterizirana u pot-
punosti zatrpanim unutarnjim katerom s nanosima izbacenog materijala 1 pove¢anim pro-
mjerom vanjskog ruba kratera zbog prijenosa najvisSeg sloja sedimenta prema tocki udara.

Udar u duboku vodu

Pri udarima u duboku vodu sloj vode u potpunosti potiskuje kraterirnje morskog dna;
ne dolazi do formiranja depresijskog kratera. Laboratorijski eksperimenti i numericka is-
trazivanja navode da se to dogada za h/L > 4; medutim najnoviji modeli udara u ocean,
koji koriste uvjete udara najsli¢nije Zemlji 1 aproksimiraju ¢vrstoéu morskog dna najre-
alisti¢nije, navode da ne dolazi do kreiranja prolaznog kratera u morskom dnu za h/L > 5
[12].

Iako ne dolazi do formacije kratera u ovom rezimu, neke modifikacije morskog dna se
mogu dogoditi. Istrazivanjem udara Eltanin ﬂ otkrivena je zona visine 20 — 40m kaoti¢no
izmijeSanih sedimenata koja je najvjerojatnije nastala od turbulentnih struja oceana potak-
nutih uruSavanjem prolaznog vodenog kratera. Neke simulacije tog udara sugeriraju da je
projektil morao biti manji od 1km kako bi dubina vode zaustavila nastajanje kratera na dnu
oceana.

Jo§ jedna znaCajka udara u duboku vodu je privremeno uklanjanje znatne koli¢ine vode
Sto olakSava podizanje, uslijed izostaticke prilagodbe materijala, morskog dna oslabljenog
lomljenjem. Rezultiraju¢a morfologija kratera je srediSnja uzvisina koja moze biti visa i
od razine prije udara, te topografsko sniZzavanje razine prema van zbog toka povratne vode.
Takva znacajka nije tipicna za uobicajene zemaljske i vanzemaljske kratere te je moZemo
videti na slici [2.5]u Sestom stupcu.

Udar u vodu srednje dubine

Izmedu rezima plitke 1 duboke vode (1 < h/L < 6) vodeni sloj ima temeljni utjecaj
na proces nastajanja kratera uzrokovanog udarom. Prolazni krater se smanjuje zbog us-

3Udar Eltanin (dobio naziv po istrazivatkom brodu koji je otkrio veliku koli¢inu iridija na tom mjestu)
je udar ateroida na istoku juznog Pacifika, u blizini obale JuZne Amerike.
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Slika 2.6: Deformacija iz simulacije udara u zaljev Chesapeake koriste¢i iSALE hidro-
kod iz [34]. Projektil ima gustoéu 2658kgm ™ te promjer 1600m. Brzina pri udaru iznosi
16kms~'. Dubina vode je 500m, a morsko dno (kristalne stijene) je prekriveno 1km debe-
lim slabim slojem sedimenta zasi¢enog vodom. (a) Inicijalno stanje. (b) Nakon udara se
formira krater koji dosegne maksimalnu dubinu nakon otprilike 5 sekundi. (c) UruSavanje
izbacenog materijala i ruba kratera na povrSinu vode inducira veliki vodeni val. (d) Se-
diment i voda se vrate nazad u prazninu kratera dok mu se rub S§iri prema van. (e if) U
krateru polako dolazi do porasta sedimenta pri povratku vode na inicijalnu razinu.

poravanja projektila vodenim slojem, a brzi povrat vode utjece na kolaps kratera i njegovu
kona¢nu morfologiju. Slika[2.5]|prikazuje prolazne kratere i morfologiju kratera za razlicite
dubine vode. U svakom od slucajeva prolazna praznina ima sli¢na obiljeZja: duboka depre-
sija u obliku zdjele s konstantnim omjerom dubine 1 promjera. Veli€ina prolaznog kratera
priblizno linearno opada poveéanjem dubine vode.

Centripetalni dotok vode iz okolnog oceana ne mora biti simetrican, moZe biti asimetrican
zbog asimetrije topografije kratera uzrokovane razlikama ¢vrsto¢e morskog dna ili zbog
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kosih udara. Promjenjiv dotok vode moZe uzrokovati povratne brazde u rubu kratera. Pri-
mjenom pojednostvljenog modela pucanja brane za tok preko dane topografije kratera je
dobiveno da, inicijalno, 200m dubok sloj vode uzrokuje erozivnu silu usporedivu s popla-
vom jezera Missoula, najveCom poplavom na Zemlji. Izuzetno zahtjevna interakcija vode
1 morskog dna je vazan dio svakog potpunog hidrokoda.

2.5 Motivacija hidrodinamickog opisa problema

U ovom poglavlju smo vidjeli da pri sudaru dva kruta tijela pri nadzvucnoj brzini (reda
10km/s) dolazi do jakih valova naprezanja u oba tijela nakon Cega dolazi do popustanja
materijala. Kada je tijelo podvrgnuto tako velikim optere¢enjima, deformacijski valovi ve-
likih amplituda se razvijaju u Sok-valove zbog znatne stlacivosti krutih tijela pri visokom
tlaku. Tijekom ekstremnih uvjeta kompresije, naprezanja materijala su uvelike veca od
njegove Cvrstoce, te e se kruto tijelo, nakon plasticne deformacije, ponasati kao kompre-
sibilan fluid zanemarive otpornosti na smicanje. Prema [15]], poznati teorem hidrostatike
kaZe da tenzor naprezanja mora biti izotropan za idealan fluid koji se ne opire smicanju.
Analogno moZemo reci i za kruta tijela pod utjecajem optereenja uzrokovanih udarom.
Kao rezultat, jednadzba gibanja krutog tijela se zasniva na nelinearnoj teoriji elasticnosti te
ima oblik Eulerove jednadzbe za dinamiku plinova koju izvodimo u sljede¢em poglavlju.



Poglavlje 3

Hidrodinamika

Nas glavni cilj u ovom poglavlju je izvesti osnovne jednadzbe hidrodinamike: jed-
nadzbu kontinuiteta i jednadzbu gibanja (Navier-Stokesove jednadzbe), iz fizikalnih za-
kona o oCuvanju mase te iz drugog Newtonovog zakona, redom. Prije nego $to to u¢inimo,
prisjetit cemo se materijalne derivacije i osnovnih tvrdnji teorije elasti¢nosti.

Vaznu ulogu u modeliranju naseg problema ima i energijska jednadzba koja, uz jed-
nadzbu oCuvanja mase i koli¢ine gibanja, sudjeluje u modelu procesa udara asteroida i
uvijek se koristi za numericki model te simulaciju nastajanja kratera. Kako bi model bio
potpun, potrebno je jo§ dodati materijalne modele dominirane kompresijom u pocetnoj fazi
udara te ¢vrstoém materijala u kasnijim fazama.

S obzirom da navedene jednadzbe zahtjevaju poveci broj raCunalnih operacija pri izvodenju
simulacije, dobro ih je koristiti za detaljniji uvid u ono $to se dogodi u prvom dijelu udara
na maloj skali, odnosno samo na mjestu udara. Kako bi optimizirali ratunanje na velikoj
skali 1 pratili propagaciju tsunamija, valjalo bi uvesti neSto jednostavniji model koji funk-
cionira i dovoljno dobro aproksimira traZzene rezultate. Tu dolazimo do teorije plitke vode,
te ¢emo na kraju vidjeti aproksimacijsku jednadzbu plitke vode.

3.1 Jednadzbe oCuvanja

Neka je Q C R? ogranifen, otvoren i povezan skup. Oznadimo sa Q volumen koji
zauzima tijelo prije deformacije (u referentnoj konfiguraciji).

Definicija 3.1.1. Funkciju ¢ : Q — Rinazivamo deformacijom ako je injektivna, do-
voljno glatka i vrijedi det Vip(x) > 0, x € Q.

S go(ﬁ) ozna¢avamo deformiranu konfiguraciju te vrijedi x¥ € 90(5).

Napomena 3.1.2. Funkciju u : Q — R3 nazivamo progib, te je ¢(x) = x + u(x).

19
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Definicija 3.1.3. Gibanje je dovoljno glatko preslikavanje ¢ : Q x R — R? takvo da je
(-, t) deformacija, t € R.

Definicija 3.1.4. Funkcijuv = g—‘f : QxR — R? nazivamo Lagrangeva brzina, a funkcija

definirana s a = % je Lagrangevo ubrzanje.
Eulerovu brzinu definiramo s v¥(x%,t) = v(go,‘l(x), 1) = ‘Z—f(got‘l(x“’), 1), a Eulerovo ubrzanje
s @ (x*,1) = a(e; (), 1),

Napomena 3.1.5. e Lagrangeovo polje je svako preslikavanje na Q X R.

e Trajektorija gibanja je T, = T := {(x, HeERXR:xeQ,te R} = Ujer X {t}.
Eulerovo polje je svako preslikavanje na .

e Za zadano Lagrangevo polje f
fP08.0 = flgr ()0 (3.1)
je Eulerovo polje.
e Za zadano Eulerovo polje f¢
fx 1) = (%), 1) (3.2)
Jje Lagrangevo polje.

Definicija 3.1.6. Materijalna derivacija Eulerovog polja f¥ je

. df? 0
FAOE 0 = == (1) = (i), 1) 0 ¢ () (33)
dt ot
a komponiranje je samo po prvoj varijabli.

Napomena 3.1.7. o Vrijedi sljedece

FEOXEL 1) = Voo f2(x2, VP (x%, 1) + (Z—:(x"’, 7). (3.4)

o (Cesta oznaka materijalne derivacije u literaturi za udare je

by _or ., or

Dr ot Vi 3-5)

zax; € Q i=1,...,d, gdje je d dimenzija prostora.
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JednadZzba gibanja slijedi iz drugog Newtnovog zakona koji kaze da je suma svih sila
(momenata) jednaka brzini promjene (kutne) koli¢ine gibanja. Sile opisuju djelovanje vanj-
skog svijeta na tijelo. Razlikujemo vanjske volumne i kontaktne sile. Vanjske volumne sile
su dane volumnom gustoéom f¢ : Q¥ xR — R?. Za P C Q¥ je fP f¥dx¥ je ukupna
volumna sila na dio domene P. Vanjska kontaktna sila je dana gustoCom vanjske kontaktne
sile g¢# : TY xR — R, gdje je I c 0Q¢. Za A C I} je fA g¢da? dana ukupna vanjska
kontaktna sila na dio A.

Oznacimo s p? : Q¥ Xx R — R gustoéu mase u deformiranoj konfiguraciji. Za komad
PcQ¥jes fP p?dx¥ dana masa komada P.

Napomena 3.1.8. Za b¥ : Q¥ X R — R definiranu s b¥ = {; oznacavamo gustocu vanjske
sile po jedinici mase.

Razlikujemo i dvije koli¢ine gibanja dane gustoom, linearnu p#v¥ i kutnu x¥ X p#v¥.

Aksiom 3.1.9. (Euler, Cauchy) Postoji vektorsko polje t# : Q° x S? xR —s R3, S2 = {x €
R? : ||x = 1]|} takvo da vrijedi sljedece

1.)
#(xf,nf,1) = gf(x*,1), x*elY (3.6)

gdje je n® jedini¢na normala na I' vanjska na Q¥
2.) zakon ocuvanja impulsa:

: = . o
Za svaki P¥ C Q" otvoren i povezan vrijedi

72X, v (x¥, dx? = f *(x?,n?, da? + f fP(x?, )dx? (3.7)

dt Jpe op¢ p

gdje je n¥ jedinicna normala na 0P vanjska na P¥
3.) zakon ocuvanja momenta impulsa:

. =¥ . -
Za svaki P C Q" otvoren i povezan vrijedi

X2 X p?(x?, v (x¥, dx? = f

opy

x? X t?(x?,n?, Hda? + f x? X f(x¥, t)dx?

d t Py ¥

(3.8)
gdje je nf jedinicna normala na P¥ vanjska na P¥.

Napomena 3.1.10. Kontaktna sila t se naziva Cauchyjev vektor naprezanja. Zapravo je
gustoéa fA t*da? ukupna kontaktna sila na plohu A, odakle slijedi da je fapw ¥+ wa f¢

ukupna sila na P¥, te faw X2 Xt + fP , XY X f¥ ukupan moment na P¥.
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Zakon ocuvanja mase

U referentnoj konfiguraciji je gustoa u oznaci p : Q — R, a u deformiranoj p¥ :
Q¥ — R,. Prema zakonu oCuvanja imamo da za svaki P C Q otvoren i povezan vrijedi

f p“"(x‘ﬁ,t)dx“":fp(x)dx. (3.9)
per P

Kako je P¥ = ¢,(P), to lijevu stranu zakona ofuvanja moZemo zapisati kao

f 07 (p(x, 1), 1) det Vip(x, t)dx. (3.10)
P
Sada za svaki P imamo

f (p(x) = p?(e(x, ), 1) det Vep(x, 1)) = 0. (3.11)

P

Poizvoljnost od P sada daje

o(x) = p(¢(x, 1), t)det Vo(x, 1). (3.12)

Parcijalno derivirajmo (3.12)) po ¢ kako bi dobili sljedecée

0= a%(w@p(x, 1), 1) det Vep(x, 1)). (3.13)

Koristeci identitet (3.15]) dobivamo

0
0= a—t(p“’(QO(x, 0, t)) det Vo(x, 1) + p*(¢(x, 1), )(divi¥) o ¢(x, 1) det Vp(x, 1)
= (0¥ + p?divv?) o @(x, 1) det Vip(x, t)
= p? + p?divnv?. (3.14)
Napomena 3.1.11. Jednakost (3.14) se naziva jednadzba kontinuiteta.

Ako je fluid inkompresibilan, tada je njegova gustoca konstntna p = konst.. Zakon
oCuvanja mase tada glasi div v* = 0.

U raCunu smo iskoristili identitet koji ¢emo sada i dokazati koristeci lemu koja je do-
kazana na predavanjima iz kolegija Teoreija elasti¢nosti.

Teorem 3.1.12. Za dovoljno glatko gibanje ¢ vrijedi

%(det Vo(x, 1) = (divi¥) o o(x, ) det Vo (x, £). (3.15)
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Lema 3.1.13.
D(det)(AXT) = det Atr(A™'T), A € GL(R"). (3.16)

Dokazimo sada teorem.

Dokaz. Primjenom leme dobivamo

i(det Vo(x, 1)) = D(det)(Ve(x, t))(iV(p(x, )

dt dt

= det Vep(ix, 1)tr( Vepy (x) ™! iV(p(x, )
dt
S druge strane je v (x%, 1) = g—f(%_ 1(x#), 1) odakle slijedi
Vv¥i(x, 1) = %V<P(s0{1(x9"), HVe; ' (xf)
=  divvf(xn1) = tr(aﬁtV(p(wt_l(x“’), OV, (x))

_ 0 -
= tr(Vgo, 1()6"0)EV90(90[ l(x¢)a t))
Vi, 0 V1Vl = 1. =

Cilj nam je izvesti diferencijalnu formulaciju za jednadZbu gibanja. Da bimo to ucinili
potrebne su nam sljedece tvrdnje.

Lema 3.1.14. (Transportna formula) Za skalarno ili vektorsko Eulerovo polje f i P C Q
vrijedi transportna formula (P¥ = ¢,(P))

4 f F(x¢, Hdx? = f (.0 + £, Ddiv# (3, 1)) dx? (3.17)
dl Pet Pt

Dokaz. Zamijenom varijabli x¥ = ¢,(x), integral ovisan o ¢ prebacimo na domenu P neo-
visnu o ¢ na sljedeci nacin

i f(x?, dx? = i f flp(x, 1), t)det Vo(x, H)dx
dr Jo,p) dt Jp

3 3
- fp a—t(f(go(x, 0,1) det Vo(x, 1) + f(p(x. 1), t)a—t(detV(,o(x, ))dx.

Iskoristimo (3.16) kako bismo dobili sljedece
8 .
= j}: [E(f(SD(X, D, t)) + f(p(x, 1), H)(divv?) o p(x, t)] det Voo(x, f)dx

= f (.0 + (%, 0dive? (. 1) )dr®. (3.18)
Pyt



POGLAVLIJE 3. HIDRODINAMIKA 24

Korolar 3.1.15.
d 00 TP o I P 0
a ), poVv¥edx? = i pov¢dx?, P cC Q, P = ¢/(P). (3.19)

Dokaz. Primjenom transportne formule dobivamo

d

— pv¥dx? = f ¢ + pfv¥divivdx?.
dt Pyt Pt

Za Eulerova polja f i g vrijedi

fax#,0) = %(f (@i, DEpi(x), 1)) © 0 ()

d d
= E(f(QDt(X), f)) o QD;I(x"”)g((p,(x), )+ f(x?, t)d_t(g(%(x)’ l‘)) o 90;1()5“’)

= fg+ f¢.
Stoga vrijedi
d
— pv¥dx? = f P2 + pPv¢ + pYvPdivvPdx?,
dt Pt Pt
iz ¢ega odmabh slijedi tvrdnja koristeci jednadZbu kontinuiteta. O

Zakon ocuvanja momenta impulsa

Teorem 3.1.16. (Cauchy) Neka su t* : Q' xS2xR — RS, f?: Q" xR — R3, Joiavia
Q" xR — R3 neprekidne i neka vrijedi zakon ocuvanja impulsa. Tada postoji T¢ :
Q' xR — M3(R) Cauchyjev tenzor naprezanja takav da vrijedi

(¢, 1) = T*(x¢, n?, x* e Q . n? e S2. (3.20)

Dokaz. Neka je x* € Qf, n € S%, n = nje| + nyes + nzes, nj,ny,n3 > 0, te ey, », €3 su
vektori ortonormirane baze u R*. Definirajmo tetraedar A¢ s vrhom u x* kao na slici
Tri stranice Ay, A,, A3 su u koordinatnim ravninama, te A, s normalom n. Normale na A;
su-—ej, j=1,2,3.

Zaie{l,2,3}je

f tf(y“",n“’,t)da“":ftf(y“’,—el,t)da9”+ftf(y*”,—ez,t)da‘p
A

Aq A

+f tf(y“’,—eg,t)da“’+f 12(y%, n, 1)da’. (3.21)
Az An
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€3

Az A1

€

€1
Slika 3.1: Prikaz tetraedra iz dokaza Cauchyjevoj teorema.

Zbog neprekidnosti £ moZzemo primijeniti Teorem srednje vrijednosti na integrale. Postoje
tocke xV € A;, j=1,2,3, x € A,, takve da je

f 2%, n?, dat = tf(x“, —ey, Hpov(A;) + tf(x’z, —e,, )pov(A,)

¢

" +17(xP, —e3, )pov(A3) + 1 (x', n, ) pov(A,)
{geometrijski argument: pov(A;) = nipov(An)}
= [tf(x”, —er, Ony + 17(x2, —ep, iny + 17(x", —e3, )
+ tf(xi, n, t)]pov(An).

Primjena zakona oCuvanja impulsa sada povlaci

| #£(x", —er, Ony + 12(xX2, —ex, Oy + 19(x°, —e3, s + 19X, n, 1) |

1
< 0P — FOYIxE
<ol ] 0 -
{p“’v“’ — f¥ je neprekida na A — ograniCena je konstantnom C}
1(A¥
<C voll4”) — 0, kada AY — {x*} homotetic¢no.
pov(Ay)

U limesu dobivamo
3

¢ @ _ PP
17 (x¥,n,1) = —Zti (x%,—ej, Dn;.

J=1
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No to vrijedi za svaku komponentui = 1,2,3

3
¥ (x?,n,t) = — Z ¥ (x%, —ej, t)n;.
J=1

U limesu kada n — ¢, (n; > 0), jer je ¥ neprekinuta, imamo
tt,ﬁ(xtp, (9 t) = _t(p(xwa —€k, t)

Sada je 1#(x¢,n,1) = ¥, t°(x*, e, On;, (n; > 0).

Definiramo T%(x%, t)e; := t*(x¥, e;,1), j = 1,2,3. Onda vrijedi sljedece

3
T?(x?,t)n = Z n;T%(x?, t)e;

=1

3
= > In; | T#(*, Dsgn(n,e;
j=1

M

|, | sgn(n )i (¥, e, 1)
1

~.
Il

M

| nj| #(x%, sgn(n;)e;, 1)

~.
1l
_

3

= (%, ) || sgn(ne;, )

=
= *(x%,n,t).

Zakon oCuvanja impulsa sada glasi

fp‘p\'/‘pdx‘p:f T“’(x‘p,t)n‘pda‘p+f frfdx?, A%.
A¥ 0A¢ Av

26

(3.22)

Teorem o divergenciji ( fa 4 I'nda = fA divT'dx) omogucuje prelazak na integral po domeni

A¥

fp%“’dx“’:f diVT‘”dx¢+f fedx?, A*.
A% A¥ A¥

f (079F = divT? - f*)dx? =0, A®.
A¥

Odakle slijedi

(3.23)
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Proizvoljnost domene povlaci da je u u Q¥
PV =divT? + f%. (3.24)

Dobivena jednakost (3.24)) je diferencijalni oblik zakona oc¢uvanja impulsa, odnosno imamo
jednadzbu gibanja u Eulerovoj formulaciji.

Tvrdnja 3.1.17. Cauchyjev tenzor naprezanja je simetric¢an.

Dokaz. Zakon oCuvanja momenta impulsa glasi
f x¥ X pfedx? = f x¥ X T*n?da? + f XX ffdxf.
A¥ oA¢ A¥
Vrijedi
f x? X T?n%da? = f X2 X (v — fA)dx? = f x? x divT?dx”.
0A¢ A¥ A¥

Koristeci teorem o divergenciji raspiSemo desnu strani, te neka je Av antisimetricna matrica
s aksijalnim vektorom v € R?

f x? x divT¥¢dx? = (AxX’T9)n’da’ = f div(Ax?T¥#)dx?
A¥ 0A¥ A¥
= f Z 0 (Ax*T?e;)dx? = Zf 0 (x? X T?e;)dx?
ae T Jae
= Z f ei X T%; + x¥ X 0,¢(T?e;)dx*
i JAf l
= f Z e; X T?e; + x¥ x divT?dx®.
Sada slijedi

f Z e; X T?eidx¥ =0
Ae =

za svaki A¥. Proizvoljnost domene implicira
Z e; X T‘Dei =0.
Stoga je

0= Z e; X tPe; = e1 X (T} e1 + T €2 + T3, 3)
i

® 14 14
+ep X (T12€1 + T22€2 + T32€3)

¢ @ ®
+e3 X (T13€1 + T23€2 + T33€3)

—_ 79 (2 (4 (2 12 (4
= T21€3 — T31€2 - T12€3 + T32€1 + T13€2 - T23€1,
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odnosno
© _ e © _ e © _ e
Iy =Ty, T3 =T45 T;=T;,.

Dakle, (T%)" = T*. m]

Kao posljedicu aksioma dobivamo diferencijalnu jednadzbu gibanja u deformiranoj
konfiguraciji

v = divT? + f¥ u Q¥
T¢T = T% u Q¥ (3.25)
T%n? = g% nal?.

Slaba formulacija

PomnoZimo prvu jednakost iz (3.25)) s #* dovoljno glatkom funkcijom takvom da je
6% Ire—o» gdje je I = 0Q — I, te integrirajmo po cijeloj domeni Q¥

f p#VY - 0%dx? = f divT? - 6dx? + f ff - 6%dx?. (3.26)
Q¥ Q¢ Q¢

Zelimo primijeniti teorem o divergenciji. Za n = T6 raunamo

divy = 111 + 0amp + B31;
= 01(T1161 + T126, + T1363) + 02(T2160; + T2, + T1365)
+ 03(T310) + T30, + T3363)

61T11 +82T21 +(93T31 6191 +6192 +6193
-0+ T .

8] T12 + 82T22 + 83T32 6291 + (9292 + 8293
61T13 + 62T23 + 63T33 6391 + 6392 + 6303

Dakle, div(T8) = (divTT) -0+ TT - VO, tj. div(TT0) = (divT) - 9 + T - V6. Sada (3.26)
moZemo zapisati na sjedeéi nacin

f PPV - dx? = f (div(T#"6#) = T¢ - Vo¥ )dx* + f 1 6¢dx*
Qe Qe Qe

= f T¢"6¢ - nfda’ — f TY - V&#dx? + f fe-6°dx?.
0Qy Q¢ Q¢

Koristenjem sljedeceg

f 6% - Tn*da® = f 0% - T*n*da® = f 6% - g¥da”
Q¥ ry re
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dobivamo sljedecu slabu formulaciju jednadzbe gibanja u deformiranoj konfiguraciji gdje
za svaki ¢ takav da je 6% |rg: 0 vrijedi

f v - 6%dx? + f T¢ -V&¥dx? = f f?-6%dx? + f g% - 6°da’. (3.27)
Q¢ Q¢ Q¢ Ind

1

Slaba formulacija (3.27) je formalno ekvivalentna rubnoj zadacdi
{p“’\'}‘” =divT? + f¥ uQ,

T¢n* =g¥ nal?,

Jednadzba gibanja u referentnoj konfiguraciji

Provedimo zamijenu varijabi u (3.27). Definirajmo novu test funkciju 6 := 6% o ¢,.
Tada je

VO = V¥ o o, Ve,
V6 o ¢, = VO(Ve,) .

Imamo
L T? -V&¢dx? = fg; T?(p(x),1) - VO o @,(x,1)det Vi, (x, t)dx
_ fg T(¢,(x),1) - VOV () det Vg, (x)dx
= L T(x,t) - VO(x)dx. (3.28)
Definirajmo prvi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja (u referentnoj konfiguraciji) sa

T(x,1) := det Vo, (x, N T*(0,(x), DOV (). (3.29)

Lako se pokaze da ovaj tenzor nije simetrican. Definirajmo volumnu gustocu sile u refe-
rentnoj konfiguraciji sa

J(x, 1) := fAe(x), 1) det Vi (x).
Tada je

f f? - 0dx? = ff‘”(sﬂz(x), 1) - 6% o ¢, (x) det Vo (x)dx
Q¢ Q

= f f(x,t) - 6(x)dx.
Q
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Povrsinska sila u referentnoj konfiguraciji poprima sljedeci oblik

L g ¢¢da’ = fr g (@0, ) [[Ve,(x) " n| det Vg (x) - O(x)dlx

1

= f g(x, 1) - 0(x)dx,

I

gdje smo definirali povrSinsku gustocu kontaktne sile u referentnoj konfiguraciji sa

g(x, 1) = g, (x), 1) || Ve (x) || det Vo, (),

a n je jedini¢na vanjska normala u referentnoj konfiguraciji.
Inercijalni ¢lan u referentnoj konfiguraciji je sljedeci

f PPV P = f PP DI (@), 1) - 6 0 ,(x) det Vi (X)dx
Q¢ Q
ov
= L p(x)E(x, 1) - 0(x)dx,

gdje je gustoca mase u referentnoj konfiguraciji definirana sa

p(x) = p*(@i(x), 1) det Vg, (x),

te smo uzeli u obzir sljede¢i odnos Eulerove i Lagrangeve brzine

0
(@i (x), 1) = 6—:<x, .

Sada slaba formulacija jednadzbe gibanja u referentnoj konfiguraciji glasi
0
f p(x)—v -0(x)dx + f T(x,t)-VO(x)dx = f f(x, 0)-0(x)dx+ f g(x,1)-0(x)dx. (3.30)
Q ot Q Q I
Iz (3.30) dobivamo diferencijalnu formulaciju u referentnoj konfiguraciji
0
pa—‘; —divT+f uQ
VoT" =TVy!  uQ (3.31)

Tn=g nalj.
(3.32)

Uz pretpostavku dovoljne glatkoce, slaba i diferencijalna formulacija su ekvivalentne.
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3.2 Model udara asteroida

Diferencijalna jednadzba gibanja u deformiranoj konfiguraciji opisuje unutarnje napre-
zanje 1 vanjske sile, kao Sto je sila teza. Proucavajuci sile koje djeluju na Cesticu fuida
vrijedi

pu = divo + f, (3.33)
gdje ¢emo od sada pa nadalje koristiti notaciju iz literature, gdje je p gustoCa, u brzina, o
Cauchyjev tenzor naprezanja, te f uracunava prisutne vanjske sile. Vrijedi da je o sime-

triéni tenzor ranga 2, te je u ortogonalnim koordinatama u tri dimenzije reprezentiran 3 X 3
matricom
O xx Txy Txz
Oij = Tyx Oy Tyz |
Tax Ty Oz

dje je o;, i = x,y,z normalno naprezanje i 7;;, i, ] = X,V,2, I # j smicanje. Matricu
J
mozemo rastaviti na sljedeéi nacin

p 0 0 Oxx+p Txy Tz
ogij=—|0 p O]+| 7y Oy +p T, |=-Pl+71
0 0 p Tox Tzy Ozt+p

gdje je I € M5 identiteta 1 T devijatorni tenzor naprezanja. Devijatorni tenzor naprezanja je
sljedeceg opcenitog oblika

T=uVu+ (Vu)") + AV - wl,

gdje su u (koeficijent viskoznosti) i A (volumna viskoznost) konstante proporcionalnosti
vezane uz pretpostavku linearne ovisnosti viskoznih naprezanja. Stokesove pretpostavke
su da je tenzor naprezanja linearna funkcija tenzora promjene deformacije i gradijenta
brzine, da je fluid izotropalﬂ, te da za fluid u mirovanju vrijedi V- 7 = 0.

UvrStavanjem 7 u uz pretpostavke da je viskoznost u konstantna, volumna vi-
skoznost zanemariva A = 0, te da je fluid inkompresibilan (V - u = 0) imamo

p(% +u- u) =-p+V. (,u(Vu + (Vu)T)) + pg.

'Izotropan fluid je fluid Cija svojstva ne ovise o smjeru duZ kojeg su mjerena.
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Pogledajmo viskozni ¢lan za prvu (x) komponentu:

8(2 8u) 6(ﬂ(6u av)) 6(ﬂ(0u aw))

—(2u=—)+ —(u(=— + =)+ =—(u( = + —

o Hax) Ty Gy T o) T WM s, T Bk
=2 @ + 62_1/! + (92\/ + @ + 62w
~ Mo 'u6y2 ’uﬁyax Moz " Haz0x

LT Py P B
AV 0y* 072 Hox2 'ué)yax Hozox

:ﬂAu+ﬂ%(au ov aW)

8x+8_y+(9_z
= uAu

gdje zadnja jednakosti slijedi iz uvjeta inkompresibilnosti. Analogno mozemo racunati za
drugu i tre¢u komponentu te dobiti, redom, uAv i uAw. Na ovaj nacin dobivamo Navier-
Stokesove jednadZzbe koje opisuju inkompresibilan NewtonovskiE] fluid. Dakle, Navier-
Stokesove jednadZbe na cijelom prostoru R? glase

{p(a,u +-Vu) —pAu+Vp =f

3.34
divu =0. 34

Jednadzbe ocuvanja mase, impulsa i energije

Problem sudara dva elasti¢na tijela koji prou¢avamo se aproksimira pomocu kompre-
sibilnih Navier-Stokesovih jednadzbi uz pretpostavu da je fluid neviskozan, odnosno da
su obje viskoznosti zanemarive, © = 4 = 0. S obzirom da fluid nije inkompresibilan ne
vrijedi p = 0. Dakle, nemamo pojednostavljenje jednadzbe kontinuiteta. Jednadzbe giba-
nja kojima opisujemo gibanje materijala za problem pada asteroida u ocean u Lagrangevoj
formulaciji su sljedece

p+pV-u =0
pit+Vp = pg (3.35)
pE+pV-u =0.

Ovdje je E oznaka za unutarnju energiju po jedinici mase. Jednakosti (3.35) su redom

oCuvanje mase, koliCine gibanja i energije. Ukoliko raspiSemo materijalnu derivaciju jed-
nadZbi oCuvanja, tada su dane u Eulerovoj formulaciji te glase

2—’;+u-Vp+pV-u =0
p% +pu-Vu+Vp =pg (3.36)

p%—’f+pu~VE+pV-u =0.

2Newtonovski fluidi su fluidi u kojima su viskozna naprezanja linearno ovisna.
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Jednadzba stanja

Jo$ su nam potrebne dvije veze da bismo dobili potpuni skup jednadZzbi koje odreduju
dinamiku naseg problema u kontinuiranom mediju; jednadZzba stanja i konstitutivni mo-
del. JednadZba stanja nekog odredenog materijala povezuje tlak, gustocu i temperaturu
ili unutarnju energiju. Ona opisuje kompresibilnost, toplinsku ekspanziju, brzine vala 1
druga termodinamicka svojstva. MoZe sadrZavati i opise faza promjena materijala kao Sto
su kruto-kruto, taljenje i isparavanje. Kako se unutarnja energija najc¢esce raCuna direktno
u modelu udara, najprigodnija forma jednadZbe stanja je tipi¢no

p=fp,E). (3.37)

Medutim, Cesto se entropija i temperatura racunaju dodatno. Jdnadzbe stanja koje su im-
plementirane u hidrokodove su detaljnije objaSnjene u poglavlju Numerika.

Konstitutivni model

Konstitutivni model (ponekad se naziva i model devijatornog naprezanja ili model ja-
kosti) povezuje devijatorno naprezanje s naprezanjem, promjenom naprezanja, unutarnjom
energijom 1 oSte€enjem (ili tlakom i temperaturom) na sljedeci nacin

7ij = f(&), &, E, D). (3.38)

Ova jednakost opisuje odgovor materijala na optereCenje uzrokovano devijatornim na-
prezanjem. JednadZzba stanja, zajedno s konstitutivnim modelom, definiraju materijalni
odgovor na naprezanje, koji se skupno nazivaju model materijala. Specificna svojstva ma-
terijala odreduju odgovor materijala na naprezanje, implicirajuci da se razli¢iti materijali
razli¢ito ponaSaju za nominalno iste uvjete udara. Stoga mogucnost numerickog modela
da simulira sudar dva objekta uvelike ovisi o sofisticiranosti i to¢nosti modela materijala
uvedenih da opiSu udarni element i metu. TeZina kreiranja to¢nih modela materijala ostaje
1 dalje veliki izazov za numeri¢ko modeliranje udara. Vise o konstitutivnim modelima koji
su implementirani u hidrokodove se moZze vidjeti u sljede¢em poglavlju.

3.3 Jednadzbe plitke vode

Tok plitke vode je samo jedan od mnogih posebnih modela u hidrodinamici. Neki
tokovi u atmosferi se takoder opisuju koriStenjem ovih jednadzbi koje ¢emo izvesti. Jed-
nadZbe plitke vode su sustav nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje odreduju
tok fluida u oceanima, priobalnim podrucjima, estuarijima, rijekama i kanalima. Opcenita
svojstvenost toka plitke vode je da je vertikalna dimenzija znacajno manja od horizontalne.
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JednadZzbe plitke vode se koriste za predvidanje plime, razine podizanja mora pri olujama
1 promjene priobalja nastalih uslijed uragana ili morskih struja.

Problem koji gledamo zahtijeva proucavanje Sirenja valova u morima i oceanima koji
su inkompresibilni Newtonovski fluidi, dakle tenzor naprezanja je oblika o = —pl + 7.
Pretpostavimo da su salinitet i temperatura promatranog fluida konstantni, pa vrijedi da
je 1 gustoéa p konstanta. Takoder moZemo pretpostaviti da je jedina sila koja djeluje na
Cesticu fluida sila teZa (za toCniji raCun moze se promatrati i Coriolisova sila). Uz ove
pretpostavke, jednadzbe koje opisuju gibanje fluida su sljedece

V-v=0 (3.39)
POV +(vV-Vv)=pg+V-o0, (3.40)

gdje smo brzinu oznacili s v = (u, v, w). Notacija za prostorne koordinate je (x, y,z) € R>.

Osnovna pretpostavka u teoriji plitke vode je da je verikalna dimenzija H promatrane
domene znacajno manja od bilo koje horizontalne dimenzije L, (H < L). Primijetimo da
je brzina Cestice fluida jednaka na svim dubinama. Prema teoriji linearnih valova, koja ne
ukljucuje pretpostavke plitke vode od samog pocetka, saznaje se da dobivamo duge valove
plitke vode ako je omjer dubine vode i valne duljine manji od 0, 05. To moZzemo smatrati
gornjom granicom teorije plitke vode.

Pretpostavimo da promatrani fluid zadovoljava pretpostavke plitke vode te promotrimo
sliku[3.2]i definiramo sljedeée funkcije:

o [ ={(t,x,y) je uzviSenje (u m) slobodne povrSine u odnosu na geoidE]
o b=0>b(x,y)je batimetrijaﬂ (u m) mjerena pozitivno prema dolje od geoida

e H = H(t, x,y) je ukupna dubina; primijetimo da je H = { + b.

Rubni uvjeti

Kako bismo izveli jednadzbe plitke vode, potrebni su nam rubni uvjeti. Koristit ¢emo
rubne uvjete zadane na morskom dnu i na slobodnoj povrsini. Postoje i drugi koji se mogu
naci u [30]. Uvjete je potrebno zadati na dnu 1 povrsini.

Na morskom dnu gdje je z = —b mozZemo zadati sljedece rubne uvjete

3Geoid je tijelo koje nastaje ako zamislimo morsku povrsinu koja prolazi ispod kopna. Geoid je fizikalno
tijelo, smjer sile teZe okomit je na diferencijal plohe.

“Batimetrija je mjera dubine vode u oceanima, rijekama ili jezerima. Na temelju izmjerenih dubina
izraduju se batimetrijske karte na kojima se s pomocu izobata moze odrediti reljef dna.
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slobodna povrSina

morsko dno

Slika 3.2: Tlustracija presjeka mora.

1) bez klizanja

u=v=0
(eng. no-slip)
2) bez normalne brzine
ob ob
Uu—+v—+w=0
ox 0Oy
3) smicanje na dnu
ob N ob N
Tox = Tox - T Ty T Txzs
’ 0x Y dy ¢

gdje je 1, trenje na oceanskom snu. Sli¢no i za y smjer.
Na slobodnoj povrsini gdje je z = { moZemo zadati sljedeée rubne uvjete

1) bez relativne normalne brzine

9 or I
) i = _w=0
ot " ax Vo
2) p=0
3) Smicanje na povrSini
T = —T e e

35
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Dvodimenzionalne jedndzbe plitke vode

Integrirajmo prvu jednakosti iz (3.39) po tre¢oj komponenti

4 4
f divvdz = w({) = w(=b) + Vi, - f vdz = 0. (3.41)

b b

Za vertikalnu komponentu brzine w vrijedi dd—f = w({). Uzimajuéi no-slip rubni uvjet na
dnu i definirajuci sljedece

Y
f vdz = ({ + b)v(x,y,1)

b
z={(+Db,

imamo

P
a—f + div(zv) = 0.

U drugoj jednakosti iz (3.39) zanemarujemo sve ¢lanove koji sadrZe w, to mozemo jer smo
pretpostavili da je voda plitka, te dobivamo

p _

9 P¥

To moZemo smatrati srediSnjim svojstvom teorije plitke vode. RjeSavajuci separabilnu
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu je

p =pgl -2,

odakle slijedi
op_ 0 op_
Ax pg@x dy pgay'
Integrirajmo jednadZzbu kontinuiteta V- u = 0 od z = —b do z = {. Primjenom Leibnit-
zovog pravila, jerib i ovise o t, x iy, dobivamo :

(3.42)

4 < Ou Ov
o_fbv de-[b(a+a—y)dz+wzzg—wzz_b
o (¥ a (¢ o ob
5 ), udz + @L vdz—(u o ”‘z:_ba) (3.43)
o ob
_(vz=§8_y+vz=—ba_y)+ P
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Definirajmo srednje brzine po dubini na sljedeéi nacin
1 e
— f udz
HJ.,

1 e
V=— dz.
v= g | v

Iskoristimo li rubne uvjete te definirane srednje brzine za racun (3.43)), dobivamo

N
Il

OH 8 0
ot g HD+ 6—y(frv) = 0. (3.44)

Promotrimo sada lijevu stranu jednadZbe oCuvanja koli¢ine gibanja za x i y kompo-
nente. Integrirajuci lijevu stranu te jednadzbe za x komponentu po dubini, dobivamo

<[ 0 0 0
f (au + au + —(uv) + —(uw))dz

P y . i
_ —(Hﬁ) N —(Hﬁz) + 9 () + Clanovi diferen
ot 0x ay

cijalne advekcije

Clanovi diferencijalne advekcije ura¢unavaju &injenicu da srednja vrijednost produkta
dvije funkcije nije produkt srednjih vrijednosti. Sli¢no kao gore dobivamo i integriranjem
lijeve strane jednadZbe momenta za y komponentu.

Promotrimo sada desnu stranu jednadZbe momenta za prvu i drugu komponentu. Inte-
griranjem po dubini dobivamo, redom, za x i y komponente

0 0
_nga—g + Toe — Tpy + Ep I TexdZ + — f Tydz,

0
_nga§+TY) Tpy + 6 foydz+a fryydz

Uzimajuéi u obzir integracijski racun koji smo proveli, dobivamo 2D nelinearne jed-
nadzbe plitke vode

2+ 2 (hu) + %(hﬁ) =0
3(Hu) + £(H@) + £(Hw) = —gHaf + Lt = The + F)
3(HY) + L(Huv) + %(HVZ) gH + 1(% Tpy + F)).
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PovrSinsko naprezanje 7, 1 7y, trenje na dnu 7, 1 75, te F, 1 Fy ovise 0 promatranom
poblemu te su unaprijed poznate veli¢ine. Clanovi F, i F, ukljuCuju naprezanje vjetra,
gradijent atmosferskog tlaka te radijacijsko naprezanje (kratkih) valova. Vise se moZe naci
u [30].

Dani sustav moZemo zapisati i u vektorskom obliku

ov of, of,
— 4+ = = 4
6t+(9x+6y+s 0, (3.45)

gdje su fluksevi i desna strani dani sa

bu bu? + 1 gb* buv —fbv + crullv]| + gbg—i
velbvlfi=| o buy = by g = | fbuck cpvlvll+ g |-

b bu bv 0



Poglavlje 4

Numerika

U ovom poglavlju ¢emo dati uvid u numericko modeliranje pada asteroida u ocean.
Kako smo u prvom poglavlju podijelili takav dogadaj u pet distinktnih faza, slicno mozemo
uciniti i s numerickim modelom. Hidrodinamicki model iz treceg poglavlja koji smo izveli
iz zakona o ocuvanju mase, koli¢ine gibanja i energije se koristi za numeri¢ku simula-
ciju udara i procesa nastajanja kratera. Kolapsom kratera, koji smo opisali u drugom po-
glavlju, nastaje val Cije Sirenje modeliramo jednadZbama plitke vode radi smanjenja broja
racunalnih operacija samo u tom posebnom slucaju.

Modeliranje dinami¢nog procesa, kao Sto je nastajanje kratera pri udaru asteroida,
zahtijeva sofisticiran racunalni kod koji moZe simulirati ne samo prolaz Sok-vala, nego i
ponasanje geoloskih materijala kroz Sirok raspon stanja naprezanja. RaCunalni programi
koji se bave Sirenjem Sok-valova i1 raCunaju brzine, smicanja, naprezanja itd. kao funk-
ciju vremena 1 prostornih varijabli se nazivaju hidrokodovi (eng. ,,hydrocodes”) ili kodovi
fizike Sokova.

Izlazni podaci hidrokoda, koji sluze kao ulazni podaci za kod jednadZzbi plitke vode, su
visine vodenog stupca za svaki element mreze, pod pretpostavkom da se mreZe u oba koda
podudaraju. Ekstrahiramo ih u trenutku kada je postignuta maksimalna visina vodenog
stupca sredi$njeg vrha prolaznog kratera (slika 4.1ld) te postavljamo kao inicijalno stanje
visine vode u kodu jednadzbi plitke vode. Kao jedan primjer ovakvog pristupa prilaZzem
rad [[13]] koji kombinira hidrodinamicki kod GEODYN i kod plitkog vodenog vala SWWP.

4.1 Hidrokod

Hidrokodovi, odnosno paketi kodova fizike Sokova, su isprva nastali radi studija u¢inaka
oruzja gdje su razine tlaka bile dovoljno visoke, znatno iznad granice elasti¢nosti materi-
jala, da se zanemari ¢vrstoca. Upravo iz tog razloga su u ovom radu povremeno spomenuti
izrazi poput “’projektil” umjesto asteroida ili “meta” za Zemlju.

39
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=
Vi

Slika 4.1: Prikaz pada asteroida koriStenjem koda RAGE iz rada Robertsona i Gislera
(2018) (vidi [26]]). Koristena je Sesame jednadzba stanja, karakteristike asteroida: sferni,
promjera 250m, homogen, Zeljezni, na inicijalnoj visini 20km u statickoj atmosferi u hi-
drostatskoj ravnoteZi. Pada brzinom 20kms™' pod kutom trajektorije 45° u ocean dubine
Skm.

Hidrokodovi koriste klasi¢nu mehaniku kontinuuma za opisivanje dinamike kontinuira-
nog medija. Oni rjeSavaju jednadzbe oCuvanja mase, koliCine gibanja i energije koristeci
eksplicitne algoritme. Potrebne su jos dvije jednadzbe kako bi sustav bio potpun, jed-
nadzba stanja i1 konstitutivni model. Kinematicki pristupi rjeSavanju ovog problema su
Lagrangev i Eulerov, dok su numeric¢ke tehnike rjeSavanja metoda konacnih diferencija,
metoda konacnih volumena i metoda kona¢nih elemenata. Lagrangev pristup karakterizira
Cinjenica da se mreza giba s materijalom i uobicajeno se koristi metoda konac¢nih diferen-
cija, dok je u Eulerovom mreZa fiksna u prostoru te se koristi metoda kona¢nih volumena.
Osim ova dva pristupa, moZe se joS koristiti njthova kombinacija ili metoda glatkih Cestica
koja nije obuhvacena ovim radom.

Diskretizacija

Kako bismo rijesili jednadZbe o€uvanja numericki, potrebno ih je diskretizirati. Obi¢no
zadajemo mreZu, koja se sastoji od Celija duljine Ax, koja reprezentira geometriju objekta
koji prou¢avamo. Vrijeme diskretiziramo postavljanjem vremenskog koraka Af koji odreduje
duljinu integracijskog ciklusa. Vremenski korak se odreduje tako da zadovoljava Co-
urant-Friedrichs—Lewyjev uvjet koji kaZe da se niti jedna informacija ne smije proSiriti
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preko najmanje Ceije u jednom vremenskom koraku. To znaci da je At proporcionalan s

Ax, odnosno

d
dt < % 4.1)

gdje je ¢ brzina zvuka poznatog materijala. Prema CFL uvjetu, numericka stabilnost je za-
jamcena ako vrijedi @.I)). Ovisno o metodi, ponekad su potrebni dodatni uvjeti, npr. CTH
(Eulerovski kod) ima uvjet ograni¢enja promjene volumena celija Sto sprjecava preveliku
kompresiju i ekspanziju Celije.

Simulacija bi se trebala izvrSavati s dovoljno velikom rezolucijom da bismo rijeSili sve
vazne promjene toka u prostoru i vremenu. Fino¢a mreZe je ograniena dostupnom me-
morijom i vremenom izvodenja programa gdje se tijekom svakog eksplicitnog vremenskog
koraka iterira kroz mreZu, Celiju po ¢eliju, te aZurira pozicije mreZe kako bi se uracunao
utjecaj vanjskih i unutarnjih sila. Cesto se koriste i algoritmi za lokalno profinjenje mreZe.
Zahtjevi za mreZu moraju biti u ravnotezi s hardverom jer je ukupna pohrana u racunalu
proporcionalna broju Celija mreze

N x M, 4.2)

gdje je k dimenzija prostora problema koji gledamo, N je broj prostornih ¢elija u svakom
smjeru, M = % broj integracijskih ciklusa, a 7" ukupno vrijeme izvrSavanja. Velika ovisnost
racunalne memorije i vremena izvodenja simulacije o dimenzionalnosti hidrokoda znaci
da racunalni hardver moze znacajno ograniciti potencijalnu sloZenost simulacije. Upravo
iz ovog razloga je vecina hidrokodova 2D koji omogucavaju bo¢no Sirenje 1 pretpostav-
ljajuci osnu simetriju, mogu se koristiti za modeliranje vertikalnog udara i kolapsa kratera,
procesa koji se moZe smatrati osno simetricnim. Modeliranje procesa udara u njegovoj
sveukupnoj sloZenosti, ukljucujuci i oblik udarnog tijela zahtijeva 3D hidrokod.

Dodatnu zabrinutost uzrokuje diskontinuiranost prirode Sok-dogadaja koji mogu doni-
jeti nestabilnosti u diskretiziranu reprezentaciju. Numericko rjeSenje koje stabilizira nu-
mericki opis Sokova je uvodenje potpuno artificijelnog disipativnog mehanizma zvanog
artificijelna viskoznost; ona glatko rasporeduje Sok po nekoliko Celija. Ovo je numericki
objekt koriSten samo za vrijeme kompresije materijala. lako artficijelan, zaista predstav-
lja male fizikalne procese koji se odvijaju na skalama manjim od jedne ¢elije i ne mogu
se drugacije rijesiti u racunu. KoriStenjem artificijelne viskoznosti Sokovi imaju konacnu
debljinu 1 vrijeme nastajanja, te su bolje numericki opisani. Prikaz ovog mehanizma se
moze vidjeti na slici [4.2]iz rada Weissa i Wiinnemana (2007) [31]].

Osim $to slikad.2]prikazuje difuziju Sok-vala, takoder ukazuje na probleme Eulerovog i
Lagrangevog pristupa. Primijetimo da se u Eulerovom pristupu pojavljuje problem razliko-
vanja materijala, odnosno granice izmedu dva materijala nisu jasne te dolazi do mijeSanja
materijala u ¢elijama. Ovaj problem se mozZe rijeSiti implementacijom profinjenije mreze
ili uvodenjem rutina za praéenje granica, no oba postupka zahtjevaju dodatnu memoriju i
povecavaju vrijeme izvodenja. U slucaju Lagrangevog pristupa su granice izmedu materi-



POGLAVLIJE 4. NUMERIKA 42

Eulerian grid with internal cell boundaries

Slika 4.2: [Weiss, Wiinneman 2007] Usporedba kinematickih modela (Euler, Lagrange,
Euler s rutinama za pracenje granica) i prikaz numericke artificijlne difuzije za svaki od
njih. Udarno tijelo 1 meta su sacinjeni od istog materijala.

jala i slobodne povrSine jasne tijekom cijelog izvrSavanja, no nailazimo na problem distor-
zije Celija. Kada su Celije znacajno iskrivljene, metoda konacnih diferencija ima smanjenu
tocnost jer moze doci do preklapanja Celija Sto rezultira negativnim masama. RjeSenje
je u ovom slucaju iskrivljenu mreZu prekriti novom, neiskrivljenom, po cijenu smanjene
to¢nosti.

Modeliranje materijala

Prema reyultatima treeg poglavlja, znamo da se modeliranje materijala sastoji od
jedndzbe stanja i konstitutivnog modela. Termodinamicka jednadZba stanja povezuje tlak
p s materijalnom gusto¢om i unutarnjom energijom E ili temperaturom 7'

p = fp,E). (4.3)

Veéina numeric¢kih modela kao izlazne vrijednosti daje gustoCu i unutarnju energiju, zbog
toga se ve¢inom tlak izrazava upravo pomocu njih. Ona ima centralnu ulogu pri uraunavanju
utjecaja kompresibilnosti, tj. promjene gustoce i ireverzibilne termodinamicke procese kao
Sto je toplinski udar. JednadZba stanja je klju¢na u pocetnoj fazi udara, fazi kontakta i kom-
presije, kada je devijatorno naprezanje malo u odnosu na tlak.
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Tijekom kompresije Sokom, materijal moZemo tretirati kao fluid jer hidrodinamicki
tlak uvelike premasuje ¢vrsto¢u materijala. Nakon dekompresije materijal se vraa svojim
krhkim i duktilnim svojstvima. Dok su faze kontakta i kompresije te ekskavacije domi-
nirane hidrodinami¢kim tokom materijala, kasna faza modifikacije, kao kolaps kratera, je
dominirana ravnotezom izmedu naprezanja silom teZom 1 otpornosti smicanja materijala.
Konstitutivni model opisuje odgovor materijala na deformaciju, odnosno opisuje promjenu
oblika ili ¢vrstofe materijala i openito ga moZemo zapisati kao

oij = f(&), &, E, D), 4.4)

kao $to smo vidjeli ranije. I ovdje moZemo gledati temperaturu 7 umjest E u (4.4). Kons-
titutivni model uracunava devijatornu komponentu naprezanja te je vaZan za kasnije faze
procesa krateriranja kada ¢vrstoa materijala odreduje konacni oblik i karakteristike kra-
tera. Korisnost cijelog hidrokoda ovisi o sofisticiranosti jednadZzbe stanja i konstitutivnog
modela.

Jednadzba stanja

Za §irok raspon mogucih Sok stanja (tlaka i temperature), tranzicije izmedu faza (kruto
stanje, taljenje, isparavanje, disocijacija, ionizacija) moraju biti definirane jednadzbom sta-
nja uz dane razumne pretpostavke svojstava materijala (brzina zvuka, toplinski kapacitet,
toplinska provodljivost,...) u danim uvjetima. Dakle, jednadZbe stanja zahtjevaju dugi niz
parametara materijala i ne dozvoljavaju jednostavna analiticka rjeSenja za odredeno sta-
nje prema [31]. Ovdje ¢emo spomenuti nekoliko najcesce koriStenih jednadzbi stanja koje
nalazimo u literaturi u kontekstu kompresije Sok-valovima i procesa udara asteroida.

Najjednostavnija jednadzba stanja je jednadZba idealnog plina

p = (y — DpkE, 4.5)

gdje je v omjer specificne topline. Iako je jednostavna, daje dovoljno dobre rezultate za
prolazak asteroida kroz atmosferu prije nego udari u povrSinu Zemlje. NeSto komplicira-
nije jednadZzbe stanja adekvatne za opis termodinamickih stanja krutih materijala su Mur-
naghanove i Mie-Griineisenove jednadzbe stanja koje su uspjes$no koriStene za opis toplin-
skih stanja Zemljine unutraSnjosti i plasti¢nih valova pri umjerenim razinama tlaka. Za tre-
tianje Sok-valova, kada je prisutan Sirok raspon tlakova i gustoca, posebno je uvedena Til-
lotsonova jednadzba stanja u Tillotsonovom radu iz 1962. [28]. JednadZba stanja je vazan
analiticki alat za termodinamiku Soka, pa ¢emo prezentirati ukupan sustav jednadzbi. Za
kompresirani reZim (p > py, gustoca pri nultom tlaku) i hladno stanje ekspanzije (E < Ej;,
specificna unutarnja energija inicijalnog isparavanja), tlak je dan sa

P.=(a JoE + Ap + By, (4.6)

T EIEap) + 1
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Po A B Ey Eiy E.,
Material kg/m3)| a | b |(GPa)|(GPa)|(MJ/kg)| a|B|(MJ/kg)|(MJ/kg)
Iron 7800 |(0,5|1,5| 128 105 9,5 515 2,4 8,67
Aluminum 2700 |0,5(1,63| 75,2 65 5 515 3,0 13,9
Granite 2680 |(0,5( 1,3 18 18 16 515 3,5 18
Gabbroic
Anorthosite
(1pp) 2940 |0,5/1,5| 71 75 478 | 5|5| 4,72 18,2
(hpp) 3970 |0,5] 1,3 | 240 130 1800 515 3,19 16,8
Andesite 2700 |0,5( 1,3 18 18 16 515 3,5 18
Wet Tuff 1970 [0,5| 1,3 10 6 11 515 3,2 16
Dry Tuff 1700 |0,5|1,3 | 4,5= 3 6 515 3,2 18
Limestone 2700 |0,5|/0,6 | 40 67 10 515 2,5 14
Halite 2160 |0,5( 0,6 25 30 5 515 2 15
Alluvium 2600 |(0,5(0,8 30 10 6 515 3,5 18
Water (0°C) 998 (0,7|0,15| 2,18 | 13,25 7 10(5| 0,419 2,68
Ice (hpp,—10°C)| 1293 [0,3]0,1| 10,7 | 65 10 |10|5| 0,773 3,04

Slika 4.3: Tablica parametara za Tillotsnovu jednadzbu stanja iz [31]].

Oblik koriSten za stanje ekspanzije (py < p), kada energija premasuje energiju potpunog
isparavanja (E > E,;) je

bpE

P, = apE + (————— +
“w (E/(E0U2)+1

Aﬂ—ﬁ(Pop—l)z)e—a(po/p—l)z' 4.7)

Za djelomic¢no isparavanje (pg < p 1 E; > E > E,;) koristi se sljedeca formulacija

_(E—EpP,+(E, - E)P,

Epi - Eii

P (4.8)

U ovim jednadZzbama n = p/pg, u =n—1, A, B, a, b, a, B 1 E; su parametri materijala koji
se mogu vidjeti na slici[4.3] Tillotsonova jednadzba stanja daje dobre rezultate za metale i
jednostavan kamen kada su modifikacije krute faze zanemarive.

Puno sofisticiraniji opis termodinamickih svojstava daje ANEOS (Analytic EOS) izve-
dena u radu Thompsona i Lausona (1972.). Ova jednadZba stanja je paket FORTRAN-skih
analitickih modela koji ovise o razli¢itim fizikalnim aproksimacijama u razli¢itim dome-
nama vrijednosti. Tlakovi, temperature i gustoCe su izvedeni iz Helmholtzove slobodne
energije Sto ih Cini termodinamicki konzistentnima. Svojstva materijala su opisana ni-
zom od 24 do 40 parametara uz informaciju o atomskom broju i masenom udjelu svakog
elementa u materijalu. Prednosti ove jednadzbe su da nudi promjene faza, a mana je da
tretira plinove kao monoatomne zbog ¢ega se ne moZe razrijeSiti problem isparavanja za
npr. vodu. Iz ove jednadzZbe je izvedena jednaddba stanja SESAME koja je tabli¢na Sto
ubrzava izvrSavanje simulacije jer nema potrebe za raCunanjem, no nasljeduje sva ostala
ogranicenja od ANEOS-a.
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Konstitutivni model

Kada govorimo o konstitutivnom modelu, govorimo o matemati¢koj aproksimaciji em-
pirijski odredenog ponaSanja materijala pri naprezanju. Potoje razliCiti oblici ¢vrstoce
ovisno o uvjetima optereCenja: vlacna, kompresivna, smicanje, lomljenje. Svaka od njih
odreduje mogucnost materijala da podnese razliite vrste naprezanja. Svaka od njih je
karakterizirana razli¢itim dijelom jednog omotaca popustanja. Omotac popustanja je gra-
nica definirana u prostoru naprezanja izmedu elasti¢ne i neelasti¢ne deformacije. Nakon
Sto materijal viSe ne moze apsorbirati naprezanje, dodatni dio modela, pravila toka, opi-
suje prirodu plasti¢ne deformacije od toka do loma. Medutim, povijest Sokova modificira i
oStecuje materijal te se i to treba uzeti u obzir.

Model razvijen za duktilne materijale je von Misesov model. Plasti¢ni tok se javlja
pri naprezanju ve¢em od granice elasticnosti Y, koja je u ovom modelu konstantna. Von
Misesov kriterij je implementiran u Sok kodove reduciranjem devijatornog naprezanja na
sljedeci naCin

YZ
Sij— fSi, f= {—0, 1}, (4.9)
3,
gdje se druga invarijanta tenzora naprezanja J, = %S i7S ij koristi kao skalarna mjera mak-
simalnog naprezanja smicanjem. Postupak se naziva metoda radijalnog povrata i
takoder je, za von Misesov model, smjer pridruZenog pravila toka teorije plasticnosti.

Geoloski materijali (tlo, kamen, led) imaju kompleksnije ponasSanje od duktilnih ma-
terijala. Vazna karakteristika njihove CvrstoCe je znaCajan porast otpornosti smicanju s
povecanjem tlaka. To je uobiCajena znaCajka sofisticiranijih kriterija sloma za geoloske
materijale opisana detaljnije u [[14)]. Smicanje se moZe mjeriti na dva nacina, maksimalnim
naprezanjem smicanjem 7 u bilo kojoj ravnini ili prosje¢nim smicanjem danim invrijantom
naprezanja V/J,. Tlak moZe biti stvarni prosjek normalnog naprezanja p ili maksimalno
normalno naprezanje o u bilo kojoj ravnini. Ovisno o nacinu racunanja smicanja i tlaka,
razlikujemo dva modela, Drucker-Prager model koristi p i V/J>, te Mohr-Coulombov mo-
del koristi o 1 7. Oba modela imaju granicu elasti¢nosti koja ovisi o tlaku te su najjednos-
tvniji modeli sloma uobicajeno koriSteni za mehaniku tla i kamena.

Jedan model ¢vrstoée daje Collins u svom radu [4] koji je implementiran u mnoge
hidrokodove. Koristi sljede¢u mjeru otpornosti smicanju, koja ovisi o tlaku, za neoSteceni

materijal
Hip
1 Hip_°
Yu—Yo

Y=Yy + (4.10)
gdje je Y, otpornost smicanju pri nultom tlaku (kohezija), Yj; otpornost smicanju kada
p — oo, u; je koeficijent unutarnjeg trenja za neosSteeni materijal. Smicanje se u ovom
modelu mjeri pomocu VJ,. Da bismo opisali granicu elasti¢nosti potpuno oStecenog ka-
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mena, Sto ukljuCuje i granulirani materijal, koristi se sljedeca jednakost

Yy = pap, 4.11)

gdje je uy koeficijent trenja oSteCenog materijala. Dodatno, model mora specificirati na koji
nacin se naprezanje koje prelazi granicu elasti¢nosti preslikava nazad na povrSinu sloma
u svakom vremenskom koraku (metoda povrata) i rezultirajuci inkrement plasticnog toka
tijekom svakog vremenskog koraka (pravilo toka). Granica elastiCnosti Y se Cesto ko-
risti za redukciju devijatornog naprezanja (reprezentiranog s /.J») za faktor % Dakle,
i ovdje imamo metodu radijalnog povrata. Komplikacija pri lomu kamena je da kamen
pri naprezanju prelazi u granulirani kamen (Sljunak ili pijesak) te dolazi do promjene
omotaca popustanja iz kohezivnog u odgovarajuci za granulirani materijal. Skalarni pa-
rametar oStecenja D opisuje akumulaciju vlacnih i/ili smicajnih lomova od neoStecenog
D = 0 do potpuno osteCenog D = 1 te se Cesto koristi za interpolaciju izmedu (4.10) i
(4.TT) na sljede¢i nacin

Y=(D-1)Y;+ DYy, (4.12)
gdje je Y ogranicen tako da je Y < Y;. Parametar oStecenja se racuna koriste¢i model pu-
canja/loma 1 moZe biti povezan 1 s modelima poroznosti. U kontinuumu se ¢esto koriste
temeljne strukture s postoje¢com Weibullovom distribucijom pukotina koje rastu i spajaju se
pri vlatnom optere¢enju. U ovim modelima pukotine rastu konstantnom brzinom jednom
kada defekt postane aktivan. Kona¢na brzina rasta pukotina prirodno vodi do sloma kame-
nog materijala. Postoje dvije skale poroznosti: mikro 1 makro poroznost. Skala veliine
za liniju razgranienja je veliCina Celije mreZe. Makroporoznost se implementira vizualno
ofitim prazninama u strukturi, dok se mikroporoznost rjeSava koriStenjem materijalnog
modela na subpodruc¢jima. Za vise pogledati [4].

Primjer

U ovom radu ¢emo koristiti kod fizike Sokova iSALE (Wiinnemann, 2006. [32]), koji
je ekstenzija hidrokoda SALE (Amsden, 1980. [1]). Da bi simulirali procese hiperbr-
zih udara u krute materijale SALE je modificiran te ukljuCuje elasto-plasticni konstitutivni
model, modele fragmentacije, razli€ite jednadzbe stanja (EoS) i mnoge materijale (Melosh,
1992. [20]; Ivanov, 1997. [17]). Novija poboljSanja uklju¢uju modificirani model ¢vrstoce
(Collins, 2004. [4]]), model poroznosti zbijanja (Wiinnemann, 2006. [32]]; Collins, 2011.
[8]) te model dilatantnosti (Collins, 2014. [[7]). Verzija koriStena za generiranje simulacije
je iISALE-Dellen o kojoj se moZe viSe naci u prirucniku [11]. Zahvaljujem se svim tvor-
cima iSALE-a, te posebno hvala Thomasu Davidsonu na odobravanju koriStenja iISALE2D.

Primjer koji gledamo je dan kao primjer koriStenja iSALE-a i pokusaj je reprodukcije
kratera Chicxulub. Model je slabe rezolucije udara asteroida promjera 14.4km koji udara
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DESCRIPTION granite | dunite_ | calcite

Poisson ratio 0.30 0.25 0.30
Strength at zero pressure (intact; MPa) 10 10. 5
Strength at inf. pressure (intact; MPa) 2500. 3500 500
Internal friction coeff. (intact) 2.00 120 1
Strength at zero pressure (damaged; MPa) | 0.01 0.01 0.01
Friction coefficient (damaged) 0.60 0.60 0.40
Melt Temperature (degrees Kelvin) 1673 1373 1500
Specific Heat Capacity (J/Kg/Kelvin) 1000 1000 1000
Thermal Softening parameter 120 1.20 1.20
Simon parameters for Melt Temp. vs P. 6000. 1520, 6000
Simon parameters for Melt Temp. vs P. 3.00 4.05 3.00
Visc. of ac. fluid. target (m2/s) 288000. | 2880000. | O
Decay time for block oscillations (s) 165.60 |72.00 0
A.F. viscosity scaling paramameter 0.0080 | 0.080 0.
A.F. decay time scaling parameter 120 500. 0.

Slika 4.4: Tablica materijalnih parametara za simulaciju Chicxulub kratera koriStenjem
iSALE-Dellen.

metu pri 12km/s. Udarno tijelo je sfernog oblika gradeno od materijala reprezentiranog
koristeci tablicnu jednadzbu stanja izvedenu iz ANEOS-a za granit. Meta ima povrSinsku
gravitaciju 9.8 1m/s? i sastoji se od 2.8km sedimenta (kalcit) iznad 30km kore (granit) koja
prekriva plast (dunit). Jednadzba stanja svakog od materijala je definirana koriste¢i tabli¢nu
jednadzbu stanja izvedenu iz ANEOS-a. Koristi se akusti¢na fluidizacija kako bi se oslabilo
metu i zadovoljio kolaps kompleksnog kratera. Model je slican onima opisanima u radu
Ivanova, 2005. [16]. Meta ima inicijalnu temperaturu koja je konstantna i iznosi 293K.

Broj Celija visoke rezolucije u smjeru x je 250 velic¢ine 400m, a u smjeru y 200 velicine
takoder 400m. Parametri materijala su dani u tablici na slici|4.4]

Vrijeme izvodenja je 188min 1 41s na procesoru i7-8705G CPU@3.10GHz. Iako
racunalo ima osam jezgara, kod je izvrSavan samo na jednoj te je koriSteno 80 MB radne
memorije. Rezultate simulacije za temperaturu i gibanje materijala mozemo vidjeti na slici
4.3] te rezultate akusti¢ne fluidizacije i ¢vrstoée materijala na slici uz razliku tlakova
inicijalnog stanja i prvog koraka simulacije na slici 4.6

Pogledajmo joS jedan primjer predstavljen na Konferenciji planetarne obrane (eng. Pla-
netary Defense Conference) 2017. godine te opisan u radu Robertsona, 2018. [26]. Gle-
damo udar Zeljeznog asteroida koji pada pri brzini 17km/s u okolici Japana. Ovaj udar
je ekvivalentan 1Gt TNT-a. Za izvrSavanje simulacije je koriSten Lawrence Livermore
ALE3D (LANL) hidrokod na NASA Pleidaes superracunalu uz Eulerov nacin na osno-
simetri¢noj 2D domeni. Svaki materijal u Celiji zadrZava svoje varijable stanja 1 prenosi
se odvojeno koriStenjem shema rekonstrukije granica. Materijalni modeli koriSteni su ta-
blicni LEOS sli¢ni Sesame biblioteci. Mreza se sastoji od ¢elija veli¢ine 1m — 100m (npr.
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Slika 4.5: Prikaz temperatura u Kelvinima i gibanja materijala. Maksimalna temperatura
koja se postize je 1500K.
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Slika 4.6: Prikaz vertikalnog profila tlaka za Chicxulub primjer koriste¢i iISALE-Dellen.
Usporedba inicijalnog stanja tlaka pri dubinama do 200km i prvog koraka simulacije gdje

postize preko 25G Pa.
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Slika 4.7: Prikaz ¢vrsto¢e materijala i akusti¢ne fluidizacije za Chicxulub primjer koristeci
iSALE-Dellen.

na udaljenosti 100m je éelija veli¢ine 1m). Pogledat ¢emo rezultate na slici 4.8 udara u
duboku vodu, to¢nije u Japansku brazdu na < 200km od prefekture Tokyo i Chiba u ocean
dubine 9km. Na slici[4.10] su dani rezutati pada asteroida istih krakteristika u plitku vodu,
u Japansko more izmedu Japana 1 Koreje, prosjecne dubine 400m.
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Slika 4.8: (Robertson, 2018. [26]) Udar asteroida u Japansku brazdu, dubina do 9km.
Prolazni krater je promjera 3km Cijim oscilacijama centralnog vrha 1 praznine rezultiraju
dva velika tsunamija uzrokovana udarom i nekoliko manjih nakon Smin. Vodeni valovi su
valne duljine 5km, dakle valovi duboke vode koji doZivljavaju disperziju.
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Slika 4.9: (Robertson, 2018. [26]) Prikaz materijala za simulacija udara asteroida u plitko
Japansko more.
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Slika 4.10: (Robertson, 2018. [26]) Udar asteroida u Japansko more, prosje¢ne dubine
400m, uz materijale prikazane na slici #.9] Prikaz kratera od promjera 3km. Dolazi do
probijanja vode, vapnenca i granita. Vapnenac i granit poprime karakteristike fluida te
formiraju centralni vrh. Kolaps ruba kreira jedan tsunami koji ~ 50km od mjesta udara
postaje povrsinski val valne duljine 20km. Valna duljina je ~ 50 puta dulje od 400m dubine
vode Sto val karakterizira kao nedisperzivan i implicira moguénost proucavanja daljnje
propragacije pomocu koda jednadzbi plitke vode.
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4.2 Numericko rjeSavanje jednadzbi plitke vode

Kao $to smo vidjeli na primjeru pada asteroida u plitko Japansko more (slika {4.10),
valovi koji pritom nastaju zadovoljavaju uvjete valova plitke vode te se njihova propaga-
cija nadalje moZe simulirati pomoéu numeri¢kog koda koji rjeSava jednadzbe plitke vode
uvedene u poglavlju 3. Ako pretpostavimo da fluid nije viskozan, iz Navier-Stokesovih
jednadzbi dobivamo Eulerove jednadzbe. Uz dodatnu pretpostavku da je amplituda vala 1
dubina vode kroz koju propagira mala u usporedbi s valnom duljinom, iz Eulerovih jed-
nadzbi dobivamo jednadzbe plitke vode (JPV). Da bi vrijedila fizikalna pojednostavljenja
za JPV, valna duljina mora biti bar 20 puta veéa od dubine vode. Geometrijsko Sirenje
rezultira smanjenjem amplitude vala. Za konstantne dubine i kruzni inicijalni poremecaj
vode, da bi kriterij JPV bio zadovoljen, valovi koji se Sire kruzno propagiraju dalje od iz-
vora te im se amplituda smanjuje prema %, gdje je A amplituda, a r udaljenost od sredista
udara. Za manje omjere dubine vode i valne duljine (gdje grupna i fazna brzina divergiraju)
primijenjuju se Boussinesqove jednadzbe.

U ovom dijelu ¢emo opisati numericku RKDG (Runge-Kutta Diskontinuirana Galerki-
nova) metodu rjeSavanja JPV. Diskontinuirana Galerkinova metoda je klasa metoda kona¢nih
elemenata koja koristi diskontinuiran po dijelovima polinomijalni prostor rjeSenja i prostor
test funkcija. Ona kombinira prednosti metode konacnih elemenata i metode konacnih
volumena. Prednosti su joj: tocnost, visoka paralelna efikasnost, fleksibilnost za hp-
profinjenje E] te proizvoljne geometrije i mreze. Osim opisa metode, pratiti ¢emo 1 im-
plemntaciju koda dostupnog na [2] koji koristi Dune: : PDELab. Paralelizacija se u kodu
vr$i koriste¢i Dune: : MPIHelper.

Neka je Q c RY, d = 1,2 otvoren i ograniten. Neka je T > 0 vrijeme izvodenja simula-
cije, g oznacava silu teZzu i neka je b : Q — R glatka funkcija koja predstavlja nadmorsku
visinu dna mjerenu s referentne nadmorske visine. Primijetimo da je prostorna derivacija b
nagib dna. Neka je (x, ..., x;) oznaka za prostorne koordinate. Nadalje koristimo konven-
ciju sumacije za ponavljajuée indekse. Nelinearne jednadzbe plitke vode koje su prvog
reda se mogu zapisati na sljedeci nacin

U IF)
ot ox;
pocetni i rubni uvjeti

=SU,b) u Qx(0,T) (4.13)

gdjeje U := (h,q) : Q% [0,T] — R¥!' h € R je visina vode i g € RY, ¢ = (q1,¢q») =
(hu, hv) je protok u dvije dimenzije. Desna strana S (U, b) 1 funkcije fluksa F;(U), 1 <i <d
su za d = 1 definirane sa

Thp-profinjenje (eng. hp-adaptivity) je profinjenje mreZe elemenata varijabilne veli¢ine (/) i polinomnog
stupnja (p).
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0 q
SU,b) = , FyU)= , 4.14
on-(fe) ro-lly) e
tezad =2
0 9 92
SW,b) = |=ghge|, Fu) =942, RO =| 5 | (4.15)
—gh% % %4—%/12

JPV prikzane ovdje su bez dodatnih ¢lanova koji odgovaraju kompliciranijim modelima
kao difuzije, trenja na dnu, Coriolisove sile ili naprezanja uzrokovana vjetrom. Svi ovi
dodatni ¢lanovi se mogu diskretizirati koriste¢i DG pristup.

Prostorna diskretizacija

Neka je 7 triangulacija domene €, intervali za d = 1 i mreZa trokuta za d = 2 gdje je
domena poligonalna. Neka je 1 := maxge, 7k, gdje je ng promjer elementa triangulacije
K ineka je ng = (ngy,...,nxq)’ jedini¢na vanjska normalana K. Zad = 1 je ny = +1
ovisno o orijentaciji. Za K € 7, o C 0K je unutarnja granica (vanjska granica, ili granica
na rubu) od K ako postoji K’ € 7, K’ # K takavda o = KN K’ (o0 = K N 0Q). Sa E(K)
(E?(K)) ozna¢imo skup svih unutanjih (vanjskih) granica elementa K. Za d = 1 stranice su
jednostavno vrhovi. Stavimo E(K) = E/(K) U E(K). Za o € E/(K), K € 1, K, oznatava
element triangulacije koji dijeli stranicu o s elementom K. Za o € E(K), ng, oznacava
vanjsku jedini¢nu normalu od K naoi| o |je (d — 1)-dimenzionalna mjerana o (zad = 1,
|o|=1).

Prostor P?(K), p € N, K € 7 oznaava prostor polinomnih funkcija d varijabli nad
elementom K najviSe stupnja p. DG prostor je definiran sa

Ph={v:Q— R:vge PP(K),VK € 7). (4.16)

Neka je K € 7, pomnoZimo (4.13) ss v € (PP(K))m, m = d + 1, integrirajmo po K i primi-
jenimo Greenovu formulu (za d = 1, rubni integrali se svode na evaluaciju po tockama).
Ovaj postupak vodi do varijacijske ili slabe formulacije nase pocetne jednadzbe (4.13)

Naéi Up := (hp,qp) € C'([0,T1, [P} (K)]")
tako da YVt € (0, T),VK €1

fv%"'f V¢K(UD)_fﬂFi(UD):fvS(UD,b), Vv e [PL(K)]"  (4.17)
<« Ot oK x O0X; K

pocetni uvjeti,
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ovdje je ¢x(Up) oznaka za numericki fluks. Numericki fluks se racuna na sljedeci nacin

VK et Voe EK),VYxeo (4.18)

¢.(Up |k (), Up Ik, (x),nxs), o € E'(K),
(#.(Up Ik (x), UD(x), nk o), o € E°(K),

gdje je ¢, : R™ x R"™ x R? — R™ funkcional numeri¢kog fluksa neovisan o éeliji mreZe
koju promatramo i1 U g(x) je fiktivno vanjsko stanje koje sluzi za provodenje rubnih uvjeta
slabo kroz numericke flukseve. Funkcional ¢, mora zadovoljavati odredene uvjete kao Sto
su

dx(Up)(x) = {

e konzervativnost

VX, Y,n) e R"xR"xRY ¢.(X,Y,n)+¢.(Y,X,—n) =0 4.19)

e i konzistentnost
V(X,n) e R" xR ¢.(X,X,n) = F(X)n,. (4.20)

Cesto koristene funkcije fluksa su Lax-Friedrichsov fluks i Harten-Lax-van Leer-Einfeldov
za d = 2 1 Harten-Lax-van Leer-Contactov za d = 1. U kodu dostupnom na [2]] je koriSten
Lax-Friedrichsov fluks dan na sljedeci nacin

1
¢.(a,b) = E(F(a)) + F(b) - a(b - ), 4.21)

gdiejea =Up |k (x), b =Up |g, (x)1li b = Uf)(x), a = max(| Up | +\/g_h) na cijeloj
domeni.

Da bismo (4.17) napisali u vektorskoj formulaciji trebamo odrediti bazne funkcije iz
prostora [P?]". Da bismo iskoristili lokalni karakter DG metoda, bazne funkcije imaju
nosac lokaliziran na jednoj Celiji mreZe. Na danoj Celiji mreZe lokalne bazne funkcije su
Legendreovi polinomi. U kodu na [2]] su oni implementirani sa

Dune: :PDELab: :QkDGLocalFiniteElementMap<GV: :Grid: : ctype,double,
degree,dim,Dune: :PDELab: :QkDGBasisPolynomial: : legendre>;

Odredeni skup modalnih baznih funkcija konstruiranih koristeci baricentricne koordi-
nate u dvije dimenzije se moZe naci u [23].

Neka je Up € RY vektor komponenti od Uj s obzirom na bazne funkcije. Ovdje
N oznacava ukupan broj stupnjeva slobode, N = MmZe: gdje je M broj Celija mreze.

dip!
Invertiranjem matrice masa, (4.17)) moZemo zapisati s

dUp —

o - Hp(Up), (4.22)

gdje je Hp : R¥ — RY. Primijetimo da je matrica masa blok dijagonalna te stoga lako
invertibilna.
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Vremenska diskretizacija

Neka je (f“)ey diskretan niz i £ = 0. Neka je (A)* = **! — ¢ (k + 1)-vi vremenski
—k —
korak. Da bismo konstruirali aproksimaciju U, od Up u vremenu #, koristimo Runge-

Kuttinu shemu g-tog reda. Uz dani pocetni uvjet ﬁ';, shema se satoji od sljedecih koraka:

—k+10  —k
Za k € N, postavi UD+ =U,

tadazai € {l1,...,q} izracunaj RK poditeracije
i-1
—k Li —k+1,1 —k+1,i
; Z Wy Wi =Upy —(At)kWD(UD+ ) (4.23)
—k+1 —k+1,g9

Postavi U, = U,

Koeficijenti ¢¥ i d* se mogu naéi u [3]]. Da bismo osigurali jednak red to¢nosti u prostoru
1 vremenu, koriste se RK shema reda p + 1, tj. ¢ = p + 1. Vremenski korak se odreduje

ummanjem min {(At) a(An)k, FL} gdje je (Ar)* maksimalni korak odreden proizvoljno, @ =
5, a (Ar)k.;, rezultira iz sljedeceg CFL uvjeta

Nk

K‘ + gh’l‘)).

(ADp = (4.24)

1
min
2p + 1 Ker (

ap
SUPyk |77+ 7
U kodu koji gledamo se vremenski korak realizira sljedecim linijama koda

Dune: :PDELab: :ExplicitOneStepMethod<RF,IGO,LS,V,V> osm(*method,igo,1ls);
*method=Dune: :PDELab: :RK4Parameter<RF>

uz definiranje operatora i rjeSavac¢a redom danima s

Dune: :PDELab: :DGHyperbolicSpatialOperator<NUMFLUX, FEMDG>;
Dune: :PDELab: : ISTLBackend_OVLP_ExplicitDiagonal<GFS>;

Primjer

Ovaj kod je dostupan kao primjer koriStenja DG metode iz Dune: :PDELab HowTo
priru¢nika za rjeSavanje jednadzbi plitke vode. Pogledajmo primjer rjeSavanja JPV (@.13).
Koristimo opisanu RKDG metodu s refleksivnim rubnim uvjetima i pocetnim uvjetom

(x1 05)2 (xz 05)2

o = exp — (— (4.25)

2 2)5'
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Slika 4.11: Isjecci iz simulacije dobiveni koristenjem koda koji se moze vidjeti u [2]]. Slike
redom su u vremenima koji odgovaraju koraku izvodenja k = 0, 47, 132, 209, 318, 500.

Mreza je strukturirana velicine (0, 1) X (0, 1), broj ¢elija u svakom smjeru je N = 2, pro-
finjenje je postavljeno parametrom ref = 4, stupanj je deg = 1, uz proizvoljno odabran
vremenski korak dt = 0,001 i s ukupnim vremenom izvrSavanja 7' = 0, 5.



Poglavlje 5

Klimatske posljedice udara asteroida u
ocean

U ovom poglavlju ¢emo se osvrnuti na klimatske posljedice udara asteroida u ocean te
dodati primjer koji donosi pregled jednog takvog dogadaja u Jadranskom moru.

Prema [24]], udar na K-T granici je izazvao znacajne posljedice za okolis, od lokalnih
do globalnih, koje su trajale od nekoliko sekundi do nekoliko tisué¢a godina. Lokalni i re-
gionalni utjecaji udara ukljucuju zracni udar i toplinu od eksplozije pri udaru, tsunamije
i potrese. Globalni utjecaji ukljucuju Sumske pozare zapaljene pri povratu izbacenog ma-
terijala u Zemljinu atmosferu. Unos iznimno velikih koli¢ina praSine u gornju atmosferu
onemogucuje fotosintezu, u slucau udara na K-T granici, na ¢ak dva mjeseca. Dolazi i do
nastajanja velikih koli¢ina duSikovog monoksida od zagrijavanja atmosfere Sokom. Na-
kon reakcije vode sa sumpornim i ugljikovim dioksidom dospjelim u atmosferu pri udaru,
dolazi do kiselih kisa.

Na ozbiljnost udara na K-T granici je djelomi¢no utjecala kompozicija pogodenih sti-
jena: 3km karbonata 1 evaporata koji prekrivaju kristalni podrunﬂ Inicijalno se mislilo da
su isparavanje i dekompozicija karbonata (produkcija kalcij-oksida i otpuStanje ugljikovog
dioksida rezultiraju globalnim zagrijavanjem) vazni, sada se pokazuje da su najdestruktiv-
niji efeti dosli od otpustanja sumpornih Cestica iz isparenog kamena. Studije su pokazale da
vulkanske erupcije bogate sumporom, kao erupcija vulkana Pinatubo 1991. godine, mogu
znacajno reducirati koli¢inu sunceve svjetlosti koja pada na Zemljinu povrSinu i rezultirati
kratkotrajnim globalnim zahladenjem. Procjenjuje se da je prosje¢no smanjenje globalne
temperature iznosilo 15°C nakon udara na K-T granici.

U geologiji, podrum i kristalni podrum su stijene ispod sedimentne platforme ili pokrova, ili opéenito
bilo koja stijena ispod sedimentnih stijena ili sedimentnih bazena koji su metamorfni ili magnetski po podri-
jetlu.

57
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5.1 Utjecaji prolaska kroz atmosferu

Svemirski objekti promjera manjeg od 100m su nakon prolaska kroz atmosferu ili u
potpunosti ispareni ili raspadnuti do slobodnog pada. Asteroidi od 100m do 1000m pro-
mjera su nakon prolaska u potpunosti oSteceni, ali 1 dalje mogu uzrokovati jak udarni val
koji moZe i ne mora imati utjecaja na povrSinu mete. Asteroidi promjera veceg od 1km ne
dozive znacajnu disperziju te predstavljaju veliku opasnost. Od velike vaznosti za disper-
ziju je materijal asteroida. Homogeni Zeljezni asteroidi u vodu udare gotovo neoSteceni te
se maksimizira prijenos kineticke enerije na vodu prema Robertsonu 1 Gisleru [26]. Dakle,
gustoca asteroida i njegova veli€ina, kut trajektorije te brzina odreduju oStecenje asteroida
tijekom njegovog prolaska kroz atmosferu.

Za odabranu gustocu, minimalan promjer asteroida koji moze uzrokovati zrtve je 18m
prema [27] zbog utjecaja zraénog udara i toplinskog zradenja. Stetni utjecaji Soka postaju
smrtni ve¢ za promjere asteroida od 40m. IstraZivanja u [27] potvrduju da ovi zakljucci
korespondiraju s padom meteora koji je pogodio Celjabinsk 2013.godine. Objekt promjera
17-20m putujuci 19km/s pod kutom 18° se raspao u zraku nad Uralom na visini 30—-40km.
Vecina oStecenja i ozljeda je nastalo uslijed aerodinamickog Soka koji je oStetio gradevine
i stakla uzrokujuci indirektne ozljede. Stanovnistvo okolice je takoder prijavilo opekline i
privremenu sljepocu zbog jakog elektromagnetnog zracenja.

Vazna posljedica prolaska asteroida kroz atmosferu je izazivanje atmosferskih Sok-
valova koji u interakciji s atmosferskim plinovima uzrokuju kemijske reakcije izmedu mo-
lekula kisika i dusika koje formiraju dusikov oksid (npr. Tunguska iz 1908. godine, kada
je nastalo 3 x 10'%%g dusikovog monoksida). Kemijska reakcija Sokom nastalog dusikovog
monoksida 1 atmosferskih plinova je omogudéila duSikove spojeve koji su djelovali kao
snazni fertilizatori i uzrokovali znacajan rast vegetacije nakon udara.

5.2 Utjecaji Sok-vala

Zracni udar (Sok-val iniciran udarom u atmosferi) je najdestruktivnija posljedica udara
uz formaciju kratera i distribuciju izba¢enog materijala. Intenzitet udarnog vala ovisi o
energiji udara i visini atmosfere taloZenja energije. Zracni udar kompresira zrak do visokih
tlakova izazivauci silovite udare vjetra odmah iza visokotlacne fronte. Skaliranjem nukle-
arnih ekspolozija je procijenjeno da za maksimalne udare vjetra do 40m/s otprilike 30%
drvec¢a bude sruSeno, no za brzine vjetra preko 90m/s cak 90%. Za dogadaje udara jakosti
20—-40Mt drvece bi bilo sravnjeno na radijalnoj udljenosti 14—19km od posljedica zracnog
udara. Do 50% sisavaca ljudske veli¢ine bi poginulo na do 9 — 14km.
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Slika 5.1: (Robertson i Gisler, 2018. [26]]); Prikaz volumena frakcije vodene mase pri
t = 75s za primjer sa slike 4.1l Ovaj udar rezultira isparavanjem Cetvrtine milijarde tona
vode u stratosferu $to rezultira regionalnim klimatoloSkim posljedicama.

Pri doticaju s vodom, asteroid, ili ono §to je od njega preostalo, trenutno isparava u stra-
tosferu. Cinjenica da je energija po jedinici mase udarnog tijela znatno veca od latentne
topline isparavanja vode, velika koli¢ina vode, znatno ve¢a od mase projektila, takoder is-
pari iznimno brzo u stratosferu. Voda koja ne ispari pri udaru formira vodenu zavjesu oko
prolaznog kratera visine nekoliko kilometara u atmosferi, ali ostaje u teku¢em stanju te
naposlijetku pada te uzrokuje sekundarno zapljuskivanje. Ukoliko je udar blizu naseljene
obale, uzrokuje znacajne poplave i oSteCenje infrastrukture.

Stratosfera je obicno vrlo suha. Vecina Zemljine isparene vode je u tropostferi i cirkulira
relativno brzo (dani, tjedni) te pada na povrSinu. U stratosferi se voda zadrZava dulje
(u desetlje¢ima). Lokalni unos pola milijarde tone vode moze imati znacajne regionalne
posljedice koje vode do hladenja ili zagrijavanja ovisno dode li do kondenzacije u cirus.
Koli¢inu isparene vode za primjer sa slike 4.1 mozemo vidjeti na slici [5.1]

Nakon prolaska inicijalnog Soka, povrSinske temperature Skm dalje od mjesta udara
dosezu preko 1200°C. Ve¢ 30s nakon udara Sok je proSao preko 20km s lokalnom povrSinskom
temperaturom 58 — 80°C. Nakon minute, temperature vece od 55°C se protezu 7km dalje
popracene horizontalnom brzinom vjetra od 30m/s s orkanskom silom prema tocki udara,
te jo§ vedim vertikalnim brzinama. Na slici [5.3] je prikazana distribucija ukupnih brzina
vjetra za primjer iz [26] na nadmorskoj visini 1km. Lokalni tlak u vertikalnom smjeru na
Skm od tocke udara premaSuje 10atm (1M Pa) pri prolasku Soka. Nakon prolaska Soka, na
udaljenosti 10km, ukupan povrSinski tlak je 4,05 — 4, 4atm (0,405 — 0,44 M Pa).
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Slika 5.2: (Robertson i Gisler, 2018. [26]); Prikaz frakcija vode (gore) i tlaka (dolje) za
t = 16.6s za primjer sa slike [.1] (20km/s, bez prisilnog rasprsnuca, promjera 250m, kut
45°). Voda ispari duz putanje lijevo od trajektorije asteroida vertikalno u stratosferu.

WindSpeed

1 2 3

Slika 5.3: (Robertson i Gisler, 2018. [26]); Ilustracija brzina vjetra na 1km nadmorske
visine za primjer sa slike f.1] za t+ = 435. Brojevi 1 — 5 oznacavaju Saffir-Simpsonovu
skalu uragana, ¢ije su donje granice redom 33, 43, 50, 58 i 70m/s. Ljubicastom bojom
su oznacene brzine vjetra vece od 200m/s. U blizini toCke udara tok zraka je usmjeren
vertikalno prema gore, slicno kao kod gljivastih oblaka pri eksploziji. U blizini mjesta
udara su najsilovitiji vjetrovi.
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ClujNz

Zagreb

.......

Slika 5.4: Prikaz posljedica udara Zeljeznog asteroida promjera 1000m. Od najmanje
kruznice do najvece karakteristike su: povrSina kratera, sve Zivo umire (narancasto); vec¢ina
zgrada je sruSena, gori ljudska koza, vedina umire (Zuto); ljudska koZa moze gorjeti,
uniStena je infrastruktura, padajuce krhotine su fatalne (crveno); uniStene su gradevine,
odredena odjeca se moze zapaliti, krhotine i vrucina su fatalni za mnoge (zeleno); osjecaju
se nepodnosljivi toplinski valovi koji su fatalni za starije i neka zdravstvena stanja, zvuéni
val, veéina gradevina ostane stajati, toplinki i Sok-valovi (sivo); padanje praSine i pepela,
svi ljudi su svjesni situacije jer su Culi i/ili vidjeli (ljubicasto).

5.3 Primjer udara u Jadransko more

Promotrimo primjer udara Zeljeznog asteroida promjera 1000m pri brzini 20km/s pod
kutom 60°. Koordinate mjesta udara su (42.852144, 15.478587) Sto moZemo vidjeti na
slici kao srediSte kruznica koje predstavlja veliCinu asteroida. Slika je dobivena
koristeci [19]. Posljedice prema [19] su dane u opisu slike

Iste podatke o udaru smo uvrstitili i u program koji se moZe naci na [9]] te se o samom
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programu viSe moze procitati u Collinsovom radu iz 2005. godine [10]. Rezultati ovog
programa slijede.

Energija prije ulaska u atmosferu je 8,38 - 10*°J = 2 x 10°Mt TNT-a. Radi usporedbe
spomenimo da najjaca hidrogenska bomba ima jakost 50-58 Mt TNT-a. Frekventnost ovak-
vog dogadaja je otrilike jednom u milijun godina. Promjer prolaznog kratera je 22, 9km,
a dubina 8, 09km. Nakon oscilacija, konacni kompleksni krater ima promjer 34, Skm 1 du-
binu 860m. U Zagrebu se vidi vatrena kugla radijusa 10, 1km i Cini se 6,91 puta veca od
Sunca. Toplinska izloZenost na lokaciji PMF, Zagreb je 1,56 x 10°Jm™2 pri ¢emu vecina
tijela trpi opekline 1. stupnja. Trajanje ozraCivanja je 4.08min. Seizmicka aktivnost na
lokaciji PMF-a u Zagrebu pocinje 1, 11min nakon udara magnitudom 8, 1 po Richterovoj
skali 1 intenziteta VI - VII po Mercallijevoj. Izbaceni materijal (prasina s ponekim veéim
fragmentom srednje vrijednosti promjera 9, 34mm) pocCinje padati u Zagrebu 4, 48min na-
kon udara u nanosu od 6, 61c¢m. Zracni udar na lokaciju PMF-a dolazi za 16, 8min 1 povisi
tlak za 21400Pa. Maksimalna brzina vjetra na PMF-u je tada 46, 4ms™! (uragan drugog
stupnja) te dolazi do pucanja stakala na prozorima, 30% drveca sruseno, ostalom drvecu
polomljene grane i liS¢e. Intenzitet zvuka je 87dB (glasno kao gust promet).

Za istu situaciju u Splitu, koji je 107km udaljen od mjesta udara, je radijus vidljive
vatrene kugle 18km, a ona se Cini 41 puta veca od Sunca. Toplinska izloZenost od 3,77 X
107J/m? i trajanja 4, 08min uzrokuje zapaljenje odjeée, vecina tijela trpi opekline treéeg
stupnja, zapali se papir, gori i listopadno drvece te trava. Seizmicka aktivnost poCinje veé
20sec nakon udara magnitudom 8, 1 po Richterovoj skali 1 intenziteta VII - VIII po Mer-
callijevoj. IzbacCeni materijal (praSina s ve¢im fragmentima srednje vrijednosti promjera
14, 8cm) pocinje padati 2,4min nakon udara u nanosu od 56, 8cm. Zra¢ni udar do Splita
dolazi za 5,05min i povisi tlak za 221000Pa. Brzina vjetra doseze 306m/s uz intenzitet
zvuka od 107dB §to uzrokuje bol u uSima. Visekatnice e se srusiti kao i mostovi. Tsunami
val amplitude 53,7 — 107m generiran udarom dolazi 26, 6min nakon udara.

Najblize udaru, na 29km udaljenosti, se nalazi otok Sveti Andrija. Iako je vidljivi
radijus vatrene kugle samo za 0, 8km veci nego u Splitu, ¢ini se 147 puta veca od Sunca.
Vrlo sli¢an je utjecaj toplinske izloZenosti kao u Splitu, ali seizmicka aktivnost pocinje veé
5, 8sec nakon udara istom magnitudom kao u Splitu, ali intenziteta X-XI po Mercallijevoj
skali. Nakon 1,29min cijeli otok prekrije nanos od 23, 3m izbaCenog materijala srednje
vrijenosti promjera 3,94m. Zra¢ni udar podize tlak za 3,37 x 10°Pa i uzrokuje brzine
vjetra od 1450m/s te intenzitet zvuka 131dB. Amplituda tsunami vala je izmedu 185m i
371m te dolazi do obale za 7, Tmin.
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Sazetak

Opisujemo kako matematicki modelirati udar asteroida u vodenu povrsinu te razrijeSiti di-
skontinuitete koji pritom nastaju. Rezultate vazne za klimatske promjene uzrokovane ovim
dogadajem dobivamo koriStenjem numerickih paketa kodova fizike Sokova koji rjeSavaju
jednadzbe oCuvanja mase, koli¢ine gibanja i energije uz materijalne modele na proizvolj-
noj domeni. U slu€aju da je tsunami val generiran udarom val plitke vode, dano je nu-
mericko pojednostavljenje izvodenja simulacije Sirenja vala numeri¢kim rjeSavanjem jed-
nadzbi plitke vode.



Summary

We describe how to mathematically model an asteroid impact in water surface and how to
manage the discontinuities that arise. Results important for climate changes caused by this
event are obtained using shock physics code packages that solve conservation equations
for mass, momentum and energy along with material models on an arbitrary domain. In a
special case when tsunami wave generated by the impact is a shallow water wave, this work

gives numerical simplification for simulating wave propagation by numerically solving
shallow water equations.
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