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Uvod

Nemaju sve obicne diferencijalne jednadzbe eksplicitno rjeSenje. Daleko brojnije su one
jednadzbe za koje ne mozemo napisati egzaktno rjeSenje. Pogotovo se to odnosi na sus-
tave diferencijalnih jednadzbi gdje je teze dobiti eksplicitno zapisano rjeSenje. Tada takve
jednadzbe rjeSavamo numericki. Postoji viSe metoda za numericko rjeSavanje obicnih di-
ferencijalnih jednadzbi i u ovom radu govorit ¢emo o njima. Metode za rjeSavanje dijele
se na jednokoracne i viSekoracne metode. Kod jednokora¢nih metoda za racunanje aprok-
simacija koristi se samo aproksimacija iz prethodnog koraka, dok kod visekorac¢nih ko-
ristimo viSe prethodnih aproksimacija. Od jednokora¢nih metoda obradit ¢emo Eulerovu,
poboljSanu Eulerovu, midpoint, te Runge-Kutta metode razliitih stadija. Od viSekoracnih
govorit ¢emo o Adamsovim metodama, BDF metodama, prediktor-korektor metodi te
¢emo dati uvid o tome Sto su krute jednadZbe. Na konkretnim primjerima usporedit cemo
tocnost navedenih metoda i vidjet ¢emo koja metoda daje najmanju pogresku. Govorit
¢emo o stabilnosti, konvergenciji i redu odredenih metoda.

Promatrat ¢emo inicijalni problem za sustav diferencijalnih jednadzbi, te ¢emo pocetku
definirati i navesti teorem koji nam osigurava postojanje jedinstvenog rjesenja.

Cauchyjev problem za sustav diferencijalnih jednadZzbi sastoji se od pronalaZenja rjeSenja
za sustav

u' = f(t,u(1)), (1)
u(ty) = ug. ()

pri tome je f : (s,v) = f(s,v), f : IXxRY — R? I C R otvoreni interval, fy € I,d > 11
Uy € Rd.
Ako integriramo jednadZzbu (I]) i uvrstimo pocetni uvjet (2)) dobivamo:

u(t) = ug + f f(s,u(s))ds. 3)

Pod odredenim uvjetima nad f moZemo rijesiti jednadzbu (3). Pokazalo se da je Lipschit-
zovo svojstvo kljuéni element da problem (1)) ima jedinstveno rjeSenje.



SADRZAJ 2

Definicija 0.0.1. /4] Za funkciju f : IXD 3 (¢, x) — f(t, x) € R? kaZemo da je Lipschitzova
u varijabli x ako postoji konstanta Ly € (0, o) takva da za sve (t,v), (t,w) € I X D vrijedi

If @& w) = f&, vl < Lyllw = vll.

Sada ¢emo navesti teorem koji daje dovoljne uvjete za jedinstveno rjeSenje inicijalnog
problema. Dokaz teorema moZe se pronaci u [1]].

Teorem 0.0.2. Pretpostavimo da je [t,t,] zatvoren i omeden interval i da je f neprekidna
funkcija, f : [t;,t] X R? — RY koja zadovoljava sljedece: postoji konstanta L takva da
vrijedi ||f(t,v) — ft,w)|]| < Lllv—w|,Yt € [t,],Yv,w € RY Tada, za ¥ty € [t), 1] i
uy € RY postoji jedinstvena neprekidna diferencijabilna funkcija u : [t,t,] — R? koja
zadovoljava jednadzbu

= f(t, u)), “4)
u(to) = uo. (5)

Uvjeti na funkciju f navedeni u prethodnom teoremu nazivaju se Cauchy-Lipschitzovi
1 osiguravaju nam postojanje jedinstvenog rjeSenja Sto ¢emo koristiti dalje u radu.



Poglavlje 1

Jednokoracne metode

U prvom poglavlju govorit ¢emo o jednokoraCnim metodama. Dat ¢emo uvjete konver-
gencije, stabilnosti i reda metode. Racunat ¢emo greske, te na primjerima pokazati to¢nost
metoda. Obradit cemo Eulerove i Runga-Kutta metode, dok ¢emo Eulerovu metodu una-
zad samo spomenuti. Funkcija f ¢e nam biti neprekidna i Lipschitz-ova tako da osiguramo
da problem ima jedinstveno rjeSenje, 1 promatrat ¢emo interval [fy, 7] na kojem to rjeSenje
postoji. Aproksimaciju rjeSenja oznacavamo s U; 1 raCunamo je samo u ¢vorovima. Deri-
vaciju funkcije u tocki raCunamo:

u(t + h) — u(r)

h b
Ideja kod nekih metoda, primjerice Eulerove metode je da se derivacija na neki nacin
aproksimira.

Diferencijalnu jednadzbu (), (2)) na intervalu [#y, 7] moZemo rjesavati tako da taj in-
terval podijelimo na ekvidistantne vremenske intervale. Promatramo sljedece:

0 = fin

Uis1 = Ug + hF (8, Uy, h). (L.1)

Ovu metodu nazivamo jednokora¢na metoda jer se za raCunanje aproksimacije u nekom
trenutku koristi samo aproksimacija iz prethodnog koraka. Vremenski korak 4 je strogo
pozitivan i pripada intervalu [0, #*]. Vrijeme #; za dani ¢, je definirano s

L1 = I + N (1.2)

Za Sto manji & imat ¢emo viSe toCaka diskretizacije. Definirat ¢emo J(h) kao maksimalni
indeks diskretizacije. To je najveéi broj k takav da je k < (T — ty)/h. Vektor Uy iz R?
je aproksimacija funkcije u(#) ako je u rjeSenje jednadzbe (I)), s time da pocetni uvjet
U, metode aproksimira pocetni uvjet u, sustava diferencijalnih jednadzbi. Funkcija F je
definirana na [#, T'] X R" X [0, &*] i naziva se funkcija prirasta.

3
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Definicija 1.0.1. Aproksimacija jednadzbe i definirane jednokoracnom metodom
konvergira ako za bilo koji pocetni ug vrijedi

li - =0. 1.
Uhlg(l) Ogg(ch)llu(tk) Ul =0 (1.3)
0—Up

Definicija 1.0.2. Metoda|l.l|je stabilna ako postoji konstanta M takva da za sve Uy € R,
za sve Vo € R za sve h < h*, i za svaki izbor vektora €j, vektori U; i V; definirani
relacijama

Uj+1 = Uj+hF(l'j,Uj,]’l),
Vj+1 = VJ' + hF(l‘j, Vj,]’l) + €

zadovoljavaju ocjenu

j-1
[U; = Vil| < MAIUo = Voll + e, ¥ < J(h. (1.4)

k=0

Definicija 1.0.3. Za jednokoracnu metodu kaZemo da je konzistentna sa sustavom
diferencijalnih jednadzbi iz (1)) ako za svako rjesenje tog sustava imamo

lim >0 uttii) = e = hE G ue, | = 0. (1.5)

0<j<J(h)-1

Vektor u(t;.1) — u(t;) — hF(t;,u(t;), h) reprezentira greSku koju napravimo zamjenom
u(tj+1) nekom velicinom dobivenom jednokora¢nom metodom. To nazivamo lokalnom
greskom diskretizacije.

Definicija 1.0.4. Lokalna greska diskretizacije jednokoracne metode definira se kao:
7j(h) = ultjor) — w(ty) = hE (L, u(ty), h).

Teorem 1.0.5. Neka je f funkcija koja zadovoljava Cauchy-Lipschitz-ove uvjete i neka je
F neprekidna funkcija od t € [t,, T], u € R, i h € [0, h*], koja definira metodu . Ako je
Jjednokoracna metoda konzistentna sa sustavom (/1)) i stabilna, tada je i konvergentna.

Dokaz. Nekaje V; = u(t;). Tada,

Vj+1 - Vj - l’lF(tj, Vj,h) =T;
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je lokalna greska diskretizacije. Ako primjenimo nejednakost jer je metoda stabilna

imamo
j-1

U= Vil| < M(1Uo = uteol + Y Iizill).
k=0
Zbog konzistentnosti Y./ ||7/| teZi nuli kada & — 0, pa vidimo da ¢e i ||U; — u(t))|| teziti
nuli obzirom na jkadah — 01 Uy — V. O

Zanima nas koliko dobro rjeSenje diferencijalne jednadzbe (1), zadovoljava rekur-
zivnu formulu (I.T)) koja definira jednokora¢nu metodu.

Sada ¢emo izreci uvjete koji ¢e osigurati stabilnost i konzistenciju. Ali prije toga izreci
¢emo jos jednu definiciju i lemu.

Definicija 1.0.6. Neka je K C R" i f : K — RF neprekidna funkcija. Modul neprekidnosti
definiramo kao

w(h, ) := sup [If(x) = DI

x,yeK
[lx=yll<h

Lema 1.0.7. Svaka funkcija f koja je neprekidna na kompaktnom skupu K ima modul
neprekidnosti koji je neprekidan u nuli.

Teorem 1.0.8 (NuZan i dovoljan uvjet za konzistenciju). Neka je F neprekidna funkcija za
t€[ty, T], u € RY i h € [0, h*] definirana jednokoracnom metodom . NuZan i dovoljan
uvjet da je metoda konzistentna sa jednadzbom () je

F(t,u,0) = f(t,u),Vt € [to, T1,Yu € R%. (1.6)
Dokaz. Lokalna greSka 7; je dana s
T, = M(tj_H) - M([j) - l’lF(lj, M([j), l’l)

ZapiSimo je u obliku:

7= ft | £(5. ()= £ (2 ut)) |ds+h] £, u(t )= F (¢, u(t)), 0)|+h[ F(tj, u(t;), 0= F (¢, u(t)). 1) |-

' (1.7)
Oznacimo

@j = f ; [f (s, u(s)) = f(t),ut))]ds,

J

Bj = hlf(t;,u(t)) — F(t;,u(t)),0)],
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Y= ]’Z[F(l‘j, M(tj), 0) - F(tj, I/l(tj), ]’l)]

Tada (1.7)) glasi:
Tp=a; ity (1.8)

Neka je w modul neprekidnosti funkcije t — f(z, u(t)), te neka je w; modul neprekidnosti
funkcije (¢, h) — F(t,u(t), h). Mozemo ocijeniti «; 1 y; pomocu w i w;.
Dobivamo,

o < hott

ill < .
Iz imamo: 8; = 7; — a; — 8, pa slijedi
Bill = sl + Hlewll + lvill < sl + oty + .
Pretpostavimo da je metoda konzistentna. Tada, je

J(h)—-1
lim Z [zl =o.

paiz

)

S B s ritnem +wmy+ Y

0<j<J(h)-1 j<I(h)-1
1 ¢injenice da module neprekidnosti gledamo na kompaktu [0, 4*], pa je }11_{13 wh, f) =01
},i_r)% wi(h, F) =0, slijedi

J(h)-1

im 3 sl =

S druge strane,
J(h)—1

D= > allfe uw) - Fajua. 0 (19)
=0

Jj<J(h)-1

je Darboux-ova suma funkcije t — || [t u(t;) — F(tj,u(t)), O)|| na intervalu [f, ty + hJ(h)].
Zbog neprekidnosti funkcije, suma u (I.9) konvergira prema

T
f | f (s, u(s)) — F(s, u(s),0)||ds.
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Slijedi da
T
f 1/ (s, u(s)) = F(s, u(s), 0)llds = 0.

Integral nenegativne neprekidne funkcije je nenegativan, a ako je jednak nuli tada 1 podin-
tegrabilna funkcija mora biti jednaka nuli, tj.

f@t,u(®) = F(1,u(1),0),

za svako rjesenje u jednadzbe (T).
Buduci da postoji rjeSenje u jednadzbe za koji Ce rjeSenje inicijalnog problema s
pocetnim uvjetom (2)) prolaziti kroz bilo koju to¢ku (t*, u*) € [y, T] x R, dobivamo da je

F(t',u*,0) = f(t",u"), Y, u") € [to, T] x R%.

Time smo pokazali da konzistentnost povlaci uvjet teorema.
Obrat: ako vrijedi uvjet teorema, tada je nuzno da 8; = 0, a iz imamo:

7] < Aw () + wi(h)).

Iz toga slijedi
3 el < (7 = )t + o w)

j<I()-1
Lijeva strana zbog modula neprekidnosti tezi k nuli kada 7 — 0, pa po definiciji dobivamo
konzistenciju. O

Sada ¢emo izreci teorem o dovoljnim uvjetima za stabilnost. Prije toga dokazat cemo
Gronwallovu lemu koja ¢e nam biti potrebna za dokaz teorema.

Lema 1.0.9 (Diskretna Gronwallova lema). Neka su A i h neka dva dana pozitivna broja,
te neka su (a;) >0 i (b;)j>0 dva niza nenegativnih brojeva koji zadovoljavaju nejednakost:

aj < (1+ Ah)a; +b;. (1.10)
Tada,
j-1
a; < eMag+ Y bye (1.11)
k=0

Dokaz. Primjetimo da vrijedi:

l+x<e,VxeR" (1.12)
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Tada nejednakost (1.10) povlaci
ajil SeAhaJ-+bJ-. (1.13)

Uvedimo supstituciju:
= et
aj=a;e’".
Uvrstavanjem u (I.10) dobivamo:
CYj+1€A(j+1)h < a/jeA]heAh + bj.

AG+Dh

PomnoZimo li gornju nejednakost s —e dobivamo da a; zadovoljava nejednakost

A(J+1Dh
aj+1Sa/j+bj—e(] ),

Sto nam daje da je
j-1
—A(k+1)F
a; < ap+ bre e+
=0
Ako se vratimo nazad u a; dobivamo nejednakost (I.TT).
i

Teorem 1.0.10 (Dovoljan uvjet za stabilnost). Da bi metoda bila stabilna, dovoljno je da
postoji konstanta A takva da vrijedi:

|F(t,u,h) — F(t,v,h)|| < Allu —V||,Vt € [ty, T],Vu,v € RVh € [0, h"]. (1.14)
Nadalje, konstanta M iz moZe se uzeti da bude jednaka e,

Dokaz. 1z definicije stabilnosti (1.4) oduzimanjem jednakosti i primjenom nejednakosti
trokuta dobivamo:

1Vier = Usall < Vi = Uil + Wl F e Vi) = Pt U

[+ [l
Nadalje, iz uvjeta teorema (I.14)) imamo nejednakost

Vies = Ul < 1+ ARV, = 0]+ e
Kada na to primjenimo Gronwallovu lemu dobivamo:

j-1
Ajh A(j—k=1)h
”Uj - Vj” < eVUy = Voll + E eATRDR g ).
k=0

Jer je jh < hJ(h) < T — 1, iz definicije stabilnosti dobivamo nejednakost.
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M iz prethodog teorema smo definirali kao eksponencijalni izraz. Znamo da eskponen-
cijalna funkcija jako brzo raste, stoga M moZe biti ogroman. Primjerice za male A = 51
T — ty = 10 dobivamo M ~ 5.2 - 10%!. Da bi bila upotrebljiva metoda treba i dovoljno brzo
konvergirati te ¢emo stoga definirati pojam reda jednokoracne metode.

Definicija 1.0.11. Neka je p cijeli broj veci ili jednak jedan. Jednokoracna metoda je reda
p ako za svako rjesSenje u jednadZbe (/1)) postoji pozitivna konstanta C tako da

D0 i) = u(t) = hE(t, u(t), bl < CHP. (1.15)

0<j<J(h)-1
Sljedeci teorem nam daje bolju ocjenu konvergencije.

Teorem 1.0.12. Neka je f funkcija koja zadovoljava Teorem 0.0.2. i neka je F neprekidna
funkcijazat € [ty, T], u € RY, i h € [0, h*], koja definira metodu . Ako je jednokoracna
metoda reda p i stabilna i ako je luy — Uy| < C WP, tada je

max |u(t;) — Uyl < (C + CHh’.
k<J ()
Ovaj teorem je direktna posljedica Teorema 1.0.5 o konvergenciji jednokoracne me-
tode.
U sljedec¢em teoremu ¢emo izreéi nuzan i dovoljan uvjet da jednokoracna metoda bude
reda p.

Teorem 1.0.13. Neka je f klase C?, i neka je F : [ty, T] x R? x [0, h*] neprekidna i p puta
diferencijabilna s obrirom na h, ¢ije su p derivacije s obzirom na h neprekidne funkcije po
svim varijablama. Tada je jednokoracna metoda (1.1)) reda p obzirom na (1) ako i samo
ako ¥k, 0 <k < p—1vrijedi:

O'F Ji(t,u)

W(r,u,O) =5 Ve [ty, T],Yu € RY.

Dokaz teorema moZe se pronaci u [1]].

1.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je najjednostavnija metoda za rjeSavanje inicijalnog problema (1] [2) za
obi¢nu diferencijalnu jednadZbu. Dobiva se tako da se derivacija funkcije zamijeni podije-
ljenom razlikom unaprijed. Njen oblik je:

Un+l = Un + hf(tn, Un) (116)
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Govorimo o eksplicitnoj metodi jer racunanje U, ne ovisi o rjeSenju nelinearnog sus-
tava, ve¢ samo o aproksimaciji od f. Funkcija prirasta F' definirana je s F(¢,u, h) = f(t, u).

Jasno je da je Eulerova metoda stabilna i konzistentna po Teoremu 1.0.8. 1 Teoremu
1.0.10., a time i konvergentna.

Odredimo joS red Eulerove metode. Za k = 0 jednakost iz prethodnog teorema trivi-
jalno vrijedi ako je f klase C'. Za k = 1 imamo:

filt,u) OF _1{of
- a—h(t, u,0) = 515 + Dy f(t,u)f(t,u)].

F ne ovisi o h pa je g—l;:(t, u,0) = 0, a desna strana opcenito ne mora biti jednaka nuli.
Dakle, jednakost za k = 1 ne vrijedi, pa zakljuCujemo da je Eulerova metoda reda 1.
Primjenimo Eulerovu metodu na diferencijalnu jednadZbu

u = Au, A €R.
Uzmimodajety=0,up=11h= %, dobivamo korak metode:
Uj+1 = Uj'l‘/U’lUj:(l +/UZ)UJ',

Sto nam daje: .
U, = (1 + AT )J
J = k ’

a zbog konvergencije Eulerove metode dobivamo:

k
lim (1 ¥ E) = e,
k—o0 k

Ako uzmemo A = —10, egzaktno rjeSenje inicijalnog problema u(f) = ' jako brzo trne
u nulu. Posljedica toga je da je rjeSenje ogranieno za t > 0, pa isto Zelimo i za numeri¢ko
rjeSenje, tj. aproksimaciju U; = (1 — 10h)’. Za to je dovoljno da je |1 — 10A| < 1, iz Cega
slijedi da je 4 < 0.2. Ovaj uvjet moZe biti premali za velike intervale jer znamo da rjeSenje
jako brzo trne u nulu. Ovakvu diferencijalnu jednadZbu nazivamo krutom.

Primjer 1.1.1. Rijesimo diferencijalnu jednadZbu u’'(t) = —10u, u(0) = 1 Eulerovom meto-
dom uz razlicit izbor koraka h na intervalu [0, 1]. Egzaktno rjeSenje inicijalnog problema
je u(t) = e, Primjecujemo da Sto je h veci da su odstupanja od egzaktnog rjesenja veca.
Crtat cemo grafove apsolutnih i relativnih gresaka.
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0.5

—— apsolutna greska
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Slika 1.1: GreSke pri rjeSavanju jednadzbe u’(f) = —10u Eulerovom metodom za korak
h=0.02.

Za manyji izbor koraka h dobivamo manje odstupanje.

0.5

—— apsolutna gretka
relativna greska
04

0.3
0.2

0.0 T T T T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 018 0.20
t

Slika 1.2: GreSke pri rjeSavanju jednadZzbe u’(f) = —10u Eulerovom metodom za korak
h=0.01.

Dok, za jako mali izbor koraka h = 0.001 egzaktno rjesSenje i aproksimacije se gotovo
podudaraju.

0.5

—— apsolutna greska
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0.4

0.3

0.2

0.1

0.0
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 018 0.20

t

Slika 1.3: GreSke pri rjeSavanju u’(t) = —10u Eulerovom metodom za korak 4 = 0.001 .

Grafovi su dobiveni koriStenjem programskog jezika Python. GreSke su zaokruZene na
deset decimala i dalje u primjerima ¢emo ih zaokruZivati na deset decimalnih mjesta.
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Lema 1.1.2. Za svaki 7 € R takav da je z + 1 > 0 vrijedi:
0<(1+2"<e* neRn>0.

Teorem 1.1.3. Neka je U; aproksimativno rjesenje u t; dobiveno Eulerovom metodom i u
tocno rjeSenje inicijalnog problema (I} 2)) , gdje je f Lipschitzova, tada vrijedi:

1U; = el < 70 (leo + ).

pri Cemu je T := max;|t,|, gdje su 7 lokalne greske diskretizacije.

Dokaz. Definirajmo pravu greskuse; := Uj—u;, j =0, 1, ..., N. Oduzimanjem i uvr§tavanjem
e dobivamo:

Ujrr —ujr = Uy —u;+ h(f(t;, Up) — f(t),u))) — htjs
ejy1 = e;+ h(f(t;,U;) — f(tj,u;)) — htjyi.
Zbog Lipschitzovosti funkcije f imamo:
lejcil < lejl +h- Llej| + hlt ]
Rekurzivno dobivamo sljedece nejednakosti:

lejil < (1 +hL)lej| + ht
< (1 +hL)(1 + hL)lej-1| + (1 + hL)ht + ht
< (1 +hLY*(1 + hL)lej o + (1 + hLY*ht + (1 + (1 + hL)) ht

(1.17)
< (1 + ALY Yeol + [(1 + ALY - 1]%
1z Leme 1.1.2 dobivamo:

(1+ /’lL)jH < DAL _ pLluo+(j+Dh=to] _ eL(fjH_IO)’

pri ¢emu smo iskoristili da je 7.1 = ug + (j + 1)h. Jer h moze biti 1 negativan pisat ¢emo
svagdje |h:

(1 + |BIL)™*! < @U+DIL — puot(+ DAl — oLitje1=tol
Primjenimo prethodno na zadnju nejednakost u|1.17

|€j+1| < eL(tj+1—t0)|eO| + [eL(tj+1—to) _ 1]

e

o T
wﬁnsé@HMWwd+z)
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Sve §to smo do sada rekli o Eulerovoj metodi odnosi se na obi¢nu (Forward) Eulerovu
metodu u kojoj smo aproksimacije derivacije raCunali koristeéi podijeljenu razliku unapri-
jed. Postoji i Backward Eulerova metoda koja se bazira na podijeljenim razlikama unatrag,
a vise o njoj moZe se pronaci u [1].

Primjer 1.1.4. RijeSimo diferencijalnu jednadzbu u'(t) = 2ut, u(1) = 1 na intervalu [1, 2]
koristeci Eulerovu metodu unaprijed za razlicit izbor koraka h. []

U tablici (I.T) prikazani su dobiveni rezultati za & = 0.1, u tablici (I.2) prikazani
su dobiveni rezultati za 4 = 0.05 1 u tablici prikazani su dobiveni rezultati za h =
0.001. Primjec¢ujemo da Sto je 4 manji, odstupanja od egzaktnog rjeSenja su sve manja.
Dakako, vrijedi i obrnuta tvrdnja. Za rjeSavanje 1 prikaz rezultata koriSten je programski
jezik Python.

te Ui egzaktno | apsolutna greska | relativna greska

1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

1.10 | 1.20000 | 1.23368 3.37 x 1072 2.73 x 1072
1.20 | 1.46400 | 1.55271 8.87 x 1072 5.71 x 1072
1.30 | 1.81536 | 1.99372 1.78 x 107! 8.95x 1072
1.40 | 2.28735 | 2.61170 3.24 x 107! 1.24 x 107!
1.50 | 2.92781 | 3.49034 5.63 x 107! 1.61 x 107!
1.60 | 3.80616 | 4.75882 9.53 x 107! 2.00 x 107!
1.70 | 5.02413 | 6.61937 1.60 241 x 107!
1.80 | 6.73233 | 9.39333 2.66 2.83 x 107!
1.90 | 9.15597 | 13.59905 4.44 3.27x 107!

Tablica 1.1: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u'(¢) = 2ut, uz h = 0.1 Eulerovom meto-

dom.

I'Tekst zadatka je preuzet iz [8].
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Tablica 1.2: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u'(f) = 2ut, uz h = 0.05 Eulerovom

metodom.

te U egzaktno | apsolutna greSka | relativna greSka

1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

1.05 | 1.10000 | 1.10794 7.94 x 1073 7.16 x 1073
1.10 | 1.21550 | 1.23368 1.82 x 1072 1.47 x 1072
1.15 | 1.34920 | 1.38057 3.14 x 1072 2.27 x 1072
1.20 | 1.50436 | 1.55271 4.83 x 1072 3.11 x 1072
1.25 | 1.68489 | 1.75505 7.02 x 1072 4.00 x 1072
1.30 | 1.89550 | 1.99372 9.82 x 1072 4.93 x 1072
1.35 | 2.14191 | 2.27618 1.34 x 107! 5.90 x 1072
1.40 | 2.43107 | 2.61170 1.81 x 107! 6.92 x 1072
1.45 | 2.77142 | 3.01169 2.40x 107! 7.98 x 1072

te Ui egzaktno | apsolutna greSka | relativna greska

1.000 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

1.001 | 1.00200 | 1.00200 3.00x 1076 3.00x 1076
1.002 | 1.00401 | 1.00401 6.02 x 107 6.00 x 1076
1.003 | 1.00602 | 1.00603 9.06 x 1076 9.00 x 1076
1.004 | 1.00804 | 1.00805 1.21 x 1073 1.20 x 1073
1.005 | 1.01006 | 1.01008 1.52 x 1073 1.50 x 1073
1.006 | 1.01209 | 1.01211 1.83 x 107 1.80 x 107
1.007 | 1.01413 | 1.01415 2.14x 1073 2.11x107°
1.008 | 1.01617 | 1.01619 2.45%x107° 2.41x107°
1.009 | 1.01822 | 1.01825 2.76 X 1073 271 x107°

14

Tablica 1.3: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u'(f) = 2ut, uz h = 0.001 Eulerovom

metodom.
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1.2 Runge-Kutta metode
Zeljeli bismo poboljsati Eulerovu metodu, pa krenimo od osnovne relacije
Uiet = Ux + hf (1, Up).

Primjerice, umjesto aproksimacije derivacijom na cijelom podintervalu [#, #;,1] s aprok-
simacijom derivacije u lijevom rubu intervala, kao kod Eulerove metode, moZemo to na-
praviti s aproksimacijom derivacije u sredini intervala. Takvom aproksimacijom dobivamo
novu metodu koja se naziva modificirana Eulerova metoda.

Modificirana Eulerova metoda(Midpoint)

U() = Uy
my = f(t, Up)
h h
my = f(ty + =, Up + =my) (1.18)

2 2
U1 = U + hmy

Funkcija prirasta jednaka je:

h h
F(te, U, h) =my = f(t; + 5 Ui+ Ef(tk’ Up)).

Primjer 1.2.1. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu v’ (t) = 2ut, u(1) = 1 na intervalu [1,2]
koriste¢i modificiranu Eulerovu metodu za razlicit izbor koraka h.

U tablici [[.4] prikazani su dobiveni rezultati za & = 0.1, u tablici [[.5] prikazani su dobi-
veni rezultati za h = 0.05.



POGLAVLIJE 1. JEDNOKORACNE METODE

te Ui egzaktno | apsolutna greSka | relativna greska

1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

1.10 | 1.23100 | 1.23368 2.68 x 1073 2.17x 1073
1.20 | 1.54527 | 1.55271 7.43 x 1073 4.79 x 1073
1.30 | 1.97795 | 1.99372 1.58 x 1072 7.91 x 1073
1.40 | 2.58142 | 2.61170 3.03 x 1072 1.16 x 1072
1.50 | 3.43484 | 3.49034 5.55x 1072 1.59 x 1072
1.60 | 4.65936 | 4.75882 9.95 x 1072 2.09 x 1072
1.70 | 6.44297 | 6.61937 1.76 x 107! 2.66 x 1072
1.80 | 9.08136 | 9.39333 3.12x 107! 3.32x 1072
1.90 | 13.04629 | 13.59905 5.53x 107! 4.06 x 1072

Tablica 1.4: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u'(f) = 2ut, uz h = 0.1 modificiranom

Eulerovom metodom.

t Ui egzaktno | apsolutna greska | relativna greska
1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00
1.05 | 1.10763 | 1.10794 3.12x 107 2.82x 107
1.10 | 1.23295 | 1.23368 7.32x 107 5.94 x 107
1.15 | 1.37928 | 1.38057 1.29 x 1073 9.37 x 1074
1.20 | 1.55067 | 1.55271 2.04 x 1073 1.32x 1073
1.25 | 1.75202 | 1.75505 3.04 x 1073 1.73 x 1073
1.30 | 1.98936 | 1.99372 435x 1073 2.18 x 1073
1.35 | 2.27009 | 2.27618 6.10 x 1073 2.68 x 1073
1.40 | 2.60329 | 2.61170 8.40 x 1073 3.22x 1073
1.45 | 3.00023 | 3.01169 1.15x 1072 3.80 x 1073

Tablica 1.5: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u'(f) = 2ut, uz h = 0.05 modificiranom

Eulerovom metodom.

Iz tablica se jasno vidi da je rjeSenje bolje, tj. odstupanja od egzaktnog rjeSenja su

manja za manji izbor h.

Druga moguénost je da se derivacija na podintervalu aproksimira aproksimacijom deri-
vacije aritmetickom sredinom aproksimacija derivacija u desnom i lijevom rubu podinter-
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vala: o
+
U1 = U + h%

Takvim nacinom dobivamo poboljsanu Eulerovu metodu.

Poboljsana Eulerova metoda

Up = ug
my = f(t, Up)
my = f(t, + h, Uy + hmy) (1.19)
+
Ui = Uk-i‘hml 2m2.

U ovoj metodi funkcija prirasta jednaka je:

m; +myp _ f(tk, Uk) +f(tk + h, Uy +hm1)
2 2

[, U + f(t + h, U + hf (1, Up))
> .

Primjer 1.2.2. Odredimo lokalnu gresku diskretizacije t; za poboljSanu Eulerovu metodu
pri cemu je f klase C°, a

F(tk’ Uka h) =

7i(h) := winy — wp — hF(f;, wi, h) = iy — u; — g(f(ti’ wp) + f(ti + h,yi + hf(t;, Mi)))-
Primjenjujuci Taylorov teorem srednje vrijednosti imamo:
Uit — W = utiy) — u(t;) = ut; + h) — u(t;) = u'(t:)h + %M”(ti)h2 + éum(fi)h3 + O(h").
Diferenciranjem diferencijalne jednadzbe dobivamo:
u' = fi+ fud = fi+ fuf

u” = ftt + 2ftuf + fyyf2 + fzf + fyfta

gdje je f; = f(ti, u(t), fis = 2 f(t, W=t u=uy- i tako dalje.
Uvrstavanjem u gornji izraz dobivamo:

2

h h? i
tisr =1t = Wy + = (fia+ fiafi) + 2 (fi + 2hali o7 + S0+ fiaf 1) + OG) (120)
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Funkcija prirasta jednaka je:

F(tj,u;, h) = %(f(ti, w) + f(t; + hyu; + hf(t;, Mi))),

i nju rastavljamo u red koristeci Taylorov razvoj funkcije dviju varijabli

1 1
F(ti,ui,h) = 5( fit it fuh+ fuahfi+ 5 Frah® + 2f:0l £ + fra® 7)) + O()

1.21)
h h h? h? h? (
= fit Shu SFaki+ T fow+ S Finfi + Zﬁ,m,ff + O(h).
Konacno, t;(h) dobivamo iz i( :
i(h) = (L.20) - A - (L.21)
h? W 5 5
= hfit (i + Jiad) + oo+ 2fifi + fruef? + S+ i)
h? h? h I h
=i+ = o+ S S+ I+ ki + 7 Finf? + OCHY) (1.22)
-1 1 1 1 1
N AC) 2 2 4
= W (3= ghiadi = T haf? + Iiufi+ g hiafia) + OU)
= o)

Primjer 1.2.3. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu u'(t) = 2ut, u(1) = 1 na intervalu [1, 2]
koristeci poboljsanu Eulerovu metodu za razlicit izbor koraka h.

U tablici [I.6] prikazani su dobiveni rezultati za 4 = 0.1, u tablici[I.7] prikazani su dobi-
veni rezultati za h = 0.05. Iz tablica se jasno vidi da su odstupanja od egzaktnog rjeSenja
manja za manji izbor h.
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te Ui egzaktno | apsolutna greSka | relativna greska

1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

1.10 | 1.23200 | 1.23368 1.68 x 1073 1.36 x 1073
1.20 | 1.54788 | 1.55271 4.82x 1073 3.11x 1073
1.30 | 1.98315 | 1.99372 1.06 x 102 5.30x 1073
1.40 | 2.59079 | 2.61170 2.09 x 1072 8.01 x 1073
1.50 | 3.45093 | 3.49034 3.94 x 1072 1.13x 1072
1.60 | 4.68636 | 4.75882 7.25 x 1072 1.52x 1072
1.70 | 6.48780 | 6.61937 1.32x 107! 1.99 x 1072
1.80 | 9.15558 | 9.39333 2.38 x 107! 2.53x 1072
1.90 | 13.16939 | 13.59905 4.30 x 107! 3.16 X 1072

19

Tablica 1.6: RjeSenje diferencijalne jednadzbe u'(t) = 2ut, uz h = 0.1 poboljSanom Eule-

rovom metodom.

I Uk egzaktno | apsolutna greska | relativna greSka
1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00
1.05 | 1.10775 | 1.10794 1.87 x 107 1.69 x 107
1.10 | 1.23323 | 1.23368 4.48 x 107 3.63x107*
1.15 | 1.37977 | 1.38057 8.06 x 107* 5.84x 1074
1.20 | 1.55141 | 1.55271 1.29x 1073 8.34x 107
1.25 | 1.75310 | 1.75505 1.96 x 1073 1.12x 1073
1.30 | 1.99086 | 1.99372 2.86x 1073 1.43x 1073
1.35 | 2.27212 | 2.27618 4.07 x 1073 1.79 x 1073
1.40 | 2.60601 | 2.61170 5.69 x 1073 2.18x 1073
1.45 | 3.00381 | 3.01169 7.87 x 1073 2.61 x 1073

Tablica 1.7: RjeSenje diferencijalne jednadzbe u'(t) = 2ut, uz h = 0.05 poboljSanom Eule-

rovom metodom.

Primjer 1.2.4. PokaZimo da je globalna greska diskretizacije dobivena poboljsanom Eule-
rovom metodom reda O(h?). Iz prethodnog primjera vidimo da je lokalna greska diskreti-
zacije reda tri. Ako pokaZemo da funkcija prirasta definirana kao

F(t,u,h) = %( Ftu) + f(t + hou+ hf(tu)))
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je Lipschitz neprekidna, tada iz prethodnog teorema slijedi tvrdnja. Pretpostavka je da je i
f Lipschitz neprekidna s Lipschitzovom konstantom L. Racunamo:

1
=) [f(t,uz) + f(t+ h,up + hf(t, u))] ‘

1 1
< 3| = f |+ 37+ b+ ) = £+ b+ hf @)

1
F(f,bl],h) - F(t9 l/lz,]/l)‘ = ‘5 [f(t’ul) +f(f+h,l/l1 +hf(l',l/l1))]

1 1
< szIul — Up| + ELf‘ [u1 + hf(t, ul)] - [M2 + hf(t, l/tz)] '
1 1
< ELflul —up| + E(th/‘l —up| + hlf(t,ur) — f(t, u)l)
1
< (Ly + ShLY)ur = w.

Dakle, F je Lipschitz neprekidna s konstantom Ly = Ly + %(T - to)Lfc.

Runge-Kutta metoda sa dva stadija

Modificirana 1 poboljSana Eulerova metoda dio su Runge-Kutta familije metoda. U obje
metode da bismo izraCunali aproksimaciju u sljedecoj tocki bili su nam potrebni m; 1 m,.
Ako generaliziramo takav tip metode moZemo definirati openitu Runge-Kutta metodu sa
dva stadija:

Uo = ug

my = f(t;, U;)

my = f(t; + ah,U; + hBm,)
Uiy = Ui + h(wim; + wymy),

(1.23)

gdje je @ € (0, 1]. Za modificiranu Eulerovu metodu vidimo da je @ = 8 = %, w; =01

w, = 1, dok je kod poboljSane Eulerove metode @« = =11 w; = w, = %
Runge-Kutta metodu krace zapisujemo kao RK, a ovisno o stadiju dodajemo i broj, pri-

mjerice Runge-Kutta metodu sa dva stadija krade zapisujemo kao: RK2.

Izracunajmo lokalnu gresku diskretizacije za Runge-Kutta metodu(RK?2) sa dva stadija
definiranu s (1.23)), uz pretpostavku da je u € C°.

7i(h) = Uiy — u; — h(w, f; + w2 f(t; + ah, u; + hBf))

1
= ulh+ 5u,-"hZ — (wihf; + woh(f; + fiah + f,Bhf)) + O(h)

= (1 —w, — w)hf + (% —~ a)zoz) fuh® + (% -~ wzﬁ) ful® + O(0™).
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Jer je f proizvoljna a Zelimo da je greska 7; reda O(h*) mora vrijediti da:

w;t+w =1
1
awr =5 (1.24)
1
Bwr = 3
Sto povlaci da je | X

=0, = —, = 1 - —.
a=p 2a d 2a
RjeSenje ovisi o parametru @. Pokazalo se da bilo koji izbor parametra « daje lokalnu

gresku 7; = O(h%).

Analogno, Runge-Kutta metoda s n stadija definira se kao:

Uo = Uy
my = f(4,U;)
my = f(t; + axh, U; + hf3, 1my)
el (1.25)
My = f(t;+ @, Ui+ 1Y o jm;)
=1
Ui =U;+ hZ w;m;.
=1
Primjer 1.2.5. RK3 metoda ima oblik:
U() = Uy
my = f(t;, U))
(1.26)

my = f(t; + axh, U; + hBs ymy)
my = f(t; + azh, U; + B3 1mih + B3 2mah)
U =U;+ h(w1m1 + womy + 0.)31’]13).
Ako racunamo lokalnu gresku diskretizacije kao i kod RK2 dobivamo sljedece relacije

izmedu koeficijenata:
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w1+ wy + w3
Boriws + (B34 + B32)ws

@22 1wr + a3(B3 + B32)w;3

@33 23
—QHW) — ;W3
22 273

1L, ,
5/52,1602 + §(ﬂ3,1 +B32) w3

B2.1B32w3

Odmah primjecujemo da vrijedi:

Ba1 = as,

B3+ B3p = as.

w1+ wy + w3

1

Boriwy + (B3 + P32)ws = 5
> 2 1
Brjwr + (Bs1 + B3p) w3 = 3
1

Br1B32w3 = c

=1

A== = O\ =W =] =

Ako uvrstimo te jednakosti u gornji sustav (1.27)), dobivamo jednostavnije relacije:

=1

22

(1.27)

Sustav ima beskonacno rjesenja, a metode koje zadovoljavaju gornji sustav imaju lo-

kalnu gresku diskretizacije reda O(h*) $to znaci da je metoda reda 3.

Primjer 1.2.6. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu v’ (t) = 2ut, u(1) = 1 na intervalu [1,2]
koristeci Runge-Kutta metodu stadija dva (RK2).

U tablici [1.8] prikazani su dobiveni rezultati za & = 0.1, a u[1.9 prikazani su dobiveni

rezultati za 2 = 0.05.
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te Ui egzaktno | apsolutna greSka | relativna greska

1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

1.10 | 1.23100 | 1.23368 2.68 x 1073 2.17x 1073
1.20 | 1.54527 | 1.55271 7.43 x 1073 4.79 x 1073
1.30 | 1.97795 | 1.99372 1.58 x 1072 7.91 x 1073
1.40 | 2.58142 | 2.61170 3.03 x 1072 1.16 x 1072
1.50 | 3.43484 | 3.49034 5.55x 1072 1.59 x 1072
1.60 | 4.65936 | 4.75882 9.95 x 1072 2.09 x 1072
1.70 | 6.44297 | 6.61937 1.76 x 107! 2.66 x 1072
1.80 | 9.08136 | 9.39333 3.12x 107! 3.32x 1072
1.90 | 13.04629 | 13.59905 5.53x 107! 4.06 x 1072

Tablica 1.8: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u'(¢) = 2ut, uz h = 0.1 RK2 metodom.

te Ui egzaktno | apsolutna greska | relativna greSka

1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

1.05 | 1.10763 | 1.10794 3.12x 107 2.82x 107
1.10 | 1.23295 | 1.23368 7.32x 107 5.94 x 107
1.15 | 1.37928 | 1.38057 1.29 x 1073 9.37 x 107*
1.20 | 1.55067 | 1.55271 2.04 x 1073 1.32x 1073
1.25 | 1.75202 | 1.75505 3.04 x 1073 1.73 x 1073
1.30 | 1.98936 | 1.99372 4.35x 1073 2.18 x 1073
1.35 | 2.27009 | 2.27618 6.10 x 1073 2.68 x 1073
1.40 | 2.60329 | 2.61170 8.40 x 1073 3.22x 1073
1.45 | 3.00023 | 3.01169 1.15x 1072 3.80 x 1073

Tablica 1.9: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u’(¢) = 2ut, uz h = 0.05 RK2 metodom.

Klasi¢na Runge-Kutte metoda

Najcesca 1 najvise koriStena je metoda sa 4 stadija reda 4, a naziva se klasi¢na Runge-Kutta
metoda:

U() = Uy

my = (4, U))

h h
my = f(t; + Ean"' Eml)

h h
my = f(ti+ =, U; + =my) (1.28)

2 2
my = f(t; + h, U; + hmj)

h
U,‘+1 = Ul' + g(ml + 21’1’12 + 2m3 + I’I’Z4).
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Moze se pokazati da je lokalna pogreska diskretizacije RK4 metode 7; = O(h°).

Pomocu lokalne pogreske diskretizacije u traZenju metode najveéeg reda moze se po-
kazati da metode s brojem stadija manjim ili jednakim od 4 postiZzu maksimalan red metode
jednak broju stadija, metode s brojem stadija od 5-7 postizu maksimalan red metode za je-
dan manji od broja stadija, dok za metode s brojem stadija ve¢im ili jednakim od 8 postizu
maksimalan red metode za dva manji od stadija. Ovi rezultati nam zapravo govore da je
RK4 metoda optimalan izbor za rjeSavanje inicijalnog problema i zbog toga se ta metoda
najcesce i koristi u primjenama.

Primjer 1.2.7. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu v’ (t) = 2ut, u(1) = 1 na intervalu [1,2]
koristeci klasicnu Runge-Kutta metodu(RK4).

U tablici [I.10] prikazani su dobiveni rezultati za h = 0.1.

I Ui egzaktno | apsolutna greska | relativna greska
1.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00
1.10 | 1.23367 | 1.23368 3.71x 1076 3.01 x 1076
1.20 | 1.55270 | 1.55271 1.18 X 1073 7.61 x 1076
1.30 | 1.99369 | 1.99372 2.88 x 1073 1.44 x 1073
1.40 | 2.61163 | 2.61170 6.32x 1073 2.42x 1073
1.50 | 3.49021 | 3.49034 1.32x 107 3.79x 1073
1.60 | 4.75855 | 4.75882 2.70 x 107 5.66 x 1073
1.70 | 6.61883 | 6.61937 541 x 107 8.18 x 1073
1.80 | 9.39225 | 9.39333 1.08 x 1073 1.15%x 10
1.90 | 13.59691 | 13.59905 2.15x 1073 1.58 x 107

Tablica 1.10: RjeSenje diferencijalne jednadzbe ' () = 2ut, uz h = 0.1 RK4 metodom.

Primjer 1.2.8. U sljedecoj tablici prikazani su rezultati rjeSenja diferencijalne jed-
nadzbe u'(t) = 2ut, uz h = 0.1 koristeci Eulerovu metodu unaprijed, modificiranu Eulerovu
metodu, poboljsanu Eulerovu metodu, RK2 te RK4 metodu. U tablici je dana us-
poredba relativnih gresaka navedenih metoda. Primjetimo da RK4 metoda daje najbolje
rezultate.
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te Euler | midpoint | poboljSani Euler RK2 RK4 egzaktno
1.00 | 1.00000 | 1.00000 1.00000 1.00000 | 1.00000 | 1.00000
1.10 | 1.20000 | 1.23100 1.23200 1.23100 | 1.23367 | 1.23368
1.20 | 1.46400 | 1.54527 1.54788 1.54527 1.5527 1.55271
1.30 | 1.81536 | 1.97795 1.98315 1.97795 | 1.99369 | 1.99372
1.40 | 2.28735 | 2.58142 2.59079 2.58142 | 2.61163 | 2.61170
1.50 | 2.92781 | 3.43484 3.45093 3.43484 | 3.49021 | 3.49034
1.60 | 3.80616 | 4.65936 4.68636 4.65936 | 4.75855 | 4.75882
1.70 | 5.02413 | 6.44297 6.48780 6.44297 | 6.61883 | 6.61937
1.80 | 6.73233 | 9.08136 9.15558 9.08136 | 9.39225 | 9.39333
1.90 | 9.15597 | 13.04629 13.16939 13.04629 | 13.59691 | 13.59905

Tablica 1.11: Usporedba rjeSenja diferencijalne jednadzbe u'(¢) = 2ut, uz h = 0.1.

te Euler midpoint | poboljSani Euler RK2 RK4
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1.10 [ 273 x 1072 | 2.17 x 1073 1.36 x 1073 2.17x 1073 | 3.01 x 107°
1.20 | 5.71 x 1072 | 479 x 1073 3.11x 1073 479 x 1073 | 7.61 x 107°
1.30 [ 8.95x 1072 | 7.91 x 1073 5.30 x 1073 791 x 1073 | 1.44 x 107
140 | 1.24x 107! | 1.16 x 1072 8.01 x 1073 1.16 x 107 | 2.42x 1073
1.50 | 1.61 x 107" | 1.59 x 1072 1.13x 1072 1.59x 1072 | 3.79 x 1073
1.60 | 2.00x 107! | 2.09 x 1072 1.52 x 1072 2.09 x 1072 | 5.66 x 107>
1.70 | 2.41 x 107! | 2.66 x 1072 1.99 x 1072 2.66x 1072 | 8.18 x 107>
1.80 | 2.83x 107! | 3.32 x 1072 2.53x 1072 3.32x 1072 | 1.15x 1074
1.90 | 327 x 107! | 4.06 x 1072 3.16 x 1072 4.06x 1072 | 1.58 x 10

Tablica 1.12: Usporedba relativnih greSaka dobivenih rjeSavanjem diferencijalne
nadzbe u'(t) = 2ut,uz h = 0.1.

jed-



Poglavlje 2

Visekoracne metode

Kada ratunamo aproksimaciju u #;,; primjerice u Eulerovoj metodi koristimo samo aprok-
simacije iz prethodnog trenutka #,. Medutim, razumno je da uzimamo u obzir 1 vrijednosti
koje smo prije izracunali, tj. vrijednosti u;_;, u;_, itd. Postoje metode koje koriste vise
prethodnih aproksimacija i u ovom poglavlju govorit ¢emo o njima.

Definicija 2.0.1. s- koracna linearna visekoracna metoda je metoda koja je zadana for-
mulom

D @Unej =1 ) Bif tuijs Un)) 2.1)
j=0 j=0

pri cemu su aj, B; konstante takve da je a; # 0, |ag| + |Bo| # 0.
Ako je B, = 0 tada je metoda eksplicitna, a ako je B, # 0, metoda je implicitna.

Pri zapocinjanju koriStenja viSekoracnih metoda potrebno je prvih par aproksimacija
dobiti koristeci jednokoracne metode istog reda tocnosti.

2.1 Adams-Bashforth i Adams-Moulton metode

U metodama koje smo do sada proucavali ako je u bilo rjeSenje Cauchyjeve jednadzbe (I])
tada smo svakom koraku koristili relaciju

Tn+1

u(tys1) = u(t,) + f(t’ bt(l))dt,
in
1 pomocu nje na razli¢ite naine smo numericki raCunali integral. Glavna ideja Adam-
sovih metoda je aproksimacija integrala koristeci interpolacijski polinom od f u to¢kama
(tns fu)s -5 (tars—1, furs—1) ako je metoda eksplicitna, i jo§ dodatno u #,,; ako je metoda im-
plicitna. Eksplicitne Adamsove metode nazivaju se Adams-Bashforth-ove metode, dok
se implicitne nazivaju Adams-Moulton-ove metode.

26
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Neka je g(¢) stupnja najviSe s — 1 koji interpolira podatke (,, f,,), ..., (tprs—15 frrs—1) Z2
Adams-Bashforth-ovu metodu, te neka je g(¢) stupnja najviSe s koji interpolira podatke
(tns fi)s ooos (Bnrs—15 frrs—1)s (tnrs> frrs) Za Adams-Moulton-ovu metodu. Definiramo:

Ints
Un+s = Un+s—1 +f Q(t)dt (22)

Tnts—1

Primjer 2.1.1. Izracunajmo koeficijente za trokoracnu Adams-Bashforth-ovu metodu. Kons-
truirajmo prvo interpolacijski polinom koji prolazi kroz tri tocke (t,, f), (ths1s frr1) § (tns2s fri2)s:

q(0) = fulu(D) + fror1Lne1(8) + fri2Lpnsa(2).
Polinom Lagrangeove baze je definiran kao:

s—1
Li(t) =

t_tn+j

=0, j#k Lok — tn+j

Metoda sada izgleda kao:

In+3

In+3 In+3
Un+3 = Un+2 + fn+2f Ln+2(t)dt + fn+1 f Ln+1(t)dt + f;lf Ln(t)dt (23)

42 In42 In+2
Raspisimo prvo Lagrangeove polinome pri cemu ¢emo iskoristiti ty,s = tyy 51 + h, do-

bivamo:
- —ty) 1
n+2 — - 579
" (tn+2 - ZLn)(tn+2 - tn+l) 2h2
(t - tn)(t - tn+2) 1
= = ——(t =ty ) = tr2),
(vt = )t — ) g2 e )
(t - tn+1)(t - tn+2) — L
(tn - tn+l)(tn - tn+2) 2h2

Izracunajmo vrijednosti svih integrala iz uz supstituciju: s = H,—f s € [0, 1].
Tada je t = sh + t,,,, dt = hds, pa racunamo:

(1 = 1,)(t = tys1),

n+1

(t - tn+1)(t - tn+2)-

n —

043 In+3
f Ly 2(t)dt = hf Lyo(sh + t,40)ds

Int2 Ins2

h 1
:—f(s+1)(s+2)ds
2 Jo

_ 23h
127
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Analogno istim racunom dobivamo:

In+3 4
f Ln+1(t)dt = __ha
42 3

In+2 5
L,(t)dt = —h.
ftn n(1) B

Konacno, moZemo reci da je trokoracna Adams-Bashforthova metoda oblika:

Unis = Unea + 5 (Sﬁ, 161 + 23 fs2).

Primjer 2.1.2. Izracunajmo koeficijente za trokoracnu Adams-Moulton-ovu metodu. Za
razliku od Adams-Bashforth-ove metode imamo jos jedan ¢vor interpolacije, a to je ¢vor
t.+3. Konstruirajmo interpolacijski polinom koji prolazi kroz tocke (,, f,,), (tni1s fus1)s (tns2s fri2)

i (243, fn+3)-'
q(t) = fnLn(t) + fn+1Ln+1(t) + fn+2Ln+2(t) + fn+3Ln+3(t)'
Kao u prethodnom primjeru, prvo ¢emo raspisati Lagrangeove polinome:
(t - tn+l)(t - tn+2)(t - tn+3)
= t =t )t — ) — t,03),

(ty = tas)ty = trs2)(ty = trs3) 6h*( = )= i)
(t - tn)(t - tn+2)(t - tn+3)

(tn+1 - tn)(tn+1 - tn+2)(tn+1 n+3) 2h3
(t - tn)(t - tn+1)(t - tn+3) 1

Ln = = __(t - tn)(t — 1ty )(t — 1y ),

27 (s = 1)tz = )tz = 3) 2h3 - -

(t - tn)(l - tn+l)(l - tn+2)

(tn+3 - tn)(tn+3 - tn+1)(tn+3 n+2) 6h3

n —

n+l =

(t n)(t - tn+2)(t - tn+3)’

L, = (t n)(t - tn+1)(t - tn+2)-

Racunamo integrale uz supstituciju kao u prethodnom primjeru i dobivamo:
In+3 1
L,(t)dt = —h,
ft;ﬂ ( ) 24

In+3 5
L, (tH)dt = ——h,
fln  Lua(odi= 5,
In+3 19
L,,(t)dt = —h,
L  Luatdr = 3

Tn+3 3
f L,.3(t)dt = =h.
the2 8
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Konacno, moZemo reci da je trokoracna Adams-Moulton-ova metoda oblika:

h
Uyiz = Upir + ﬁ(fn - 5ﬁ1+1 + 19fn+2 + 9fn+3)-

2.2 Opca Adams-Bashforth metoda

Newtonov interpolacijski polinom P koji interpolira funkciju f u to¢kama xo, xo+4, ..., xo+
nh dan je s:

s(s = (A’ f)(xo) . s(s = 1) - (s —n+ D(A" f)(x0)
2! n! ’

P(xo +hs) = f(x0) + s(Af)(x0) +

(2.4)
pri cemu je (Af)(x) = f(x +h) = f() 1 (V) = f(x) = f(x = h).
Osim operatora razlika unaprijed (A) i unazad (V) definirat ¢emo joS i operator Z:
ZUk = Uk+1 (25)

Ako generaliziramo binomne koeficijente na

(s)_ s(s=1D-(s—k+1)

k k! » SER

tada se gornja formula (2.4) moZe krace zapisati u ekvivalentnoj formi

n

P(o+hs)= Y (2)(A"f)(x())-

k=0
Takoder, postoji analogna formula za slu€aj kada su ¢vorovi dani u padajuéem poretku,
tj. kada x; = x — ih. Tada polinom glasi:

n

P(xy+hs)= Y (_is)(vi o). (2.6)

i=0
Vratimo se na pocetnu jednakost
In+1

U(tyer) — u(ty) = f(t, u®)dt.

In
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Zamijenimo funkciju f(¢, u(t)) interpolacijskim polinomom ¢g. Ako primjenimo (2.6)),
dobivamo da je ¢ definiran kao

s—1
q() = Z(—l)"( I.T)V"fm_l,

i=0

gdje smo uveli supstituciju T = 2=~ Odavde dobivamo

In+ts 1 s-1
=T\ .
f g(dt = h f Z(—n’( l_ )V’ Forsrdt.
thts—1 0 i=0
Definirajmo:

1
yi = f <—1>"(_.T )dr.
0 l

Dobivamo da je opCa s-koracna Adams-Bashforth metoda dana s:

s—1
Unpis = Upss—1 = h Z yivifn+s—1’
i=0

a koeficijenti y; zadovoljavaju rekurziju:

Yo Yn-1
+ ...+
n+1 2

+v, = 1.

Definicija 2.2.1. Visekoracna metoda je reda s ako joj je lokalna greska diskretizacije
O(h**h).

Za raCunanje lokalne greske diskretizacije za s-koratnu Adams-Bashforth-ovu metodu
koristit cemo Teorem srednje vrijednosti za integrale kojeg ¢emo sada navesti bez dokaza.

Teorem 2.2.2 (Teorem srednje vrijednosti za integrale). Ako je f : [a,b] — R neprekidna i
ako je g nenegativna integrabilna funkcija na segmentu [a, b), tada postoji c € |a, b] takav
da je

b b
f F)gx)dx = f(c) f g(x)dx.

Ako je f omedena i integrabilna, ali ne i neprekidna, tada postoji d, min,e,p f(x) < d <
MaXye(ap) f(X) takav da je

b b
f f(x)gx)dx =d f g(x)dx.
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Primjer 2.2.3. Izracunajmo lokalnu gresku diskretizacije za s-koracnu Adams-Bashforth-
ovu metodu.

l)'l+.Y
Tnts = Upts — Upys—1 — f (](f)dt

tnts—1

Podijeljene razlike ¢emo oznacavati s

f[tna ceey tn+s] - f[tn’ ceey Z‘n+s—1]

tn+s - tn

f[tn’ B A

Iz greske interpolacijskog polinoma imamo sljedece:

= [ 0 = a0t = (jer ft.u) = ()

Ints—1

Ints s—1
= f (£ = qe)di = {jerq(®) = D Fltwests o barsr M = tres) -+ (0 =t )
j=0

Ints—1

tn+.§'

= f[tn+s—l’ Livs—2eees Ins t](t - tn+s—1) e (t - tn)dt

Tnts—1
= (Prim jenimo Teorem sredn je vrijednosti za integrale)

nts

= f[tn+s—l, bpgs—2eees Iny O] (f = tpes—1) - (t — 1,)dt.

Ints—1
Teorem srednje vrijednosti za integrale moZemo primjeniti jer nam funkcija treba biti nene-
gativna na tom intervalu, a ubuduci se interval na kojeg smo primjeniti teorem ([t,45-1, th+s])
nalazi desno od njegove najdesnije nultocke imamo pozitivnost. Jedino je u lijevom rubu
vrijednost funkcije jednaka O.
Izracunajmo integral:

Ints In+s
f (t - tn+s—l) e (t - tn)dt = f (t - Z‘n+s—l)(t —lpys—1 T h) e (t —lpys—1 T (S - l)h)dt

tnts—1 Ints—1

~ fnss s _t—ln+s—l _l‘—tn+s—l _1)...
_Lﬂ_lh(l)( =) - — )

(- et t;l”“ —(s—1))dr

its tnys—1—1
:f hs(—l)ss!( i )a’t
Tnts—1 S
V-t
:h”l(—l)ss!f( )dT
0 S

= y,sh*,

(2.7)
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Uvrstimo izracunati integral u 7, :

Thys = f[tn+s—] s Ints—2eees I, 9]’)/SS!hs+1 . (2.8)

Ako usporedimo dva oblika za greSku interpolacije, pri cemu je f klase C*, za neki &,
min{tn+s—1’ Lis=25 o5 Ins 9}, 0 < f < max{trws—l’ Lis=25 o5 Ins 9}’

_ fs(é:) _ us+1(é;).

s! s!

f[tn+s—1a tn+s—2-~-’ tn’ 9]
Vratimo to u (2.8) i dobivamo da je lokalna greska diskretizacije

Tors = Yh T u1(€).

Dakle, lokalna greska diskretizacije je oblika O(h**") iz ¢ega zakljucujemo da je metoda
reda s.

Primjer 2.2.4. Rijesimo diferencijalnu jednadZbu v = t + u — 1, u(0) = 1 na intervalu
[0,2] uz korake h = 0.1 i h = 0.2 koriste¢i AB3 metodu.

Prve dvije aproksimacije izracunat ¢emo koriste¢i RK2 metodu iako smo ih mogli do-
biti 1 koriStenjem RK3 metode. U tablici su prikazani rezultati rjeSavanja diferencijalne
jednadzbe u’ = t + u — 1 koriste¢i Adams-Bashforth-ovu metodu reda 3 pri ¢emu smo prve
dvije aproksimacije dobili koriste¢i RK2 metodu, dok su u tablici 2.2 prikazani rezultati za
h = 0.2. Primjecujemo da za manji korak & dobivamo bolje rezultate.



POGLAVLIJE 2. VISEKORACNE METODE

te U egzaktno | apsolutna greSka | relativna greSka

0.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

0.10 | 1.00500 | 1.00517 1.71 x 107 1.70 x 1074
0.20 | 1.02102 | 1.02140 3.78 x 10~ 3.70 x 1074
0.30 | 1.04939 | 1.04986 471 x 1074 448 x 1074
0.40 | 1.09126 | 1.09182 5.66 x 10~ 5.18x 107
0.50 | 1.14804 | 1.14872 6.80 x 10~ 5.92x 107
0.60 | 1.22131 | 1.22212 8.13x 107 6.65 x 10~
0.70 | 1.31279 | 1.31375 9.66 x 10~ 7.35x 107
0.80 | 1.42440 | 1.42554 1.14x 1073 8.02x 107
0.90 | 1.55826 | 1.55960 1.35x 1073 8.63x 107

33

Tablica 2.1: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe v’ = ¢+ u — 1 koriste¢i Adams-Bashforth-

ovu metodureda3uz h =0.1

I Uy egzaktno | apsolutna greska | relativna greSka
0.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00
0.20 | 1.02000 | 1.02140 1.40 x 1073 1.37 x 1073
0.40 | 1.08840 | 1.09182 3.42x 1073 3.14x 1073
0.60 | 1.21695 | 1.22212 5.17 x 1073 423 %1073
0.80 | 1.41821 | 1.42554 7.33x 1073 5.14 x 1073
1.00 | 1.70804 | 1.71828 1.02 x 1072 5.96 x 1073
1.20 | 2.10601 | 2.12012 1.41 x 1072 6.65 x 1073
1.40 | 2.63602 | 2.65520 1.92 x 1072 7.22x 1073
1.60 | 3.32723 | 3.35303 2.58 x 1072 7.70 x 1073
1.80 | 4.21523 | 4.24965 3.44 x 1072 8.10x 1073

Tablica 2.2: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe v’ = ¢+ u — 1 koriste¢i Adams-Bashforth-

ovu metodureda3uz h =0.2

Na sljede¢im grafovima (Slika prikazane su usporedbe rjesavanja diferencijalne
jednadzbe ' = t + u — 1 koriste¢i Adams-Bashforth-ovu metodu reda 3 uz 7 = 0.2 1

h = 0.1. Iz grafova se jasno vidi da je metoda to¢nija ukoliko imamo manji korak .

Primjer 2.2.5. Rijesimo diferencijalnu jednadZbu v = t + u — 1, u(0) = 1 na intervalu
[0, 2] uz korak h = 0.2 koristeci Adams-Bashforth-ovu metodu reda 4.



POGLAVLIJE 2. VISEKORACNE METODE 34
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Slika 2.1: Usporedba rjeSenjazah = 0.21h = 0.1

U tablici su prikazani rezultati rjeSavanja diferencijalne jednadzbe v’ = ¢t +u — 1
koriste¢i Adams-Bashforth-ovu metodu reda 4 pri ¢emu smo prve tri aproksimacije dobili
koriste¢i RK4 metodu.

te U egzaktno | apsolutna greSka | relativna greSka

0.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00

0.20 | 1.02140 | 1.02140 2.76 x 107° 2.70 x 107°
0.40 | 1.09182 | 1.09182 6.74 x 107 6.17 x 107
0.60 | 1.22211 | 1.22212 1.23x 1073 1.01 x 1073
0.80 | 1.42536 | 1.42554 1.81x 1074 1.27 x 1074
1.00 | 1.71782 | 1.71828 4.62x 1074 2.69 x 107
1.20 | 2.11928 | 2.12012 8.36 x 107* 3.94x 107
1.40 | 2.65385 | 2.65520 1.35x 1073 5.08 x 107
1.60 | 3.35098 | 3.35303 2.05x 1073 6.12x 107
1.80 | 4.24664 | 4.24965 3.00 x 1073 7.07 x 1074

Tablica 2.3: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u’ = ¢+ u — 1 koriste¢i Adams-Bashforth-
ovu metodu reda 4 uz h = 0.2

2.3 Opca Adams-Moulton metoda

Analogno kao i za Adams-Bashforth-ovu metodu mozemo izvesti formulu s-koraéne Adams-
Moulton-ove metode, kao i lokalnu gresku diskretizacije.

Definicija 2.3.1. Za svaki s > 0, s -koracna Adams-Moulton-ova metoda dana je formu-
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lom:
s - S0 _r
Upis — Upis1 = hZ )’,-*Vlfnﬂ, 71* = (_1)lf ( i )dT
i=0 -1

iredaje s+ 1. Zai > 1, koeficijenti y; zadovoljavaju rekurziju

*

Yo Yool |
+.+—+vy =0.
n+1 2 Yn

Lokalna greska diskretizacije s-koracne Adams-Moulton-ove metode iznosi:

s+2 2
Thts = 7:+1hﬁ— u'" (f)

2.4 BDF metode

BDF metode takoder dobivamo interpolacijom polinomom, ali za razliku od Adamsovih
metoda ovdje interpoliramo u u to¢kama (¢,, U),), ..., (t,+5, U,+s). Interpolacijski polinom je

dan s
S ; —T ;
q(t) = ;(—n ( l. )v s

Buduc¢i da mijenjamo u s interpolacijskim polinomom Zelimo da vrijedi da je

q(tnss) = fusss
pa imamo:

Zsl 5iViun+S = hfuss,
i=0

.d [—
5 = (—1);( Z.T)

Direktnim racunom dobivamo da je

pri cemu je

=0

60:0, 5,':

1
—_,i: 1,2,....
l

ZakljuCujemo da je za Vs < 1, s-koracna BDF metoda reda s 1 dana je formulom

s 1 .
2 7Vt = M. (2.9)

i=0
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BDF metoda se zbog svojih dobrih svojstava stabilnosti uvelike koristi za rjeSavanje krutih
jednadzbi(sustava). O krutim jednadZbama rec¢i cemo neSto kasnije u radu. Raspisivanjem
razlika unazad u izrazu (2.9) dobivamo ekvivalentnu formulu za BDF metodu:

s
§ QjUp,s = hfn+s-
J=0

U sljedecoj tablici preuzetoj iz [7]] izraCunati su koeficijenti za s < 6.

S g Qs Qy ) a @ «ay Py red greska

1

1 R U D
-4 1 2 =2

2 1 3 3 3 2 9
—18 9 -2 6 =3

3 1 11 11 11 11 3 22
—48 36 -16 3 12 —12

4 1 25 25 25 25 25 4 125
5 | 3000 300 200 75 -2 60 5 =10
137 137 137 137 137 137 137

6 1 30 40 40 25 12 10 60 g =20
147 147 147 147 147 147 147 147

Tablica 2.4: Koeficijenti BDF metode
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2.5 Stabilnost i konvergencija viSekora¢nih metoda

Najprije izraCunajmo lokalnu gresku diskretizacije viSekoracne metode. Koriste¢i razvoj u
Taylorov red oko tocke (,) imamo:

T= Z Cl’jl/t(tm_j) —h Zﬁju/(tj+n) = a’Ou(ln) + [M(tn) + hu,(ln) + %hzu”(ln) t ]+

=0 =0
1
+ anlu(t,) + 2hu’(tn) + 54}12”"(1‘”) +oe ]+
1
+ a[u(t,) + shu'(t,) + Eszhzu”(;n) o]
1
= h[Botd () + B (1) + bt (1) + S 0,) + -1+ -
= Cou(ty) + Chu' (t,) + Cob*u’’ (1) + C3lPu”” (t,) + -+ -,
(2.10)
gdje su :
Co =qyta+-Fag
Cr=(a+2 + -+ 5a;) = Bo+ i+ + )
1
C, = 5((1’1 +4(1’2+"'+S20’s)—(ﬁl +2ﬁ2+"'sﬁs)
(2.11)
Sk s de—1
J J
Ce=) o= ) ———=pj
k! L4 (k= 1)!

Definicija 2.5.1. Visekoracna metoda je reda p ako joj je lokalna greska diskretizacije
O(hP*" kada h tezi u 0. Metoda je konzistentna ako ima red p > 1.

Maksimalan red viSekoracne metode je 2s, medutim ne moZemo koristiti metode toli-
kog reda. Dalje u tekstu éemo navesti teorem koji ¢e nam dati odgovor na pitanje zaSto ne
koristimo viSekora¢ne metode maksimalnog reda.

Teorem 2.5.2. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) Visekoracna metoda (2.1)) je reda p;
(ii) Vrijede sljedeci algebarski odnosi:

Ma, =0, (2.12)
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N

> fai—kY jfBi=0, Vk=1,--,p. (2.13)

J=0 Jj=0

(iii) Yt < 0i Yh* < 0, postoji konstanta C takva da za sve funkcije u € CP*!, za lokalnu
greSku diskretizacije vrijedi:

7(t, u, h)| < Ch””max{lu(p”)(k)l, t<k<t+ sh}, Vh < h*.

(iv) Neka su p i o polinomi definirani kao:

p(z) = Z a7, o(2):= Z,szj.
=0 =0
Tada, u okolini tocke 7 = 0,
pe) — zo(e) = O(Z*). (2.14)

Dokaz se moZe pronaci u [1]].

Polinome p i o nazivamo karakteristicnim polinomima visekora¢nih metoda. Polinom
p je stupnja s, a polinom p je takoder stupnja s ako je metoda implicitna, dok je u slucaju
eksplicitne metode stupnja manjeg od s jer nam je u tom slucaju 8, = 0.

Definicija 2.5.3. Visekoracna metoda je O0-stabilna ako su sva rjesenja {U,} rekurzije
P2, = > ajUp; =0 (2.15)
j=0

ogranicena kada n — 0.

MoZemo reci da za svako rjeSenje U, rekurzije postoji konstanta M < 0 takva da je
|U,| < M za svakin < 0.

Postoji jednostavan kriterij kojim moZemo provjeriti O-stabilnost viSekoraéne metode.
On je baziran na karakteristicnom polinomu p 1 navodimo ga u sljedecem teoremu.

Teorem 2.5.4. Visekoracna metoda Jje stabilna ako nultocke z; polinoma p(z) zado-
voljavaju sljedeca dva uvjeta:

1.) Sve nultocke zadovoljavaju |z;| < 1.

2.) Ako je |zj| = 1, tada je z; jednostruka nultocka.
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Dokaz. Za dokaz teorema moramo prvo promotriti sva moguca rjeSenja {U,}, n > 0, rekur-
zije (2.15)). Bududi je svako takvo rjeSenje odredeno poetnim vrijednostima Uy, ..., Us_i,
njihov skup je vektorski prostor dimenzije s. Zbog toga, ako moZemo pronaci s linearno
nezavisnih rjeSenja U,, oni e tvoriti bazu tog vektorskog prostora, i rekurzija ¢e biti sta-
bilna ako i1 samo ako je svako rjeSenje koje Cini bazu ograni¢eno kada n — O.

Ako je z nultocka od p(z), tada je U, = 7" jedno rjeSenje rekurzije, Sto se moze lako
provjeriti (ako je z = 0 definiramo z° = 1). Ako p ima s razli¢itih nultocki, onda one tvore
bazu prostora. Jer je svako rjeSenje oblika U, = z" ograniCeno ako i samo ako |z;| < 1,
teorem je dokazan u slucaju kada imamo sve razlicite nultocke.

Pretpostavimo sada da p(z) ima viSestruku nultoCku z kratnosti m > 2. Tada se lako
moze provjeriti da je svaka od funkcija

Uu,=7", U,=n7", .., U,=n""7"
dodatno rjeSenje rekurzije (2.15)), i da su rjeSenja medusobno linearno nezavisna (za z = 0
zamjenimo n/zZ" s funkcijom koja za n = j poprima vrijednost 1, a inaCe 0). RjeSenja su

ograni¢ena ako i samo ako je |z;| < 1. Time smo dokazali teorem i u opéem slucaju.
]

Primjetimo da je z; = 1 uvijek nultocka, jer da bi metoda bila konzistentna, viSekoracna
metoda mora imati svojstvo da )}, @; = 0. Ako je to jedina nultocka ¢ija je apsolutna vri-

jednost jednaka 1, onda kaZemo da je metoda jako stabilna, dok, ako imamo viSe nultocki
koje imaju apsolutnu vrijednost jednaku 1, kaZzemo da je metoda slabo stabilna.

Teorem 2.5.5. s-koracne Adams-Bashforth-ove i Adams-Moulton-ove metode su stabilne
za sve s > 1. s-koracna BDF metoda je stabilna za 1 < s < 6, ali nestabilna za sve s > 7.

Dokaz teorema moZe se pronaci u [10].

Sljedeci teorem dat ¢e nam odgovor na pitanje zasto ne mozemo koristiti s-kora¢nu
metodu maksimalnog reda 2s.
Teorem 2.5.6. Red metode p stabilne s-koracne metode zadovoljava

s+ 2 ako je s paran,
p<4s+1 akojesneparan,
s ako je metoda eksplicitna.
Definicija 2.5.7. KaZemo da je s-koracna metoda konvergentna ako za sve inicijalne pro-
bleme za koje vrijedi Teorem 1.0.8 vrijedi
li =
hl_r% U, = u(x)

x=a+nh
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za sve x € [ty, T] i niz {u,} generiran metodom s inicijalnim uvjetima u; = u;(h) za koje je
}in&u,-(h) =uy, i=0,..,s—1.

Teorem 2.5.8 (Dahlquistov teorem ekvivalencije). Linearna visekoracna metoda je ko-
nvergentna ako i samo ako je konzistentna i nul-stabilna.

Ovaj teorem osigurava da svaka konzistentna metoda s nestabilnim rjeSenjima mora
biti nekonvergentna. Stabilnost nam osigurava da uvedena greska ne raste dalje, dok kon-
zistentnost kaze da je lokalna greska diskretizacije mala u trenutku kad se uvodi.

Sljedeci korolar nam govori koju jednokoraénu metodu moramo izabrati za odredivanje
pocetnih aproksimacija za koriStenje viSekoracnih metoda. Da postignemo da se globalna
greSka ponaSa kao O(h”), tako se mora ponasati i lokalna pogreska diskretizacije. Iz analize
greske mozZe se pokazati da red jednokoratne metode moze biti za jedan manji od reda
viSekoracne iako se Cesto koristi i isti red metode.

Korolar 2.5.9. [l/1] Neka je s-koracna metoda konzistentna i O-stabilna reda p, te f €
F,(a,b). Tada globalna pogreska zadovoljava

e(x; hy) = O(hy,)
za sve h, = =% &im prave pogreske zadovoljavaju
|U; —u(t)| < ethy), i=0,..,5s—-1,
uz g(hy,) = O(hh) zan — oo.
Za proucavanje ponasanja rjeSenja proizvoljnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pro-
matrat ¢emo aproksimacije rjeSenja modelne jednadzbe
u'(t) = au(t), ae€C. (2.16)

Ako primjenimo viSekora¢nu metodu (2.1)) na jednadzbu dobivamo sljedecu rekur-

zivnu relaciju
N S
Z a’jUn+j - hZﬁjUrHj =0,
Jj=0 J=0
Sto moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku koriste¢i (2.5) kao

|p(2) - ho(2)| U, = 0, (2.17)
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gdje smo definirali
h := ah.

Definirajmo polinom stabilnosti 7;(z) kao

N

7i(2) = p() = hor(2) = ) (o = 7;) 7, (2.18)

/=0

Ciji koeficijenti ovise o h. Tada se rjeSenje rekurzije (2.17) raduna iz nulto¢aka polinoma
7;(2), kao S$to smo racunali kod O-stabilnosti. Analogno moZemo definirati apsolutnu sta-
bilnost.

Definicija 2.5.10. Linearna visekoracna metoda je apsolutno stabilna za odredenu vrijed-
nost h = ah ako su sva rjesenja {U,} rekurzije

13Uy = [p(Z) = ho(Z)| U, = 0

ogranicena kada n — oo.

Kao $to smo i kod O-stabilnosti izrekli jednostavan kriterij kojim moZemo provjeriti
je 1i metoda O-stabilna, to ¢emo napraviti 1 za apsolutnu stabilnost. Sljedeci teorem daje
jednostavan kriterij za provjeru je li viSekoracna metoda apsolutno stabilna.

Teorem 2.5.11. Visekoracna metoda je apsolutno stabilna za odredenu vrijednost h = ah
ako i samo ako sve nultocke polinoma n;(z) zadovoljavaju |z| < 1, i svaka nultocka za koju
je |zl = 1 je jednostruka.

Za neke h linearna visekora¢na metoda ée biti apsolutno stabilna, dok za neke h ée
biti apsolutno nestabilna. Nas zanima za koje sve i ¢e viSekora¢na metoda biti apsolutno
stabilna.

Definicija 2.5.12. Podrudje stabilnosti S visekoracne metode je skup svih h € C za koje je
metoda apsolutno stabilna.

Prema navedenoj definiciji, linearna viSekorana metoda je stabilna ako i samo ako O
pripada njenom podrucju stabilnosti.

Primjer 2.5.13. Odredimo podrudje stabilnosti za Eulerovu metodu ([I.16). Polinomip i o
za Eulerovu metodu su: p(z) = z —1i0(z) = 1, pa je polinom stabilnosti

() =@-1)=h-1=z-(+h).
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Nulto¢ka polinoma je jednaka 1 + h. Iz Teorema 2.3.11. i Definicije 2.3.12. znamo da je
podrudije stabilnosti |1 + h| < 1, t.

S={heC:|1+h <1}

Primjetimo da |1 + h| < 1 moZemo zapisati kao |h — (=1)| < 1, pa je podrucje stabilnosti
krug sa sredistem u -1 i radijusom 1.

Primjer 2.5.14. Podrudje stabilnosti za midpoint metodu pri Cemu sup(z) = 72 — 1
i 0(2) = 2z dobivamo traZeci nultocke polinoma

m(2) = (2 — 1) - 2hz — 1,

a nultocke zadovoljavaju jednadZbu

z—— =2h.
Z

Daljnim racunom, tj. rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo da je podrucje stabil-
nosti modificirane Eulerove metode jednako

S =(-i, i)
Cijeli raCun moZe se pronaci u ([[L1]).

Podrudja stabilnosti za Adams-Bashforth-ove metode reda 1-3, Adams-Moulton-ove
reda 3-6 i BDF metode reda 1-6 mogu se pronaci u ([10]).

Primjer 2.5.15. Koriste¢i apsolutnu stabilnost odredimo koji je dobar h izmedu h = 0.5 i
h = 0.1 za rjeSavanje jednadzbe

u' =—10u, u(0)=1,
Eulerovom metodom. Korak Eulerove metode ima oblik:

U() = Uy
Ujsi = Uj+ h(-10)U; = (1 - 10n)U;
Ujs = (1= 100Uy = (1 — 10h)*!

Da rjesenje bude stabilno, mora vrijediti

1 -10h <1 & |l +h <1
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za h = —10h. Dakle, h mora zadovoljavati

-1<1+h<1
—2<h<0
-2<-10h <0

éShSO «— 02<h<0,

dakle, za korak h = 0.1 zadovoljava gornju nejednakost, dok h = 0.5 ne zadovoljava.

2.6 Prediktor-korektor metode

Pretpostavimo da trebamo rijesiti inicijalni problem (I)),(2) koriste¢i implicitnu linearnu
viSekorac¢nu metodu. Tada u svakom koraku za U,,, moramo rijeSiti implicitni sustav

s—1 s—1
Un+s + Z a’j Un+j = hﬁsf(tnhw Un+s) + h ZﬁjﬁHj-
j=0 j=0

Trazimo fiksnu tocku iteracije
s—1 s—1
1
UNS + > @Unes = BBy f(turss UNL) + 1 D Bifuss
j=0 j=0

koja ¢e uz dovoljno mali h i uz uvjet da je f Lipschitz-ova po drugoj varijabli konver-
girati prema jedinstvenom rjeSenju pod uvjetom da &

< G-

Tako éemo imati konvergenciju za proizvoljni U, svaki korak iteracije zahtijeva pro-
cjenu funkcije f te se broj iteracija moZe skratiti za dovoljno dobru pocetnu iteraciju
UY . Moze se pokazati da uz dovoljno dobru po&etnu iteraciju dobivenu eksplicitnom
viSekoratnom metodom potreban je jako malo broj iteracija za dobro rjeSenje. Eksplicitna
metoda koju koristimo za pocetnu aproksimaciju nazivamo prediktor, dok implicitnu me-
todu kojom rjeSavamo problem nazivamo korektor. Ovakvu metodu za rjeSavanje inicijal-
nog problema nazivamo prediktor-korektor metoda.

Ideja iza prediktor-korektor metode je da se koristi odgovaraju¢a kombinacija ekspli-

citnih 1 implicitnih metoda s boljim karakteristikama konvergencije.
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Promatrat ¢emo metode oblika [T}

Usix = Upy+h )" Bif(tij, Ui (prediktor)
=0

U =U_,+h Z arf(tivi-k> Uivi-r) (korektor)
k=0

U =Ui_,+h Z @ f(tiv1-k Uis1) + aohf (241, Uis1%)  (prediktor — korektor),
k=1

zai > max{m,q} = a,tei > max{n — 1, p} =: b, s = max{a, b}.

Primjer 2.6.1. Izracunajmo lokalnu pogresku diskretizacije za prediktor-korektor metodu.
Lokalna pogreska diskretizacije za prediktor:

m
Uip] = Uig+h Zﬂjf(ti—ja ui-j) + hoy,

J=0

Lokalna pogreska diskretizacije za korektor:

n
Uip) = Uip + D Z A f i1k Uip1-1) + o
k=0

Lokalna pogreSka diskretizacije za prediktor-korektor:

n
Uip1 = Uip + D Z O f (tip1-ks Wis1—) + hao f(tivr, U, ) + hTi,
k=1

*

pricemuje u; , = u;_g+h 3", Bf(tijs wi-j), a iy lokalna greska diskretizacije prediktor-
korektor metode. Iz greske diskretizacije za prediktor slijedi da je

Lll'_,.] - I/t;:_l = ho-;:_l- (2.19)

Oduzimanjem greske diskretizacije prediktor-korektor metode od greske diskretizacije ko-
rektor metode dobivamo

Tit1 = Oyl + aO(f(tHl, Uip1) — f(tis1, Lt:;l)),
i pretpostavimo da je f Lipschitzova dobivamo:

of (&)
ou

!Teorija o prediktor-korektor metodama je preuzeta iz ([11]])

. 0f(©)
i+1 814 ’

%
Tit1 = Oyl T Qo (Uix1 — u;,) = O + aoho
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time smo lokalnu gresku diskretizacije prediktor-korektor metode izrazili preko gresaka
eksplicitne i implicitne metode. Ako pretpostavimo da o1 = O(KX) i da je barem Ol
O(h*Y), iz gornjeg racuna vidimo da ée lokalna greska diskretizacije biti reda O(h*), &ime

smo pokazali da red prediktora moZe biti za red manji od reda korektora.

Primjer 2.6.2. Rijesimo diferencijalnu jednadZbu v = t + u — 1, u(0) = 1 na intervalu
[0,2] uz h = 0.2 koristeci prediktor -korektor metodu (AB3 i AM3).

U tablici [2.5] su prikazani rezultati rjeSavanja diferencijalne jednadzbe v’ = 1+ u — 1
koristeci prediktor -korektor metodu pri ¢emu je koriStena AB3 metoda kao prediktor i
AM3 metoda kao korektor.

I Uk egzaktno | apsolutna greska | relativna greSka
0.00 | 1.00000 | 1.00000 0.00 0.00
0.20 | 1.02140 | 1.02140 2.76 x 107° 2.70 x 107
0.40 | 1.09182 | 1.09182 6.74 x 107° 6.17x 107
0.60 | 1.22206 | 1.22212 5.65x 107 4.63x 107
0.80 | 1.42541 | 1.42554 1.30 x 1074 9.11 x 1073
1.00 | 1.71805 | 1.71828 2.32%x107* 1.35x 107
1.20 | 2.11974 | 2.12012 3.74x 1074 1.76 x 107
1.40 | 2.65463 | 2.65520 5.67x 1074 2.14x 1074
1.60 | 3.35221 | 3.35303 827 x107* 247 x 1074
1.80 | 4.24847 | 4.24965 1.17 x 1073 276 x 1074

Tablica 2.5: RjeSavanje diferencijalne jednadzbe u’ = ¢+ u — 1 koristeéi prediktor -korektor
metodu uz h = 0.2

Ocjena greske prediktor-korektor metode, kao i raunanje podrucja stabilnosti moZe se
pronaci u ([[L1]).

2.7 Krute jednadzbe

Kada smo pric¢ali o BDF metodi spomenuli smo da se zbog svojih dobrih svojstava stabil-
nosti uvelike koristi za rjeSavanje krutih jednadzbi. Za krute jednadZbe ne postoji tocna
definicija ve¢ govorimo o svojstvima takvih jednadzbi koja se najces¢e spominju, a to su
[1O]:

1. Stabilnost ima veci utjecaj na veli¢inu koraka /4 nego to€nost.
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2. Eksplicitne metode ne funkcioniraju na takvim jednadZbama.
3. Problem se sastoji od razli¢itih vremenskih skala.

Rjesavanje takvih jednadzbi je puno efikasnije koriStenjem implicitnih metoda jer eks-
plicitne metode uglavnom imaju mala podrucja stabilnosti. Kod krutih jednadzbi trazeno
rjeSenje tj. aproksimacija se sporo mijenja i nece biti stabilna, tj., ako postoje rjeSenja u
blizini, aproksimacija ¢e se dramati¢no promijeniti. Zbog toga trebamo uzeti jako male
korake / kako bismo postigli razumne rezultate. Primjenu krutih jednadzbi (ili sustava)
najcesce sreCemo u znanosti gdje trebamo modelirati fizicke pojave s vrlo razli¢itim ska-
larnim ljestvama. Za efikasno rjeSavanje potrebne su nam metode koje imaju veliko po-
drucje stabilnosti. Kao §to smo rekli u Primjeru 1.1.1. za metode su problemati¢na rjeSenja
koja jako brzo eksponencijalno trnu i ako ih Zelimo dobro racunati potrebno je s negativne
strane x-osi ograniCavati veli¢ine koraka.

Definicija 2.7.1. Linearna visekoracna metoda je A-stabilna ako podrucje stabilnosti sadrZi
cijelu lijevu poluravninu Reh < 0. Ona je A(«)-stabilna za a € <0, §> ako podrucje sta-

bilnosti sadrZi beskonacni sektor largh — n| < a. Ona je A(0)-stabilna ako je A(a)-stabilna
za za neki a > 0.

A-stabilne metode ¢e dobro raditi na gotovo svim krutim problemima. Sljedeci teorem
nam daje odgovor na pitanje zasto su BDF metode toliko koriste pri rjeSavanju krutih sus-
tava.

Teorem 2.7.2 (Druga Dahlquistova barijera). Red tocnosti implicitne A-stabilne visekoracne
metode zadovoljava p < 2. Eksplicitna metoda ne moZe biti A-stabilna.

Spomenimo jo$ samo da su BDF metode A(0)-stabilne za p < 6.

Primjer 2.7.3. Primjer A-stabilne metode je trapezna metoda definirana kao

h
Un+1 = Un + E(f(tna Un) + f(ln+1a Un+1))-

Njeno podrucje stabilnosti je S = (—i, i).
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Sazetak

U ovom radu proucavali smo jednokoracne i viSekoracne metode za rjeSavanje inicijalnog
problema za obi¢ne diferencijalne jednadzbe. Ovakve metode su u 20. stoljecu jako napre-
dovale u numerickoj analizi posebno zbog kompjuterizacije i potrebe za matemati¢kim mo-
deliranjem efektivnih numerickih algoritama. Definirali smo jednokoracne metode i ana-
lizirali konvergenciju tih metoda uz pomo¢ konzistencije i stabilnosti. Od jednokora¢nih
metoda spomenuli smo Eulerovu metodu, poboljSanu Eulerovu, midpoint te Runge-Kutta
metode. Za svaku metodu na konkretnom primjeru ra¢unali smo aproksimacije te greSke
metoda, te smo na kraju dali usporedbu greSaka tih metoda. Za viSekoratne metode dana
je definicija te je analizirana stabilnost 1 konvergencija. Od viSekora¢nih metoda spome-
nuli smo Adamsove, BDF metode, prediktor-korektor metode i krute sustave. Za Adams-
Bashforth-ove i prediktor-korektor metode na konkretnom primjeru racunali smo aproksi-
macije te greSke metoda.



Summary

In this paper we are examining one-step and multistep numerical methods for solving initial
value problem for ordinary differential equations. These methods made enormous progress
during the 20th century in numerical analysis especially because of electronic computers
and the needs in mathematical modelling of efficient numerical algorithms. We defined
one-step methods and analyzed the convergence of these methods with the help of con-
sistency and stability. As part of one-step methods, we mentioned the Euler method, the
improved Euler method, the midpoint, and Runge-Kutta methods. For each method on a
specific example, we calculated the approximations and errors of the methods, and finally
gave a comparison of the errors of these methods. As part of multi-step methods, a defi-
nition is given and stability and convergence are analyzed. Of the multi-step methods, we
mentioned Adams, BDF methods, predictor-corrector methods, and stiff systems. For the
Adams-Bashforth and predictor-corrector methods, we calculated approximations of this
method error on a concrete example.
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