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Uvod

Sparivanje je vaZzna metoda u suvremenoj teoriji vjerojatnosti s mnogobrojnim primje-
nama. Temelji se na usporedbi slucajnih elemenata konstruiranjem njihovih kopija na
zajedniCkom vjerojatnosnom prostoru. Koristi se za aproksimaciju razdioba, dobivanje
nejednakosti, dokazivanje asimptotskih rezultata i egzaktno uzorkovanje.

Rad se sastoji od Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju dajemo osnovne definicije spari-
vanja te navodimo nekoliko primjera i nacina konstruiranja. Definiramo udaljenost totalne
varijacije i pokazujemo osnovne nejednakosti u sparivanju. Takoder, pokazujemo da pos-
toji sparivanje za koje se postize jednakost u osnovnoj nejednakosti u sparivanju - mak-
simalno sparivanje. U nastavku proucavamo odnos sparivanja i konvergencije slucajnih
varijabli.

U drugom poglavlju koristimo metodu sparivanja za Poissonovu aproksimaciju. Poka-
zujemo asimptotski rezultat za sumu nezavisnih Bernoullijevih slu€ajnih varijabli. Stein-
Cheinovom metodom proSirujemo rezultate na varijable koje nisu nuZno nezavisne.

U treem poglavlju primjenjujemo metodu sparivanja na slucajne procese. Klasi¢énim
sparivanjem pokazujemo teorem o grani¢noj distribuciji Markovljevih lanaca. Uvodimo
Ornsteinovo sparivanje za slucajne Setnje. Takoder, jo§ jednom modifikacijom dobivamo
epsilon-sparivanje slucajnih Setnji s pogodnim svojstvom koraka. Ovo sparivanje koristimo
za dokaz klasi¢nog rezultata teorije obnavljanja - Blackwellovog teorema obnavljanja.

U Cetvrtom poglavlju opisujemo korisnu metodu za egzaktnu simulaciju distribucija
na kona¢nim skupovima. Distribucija je zadana kao stacionarna distribucija ireducibilnih
1 aperiodi¢nih Markovljevih lanaca. Metoda se bazira na sparivanju Markovljevih lanaca
iz proSlosti pa se naziva sparivanje iz proSlosti. Opisujemo i implementiramo metodu na
Isingovom modelu iz fizike koji se primjenjuje i u analizi slika.



Poglavlje 1

Osnovna teorija o sparivanju

U ovom ¢emo poglavlju definirati osnovne pojmove vezane uz sparivanje, pokazati os-
novne teoretske rezultate i pogledati neke primjere sparivanja.

1.1 Definicija sparivanja

Definicija 1.1.1. Sparivanje vjerojatnosnih mjera P i P’ na izmjerivom prostoru (E, &) je
vjerojatnosna mjera ® na produktnom izmjerivom prostoru (ExE, & ® &) takva da za svaki
A € Evrijedi

P(A) =PAXE) i P (A)=P(ExA). (1.1)

Dakle, P i P’ su marginalne distribucije od P.
Definirat ¢emo sparivanje i na sljedeCem poopcenju slu€ajnih varijabli.

Definicija 1.1.2. Slucajni element na izmjerivom prostoru (E, ) definiran na vjerojatnos-
nom prostoru (Q, F,P) je (F, E)-izmjerivo preslikavanje X. Odnosno,

XA eF, zasvakiAe€&.

Definicija 1.1.3. Neka su X i X’ sluc¢ajni elementi na vjerojatnosnim prostorima (Q, ¥, P),
odnosno (', F',P’) s vrijednostima u (E, ). Sparivanje slucajnih elemenata X i X je
slucajni element (X X’) na vjerojatosnom prostoru (Q, ¥, P) s vrijednostima u prostoru
(EXE,&E ® E) cije marginalne distribucije imaju iste distribucije kao X i X'. Odnosno, za
sve A € & vrijedi

@(XeA):P(XeA) i fP(f('eA):P’(X’eA).

Pisemo X 2XiX 2x.
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U definiciji [1.1.3 moZemo primijetiti da slucajni elementi X 1 X" mogu biti definirani
na razli¢itim vjerojatnosnim prostorima, dok su elementi X i X’ definirani na istom vje-
rojatnosnom prostoru. Dakle, sparivanje dva sluCajna elementa je ureden par na istom
vjerojatnosnom prostoru ¢ije su marginalne distribucije jednake distribucijama originalnih
elemenata. Odnos izmedu definicija sparivanja dan je u sljede€oj napomeni.

Napomena 1.1.4. Neka je (X, X’) sparivanje slucajnih elemenata X i X'. Tada je zakon
razdiobe od (X, X’) sparivanje zakona razdioba slucajnih elemenata X i X' u smislu defi-
nicije[I.1.1] Zaista, za A € & vrijedi

Py(A)=P(XecA)=P(XeA)=P((X.X)cAxE)= B(g.0)(AXE), (1.2)
gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili jednaku distribuiranost varijabli X i X. Analogno
se pokaZe i druga jednakost u ({1.1)).

Mozemo analogno definirati sparivanje proizvoljne familije slucajnih elemenata.

Definicija 1.1.5. Neka je za svaki i iz skupa indeksa 1, X; slucajni element na (E;, &;)
definiran na (Q;, F;, P;). Familija slucajnih elemenata (X,- RS ]I) definiranih na istom vje-

rojatnosnom prostoru Q, F.,P) je sparivanje ako je X; 2 Xi, za svaki i € 1.
Napomena 1.1.6. Za sparivanje ()A( , )A(’) slucajnih varijabli X i X’ vrijedi sljedece:
X, X' su nezavisne < P(f(,f(') =Py x Py = @(X,X') = Py X Py,
gdje je Px X Px» produktna mjera. Takoder, neka je A = {(x, x) : x € E} tada je
X=X Pgs =P(R=X)=1= Py A =1

U sljedecoj napomeni raspisujemo slucaj nezavisnog sparivanja. Pronaci ¢emo vjero-
jatnosni prostor na kojem mozemo definirati nezavisno sparivanje.

Napomena 1.1.7. Neka su dane slucajne varijable X na (Q,F,P)i X' na (', F',?"). Tada
postoji vjerojatnosni prostor (Q, F.P) = QX Y, FOF ,PXP)na kojem definiramo
slucajne varijable

X:=Xom i X :=X on,,

gdjesum;: QX Q' — Qin: QXQ — Q projekcije, odnosno m(x,y) = x i m(x,y) = y.
Primijetimo da su X i X' zaista slucajne varijable jer su projekcije izmjerive. Tada je

PR <x)=P(w0)eQxQ: Rw o) < x)
=PlweQ: X(w) <y} xQ)=P(X <x),
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gdje smo u drugoj jednakosti koristili X = X o my, a u zadnjoj &injenicu da je P produkt
mjera P i P'. Dakle, X 2x Analogno dobivamo i X’ 2x pa zakljucujemo da je ()A(, )A(’)
sparivanje slucajnih varijabli. Takoder, koristeci iste argumente, za A, B € & vrijedi

P(ReA X eB)=P(XcA X €B)=P(XcA) PX €B).
Koriste¢i napomenu zakljucujemo da je sparivanje nezavisno, odnosno X i X' su
nezavisne slucajne varijable.

Slucajne varijable su Cesto zadane svojim funkcijama distribucija pri ¢emu ne znamo
vjerojatnosne prostore na kojima su definirane. Sli¢no, kada radimo sparivanje slucajnih
varijabli ¢esto ne obraCamo paznju na vjerojatnosni prostor na kojem je definirano nji-
hovo sparivanje. Bitno je samo da znamo da takav vjerojatnosni prostor postoji kao §to je
opisano u napomeni za nezavisno sparivanje.

U nastavku donosimo nekoliko primjera sparivanja.

Primjer 1.1.8. Neka su zadane diskretne slucajne varijable

X~(? }) i X’~(?
2 2 3

Tada je slucajan vektor (X , )A(’) zadan sa

Wi DN
SN —

(ST

X}
. 0 1 2
X

0 X X I x —x 1
1 2 2 1 2 2
1 1 1 1
1 §—x1 §—X2 —€+X1+X2 3

1 1 1

3 3 3

dobro definirano sparivanje za sve parametre X1, x, iz skupa

{(xl,xg)eRZ:Ole,xgs Sx1+sz%}.

11
3' 6
Naime, za takve su parametre sve vrijednosti u tablici nenegativne, a marginalne distri-
bucije su jednake originalnim distribucijama od X i X'. Primijetimo da za parametre
X] =X3 = é dobivamo nezavisno sparivanje.

Primjer 1.1.9. Neka su X ~ Exp (2) i X’ ~ Exp (1). Navodimo nekoliko primjera spariva-
nja.
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Trivijalno nezavisno sparivanje zadano je funkcijom gustoce
flx,y) = 27 Tig,00p2 (X, ).

Za drugi primjer dovoljno je primijetiti da je 2X 2 X ~ Exp (1), sto lagano slijedi
iz racuna za funkciju distribucije ili pomocu karakteristicnih funkcija. Tada je (X, X’) =
(X, 2X) sparivanje slucajnih varijabli. Primijetimo da ovaj slucajni vektor nema funkciju
gustoce. Kad bi ju imao, za B = {(x,2x) : x > 0} bi bilo IAP(XX,)(B) = 1, a Lebesgueova
mjera danog skupa jednaka je 0, A*(B) = 0. Dakle, zakon razdiobe slucajnog vektora
nije apsolutno neprekidna mjera u odnosu na Lebesgueovu mjeru Sto je kontradikcija s
postojanjem funkcije gustoce.

Za tre¢i primjer neka je (Uy, U,) slucajni vektor s funkcijom gustoce

2, (u,v) €[0,0.5]*U[0.5,1]%,

0, inace.

ﬂmw={
Lagano se pokaZe da su marginalne distribucije ovog slucajnog vektora uniformne. Na

primjer, za U| racunamo

o 2dv=1, 0<u<05,
fyl(u):ff(u,v)dv: fs2dv=1, 05<u<l,

0, inace.

Definiramo

. 1
X :=F;'(U)) = —Eln(l - U)~ExpQ2) i
X' = Fy/(Us) = —=In(1 = Uy) ~ Exp (1),

gdje smo izracunali inverz funkcije distribucije eksponencijalne slucajne varijable. Tada je
(X, X’) jos§ jedno sparivanje slucajnih varijabli. Prema teoremu o funkciji gustoce funkcije
slucajnih vektora dobivamo da je pripadna gustoca sparivanja jednaka

—2u-v In2 n2 - -
f(&)?/)(x,y):{ze . () €[0.122] x [0,1n2] U [12, 00) x [In2, o),

Iz prethodnih je primjera o€ito da sparivanje nije jedinstveno.

, inace.

Lema 1.1.10. Neka je F funkcija distribucije neke slucajne varijable, odnosno neka je F
neopadajuca, neprekidna zdesna te F(—o0) = 0 i F(co0) = 1. Definiramo generalizirani
inverz sa

F () :=inf{xeR: F(x)>u}.

Tada za U ~ U(0, 1) slucajna varijabla F~(U) ima funkciju distribucije F.
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Dokaz. Oznaimo A, := {x € R: F(x) > u}. Pokazimo prvo u < F (F“(u)), za sve u €
[0, 1]. Po definiciji infimuma za svaki € > 0 postoji x € A, takav da je x < F~(u) + €. Tada
je za svaki € > 0

u<F(x)<F(F"(u)+e),

gdje prva nejednakost slijedi zbog x € A,, a druga jer je F neopadajuca. Koristeéi nepre-
kidnost zdesna funkcije F dobivamo u < F (F(u)). Zato je

[Fo) <2} = {F(F-()) < F)} c {U < F)l. (1.3)

Zatim, zbog A, 2 A, zau < v, F~ je neopadajuca pa i izmjeriva. Zbog x € Ay, za sve
x € Rvrijedi F~ (F(x)) < x. Zato dobivamo i obratnu nejednakost, odnosno

(U< Fol = {FU) < F~ (Fx) } c{F(U) < ). (1.4)
Konac¢no, dobivamo
P(F(U) < x) = P(U < F(x)) = F(x),

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili (I.3)) i (I.4) da dobijemo jednakost. m|

Pomocu prethodne leme mozemo pronaci sparivanje slucajne varijable X. Takvo spari-
vanje nazivamo kvantilnim sparivanjem. U sljedecoj ¢emo lemi pokazati svojstva genera-
liziranog inverza koje ¢emo kasnije koristiti.

Lema 1.1.11. Uz pretpostavke iz leme[l.1.10/za sve x € Riu € [0, 1] vrijedi
(i) FT(u) < x <= F(x) > u,
(ii)) F(F"(u)-) <u < F(F~(u),
(iii) Ako je F neprekidna u tocki u i F(x—) < u < F(x), tada je F~(u) = x,
gdje smo sa f(x—) oznacili limes slijeva funkcije f u tocki x.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz nejednakosti u < F (F~(u)) 1 F~ (F(x)) < x dobivenih u
dokazu leme|1.1.10]1 Cinjenice da su funkcije F 1 I neopadajuce.
Druga nejednakost je ve¢ dokazana. Za prvu nejednakost pretpostavimo suprotno,
odnosno neka je
lim F(y) > u.
y/F=(u) 0) > u

Tada postoji y < F~(u) takav da je F(y) > u. Jer je funkcija FF~ neopadajuca slijedi

y2F7(F() = F~(w
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Sto je kontradikcija say < F~(u).

[(iii)] Pretpostavljeno je u < F(x) pa zbog tvrdnje [(i)|slijedi F () < x. Pokazimo drugu
nejednakost. Neka je y < x i (u,) nerastuéi niz s limesom u, tj. u, \, u. Zbog pretpostavke
da je lim, », F(y) < u slijedi F(y) < u < u,. Po obratu po kontrapoziciji tvrdnje (i) slijedi
F(u,) > y. Zbog pretpostavljene neprekidnosti funkcije F u tocki u, puStanjem limesa
n — oo slijedi F~(u) > y. PuStanjem limesa y ,” x dobivamo drugu nejednakost. Dakle,
F~(u) = x. |
Primjer 1.1.12. Neka je {x} = x — | x] decimalni dio broja x € R. Za slucajnu varijablu
X dobro je definirano sparivanje sa X = Fx6~({a + bU}), gdje je a € R,b € {—1,1} i
U ~ U(0, 1). Dovoljno je pokazati da je {a+bU} ~ U(0, 1) pa ée zbog leme|[l.1.10 slijediti
X2X zab=1 vrijedi

lal, {a}+U < 1,

La+UJ=LLaJ+{“}+UJ:{LaJ+1, {a}+U > 1,

sto povlaci
U, U<l,
(a+U) = {a} + {fa}+ U <
{fa}+U-1, {a}+U=>1.
Sada za x € [0, 1] vrijedi

Pla+U}<x)=P{a}+ U <x,U<1-{a)+P{a}+U-1<x,{a}+U=1)
=PWU<x—{a)+P(1-{a}<U<1-{a}+x)
Il -{at+x—-1+{a} =x, x<{a},
_{x—{a}+1—1+{a}:x, x> {a},

Sto pokazuje tvrdnju. Tvrdnja za b = —1 slijedi iz pokazanog jer jea—U = (a—1)+(1-U),
gdjejel —U ~ U(0,1).

Prethodni primjer pokazuje nain na koji moZemo definirati netrivijalna sparivanja
sluc¢ajne varijable X.

1.2 Vjerojatnosne nejednakosti

Prisjetimo se da je slucajna varijabla X stohasticki veca, odnosno stohasticki manja od
slucajne varijable Y ako za svaki x € R, Fy(x) < Fy(x), odnosno Fx(x) > Fy(x). PiSemo

D D
X > Y, odnosno X < Y. Ako je X stohasticki manja od Y jo§ kazemo da je stohasticki
dominirana.
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Neka su X 1 Y slucajne varijable takve da je X < Y P-g.s. Tada je P(Y < x) < P(X < x)

D
paje X < Y. Obrat ocito ne vrijedi. Na primjer ako su X, Y ~ B(l, %) nezavisne, tada je

D
Fx =Fypaje X <Y, aiPX<Y)=1-PX =1,Y =0) = 1—% < 1. Uz pomo¢
sparivanja pretvorit ¢emo stohasticku nejednakost u nejednakost po tockama s kojom je

lakSe raditi.

Propozicija 1.2.1. Neka su X i X’ slucajne varijable. Tada je ekvivalentno:
D
(i) X <X,
(ii) postoji sparivanje (X, X’) takvo da je X < X' P-g.s.,
(iii) za svaku izmjerivu, omedenu i neopadajucu funkciju f je E(f(X)) < E(f(X")).

l?okaz. = Uz pomo¢ leme dobro je definirano sparivanje sa X = Fy(U)i
X' = FL,(U). Po pretpostavci je Fy > Fx/, pa zbog {x : Fy(x) > u} C {x : Fx(x) > u}
slijedi F (1) < Fg,(u). Dakle, X = Fi (U) < F(U) = X’ P-g.s.

[GD)] = Zbog pretpostavke, za sve izmjerive, ograni¢ene 1 neopadajuce funkcije
viijedi £(X) < f(X") B-g.s. paje B(f(X)) = B(F (X)) < BUF (X)) = B(F(X).

= [(1)| Iz pretpostavke slijedi Fx(x) = Fg(x) > Fg.(x) = Fy (x).

=|[0)]Za x > 01 f = 1}, ) ograni¢enu i neopadajucu dobivamo P (X > x) <
P’ (X’ > x) iz Cega slijedi tvrdnja. O

1.3 Nejednakosti u sparivanju

Definicija 1.3.1. Za dane vjerojatnosne mjere P i P’ na (E, &) definiramo udaljenost totalne
varijacije kao
P =P, =2 sup [P(A) - P’(A)]. (1.5)
Ae

Propozicija 1.3.2. Za vjerojatnosne mjere P i P’ koncentrirane na N, udaljenost totalne
varijacije je jednaka

(o) (o)

1P =PIl = > 1Pk — P/t = 2= 2 > B({k}) A P({k}), (1.6)

k=0 k=0

Za vjerojatnosne mjere P i P" apsolutno neprekidne u odnosu na A s Radon-Nykonymovim
derivacijama f, odnosno f’ udaljenost totalne varijacije je jednaka

IIP—P’HW:fIf—f’I cu=2—2ffAf'cu. (1.7)
E
E
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Dokaz. Prvo pokazujemo diskretni slucaj. Neka je B := {k € N, : P(k) > P’(k)}. Tada je

sup [P(A)-P'(4)] = sup [(PANB) -P(ANB)) +(PANB)-P(ANBE)|

AeBR) AeBR)

< sup [P(ANB)-F(ANB)| <P(B)-F(B).
AeB(R)
(1.8)

gdje smo u prvoj nejednakosti u drugom retku iskoristili ¢injenicu da je P({k}) —P’({k}) < O,
za sve k € AN B, au drugoj nejednakosti ¢injenicu da je P({k}) —P'({k}) > 0, za sve k € B.
Jednakost se ocito postize za A = B. Zato dobivamo

[P =PI, = 2(P(B) — P'(B)) = P(B) - P'(B) + P'(B°) — P(B)

= > POk — P'(tkh) + D P((kD) — P((kD) = ) [Pk} = P'({kD)
k=0

keB keB¢

Sli¢no se dokazuje i slucaj apsolutno neprekidnih distribucija. Definiramo skup B :=
{xeR: f(x) 2 f'(x)}. Tada ponovno vrijedi nejednakost (I.8) jer je f(x) — f'(x) < 0
zax € AN B°i f(x)— f'(x) > 0za x € AN B. Jednakost se postiZe za A = B pa dobivamo

[P~ P, = 2(B(B) ~ F(B) = B(B) - B'(B) + F'(B) ~ F(B)
- [vw-rwyars [ (o= ai= [ 17w - o
7a druge jednakosti primijetimo da za sve a, @’ € R vrijedi
la—d|=a+ad -2and.

U neprekidnom slucaju dobivamo

PPl = [1r-r1da= [ rare [ ra-2 [ gapar
:2—2L(f/\f’)d/1. -

Sparivanje je korisno u traZenju gornje ograde udaljenosti totalne varijacije. Koristimo
oznake kao u definiciji|l.1.3

Teorem 1.3.3. Neka su X i X’ dvije slucajne varijable i neka je ()A( , )A(’) njihovo sparivanje.
Tada vrijedi
[Py — Py |, < 2B (X = X'). (1.9)
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Dokaz. Neka je A € &. Tada vrijedi

P(X€A)-P' (X cA)=P(XeA)-P(X cA)
=P(XeAX=X)+P(XecAX+X)-P(XcaX=X)-P(XcaX+X)

=P(XeAX#X)-P(X ecAX+X)

(R

<P(XeAX#X)< x'),
1z ¢ega zaklju¢ujemo
[Px = Py||,, = 2sup [P(X € A) - P'(X € A)] < 2B(X # X'). o
Ae&

Postoji i1 verzija nejednakosti u sparivanju za niz slucajnih varijabli. Neka su X =
(X)pen 1 X' = (X)), Dizovi slucajnih varijabli i (X X’) njihovo sparivanje. Definiramo

vrijeme sparivanja T kao prvo vrijeme od kojeg se nizovi X i X’ podudaraju, odnosno
T := inf{neN:}A(m :)A(;zasvemZn}eNU{OO}.

Korolar 1.3.4. Za nizove slucajnih varijabli X = (X,),en i X' = (X)), i njihovo spariva-
nje ()A(, )A(’) vrijedi
|[Px, - IP’;(;HW <2B(T > n). (1.10)
Dokaz. Zbog nejednakosti lb i Cinjenice da je {Xn * )A(,’l} C {T > n} dobivamo
[P, - By ||, <28 (X, # X;) <2B(T > ). o
Iz propozicije[1.3.2]i teorema [I.3.3|slijedi

1@(}2 = X) < ;P(X —APX =k),

@(X:X')sfﬂf’da

za diskretne, odnosno neprekidne slucajne varijable. Analogne nejednakosti vrijede 1 za
sparivanje familija diskretnih i neprekidnih slu¢ajnih varijabli.

Propozicija 1.3.5. Neka je C = {)A(i =X Vi, je ]I} za sparivanje diskretnih slucajnih vari-
jabli X;, i € I. Tada je
< i =
P(C) < ;‘ inf B(X; = ). (1.11)
Ako je C kao gore, tada za niz neprekidnih slucajnih varijabli (X,), s funkcijama gustoce
(fn), vrijedi

P(C) < finffn(x) dx. (1.12)
R n
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Dokaz. U slu¢aju diskretnih slucajnih varijabli za sve i, j € Ii x € E vrijedi P(X; = x,C) =
P(X ;i =x,C) <P(X; = x). Tvrdnja slijedi uzimanjem infimuma po j i sumiranjem po svim
xe k.

Neka su X, neprekidne slucajne varijable s funkcijama distribucije f,. Fiksirajmo m €
N.Zak € 1,...,mrekurzivno definiramo skupove

Ap = {x eR: filx) = 1i?<fmfj(x)} \(A U UAe).
Dobili smo particiju skupa R. Za Borelov skup A vrijedi

P(X € ANALC)=P(X € ANALC) < fidd = inf f;dA
ANA, AnA, 157 !

1<j<m

pa sumiranjem po k dobivamo

P(f(,-eA,C)sf inf f;dA, zasvemeN.
A

1<j<m

Pustanjem m — oo pomocu Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi

P(XieA,C)sfinffnd/l. (1.13)

A n

Tvrdnja slijedi uzimanjem A = R. |

1.4 Maksimalno sparivanje

U sljedecem teoremu pokazujemo da postoji sparivanje takvo da se postiZze jednakost u
teoremu Takvo se sparivanje naziva maksimalno sparivanje. Maksimalno sparivanje
daje najbolju procjenu udaljenosti totalne varijacije.

Teorem 1.4.1. Za vjerojatnosne mjere P i P’ inducirane slucajnim varijablama X i X’
postoji sparivanje P takvo da je:

(i) IP =PI, = 2B(X # X'),

(ii) X i X’ su uvjetno nezavisne uz dano (X # X'}, uz pretpostavku da je vjerojatnost tog
dogadaja pozitivna.

Primijetimo da smo radi jednostavnosti zakone razdioba slucajnih varijabli oznacili sa P i
P’ umjesto Px i Px..
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Dokaz. Nekaje A = {(x,x) : x € E} dijagonala skupa E X E. Definiramo ¢: E — EX E
say(x) = (x,x). Zasvaki A;,A, € Eje

YA xA) ={x€eE:(x,x) €A XA} =A NA €8

paje ¥ (&, E ® E)-izmjeriva funkcija. Definiramo kona¢nu mjeru A kao zbroj vjerojatnos-
nih mjeraPiP’, odnosno A := P+P’. Za svaki A € E vrijedi P(A), P'(A) < A(A) pasuPiP’
apsolutno neprekidne u odnosu na A. Po Radon-Nykodymovom teoremu postoje izmjerive,
nenegativne funkcije g 1 g’ takve da za svaki A € E vrijedi

P(A) = f gdl, P(A)= f g da.
A A

Definiramo mjere Q na (E,&) 1 Q na(ExXE,EXE)sa
Q:= fg/\g’d/l’ Q:=Qoy,

gdje smo sa g A g’ oznacili funkciju x — min{g(x), g’ (x)}. Mjera Q je dobro definirana jer
Je ¥ 1zmjeriva funkcija. 1z LY = Q(A) = QW '(A) = QE) = Q(E x E) slijedi da je mjera
Q koncentrirana na A, tj. Q(AC) =

Definiramo mjere v i v’ na (E, 8) imjeruPna (ExE,E®8&)sa

o>

v=P-Q, V=P -Q i

Primijetimo da je v(A) = fA (g—gNng')da=0islicnov'(A) >0,zasve A € E pasumjere
dobro definirane. Pokazat ¢emo da je P sparivanje mjera P i P’ s traZenim svojstvima. Za
A € E vrijedi

P(AXE) = %V;EMQ(AxE)
P(A) — Q(A))(P(E) — Q(E
_ (Pa) (1))_(() Q( ))+Q(A)
P(A A)(1 -
_ (P) - iny))( ") ow)

= P(A).

Sli¢no i P(E x A) = P'(A). Dakle, P je sparivanije.
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Nadalje,

(vxV)(A) = f]lA(x,y)d(VXV')(x,y)=f[fﬂA(x,y)dV(X)]dV'(y)

EXE E E

[rreeiwmea)avm = [wonare (114)

E E

f WD dv' () + f WD dv ),

{v: g<g’ M} {y: g>g’ M}

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili Fubinijev teorem. Na skupu {y: g(y) < g'(y)}
vrijedi
v(lyh =Byh - Qiyh = | (g-g A g)da=(g0)— (g A g)M)Ayh =0,
{}
pa je prvi integral u (I.14) jednak 0. Za drugi integral u (I.14) dobivamo

0< f v(tyh dv' () <V ({y: g0) > g O) = f (¢ —gng)dr=0.
——
v:g>g’ <1 {y: 80)>¢’ M}
Dobili smo (vxVv')(A) = 0. Sada, zbog (v XV )(A¢) = (X V)NEXE) = (1-y)*i Q(A“) =0,
dobivamo

P(A%) = + QA =1 —. (1.15)

Koriste¢i redom jednakost (I.7), ¥ = Q(E) i jednakost (1.135)) zakljucujemo

(v xv)(A%)
1 -

P - P, = 2(1 - f(g A g’)d/l) =2(1 — Q(E)) = 2(1 — y) = 2B(A°) = 2P (X + X)
E

Za dokaz zadnje tvrdnje pogledajmo uvjetnu vjerojatnost dogadaja A; XA, € EQE uz dano
A€, odnosno
P((Al X Ay) N AC)
P(A9)
(v X V')A X Ay NA°)
1—y

P(A; X Ay | AS) =

1
=15

+Q (A x Ay N AY) (1.16)

<Q(A9)=0
CXY)A XA NAY) V(A (Ad)

(I -y S d-y?
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Koriste¢i jednakost ((1.16)) konacno dobivamo

o 3 . A) V(A
P(XeAl,X’eA2|X¢X’):P(A1><A2|AC)@M-V( 2)
-y 1-v
AW(E) WEWV(A ) )
_ A 1)V(2)_V( )v(22)@P(AIXE|A")~P(E><A2|A”)
(I=7v) (I=v)
:P(X€A1|X¢X’)P(X'€A2|X¢X’)

Dakle, X i X’ su uvjetno nezavisne uz dano (X £ X O

Iz dokaza teorema o maksimalnoj distribuciji slijedi da za maksimalno sparivanje ()A( X ’)
pridruzeno slucajnim varijablama X i X’ vrijedi

P()?:X’):V:Q(E):L(gw’) da.

U sljedeéem teoremu poopcujemo tvrdnju za familije diskretnih, odnosno neprekidnih
slucajnih varijabli. Teorem pokazuje da postoji sparivanje za koje se postize jednakost
u propoziciji|l.3.

Propozicija 1.4.2. Neka su X;,i € 1 diskretne slucajne varijable s vrijednostima u skupu
E. Tada postoji sparivanje takvo da se postiZe jednakost u (I.11)). Nadalje, neka je (X,),
niz neprekidnih slucajnih varijabli s funkcijama gustoce f,. Tada postoji sparivanje takvo
da se postiZe jednakost u (I.12).

Dokaz. Neka je ¢ := ), g infie P(X; = x) u diskretnom, odnosno ¢ := f inf,cn f,(x)dx u
neprekidnom slu¢aju. Ako je ¢ = 0, tada je P(C) = 0 po propoziciji[I.3.5| pa moZemo uzeti
bilo koje sparivanje, na primjer nezavisno. Neka je ¢ = 1. U diskretnom slucaju ¢ = 1
povlaci inf; P(X; = x) = P(X; = x), zasve j € [ 1 x € E, au neprekidnom inf, f,(x) = fi(x)
P-g.s., za sve j € N. Definiramo X; identiéne pa je u oba sluaja P(C) = 1. Neka je
0 < ¢ < 1. Neka su 7, V, W;, nezavisne sluCajne varijable definirane sa

I~ B(1,c),
P(V=x)= i_anP(Xi = x)/c,
IS

P(X; = x) — infic P(X; = x)
l1-c ’

P(W;=x) =
u diskretnom, odnosno
I ~ B(1,c¢),

1 X
P(V<x) = —f inf f, dx,
cCJo n
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1 X
B(W; < x) = —f (fj —infﬁ) dx.
1 —C Jo i
u neprekidnom sluc¢aju. Definiramo X = V1=, + Wil=. U oba slucaja jednakost
P(X; € A) =P(V € AYPU = 1)+ B(W; € A)P(I = 0) = P(X; € A)
pokazuje da je ovo dobro definirano sparivanje. Nadalje, vrijedi
0 < B(C,I=0)=P(W, =W, Vi, )P = 0) < finf(fj - inff,-) dx =0,
J 1
gdje smo u treCem koraku iskoristili propoziciju na slucajnim varijablama W;. Isto
vrijedi u diskretnom slucaju. Tvrdnja propozicije slijedi iz
P(C)=PC,I=1)+PC,I=0=PU=1) =c,

gdje smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da su na dogadaju {I = 1} slucajne
varijable X; jednake. O

Lagano se moZe provjeriti da je prethodna propozicija za dvije slucajne varijable ek-
vivalentna teoremu U nastavku ra¢unamo udaljenost totalne varijacije 1 traZimo
maksimalno sparivanje za slucajne varijable iz primjera[I.1.§]i[I.1.9]

e -0
7 2 3

i neka je ()A(, )A(’) sparivanje iz primjeral|l.1.§
Prema jednakosti ({I.6) racunamo

Primjer 1.4.3. Neka su

[SSTE
W= N

2
IP—P'll, = > IP(X = k) = P(X' = k)| =
k=0

+

(SSTI\S)

(1.17)

N =
AN~
W =

Takoder,
P(f( ;ef(') = 1@»(}? =0,% € {1,2)) +ﬂ3>(f( -1,X ¢ {0,2}) = % —X| + Xo.

Iz toga slijedi da je ()A(, X’) maksimalno ako i samo ako je x| — x, = % To vrijedi jedino

za x| = % i x, = 0 medu dopustenim parametrima. Zato je jedino maksimalno sparivanje

Jjednako
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O Wi~
e}
A= =

wl—

Lako se provjeri da se isto sparivanje dobije koristenjem propozicije[l.4.2]

Primjer 1.4.4. Neka su X ~ Exp(2) i X’ ~ Exp (1).
Za A € B(R) vrijedi

P(A) - P'(A) = f (267 = ™) g dx

A

= f(2€_2x - €_x) ]l[(), In2] dx + f(Ze‘zx - €_x) ]l[]n 2, c0) dx
A A <0
In2

< f(Ze_zx - e‘x) dx = 411

0

gdje smo iskoristili Cinjenicu da je 27> — e < 0 za x > In2 i izracunali integral u
zadnjem retku. Kako se ova gornja ograda postiZe za A = [0,1n 2], slijedi

1
IB~Pll, =2 sup [B(4)-F'4)] = 3.

AeBR)

Maksimalno sparivanje konstruiramo pomocu dokaza teorema Koristimo iste
oznake. Neka je

AA) = P(A) + P/(A) = f (2¢7 + ™) Ly dx.

A
Tada su
dP De2x
= =0 = —]l 00) s
80 = 0 T ey g L0
dP’ e

g(x)= 110,00y

da - Qe 2% 4 g7

QM) = fg A g, daA = f(Ze‘zx A e_x) ]l[o’o@ dx.

A A
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Iz zadnje jednakosti dobivamo

00 In2 5]

~ 3
y =Q(A) = QR) = f 27 N eV dx = f e dx + f e dx = T
0 0 In2
Nadalje,
V(A) = f(2€_2x - e_x) ]l[o’ In2] dx,
A
V’(A) = f(e_x - 26_2x) ]l[]n 2, 00) dx
A
i konacno

P=4@wxv)+0Q.
Iz teorema znamo da je tako definirano sparivanje maksimalno, odnosno
A s o - 1
ZIP(X + X’) =28 =2(1-9) = 5.

MoZe se pokazati da je dobivena vjerojatnosna mjera zakon razdiobe sparivanja koje bi
dobili iz dokaza propozicije|l.4.2

Kao $to smo vidjeli u primjeru, maksimalno sparivanje se teSko pronalazi i ono je
komplicirano jer je konstrukcija takvog sparivanja iz dokaza teorema 1.4.1{ apstraktna.

1.5 Konvergencija slucajnih varijabli

Uz standardne tipove konvergencije slucajnih varijabli uvodimo novu konvergenciju.

Definicija 1.5.1. Neka je (X,,), niz sluc¢ajnih varijabli. KaZemo da niz konvergira u udalje-
nosti totalne varijacije prema sluc¢ajnoj varijabli X ako

[, 2l — 0. zan— oo
.. w
i pisemo X, — X.

Ako X, N X, tada X, L X. Zaista, za x € R je

1
P(X, <) = B(X <0 < sup [P(A) = P'(4)] = S [[Py, — By, — 0, zan— .
AeB(R)

Obrat ne vrijedi. Naime, za X, = % 1 X = 0 ocito X, 2 x paiX, 2, X. Medutim,
||Pxn - PX”[\; = 2 gdje se supremum postize za skup A = R\{0}.
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Propozicija 1.5.2. Za (X,), i X diskretne slucajne varijable na E vrijedi

}1_{2 PX,=x)=P(X=x), zasvexekE
ako i samo ako niz X, konvergira u udaljenosti totalne varijacije prema X.
Dokaz. Pretpostavimo [P(X, = x) — P(X = x)| — 0. Iz propozicije[I.3.2] slijedi

[Px - B,

= D BX =) —BX, = )",

xeE

gdje smo oznacili a* = max{a, 0}. Kako je

Z(P(X:x)—P(Xn:x))+SZP(X:x):1<oo

xeE xeE

po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi ||PX - PX"”[V — 0. Obrat
ocito vrijedi jer je [P(X = x) — P(X, = x)| < ||Bx, — Px O

tv

Prethodna propozicija pokazuje da ako diskretne slucajne varijable poprimaju vrijed-
nosti na skupu nenegativnih cijelih brojeva, tj. E = N, tada je konvergencija po distribuciji
ekvivalentna konvergenciji u udaljenosti totalne varijacije. To slijedi iz teorema 10.13. [5}
str. 326]. U nastavku pokazujemo da ove konvergencije vezane za distribucije slucajnih
varijabli moZemo pomocu sparivanja pretvoriti u konvergenciju u kojem slucajne varijable
postiZu limes i ostaju jednake limesu.

Propozicija 1.5.3. Za (X)), i X diskretne slucajne varijable s vrijednostima u E vrijedi
limP(X, =x)=P(X=x), zasvexeE

ako i samo ako postoji sparivanje (X, X, %,... ) sluc¢ajnih varijabli X, X1, X5, . .. i slucajni
vektor K takvi da je P(K < 00) =11

Xn =X, zasvakin> K.

Dokaz. NekaP(X,, = x) — P(X =x). Zan > 11 x € E definiramo

gn(x) := glf PXy=x) /" P(X=x), zan— oo,

Neka je gy = 0 paje (g,) neopadajuci i konvergentan niz. Nekasu K, V, V,, ..., Wi, W,, ...
nezavisne slucajne varijable takve da za sve n € N i x € E vrijedi

P(K = 1) = ) (ga(9) = a1 (1)),

xeE
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_ qn(x) B Qn—l(x)
 P(K =n)

L P =) - ()
W= ="5%>n

PV, = x) , akojeP(K =n) >0,

, akojeP(K >n) > 0.

U slucaju kada su gornji nazivnici jednaki 0 uzmemo V,, 1 W, proizvoljne. Tada je

Sek=m=> Y@m-a =3 3@ - a0

n=1 n=1 xeE x€E n=1
= limg,x) =Y PX=x) =1,
xeE e xeE

gdje smo iskoristili Fubinijev teorem na nenegativnoj funkciji za zamjenu suma. Defini-
ramo X = Vxizan €N,
N Vk, n>K,
R, =0"
W, n<ZK.

Ako je P(K = k) > 0, onda zbog nezavisnosti slijedi
PX =x,K =k =P(Vi=x|K=kPK =k) = P(V; = )P(K = k) = q(x) = g1 (%).

Takoder, P(K = k) = 0 ako i samo ako ) ..x qx(X) = Dicr qr—1(x). Kako je gx_1(x) < gi(x)
tada vrijedi prethodno ako 1 samo ako je gx(x) = g;—1(x) za sve x € E. Zato je PX =x,K =
k) = 0 = gi(x) — gi—1(x). U svakom slucaju je

P(X = x,K = k) = qi(x) — g1 (). (1.18)

Rac¢unamo
PR =9=) PR =xK=0 " 3 (g - g1(0) = lim g,(x) = PX = x).
k=1 k=1

Sli¢no, ako je P(K > n) > 0 onda zbog nezavisnosti vrijedi
P(X, = x,K > n) = P(W,, = X)P(K > n) = P(X,, = x) — g,(x).

Takoder, P(K > n) = 0 ako i samo ako je >, g,(x) = 1 = } P(X, = x). Kako je
gn(x) < P(X,, = x), prethodno vrijedi ako i samo ako je P(X, = x) = g,(x). U tom slucaju
je zapravo g,(x) = P(X; = x) = P(X = x) za sve k > n §to slijedi analogno. Sve zajedno,

P(X, = x,K > n) = P(X,, = x) — g,(x). (1.19)
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Koristeci jednakost (1.18)) za slucajnu varijablu X, i jednakost (1.19)) slijedi

P(X, :x):ZP(f(n =, K=k +PX, = x,K >n)
k=1

= > (@®) = g1 () + (P(X, = %) = gu(1) = P(X,, = ).
k=1

Pokazali smo da smo dobili sparivanje. Sada je za n > K oéito X, = Vg = X.
Obratno, neka je T vrijeme sparivanja niza (X,) 1 konstantnog niza X; = X. Po pret-
postavci je T < K pa po korolaru [1.3.4{slijedi

[Bx, = Px||, <2P(K >n) — 0, kadn— oo
jer je K < oo P-g.s. Tvrdnja slijedi iz propozicije|1.5.2 O

Za razliku od diskretnog slu€aja, odnos izmedu ovih tipova konvergencija je komplici-
raniji za neprekidne slucajne varijable.

Propozicija 1.5.4. Neka su (X,), i X neprekidne slucajne varijable s funkcijama gustoce
fuif. Tada
lim f,(x) = f(x), zasvexeR

povlaci
liminf f,(x) = f(x), zasvexeR,

a to povlaci konvergenciju u udaljenosti totalne varijacije.

Dokaz. Prva implikacija je o€ita. Iz jednakosti (1.7) vidimo da je za drugu implikaciju
dovoljno pokazati

lim f F(0) A f(x)dx = 1.

Zbog f(x) = liminf,_ f,(x)Af(x) < limsup,_, f(X)A f(x) < f(x)slijedi lim,,—,c f(X)A
f(x) = f(x) pri ¢emu je f, A f ograniCena s integrabilnom funkcijom f pa tvrdnja slijedi
po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji. O

Napomena 1.5.5. Obratne implikacije iz propozicije ne vrijede. Za svaki n > 2 postoje
jedinstvenim > 1ik € {0,1,...,2" — 1} takvi da je n = 2™ + k. Za prvi kontraprimjer za
x € [0, 1) definiramo

filx) = f(x) =1,

2, x e[k27™, (k+ 1)27),
Ju(x) = { | .
2 - T, Inace.
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Tada je liminf,_,. f,(x) =1 <2 =limsup,_,, f,(x). Za drugi, neka je za x € [0, 1)

fo) =1,

fn()C) = {0’1 x €[k27", (k+ 1)27™),

12>

inace.

Tada ||Pxn -Px|,, = flfn(x) —f(x)|dx =2"" — 0zan — oo jer tada i m — oo, ali
liminf, . f,(x) =0 # f(x) za x € [0, 1).

Propozicija 1.5.6. Neka su (X)), i X neprekidne slucajne varijable s funkcijama gustoce
fuif. Tada
liminf f, = f, A-g.s.,

ako i samo ako postoji sparivanje (X, X, X,... ) slucajnih varijabli X, X1, Xz, . .. i slucajni
vektor K takvi da je P(K < o0) =11

X, =X, zasvakin>K.

Dokaz. Konstrukcija sparivanja je analogna konstrukciji u diskretnom slucaju. Stavimo
go = 01 g, = infys, fr. Neka su K,V,V,,..., W, W,,... nezavisne slucajne varijable
takve da zasve n € N1 x € E vrijedi

P(K = I’l) = f(gn(x) - gn—l(x)) dx,
E

P(Vns)c):f 8 = 811§ akoje PIK = ) > 0,

w P(K=n)
P(W, < x) = % dx, ako je P(K > n) > 0.

Definiramo sparivanje kao u diskretnom slucaju. Ostatak dokaza je potpuno analogan do-
kazu u diskretnom slucaju uz koristenje Beppo-Levijevog teorema i Cinjenice da f,(x) >
8n(0) 1 [(fu(x) = ga(x)) dx = 0 povladi f, = g, A-g.s.

Za obratnu tvrdnju primjenjujemo propoziciju |1.3.5| na sparivanje ()A(, X Xits . )
Zbog {K < n} C (X = X, za svakim > n} iz nejednakosti m dobivamo

P(XeA,KSn)ngnd/l.
A

Kakoje 0 < g, /" liminf,_, f, po teoremu 0 monotonoj konvergenciji i zbog P(K < o) =
1 slijedi
P(ReA)< fliminff,, da.
A

n—oo
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U gornjoj nejednakosti vrijedi jednakost za sve Borelove skupove A. U suprotnom bi
postojao A takav da je

1:P(XGA)+P(XEA")<fliminffnd/l+fliminff,,dxlsliminfffnd/l:1
AC

A n—oo n—oo n—oo

gdje smo iskoristili Fatouovu lemu. Dakle, pokazali smo da je liminf, f, funkcija gustoce
slucajne varijable X. O

Poznato je da konvergencija g.s. povlaci konvergenciju po distribuciji slu¢ajnih varija-
bli, a da obrat ne vrijedi. U nastavku ¢emo pomocu sparivanja pretvoriti konvergenciju po
distribuciji u konvergenciju g.s.

Propozicija 1.5.7 (Skorohodov teorem o reprezentaciji). Neka su (X,), i X slucajne vari-
]able Tada niz X, konvergzra po distribuciji prema X ako i samo ako postoji sparivanje
(X XX, .. ) takvo da X, konvergira prema X gotovo sigurno.

Dokaz. Pretpostavimo X, 5 X. NekajeU ~ U(0,1)i F := Fy, F, := Fx,. Definiramo
kvantilno sparivanje sa X, = F<(U) i X = F—(U). Pokazimo da za svaki u za koji je
funkcija F' neprekidna, tj. za svaki u € C (F7) vrijedi

F(u) — F™(u), zan— co. (1.20)

Nekajeu € C(F7)1 x := liminf, F, («). Kako je skup prekida neopadajuce funkcije
najviSe prebrojiv, C(F) je gust u R. Zato moZemo pronaci proizvoljno mali € > 0 takav da
je x — €, x + € € C(F). Iz definicije toCke x slijedi da postoji podniz n; takav da

x—e<F,(u)<x+e
Koristeci tvrdnju (i) iz leme [I.T.T]slijedi
Fo(x =€) < F, (Fyi)=) < u < Fy (Fiy () < Fy(x + €.

PuStanjem k — oo slijedi F(x — €) < u < F(x + €). Nadalje, puStanjem limesa € — 0
dobivamo F(x—) < u < F(x). Primjenom tvrdnje iz leme|1.1.11|dobivamo

F () =x= liﬂglfF:(u).
Analogno slijedi i F () = limsup,_,, F; (1) pa smo pokazali (I.20). Kako je
P(UeCF7))=A(C(F7))=0
jer je skup tocaka prekida neopadajuce funkcije najvise prebrojiv, dobili smo
I}l_)rg X, =X, P-gs.

Obrat slijedi iz ¢injenice da konvergencija g.s. povlaci konvergenciju po distribuciji i
definicije sparivanja. O
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Napomena 1.5.8. Propozicija[l.5.3]je korolar propozicije[l.5.7} Zaista, ako P(X, = x) —
P(X = x), onda uzimanjem E = Ny slijedi X, 2, x po propoziciji |1.5.7| postoji spa-
rivanje takvo da X, — X g.s. Kako slucajne varijable poprimaju vrijednosti u Ny ova

konvergencija znaci da za gotovo sve w € Q postoji K(w) < oo takav da je X, = X za sve
n > K(w).

U nastavku ¢emo pokazati rezultat u kojem kvantilnim sparivanjem pretvaramo relacije
vezane za distribucije u relacije tipa g.s. Dobivamo tvrdnju kao posljedicu Lebesgueovog
teorema o dominiranoj konvergenciji.

Teorem 1.5.9. Neka su (X,),, X i Y slucajne varijable takve da
X, i) X, zan— oo,

D
| X,| <Y, zasvakine Ni
EY < oo.

Tada je E |X| < o0 i lim,_e E(X,) = E(X).
Dokaz. Rastavimo slucajne varijable na pozitivan i negativan dio, X, = X' - X 1 X =
X -X".1z|X,| =X+ X 2 Yi
PXI<x)>2PX +X, <x)>P(Y <x)
slijedi X 2 Y. Takoder, X, 5 x povlaci X/ 5 x+, Naime, neka za x € C(F) vrijedi
Fx,(x) = Fx(x). Lako se dobije Fx+(x) = Fx(x)1jo, «y(x) pa vrijedi
Fx:(x) = Fx+(x), zaxe€ C(Fx-+).

Zaista, za x < 0 je x € C(Fx+) i konvergencija vrijedi trivijalno. Za x > 0 ako je x € C(Fx+)
onda je i x € C(Fyx) pa vrijedi konvergencija po pretpostavljenoj konvergenciji niza X,,.
Prema propozicijama i za kvantilno sparivanje vrijedi

)A(;{ — X, I@-g.s.

Xt <V, P-gs.

B(Y) = E(Y) < co.
Po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji dobivamo

EX")=BEX) <o i EXH=EX)— BEX")=EX"), zan— co.

Analogna tvrdnja vrijedi i za varijable X, i X~ pa dobivamo

E(X]) =EXH+EX )< i EX, — EX), zan— . O



Poglavlje 2

Poissonova aproksimacija

Zakon rijetkih dogadaja kaze da niz binomnih slu€ajnih varijabli X,, ~ B(n, p,) takav da je
A = lim,_,, np, konvergira po distribuciji prema Poissonovoj slucajnoj varijabli s parame-
trom A. U ovom poglavlju koristimo metodu sparivanja kako bi pokazali kolika je razlika
u distribucijama ovog tipa.

2.1 Poissonova aproksimacija za nezavisne varijable

Prije prvog teorema navodimo tehnicki rezultat.

Lema 2.1.1. Neka su X, ..., X, i X],..., X dva niza nezavisnih slucajnih varijabli takvih
da su X; QX;, zasvei=1,...,n Tadaje X| +--- + X, gX; +--4+ X

Dokaz. Kako su nizovi nezavisni, slijedi da su slucajni vektori (X;,...,X,) 1 (X],...,X})
jednako distribuirani. Zaista,

..........

gdje smo u prvoj i trecoj jednakosti iskoristili nezavisnost, a u drugoj jednaku distribuira-
nost komponenata. Tvrdnja sada slijedi iz Cinjenice da je X; +--- + X, = g(X1,..., X)) za
izmjerivu funkciju g. O

Teorem 2.1.2. Neka su za n € N definirane X, X», . .., X, nezavisne Bernoullijeve slucajne
varijable s parametrima py, pa, ..., pn. Nekaje X = )" X;i A = Y, pi. Neka je p,
vjerojatnosna mjera inducirana Poissonovom distribucijom s parametrom A. Tada je

[ee]

DR =k - pab <2 ) pl 2.1)

k=0 i=1

24
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Dokaz. Nekasu X! ~ P(p;), zasvakii = 1,...,nnezavisne. Tada je X" := )7 X! ~ P(A).
Za svaki i zelimo definirati sparivanje slucajnih varijabli X; i X!. Neka su ()A(,-,)A(lf), za

i = 1,...,nnezavisni slucajni vektori s distribucijom
l_pl’ k:()’l:()’
PR K = (kD) = 1 K=00=0
T e == p), k=11=0,
il k=1l€N.

n?

Racunanjem marginalnih distribucija lagano se provjeri da je to zaista sparivanje od X; i
X!. Koristeci lemu dobivamo

X = Zx L anx,. - X,
i=1 i=1

B B (2.2)
X=X 23 X =X ~PQ).
i=1 i=1
Dakle, (X , )A(’) je sparivanje slucajnih varijabli X i X’. UvrStavaju¢i

(9]

P(X’i # )A(l') =e P —(1-p)+ Ze"”'%
= :

!
L= 1-pe” =1+ pi=p(l-e?)
u izraz za nejednakost sparivanja dobivamo

||PX—PXf||wszp(f(;ef(’):zp( Y X # Y A;]szp( ' (% # })

n n n

<) PRi#X)=> pl-e<2) pl.

i=1 i=1 i=1
U posljednjoj nejednakosti smo iskoristili 1 — e™ < x za x > 0. Tvrdnja teorema slijedi iz
propozicije[I.3.2] |
Napomena 2.1.3.

(i) Primijetimo da je pretpostavka nezavisnosti u gornjem dokazu teorema iskoristena

u jednadzbi (2.2). Tvrdnja teorema ne vrijedi bez pretpostavke nezavisnosti. Na
primjer, ako uzmemo X; = X ~ B(1, %) i X, =1-X, tada je

-1
e
IBx = pally = ) + (A =e =20 =¢) > 1=2ps + p).
k£l T
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(ii) Ako je M = max;-;,_, p; tada je

Py = pall, <2 )" p? <2Ma. (2.3)

i=1

(iii) Sparivanje ()A(,-, )A(l’ ) iz dokaza teorema je maksimalno sparivanje za X; i X]. Naime,

oo /
. s . Pi
[Py, — Py, Y= 1= pi—e|+|pi - pie p|+Z€ pﬁ
=2
=2pi(1 —e”) =2P(X; # X]).
Teorem 2.1.4. Neka je (X,;,i = 1,...,k,,n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli s distri-
bucijama X,; ~ B(1, py;). Neka je max p, — 0, zan — oo. Tada postoji A > 0 takav

L.k,

da .
X, = 3 X, =5 X ~ P(2)

i=1
ako i samo ako Zfi] pni — A, zan — . Za A = 0 pretpostavljamo X = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da A, := Zf;l Pni — A, zZan — oo. Koristeéi nejednakost 1| i
pretpostavke teorema slijedi

kﬂ
||PX,1 = Pal|, < 2Zpﬁi <24, max py; — 0, zan — oco.

1,k
i=1 g

Takoder, 1, — A, povladi p, (k) — pa(k), za svaki k € Ny pa po propoziciji slijedi
||p/ln - p/l”tv — (. Zato

[Px, = pall,, < [Px, = pall,, +|lPa, = all,, — 0. zan — oo, (2.4)

tv

Sto povlaci X, 2, P(A).

Obratno, neka postoji 4 > 0 takav da X, Lx ~ P(1). Zelimo pokazati da je
lim sup 4,, < 0. Kako je 4, = E(X,,), pomocu Cebisevljeve nejednakosti dobivamo

Var (X,
BX, = 0) < B(X, A 2 4y) <~
kl'l
< A—%;Pm‘ (1 = pw) < T

<1



POGLAVLIJE 2. POISSONOVA APROKSIMACIJA 27

Zbog P(X, = 0) — P(X = 0) = ¢4, slijedi limsupd, < e' < oco. Zato je niz (1,),
ograniCen. Pretpostavimo suprotno, odnosno neka 4, ne konvergira prema A. Kako je niz
ogranicen, tada postoji podniz (4,,), koji konvergira prema u # A. Prema ve¢ pokazanom,
tada X, konvergira prema P(u) $to je kontradikcija s pretpostavkom. O

2.2 Stein-Cheinova metoda

Iz teorema[2.1.2] znamo ogradu za razliku u distribucijama za nezavisne slu¢ajne varijable.
U ovom poglavlju dobivamo ogradu za slucajne varijable koje nisu nuZno nezavisne, a koja
¢e u nezavisnom slucaju dati bolju ogradu.

Neka su zadane slucajne varijable Y;,i = 1,...,n takve da je ¥; Bernoullijeva slucajna
varijabla s parametrom p; bez pretpostavke nezavisnosti. Neka je W = > ,Y;, a d =
>, pi- Kao i u prethodnom poglavlju Zelimo ograniciti [Py — p,ll,,- Zasvaki j=1,...,n
definiramo slucajne varijable U; 1 V; sa

U 2w,
b (2.5)
Vj:W—1|Yj:1,

odnosno kada je P(Y; = 1) > O neka je
P(VieAy=P(W-1€A|Y;=1),

azaP(Y; = 1) = 0 stavimo V; = 0.
U sljedecoj lemi definiramo funkciju koju ¢emo koristiti u dokazu glavnog rezultata.

Lema 2.2.1. Neka je A >0, A CNyigia: Ny — R rjeSenje rekurzivne relacije
814(0) =0, Agialk+1)—kgiatk) = La(k) — pa(A), ke N.
Tada je

Sup |g/LA(k +1) - g/l,A(k)| <1AaAl
keNy

Dokaz. U dokazu ¢emo viSe puta koristiti sljedecu jednakost za Poissonovu distribuciju
Apak) = (k+ Dpatk+1), zak e N,. (2.6)

Za k € Ny, neka je U, = {0, 1,...,k}. Tada se lako provjeri da je rjeSenje gornje rekurzije
jednako

1
814(0) =0, giatk +1) = SPRTS) [PA(ANUp) — pa(A)pa(Uy)], zak e N,.
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Vrijedi
g/l,A = Zg/l,{j}, g/l,N()\A = _g/l,A- (2-7)
JjeA
Takoder,
pal) .
ToobaUn, k<],
g/l,{j}(k +1)= pj(l;)l(k) . 08)
o PN\, k= j.

Pokazimo da je g qj(k + 1) — g1jy(k) <0, za k # j. Uslucaju k < jraCunamo

pak— 1) f n@E f D> 2 f Ipa(1) &2 kE_] I
- pal) = 1 PA()ZE pal) = pa(D),
P/l( =0 1=0 I=1 1=0

iz ¢ega slijedi tvrdnja mnoZenjem obje strane sa — App{ ”(2]_) 5- Za k > j tvrdnja slijedi analogno.
Za k = j dobivamo

S+ ”‘(”l)z A(l)]

: ) 1
g+ —gu() = Z{

I=j+1
[Z pah) + Zm(i) )
I=j+1
—e 1 1
Sz;m(lh —<ia,

gdje smo u prvoj jednakosti uvrstili (2.8), a u drugoj iskoristili jednakost (2.6) prvo za
k = j—1, aondaiunutar sume za k = [. Koriste¢i jednakosti iz (2.7)) dobivamo

|g/l,A(k +1) - g,LA(k)| <1AA", zasvekeN,. O

Teorem 2.2.2. Uz oznake kao na pocetku poglavlja, vrijedi

IPw = pall, <200 A2 Y p; U, = V. (2.9)

i=1
Dokaz. Za A C N i ograniCenu funkciju g = g4 iz leme [2.2.1] vrijedi

n

E [Ag(W + 1) = Wg(W)] = > (p/BE (W + D] - E[Y; (W)])

J=1

= > p;(ELeW + D] - ElgW) | ¥; = 1]) (2.10)
j=1

= > pBlg(U; + 1) - g(V; + D,

J=1
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gdje smo u prvoj jednakosti uvrstili izraze za 4 1 W, u drugoj uvjetovali oCekivanje na
vrijednosti od Y}, a u trecoj iskoristili jednaku distribuiranost slucajnih varijabli iz (2.5).
Za i, j > 0 bez smanjenja opCenitosti neka je i > j. Tada je

i-1

lg(@) — g()I < Z lg(k + 1) — g(k)| < (i — j)sup |g(k + 1) — g(k)|. (2.11)
keNy

k=)

Koriste¢i redom rekurzivnu relaciju za funkciju g, jednakost (2.10)), nejednakost (2.11)) i
tvrdnju leme [2.2.1) dobivamo

P(W € A) = pa(A) = E[L4(W) — pa(A)]
= E[1g(W + 1) - Wg(W)]

BN p Bl + 1) - g(V; + 1)

=

@ n
< suplgk+ 1) - g0l Y pEIU; = V]

kGN() j: 1

<A ALY pEIU; - Vil

j=1
Sto daje tvrdnju. O

Korolar 2.2.3 (Le Camov teorem). Neka su Y;,i = 1,...,n nezavisne slucajne varijable
takve da je Y; ~ B(1,p;)). ZaW = Y| Y;i A = Y, p; vrijedi

IPw = pall, <20 A " pP.
i=1

Dokaz. U ovom slucaju definiramo slucajne varijable U; = WiV, = 3., Vi = W -7,
Tada je U; Zwi

PW-1€A|Y;=1)= =P(V; € A),

gdje posljednja jednakost slijedi zbog nezavisnosti pa vrijedi tvrdnja teorema Tvrd-
nja korolara slijedi iz E|U; — V| = E|W — (W - Y))| = EY; = p,. |

Vidimo da smo za A > 1 dobili bolju ogradu od one iz teorema [2.1.2]
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Teorem 2.2.4. Ako uz prethodne pretpostavke vrijedi i da je U; > V; za svakii = 1,...,n.
Tada je
P = pally, < 2(1 A A7) = Var (W) (2.12)

Dokaz. Vrijedi
D B = V1= p EW) = 3 p EIW - 11, = 1]
j=1 Jj=1 J=1

= iij(W)_iij[Wl Y; = 1]"‘in
j=1 Jj=1 i

= B(W)? - > E(Y;W) + A
j=1
=E(W)*> - E(W?) + 1= A - Var (W),

gdje smo u prvoj jednakosti uvrstili (2.5), u tre¢oj uvjetovali IE(Y;W) na Y; te u Cetvrtoj
jednakosti iskoristili linearnost o¢ekivanja. Tvrdnja sada slijedi iz teorema[2.2.2] m|

U nastavku ¢emo pokazati primjer koriStenja prethodnog teorema. Za to ¢emo morati
pronaci slucajne varijable U; i V; takve da vrijedi (2.5) i U; > V;. U tu svrhu uvodimo
definiciju.

Definicija 2.2.5. Slucajne varijable Yy, ..., Y, suunegativnom odnosu ako postoje slucajne
varijable Yj, ..., Y, i Y}l,...,Y]’.n, J=1,...,ntakve da za sve j za koje je P(Y; = 1) > 0

vrijedi
(YY) 2 (N V),
(Y. Y}) 2 (V1. Y

Y;I- <Y, zasvei# j,

I (2.13)

Y;

azajzakojejep(yj = 1) :Ovrijedi Y]/l :O, Zaj?& llY;J =1.

Primijetimo da za slu€ajne varijable iz prethodne definicije moZemo staviti

sziyji, i vj:—1+Zn"Y§i.
i=1 i=1

Tada zakljuc¢ujemo da vrijedi (2.5)) i

Uj_Vj:Z(in_Y}i)‘i'(l—Y]/'j)+ijZO.

i#j
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Primjer 2.2.6. Neka je dano N > 2 kutija i 1 < m < N kuglica. Svaka kutija moZe

sadrZavati najvise jednu kuglicu. Stavimo nasumicno kuglice u kutije. Zai = 1,...,N neka
je Yi = Lwsija i sadrsi kugicwy- Za n < N stavimo W = }I_, Y. Tada W ima hipergeometrijsku
distribuciju, odnosno za k = max{0,m +n — N}, ..., min {m, n}

n\(N-n
()G 5)
N
(»)
Intuitivno vidimo da su Y; u negativnom odnosu jer ako je u jednoj kutiji kuglica, onda
Ce se kuglice u drugim kutijama nalaziti s manjom vjerojatnosti. Formalno, definirajmo

Yii,....Yj 1 Y;‘p e Yj’.n sljedecim postupkom.

P(W=k) =

(i) Stavimo kuglicu u kutiju j.
(ii) Ostalih m — 1 kuglica stavimo na slucajan nacin u ostalih N — 1 kutija.
(iti) Stavimo Y'; = Liusija i sadri kuglicu);
(iv) Neka je I ~ B(1,m/N) nezavisna od niza (Y}i).
(v) Ako je I = 1, stavimo (Yﬂ, ey an) = (YJ’.I,..., Y;.n).
(vi) Inace, uzmemo kuglicu iz kutije jina sluc¢ajan nacin ju stavimo u jednu od preostalih
N — m kutija koje su prazne. Stavimo Y j; = Lijuija i sadrsi kuglicu)-

Prema konstrukciji je jasno da su (Y;‘p e Yj’n) i (Yy,....,Y,)
irani. Iskoristimo to u drugom koraku

P(Yj=it....Yp=1i,) =
=P(Y) =i.... Y}, =i,

’ jn

Y; =1 jednako distribu-

I=1)PU=1)+P(Yy =i....Y; =i, =0)P( = 0)

i)

:P(Yl =i, Y, =i,

Y = 1)%“?(1/1 =i Y, =,
:P(Yl = il"'-7Yn = ln)7
gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili korak u drugoj korak [(vi)} a u cetvrtoj P(Y; =
1) = m/N. Takoder, za j # i je jasno da Yj; ostaje isti kao Y ;.i ili iz 0 postane 1 pa je
Y, < Yji. Dakle, (Yﬁ)i i (Y]’.l.)i su u negativnom odnosu. Uvrstavajuci izraze za ocekivanje i
varijancu hipergeometrijske distribucije
nm(N — n)(N — m)
N> (N -1)

A=E(W) = % Var (W) =

u nejednakost iz teorema dobivamo
(m+n—-1)N—-mn m+n-—1

IPw — pally, < 2(1 A A7) = Var (W)) = 2(1 A 2) NN -1) <2

sto je malo za m,n << N.



Poglavlje 3

Sparivanje slucajnih procesa

U ovom poglavlju prou¢avamo sparivanje slu¢ajnih procesa kao Sto su Markovljevi lanci,
slucajne Setnje i procesi obnavljanja kako bi pokazali asimptotska svojstva.

3.1 Klasi¢no sparivanje

Prvo ¢emo pokazati teorem o grani¢noj distribuciji Markovljevog lanca konstrukcijom
klasi¢nog sparivanja.

Teorem 3.1.1. Neka je (X)), ireducibilan i aperiodican Markovljev lanac na konacnom ili
prebrojivom skupu S s pocetnom distribucijom A i stacionarnom distribucijom n. Tada je
distribucija r ujedno i granicna, odnosno

IimP(X, = j)=n;, zasvakije€S.

Dokaz. Neka je X’ Markovljev lanac s pocetnom distribucijom 7 nezavisan od lanca X.
Neka je
T := 1nf{k eNy: Xy = X]IC}

njihovo prvo vrijeme sparivanja. Definiramo proces X" sa

., X,, n<T,
X =
X, n>T.

Tada je (X", X”) sparivanje Markovljevih lanaca X i X’. Primijetimo da je T vrijeme spari-

vanja, odnosno
T=inf{neN: X =X zasvem > n}

32
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pa po korolaru (1.3.4slijedi
[Px, - Px,||,, < 2P(T > n).

Ako pokazemo da je P(7T < o0) = 1, tada ||PX” - PX»QHW — 0, zan — oo. Tvrdnja Ce
vrijediti iz jednakosti P (X; = j) = (nP"); = x; i propozicije m|

Lema 3.1.2. Za prvo vrijeme sparivanja T iz dokaza teorema[3.1.1|vrijedi P(T < oo0) = 1.

Dokaz. Definiramo slucajni proces W, = (X, X)). Pokazuje se da je W, Markovljev lanac
s matricom prijelaza p, jo).a.j0) = PioirPjo.js 1 Stacionarnom distribucijom 7; ;) = ;. Iz
postojanja stacionarne distribucije slijedi da je lanac povratan pa je P(T < oo) = 1. Detalji
dokaza se mogu pronaci u [9, str. 53]). O

Sparivanje za koje je P(T' < o0) = 1 zove se uspjesno sparivanje.

Lema 3.1.3. Slucajni vektor (X", X") iz dokaza teorema je zaista sparivanje Markov-
ljevih lanaca X i X'.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz jakog Markovljevog svojstva Markovljevog lanca W, = (X,,, Y,,)
za vrijeme zaustavljanja 7. RaspiSimo detaljnije. Dovoljno je pokazati X" 2x , odnosno

P(X! =ig,.... X! =iy) =

:ZP(XO:iO---Xk—l :l.k_],X,i:l.k...X;l:in,T:k)-l-P(XO:io...Xn:in,T>n)

k=1
:ZP(XO:iO...X,,:i,,,T:k)+P(X0:io...X,,:i,,,T>n)
k=1

=PXo =io,...,Xn =in).
Za to je potrebno opravdati drugu jednakost, odnosno pokazati
PXo=ip..Xoc1 =ip-t, Xy =ik .. X, =i, T=k)=PXo=ip... Xy =in, T =k). (3.1)
Raspisujemo
P(Xo=ip...Xoe1 = k-1, Xy = i ... X, =i, T = k)
= Z P(Wo = (o, jo) - - Wu = (ns 1), T = k| Wi = (ji, 1)) P(Wie = (i k)

Jo---Jjn€S
= > B(Wo = oo jo) - Weer = Gt i), T = ) I Wi = (s i)
jO---jn

PWi = (s i) " PWy, = (o 1) -+ - Wit = Uats ks 1) | Wi = (ks 1))
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= Z P (Wo = (o, jo) - - - Wi = (i, ji), T = k) Z PlikionGeeries)) ™™ " Plntsin-1).Gnia)

Jo---Jk Jiet 1w Jin
= > P(Wo = (o, jo) - Wi = (ks i) T = ) iy P10
Jo--Jk

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili uvjetnu nezavisnost proslih i buduéih dogadaja uz
dano {W; = (ji,ix)} (pogledaj [9, str. 9, jednakost (1.8)]). S druge strane, analogni racun
pokazuje da to vrijedi i1 za desnu stranu u pa smo pokazali tu jednakost, a time 1
tvrdnju leme. O

3.2 Ornsteinovo sparivanje

Klasi¢no sparivanje ne mora biti uspjeSno za nul-povratne i prolazne Markovljeve lance.
Zato uvodimo novo sparivanje. Definirat ¢emo ga na sluCajnim Setnjama sa svojstvom
aperiodic¢nosti.

Neka su X, X5,... nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable nezavisne od
slucajne varijable Y,,. Pretpostavimo da sve slucajne varijable imaju vrijednosti u Z. Defi-
niramo Y, = Yy + X; + --- + X,,. Tada je (Y,),av sluCajna Setnja s koracima X,, 1 poetnom
pozicijom Y.

Definicija 3.2.1. Za korake slucajne Setnje kaZemo da su aperiodicni ako je
nzd{n € Z: P(X; =n) >0} = 1,
a jako aperiodicni ako postoji h € Z takav da
P(X,=h)>0 i nzd{neZ:P(X,-h=n)>0}=1

Jaka aperiodi¢nost povlaci aperiodi¢nost, a obrat ne vrijedi. Zaista, neka je d := nzd{n :
P(X; =n) > 0}. Vrjedi{n : PX; =n+h) >0} =1{n:PX, =n >0-h Za
svaki n 1z skupa s lijeve strane jednakosti d | n + h. Kako d | h, slijedi d | n. Odnosno
d<nzdineZ:P(X,-h=n)>0}=1pajed = 1. S druge strane, jednostavna simetricna

slucajna SetnjasaP(X; = 1) =P(X; = -1) = % je aperiodic¢na ali nije jako aperiodi¢na.
Neka je Y, = Y| + X] + --- + X], sluCajna Setnja nezavisna od Y s istim distribucijama
koraka i razliCitom pocetnom pozicijom Y. Dakle, koraci X{, X7, ... su nezavisni jednako

e e .., D
distribuirani i X| = Xj.

Lema 3.2.2. Neka je A C Z. Tada postoji konacan podskup A" C A takav da je nzd A =
nzd A’.
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Dokaz. Neka je ay € A fiksan. Rastavimo ay 1 nzd A na proste faktore. Bez smanjenja
opcenitosti neka je ay = p’lcl ---p',f,” inzdA = p’l1 p,’,’; gdijeje ly < ky,....ly < kyi
m < n. Za svaki p; za koji je [; < k; postoji a; € A takav da pﬁ"“ t a; jer kad takav a € A
ne bi postojao onda bi p?’” | nzd A Sto je kontradikcija. Sli¢no, ako je m < n, onda za
DPm+i POStoji a,,.; takav da p,.; ¥ @pei. Oznacimo uniju elemenata a; i ap s A’. OCito je
A’ konacan. Znamo da nzdA’ | ap inzd A | nzd A’ jer je A’ C A. Iz toga slijedi nzd A" =
plpmepi o piadieje ly < iy < kiy ey by < i < Koy et < Kot - -5 By < k. Kad bi

m+1 )
i1 > [; onda postoji a € A’ takav da p’l1 1 a §to je kontradikcija. Dakle, iy = [y, ...,i, = L.
Sli¢no, ako je m < n1ii,.; > 0ondapostojia € A’ t.d. pinjr‘l {a.Dakle, i,,; =0,...,i, =0.
Dobili smo nzd A’ = nzd A. O

Po lemi zaklju€ujemo da postoji ¢ € N dovoljno velik takav da je
nzd{n:P(X; —h=n|X -l <c)>0} =nzd{ln < c: PX; —~h=n) >0} = 1. (3.2)

Stavimo Y = Y, zak > 1

X = {X,;, za |Xk -X|<c

X, zalXo-X;

> c,

1Y) = Yy +X{+--+X; . Zbog nezavisnosti slucajnih varijabli X, i X; je (X;. X;) 2 (X7, ).
Zato je
P(Xy = n,1Xx — X;| > ¢) = P(Xy = n,|X; —n| > ¢)
=P(X, =n,|Xx —nl > c)
=PX; = n,|Xx — X;| > ©),

Sto koristimo u
P(X; =n) = P(X; = n,|X; — X}| < ) + P(X; = n,|X; — X}| > ¢) = P(X} = n).

Dakle Y” 1 Y’ imaju jednako distribuirane korake i iste pocetne distribucije pa je Y”’ 2y
Definirajmo R = (R,),av kao razliku slucajnih Setnji sa R, = Y, — Y,’. Vidimo da smo
dobili novu sluc¢ajnu Setnju s koracima X; — X} i poCetnom pozicijom Yy — Y. Prije
glavnog rezultata dokazat ¢emo svojstva Setnje R.

Lema 3.2.3. Slucajna Setnja R ima simetricne, ogranicene i aperiodicne korake.

Dokaz. 1z
09 |Xk - X;€| > C,

Xk—X, IXk—XUSC

Xk —X;{’ = {
k’
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i nezavisnosti X; i X slijedi simetri¢nost i |X; — X}'| < c.
Iz jake aperiodi¢nosti koraka X;, zbog jednakosti (3.2)) slijedi da postoji & € Z takav da
jeP(X;=h)>0inzd{n € Z:P(X; - h=n,|X; - h| < c) >0} = 1. Zbog

PX, - X! =n) 2PX, - X{ =n,|X; - X]| < ¢)
>PX,—h=nIX\,—hl<c,X{=h)
=PXy—h=n,X; —hl <c)PX] =h)

jelnez P —h=niX;-h<c) >0} clnez:P(X,-X7=n)> 0paje
nzd {n €Z:PX, - X/ =n)> 0} = 1, odnosno R ima aperiodi¢ne korake. |

Lema 3.2.4. Neka je A C Z aperiodican (nzd A = 1), aditivan (ako n,m € A ondan+m € A)
i zatvoren za promjenu predznaka (ako je n € A onda —n € A). Tada je A = Z.

Dokaz. Nekajed := minfk e N : ke A}1dZ :=1{d-n:n € Z}. Tadaje dZ C A zbog
aditivnosti i zatvorenosti na promjenu predznaka. Neka je b € A. Tada postoji k € Z takav
daje 0 < b—kd < d. Kako je b—kd € A, a d najmanji prirodan broj u A slijedi b = kd € dZ.
Dakle, A = dZ. Kad bi d > 1 imali bi kontradikciju s aperiodi¢nosti pa je A = Z. i

Lema 3.2.5. Slucajna Setnja R je ireducibilna i povratna.

Dokaz. Oznaimo korake slucajne Setnje R sa X;. Neka je R” definirana sa R = Ry — Ry =
Xi + -+ + X;. Definirajmo

A= {neZ:P(Rg:n)>Ozanekik€N0}.
Pokazimo da je A = Z uz pomo¢ leme Neka su ny,n, € A. Zbog
P(RQH =m +I’l2) > P(RQH =m +I’l2,R2 = I’l]) = P(Xk+l + - +Xk+l = I’lz,Rg = I’ll) =
=P Xis + -+ + Xy =n) P(R) =) = P(R) = my) P(RY = my) > 0

jen; +n, € A, tj. A je aditivna. Takoder, ako je P(X; +---+ X; = n) > 0 onda zbog
simetricnosti, X; 2_x | 1 nezavisnosti koraka po lemi slijedi

RV=-X, - - X, 2X 4+ X =R
paje
P(R = -n)=P(-R{ =n)=P(R) =n) >0.
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Kako je A 2 {n €Z: P(R(l) =X, = n) > O} zbog aperiodi¢nosti koraka dobivamo nzd A =
1. Dakle, pokazali smo da je A = Z, odnosno da iz svakog stanja dolazimo do svakog
drugog u konacno koraka s pozitivnom vjerojatnosti. Dakle, lanac je ireducibilan.

Za povratnost prvo pokazimo

P(sup IRyl = oo) =1. (3.3)

keNy

Za fiksni r > 0 uzmimo n dovoljno velik takav da je p := P (Rg € [-2r, 2r]) < 1. Takav n
postoji jer iz aperiodiCnosti slijedi da postoji k # 0 t.d. P(X; = k) > 0. Zbog nezavisnosti i
jednake distribuiranosti koraka slijedi
ngP(Rg + X1+ + Xo, € [-1, 7], R = 1)
P(R) € [-r,r])
Z|l|§rP(Xn+l + o+ Xo, €[-r—1Lr—I,R = l)
P(RY € [-r,1])
- Z|l|5rP(th+l +---+ Xy, € [-2r,2r],R) = l)
B P (R € [-r.r])
=P (X1 + -+ Xo, € [-21,2r])
=P (R) € [-2r,2r]) = p.

P (R, € [-rr1|R € [-r,r]) =

Iskoristimo gornju i analogne nejednakosti za sve [ € {1,--- ,k—1}u
P(R) € [-r.rl.....R), € [-r.r]) = P(R) € [-r,7]) P(R), € [, F]|R) € [-r,7]) - --
<P (Ry, € [-r 11| R}y, € [=ri7L.. . RS € [, 7]) < pF.
Pustanjem k — oo, zbog neprekidnosti vjerojatnosti na nerastu¢im dogadajima za svaki

r > 0 vrijedi
<r|=P sup |RY| < r}|=0.
) [ﬂ {1§l£k| & }}

k=0

P (sup |R2,1
keNg

Tvrdimo da to povlaci

P(sup IRY| = oo) = 1.

kENO

U suprotnom bi P (supkeNO |R2| < oo) > () povlacilo da postoji r > 0O takav da je

0< P(sup |R2| < r) < P(sup |R2n < r) =0
keNg keNy
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$to je kontradikcija. Zbog IRyl = |Ry + RO| > |RY| - |Ro| dobivamo

P(sup IRy| = 00) > P(sup RY| = oo) =1.

kGN() kGN()
Zbog simetrije vrijedi

P (inf; R = —0) = P(infy R} = —co) = P (sup,(—R}) = o) = P (sup, Ry = ).

Kako je {supkZO R, = 00} = {supk20 R, —R, = oo} € 0(X11,X,42...)zasvakin € N to
je repni dogadaj. Po Kolmogorovljevom zakonu nula-jedan vjerojatnost tog dogadaja je O
ili 1. Zbog
{supy [Rx| = oo} C {sup, Ri = oo} U {infy R = —co}

i (3.3) vjerojatnost tih dogadaja ne moZe biti jednaka 0. Zato je
P (sup, Ry = o) = P (inf Ry = —c0) = 1.

Sada slijedi
P ({Ry < 0 za konacno k ili R, > 0 za konacno k}) < P(ir;ka > —oo)+P(sup Ry < oo) =0.
k

Zato je
P(R; < 0b.m.p. iR, > 0b.m.p.) = 1.

U svakoj promjeni predznaka R mora pro¢i kroz skup {0, 1, ..., c — 1} jer su koraci ograni-
¢eni sa c. To znaci da je P(R; € {0,1,...,c — 1} b.m.p.) = 1. Zbog ireducibilnosti su sva
stanja povratna ili prolazna. Kad bi bila prolazna, slijedilo bi P(R;, = jb.m.p.) = 0 §to je
kontradikcija. Dakle, R je povratni Markovljev lanac. O

Napomena 3.2.6. Dio dokaza u kojem pokazujemo da lanac posjecuje stanja [0, c) ne
ovisi o tome da R ima korake s vrijednostima u Z. Bitno je samo da je P(X; # 0) > 0.
Zato vrijedi sljedece. Slucajna Setnja R na R sa simetricnim, ogranic¢enim (s €) koracima i
svojstvom P(X; # 0) > 0 posjecuje [0, €) s vjerojatnosti 1.

Teorem 3.2.7. Neka je Y slucajna Setnja na skupu Z s aperiodicnim koracima. Neka je
Y’ slucajna Setnja nezavisna od Y s drugom pocetnom pozicijom. Tada postoji uspjesno
sparivanje od Y i Y’ te

||Pyk - PY/Z”IV — 0, zak — oo.
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Dokaz. Kako je R ireducibilna i povratna Setnja slijedi da je P(K < c0) =1 za
K:inf{kENO ‘R :O} :inf{kENo 1Y = Y]:,}
Neka je za k € Ny,

. Yy, k<K,
Y = (3.4)

k Y., k>K.

Kao u teoremu zbog jakog Markovljevog svojstva vrijedi Y Zy ", a od prije znamo

y” 2y, Zato je (Y, Y"") sparivanje slu€ajnih Setnji Y 1 Y’ s vremenom sparivanja K pa

[Py, - Py|| <P(K>n)—0, zak— o. O

Napomena 3.2.8. Slucajnu Setnju Y’ iz dokaza teorema smo mogli zadati sa Y|” = Y i
zak €N,

X, k> K

Tada se indukcijom lagano provjeri da vrijedi (3.4). Takoder, Y je slucajna Setnja s
nezavisnim jednako distribuiranim koracima (X,’(” .

o {X;;, k<K,

Sparivanje iz prethodne konstrukcije naziva se Ornsteinovo sparivanje.

3.3 Epsilon-sparivanje

U ovom poglavlju pretpostavljamo da slucajna Setnja nema vrijednosti samo u resetki dZ,
gdje je d > 0. Napravit cemo sparivanje u kojem ce slucajne Setnje doci e-blizu jedna
drugoj i ostati e-blizu, ali se nece spariti. To se ne¢e dogoditi u istom vremenu, vec u tre-
nutcima pomaknutima za slucajni vremenski interval. Ovakvo sparivanje ¢e biti dovoljno
dobro za dokaz Blackwellovog teorema obnavljanja.

Definicija 3.3.1. Za slucajnu varijablu X i njezinu funkciju distribucije F kaZemo da joj
slika nije u resetki ako za svaki d > 0, P(X € dZ) < 1. KaZemo da X moZze biti blizu tocke
x, odnosno da je x rastu€a tocka funkcije F ako je za svaki 6 > 0,

PXe[x-06,x+06]) >0.

Lema 3.3.2. Slika od X nije u resetki ako i samo ako ne postoji d > 0 takav da je skup
rastucih tocaka funkcije F sadrZan u dZ.
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Dokaz. Pokazat ¢emo da je P (X € dZ) = 1 ako i samo ako
{x:¥6>0,P(Xe[x=-06x+6]) >0} CdzZ

(=) Neka je x takav da za svaki 6 > 0, P(X € [x—,x+ 6]) > 0. Pretpostavimo
da x ¢ dZ. Kako je dZ diskretan postoji 6 > 0 takav da [x — d,x + 6] C (dZ)°. Tada
0=P(X ¢dz2)>P(X € [x-06,x+ 6]) > 0 daje kontradikciju.

(<) Zelimo pokazati P ((dZ)) = 0. Kako je (dZ)° = .z (dz,d(z + 1)) bez smanjenja
opcenitosti dovoljno je pokazati P(X € (0,d)) = 0. Tada ¢e tvrdnja slijediti sumiranjem
prebrojivo mnogo intervala vjerojatnosti 0. Po pretpostavci, za svaki x € (0,d) postoji
¢ > 0 dovoljno mali takoda je P([x — 6, x +0]) = 01 [x — 6, x + 6] € (0,d). Tada je

) r=6ux+60=¢0,d).

x€(0,d)

Gornja unija je otvoren pokrivac¢ za kompaktan skup [n“ ,d — n‘l] pa postoji konacan pot-
pokrivac. Zato postoji D konacan takav da je

P(Xe[n'd-n]) < ZP((x—ch,x+6x>) - 0.

xeD

Konacno
P(X € (0, d)) = r}i_}rgP(X € [n_l,d - n_l]) = 0. O

Neka je (Si)ren, zadana sa Sy = So + X; + -+ + X; sluCajna Setnja i §’ njena verzija
s drugom pocetnom pozicijom. Neka slike koraka ovih slu€ajnih Setnji nisu u reSetki.
Neka su (1)) i (I7),; nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable s Bernoullijevom
distribucijom s parametrom p = %, nezavisne od Setnji § 1.$8’. Stavimo Ky = 0izan € N
rekurzivno definiramo vremena n-tog povratka u stanje 1 sa

K, =inf{k> K, | : [, = 1}
Posjete stanju 1 tvore nezavisne i jednako distribuirane cikluse
Cn:(XKn_|+l’---’XK,,), n € N.

slucajne Setnje, nezavisne od Sy. Naime, (X, I,), je niz nezavisnih jednako distribuiranih
parova, pa je to Markovljev lanac. Tvrdnja slijedi iz jakog Markovljevog svojstva primi-
jenjenog na taj lanac u vremenu zaustavljanja K,. Neka su Y, sume koraka u ciklusu C,,
odnosno

Yn:XKn,1+l+"'+XKn» n € N.
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Y, su nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable, nezavisne od Sy. Analogno defi-
niramo K, C, 1Y,. Za fiksni € > 0 definiramo niz ciklusa C,’ sa

C,
C;ll — { n
Ch,

Zbog nezavisnosti C, i C/, je (C,, C’) 2 (C’, C,) pa za skup B vrijednosti ciklusa dobivamo

Y, - Y
Y, - Y’

<e€,
> €.

MQe&n—m Y,-Y

<e€)=P(C,eB,

< e)
Sto iskoristimo u

P(Cy € B)=P(C, €B,

Y,-Y

< 6)+P(Cn € B,

Y,-Y,| > €)=P(C,€B).

) D ... e )
Zato je C;) = C, zan € N. Dakle, C;/, n € N su nezavisni jednako distribuirani ciklusi.
Takoder, neka je Y, suma u ciklusu C;’, odnosno

, {Y,;,
Yn =
Y,,

Neka je R = (R,),ey, sluCajna Setnja s poCetnom pozicijom S, — S, i koracima Y, — Y,".
Koraci su nezavisni i jednako distribuirani 1 nezavisni od pocetne pozicije Sto slijedi iz istih
svojstava nizova (Y,), i (¥}),. Prije dokaza svojstava Setnje R navodimo lemu potrebnu za
dokaz.

Y,-Y
Y, -Y

<€,

> €.

Lema 3.3.3. Neka je A C R neprazan skup takav da za svaki d > 0, A £ dZ. Neka je A
aditivan, zatvoren na promjenu predznaka i zatvoren (ako x;, € Ai x, — x onda x € A)
skup. Tada je A = R.

Dokaz. Skup A N (0, c0) je neprazan jer bi u suprotnom zbog zatvorenosti na promjenu
predznaka bilo A = {0} C dZ. Stavimo d = inf(A N [0, c0)). Zbog zatvorenosti od A, d € A
pa zbog aditivnosti i zatvorenosti na promjenu predznaka je dZ C A. Postoji x € A takav
da x ¢ dZ. Kad bi d bio strogo pozitivan, postojao bi k € N takav daje 0 < x — kd < d.
No, kako je x — kd € A to je kontradikcija s definicijom od d. Zato je d = 0. Neka je
d, € AN {0,00) takav da d; N\, d = 0. Neka je x € R proizvoljan. Tada postoji n; takav
da je mid; < x < mdy + di.. Tada nid;, — x, pa zbog nid; € A i zatvorenosti slijedi x € A.
Dakle, A = R. ]

Lema 3.3.4. Koraci slucajne setnje R su simetricni, ograniceni sa € i

P(Y, - Y #0) > 0.
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Dokaz. Simetri€nost 1 ogranicenost su ocite. Pokazimo zadnju tvrdnju. Neka je

A={xeR:V¥6>0,P(Y,-Y] €[x—6,x+35])>0}
= {x : Y, — Y] moZe biti blizu tocki x}.

Ako pokazemo da je A = R, onda Y, — Y| moze biti blizu tocke €/2 paiY; — Y|’ moZe biti
blizu €/2. Zato slijedi P(Y, — Y{" # 0) > 0. Provjerom uvjeta leme ¢emo pokazati
A=R.

A je neprazan. Pretpostavimo suprotno. Tada otvoren pokrivac | J ey k417 (X — 01, X + Oy)
kompaktnog skupa [k, k + 1] ima konacan potpokrivaC pa je zbog subaditivnosti P(X €
e,k +1]) < Y . epP(X € (x=6,,x+0,)) =0, gdje je D konaCan. To povlaci 1 = P(X €
R) = Dz P(X € [k, k + 1)) = 0 Sto je kontradikcija.

PokaZzimo A ¢ dZ. Pretpostavimo A C dZ. Primijetimo da za 6 > 0 vrijedi

PY,-Y elx=6,x+8])>2P(Y,-Y e[x-8,x+0],K; =2,K|=1)

=PX; + X, - X] € [x— 6, x+ 5])P(K, = 2)P(K] = 1)

=8'P(X, + X, — X| € [x— &, x + 4]

> 87'P(X; € [x—6/3,x+6/3),
gdje smo u drugom koraku iskoristili nezavisnost nizova X, X" od nizova K i K| koji ovise
o/l1il’,utreCem koraku smo izraCunali P(K; =2) =P(I; =0,L,=1)=1/4iP(K] = 1) =
1/2, a u zadnjem koraku iskoristili nezavisnost i jednaku distribuiranost varijabli X, X, i
X]. Zato je

{x:¥6>0,P(X; €[x—6,x+6]) >0} CACdZ
Sto je kontradikcija s ¢injenicom da korak X; nema sliku u resetki po lemi[3.3.2]
Pokazimo aditivnost. Neka su x,y € A. Zbog

P(Y, -Y] €[x—-6,x+6]) =

= D P+ + X=X = = X, € [x = 6, x + S P(K, = WP(K] = k)
e >0
Y, — Y| moze biti blizu x ako 1 samo ako postoje k, k" takvida X; +---+ X — X] —--- = X,

moze biti blizu x. Sada je x + y € A zbog

PXy+ + Xpen— X — =Xy EX+y—-06,x+y+]) >
>PXy+- -+ X - X - =X, €[x=6/2,x+6/2])

PXy 4+ X, - X - =X, €ly—96/2,y+5/2]).
Nadalje, za x € A vrijedi

P(Y, - Y| € [-x—0,-x+06]) = P(Y, Y, € [-x—0,-x+6]) = P(Y; =Y, € [x—=6,x+6]) > 0
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paje —x € A.
Na kraju pokazimo zatvorenost. Neka je x; € A td. x; — x. Tadazaé > 01 x; t.d.
|xe — x| < 6/2 vrijedi
P(Y, -Y] €[x—=06,x+6]) 2P, - Y] € [xy — /2, x +6/2]) > 0,

pa zakljuujemo x € A. O

Dakle, R je Setnja sa simetricnim, ograni¢enim koracima i koracima koji su razliciti
od 0 s pozitivnom vjerojatnosti pa po napomeni |3.2.6[ slucajna Setnja R posjecuje [0, €) s
vjerojatnosti 1. Za
M = inf{n € Ny : R, € [0, €)}
je P(M < o0) = 1.
Definiramo novi niz ciklusa C"”’ sa

144 ’ 7
o |G n<M,_[C, Y,-Y)|<en<M,
" C,, n>M C,, inade

1 sume koraka sa

Y/// . Yl’ll” n S M’
" Y., n> M.

C;" su nezavisne i jednako distribuirane i nezavisne od S;. Naime, znamo da su (C,, C}’)
nezavisni 1 jednako distribuirani te nezavisni od (S, Sj,). Zato je niz

((S()’ 6)’ (Cl > CY)? (CZ? Cé’), (C';? Cé,) v )

Markovljev lanac. Dogadaj {M < m} ovisi 0 So, S, Y1, Y], ..., Y,, Y, odnosno o S, S,

C..CY, ...,C,,C) paje M vrijeme zaustavljanja. Zato su (CM+n, C;"“n), n > Ny neza-
visni od S, C7, ..., C}; po jakom Markovljevom svojstvu i medusobno nezavisni i jednako

. D ) _
distribuirani. Dakle, C;” = C, 1 nezavisni su.
Za k € N stavimo X;”, I;"” 1 K;”” tako da je

444 117 — 244
(X5 1o X)) = €Yy meEN.

Kako je ciklus C}” jednak Cy ili C;, X;” je jednak nekom iz (X,), ili (X}),, I} je jednak
nekom iz ([;) ili (I}), a K;” je k-ta jedinica u (I;”). Slijedi da K;” ovisi o (Kj) i (K}).
Preciznije, K{” je jednak K, ili K|, azan € N, K} je jednak K", + K, — K,_; ii K", +
K, -K _,.

Definiramo slucajnu Setnju §”” s poCetnom pozicijom S, i koracima (X;’). Tada je §"”

.. D . “ ... . . . . .
kopija od §” odnosno $”” = §’. Naime, pocetne pozicije su im jednake, a koraci su dobiveni

iz nezavisnih 1 jednako distribuiranih ciklusa (C}”) i (C}) koji su joS nezavisni od ;.
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Teorem 3.3.5. Za proizvoljni € > 0, par (S,S") je sparivanje sluc¢ajnih Setnji S i S’ s
razli¢itim pocetnim pozicijama i koracima Cije slike nisu u resetki. Nadalje, Ky i K} su
g.s.-konacni i

Sky+k — S}%,I,Jrk =Ry €10,¢), zakeN,. (3.5)

Dokaz. (S,S") je sparivanje od S 1S’ jer je "’ 2s.
Za svaki m € N je

P(K,, < ) =P(K,, < c0,...,K; < )
=P(K, <0|K,_1 <)---P(K; < c0)
= (P(K; < o0))" =1,

gdje smo u drugom koraku iskoristili jako Markovljevo svojstvo Markovljevog lanca (I;)
na vremena zaustavljanja K,,. Zbog P(M < oo) = 11 gornje jednakosti vrijedi

P(Ky < o) = P(Ky < 00, M <0) = » P(K, <co,M=m) = » P(M=m)=1.

m=0 m=0

Analogno vrijedi i za K}/ jer je (I;”’) niz nezavisnih jednako distribuiranih Bernoullijevih
slucajnih varijabli. Naime, (1;”’) je nastao kombiniranjem nezavisnih i jednako distribuira-
nih nizova (1;) i (I7) ovisno o tome kakav je C;".

Pokazimo jednakost (3.5). Za k € N vrijedi

Skysk =So+ Xy + -+ Xg)+ -+ X1 + -+ Xky,) + Xiye1 + -+ + Xiyrk
=So+ Y1+ + Yy + Xk + 0+ Xiyrk

e —_ i’ "’ e "’ . 7’ e "’ 244 e "’
S = S+ (X7 4 X oo (X e A X )+ X+ X
— i’ 1’ .. 77’ "’ . 7’
=S5+Y"+--+Yy +XK3;’+1 + +X,%,+k

— 4 14 4 1444 1444
=5+ +--~+YM+XK&,+1 +--~+XK&,+,{.

e ) oy ) ) . ) o
Primijetimo da je Xk,,+; prvi Clan ciklusa Cy,q, a XKA’/ .y prvi Clan ciklusa C/ ;= Ciy1.

Znaci, Xg,+1 = X3/,,,. To vrijedi i za ostale X-eve u gornjim jednakostima. Naime, u
M
1444

nizu §”” nakon M-tog ciklusa, redaju se isti ciklusi kao u § jer je (C}/,,Clfirs--.) =
(Cy+1,Cps2, - - . ). Dakle, za svaki [ € {1,...,k} je Xk,,+1 = Xy, ,- Zato je

K+l

M
Skusk = St = So = Sy+ Y (Y= ¥/) = Ry € [0,€). O
=1
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3.4 Blackwellov teorem obnavljanja

Neka su zadane nenegativna slucajna varijabla Sy nezavisna od niza nezavisnih jednako
distribuiranih slu¢ajnih varijabli (X,),cn. Neka je F funkcija distribucije od X, a G funkcija
distribucije od Sy. Pretpostavljamo da je P(X; < 0) = 01 P(X; = 0) < 1. Stavimo
m := E(X). Neka je § = (St)ien, proces obnavljanja zadan sa

Si=So+ X1+ + X, z€N,.

Tada je S poseban slucaj slucajne Setnje na R, s nenegativhom pocetnom pozicijom i ne-
negativnim i netrivijalnim koracima. Prisjetimo se da S, nazivamo vremenima obnavljanja
1 ona predstavljaju trenutke pojavljivanja nekog dogadaja. Brojeci proces N = (N,)>o je
definiran sa

Ny= ) liseg =inflneNo: S, > 1) =#{neNy: S, <1).
n=0
Neka je N(A) broj obnavljanja u skupu A. Za poluotvoreni interval vrijedi

N(t, r+ h] = Z ]l{t<S,LSt+h} = Nyn — N,
n=0

Proces obnavljanja 1 brojeci proces povezuju relacije

{N:<n}={S,>1t}, neN,, (3.6)
{Ny=n}={S,-1 <t<S,}, nel. (3.7)

Lema 3.4.1. Za svakit > 0 je E(N;) < 00 i N, < oo P-g.s.

Dokaz. Neka je x > 0 takav da je F(x) < 1. Takav x postoji jer je F(0) < 1. Definiramo
Ly =01 zan € N rekurzivno

L, =inftk > L,_; : X > x}.
Odmabh vidimo da je L, = inf {k ENp: Lixyom + -+ Lixon = n} Zbog jednakosti
P(Li=n)=PX, <x,..., X1 <x,X,>x) = Fx)"'(1 = F(x))

1 jakog Markovljevog svojstva na nizu nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli
(X,),,» sluCajne varijable

Ln - Ln—19Ln—l - Ln—25 .. -’LZ - L19Ll
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su nezavisne 1 jednako distribuirane s geometrijskom distribucijom s parametrom 1 — F(x).
Tadaje L, = (L, — L,_1) + ...+ (L, — L)) + L, paje E(L,) = n(1 — F(x))™'. 1z

Sp=So+ X+ + X, > x[Lixoq + -+ Lixoy]

slijedi
N, =inf{neNy: S, >t} <inf{n e Ny : Lixon+ -+ Lixsq > 1/x}
=inf{n e No: Lixon + -+ Lo = L8/x] + 1} = Liyger-
Zato je E(N;) < E(Lj;/xj+1) < oo pa to povlaci drugu tvrdnju. O

Procesu obnavljanja S pridruZujemo &isti proces obnavljanja S° = (Sx — So)rer,. Za
pripadajuci brojeéi proces N° = (N?) vrijedi

0
N, = Z ]l{S,?sr} =1+ Z Lix, ety
n=0 n=1
N, = Z Tis,<n Z Lis0<i-sy) t—So

Lema 3.4.2. Za sve t,h > 0 vrijedi

N, + h] < N°.

Dokaz. Kako {N, = n} ovisi samo o Sy,...,S,, N, je vrijeme zaustavljanja. Zato su
XN,+1, Xn,+2, - . . nezavisni jednako distribuirani s distribucijom X;. Jednaku distribuiranost
od (Xy,+15 - - -» Xn+k) 1 (X1, ..., Xi) iskoristimo u posljednjoj jednakosti u

(o8]

N[Sw,.Sn, +h] = Z 1 { S, <Sk<Sn,+h} Z ]l{sN,sskgsN,+h}
n=0

n=N;

= 1 + : ]I{SN[SSNI+XN1+1+~-~+XNt+kSSN1+h}
k=1

(o)
— § 0
- XN[+1+ +XN[+k<h} N]‘l ‘

Nadalje, zbog {N, < n} = {S,, >t} vrijedi t < Sy, paje

(9]

Ljcs,<ieny = Z s, <ieny < Z Lisy, <s,<sy,+hy = N[Sn,»Sn, + h].

n=N; n=N;

Mg

N(t,t+ h] =

Il
[«

Tvrdnja slijedi iz

P(N(t,t + h] < x) 2 P(N[Sy,, Sy, + h] < x) = P(N}) < x). O
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Sada mozZemo izreci glavni razultat.

Teorem 3.4.3 (Blackwellov teorem obnavljanja). Neka je S proces obnavljanja i neka X,
nema sliku u resetki. Neka je m = E(X;) € (0, oo] Tada za sve h > 0 vrijedi

IimE(N(t,t + h]) = —
t—00
Teorem ¢emo dokazati metodom sparivanja u viSe koraka. Ideja dokaza je definirati
novi proces obnavljanja S’ s istim koracima i razliitom pocetnom pozicijom S, za koji Ce
vrijediti

E(N(t,t + h]) = —, =zasvakit> 0.

3=

Za ta dva procesa obnavljanja koristit cemo epsilon-sparivanje. Pokazat ¢e se da je to
dovoljno za dokaz.

Propozicija 3.4.4. Za proces brojenja N° &istog procesa obnavljanja vrijedi

fm(l —F)EW? )dx =1, 0<t<co.
0

Dokaz. Primijetimo da je po lemi[2.1.1, 8% . — X; = Xo + - + X, 2 SY pa je

n+1

oo (o]
D
§ 1 {s9<t-x} = E ]1 {80, —Xi<r-x} E 1 {x+89-X <1}

= n=0 n=1

Sto ovisi 0 X», ..., X, 1 nezavisno je od X;. Zato je

(1 - F(x) E(Nto—x) =B []]‘{Xl >x} Z ]l{x+S,9—X1<t ] Z E Xl >x} x+Sg—X1St}) >

n=1 n=

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili Beppo-Levijev teorem. Integriranjem gornje jed-
nakosti, ponovnom primjenom Beppo-Levija i zamjenom integrala i ocekivanja pomocu
Fubinijevog teorema za nenegativnu funkciju slijedi

f (1 - F(x)) E(N",) dx = Z f Lixon Lrrspox <)) 4

E (L ]I{X1>x}]1{x+S2—X15t} dx) .

e

S
Il
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U gornjem izrazu se u ocekivanju nalazi slucajna varijabla. Oznacimo ju sa W. Za svaki
w € Q ra¢unamo

W@ = [ Bien@)L st g @)= [ Lo O st (9 d

Sdw)At

- f 1 [SQ(“))_XI (w), SQ(w))(y)]l(—oo,[](Y) dy = f dy

(SYw)-X1 (W) At
= S)(w) A t—(Sh(w) - X)) A t,
gdje smo u trecoj jednakosti napravili zamjenu varijable y = x + S%(w) — X, (w), a za Cetvrti

korak se lako provjeri jednakost za sva tri moguéa slucaja odnosa tocke ¢ i poluotvorenog
intervala [Sg(w) - X (w), Sg(w)>. Nastavljamo raun

[ee)

fom(l — FO)E(NL)dx = Y B(SS A 1) =E((S-X1) A 1)

n=1

= iE(SS A1) =E(Sh, At) :}i_)rgE(SS A1) =E(SoAt) :r}i_)n;E(Sg AT,
n=1

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili jednaku distribuiranost S — X; i S°_|, a u zadnjoj
Sy At = 0. Preostaje pokazati limn_mE(Sg A t) = t. Koriste¢i li za Cisti proces

obnavljanja dobivamo
{Nto<oo}: U{N?Sn}: U{Sg>t}

n n

Sto zajedno s lemom [3.4.1|daje P(Un {SS > t}) = 1. Dakle, lim, o SO A 1 = lim, ot = 1,
P-g.s. Po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi tvrdnja. O

Primijetimo da zbog toga Sto postoji x > 0 takav da je F(x) < 1 slijedi X; > xLix,>y-
Zato je m = E(X;) > xP(X; > x) > 0. Za 0 < m < oo definiramo funkciju distribucije

EX; A , >0,
Gm(x):{o( LAX)/m i<0

Lako se provjeri da je G, zaista funkcija distribucije koriste¢i Lebesgueov teorem o domi-
niranoj konvergenciji.

Korolar 3.4.5. Neka je m < oo. Tada G, ima funkciju gustoce (1 — F(x))/m. Za proces
obnavljanja kojem pocetna pozicija ima razdiobu G, vrijedi

h
E(N(t,t+h])=—, zasvet,h>0.
m
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Dokaz. Neka je x > 0. Tvrdnja za gustocu slijedi iz

E(Xle):f P(X; A x> y) dy:f(l—F(y))dy. (3.8)
0 0

Nadalje,

BN = B(N) = B[E(Vs, 0] = - [ B(ML) (1 - Flonax =~

gdje smo u trecem koraku uvjetovali na neprekidnu varijablu S ¢ija je funkcija distribucije
jednaka G, a u Cetvrtom smo iskoristili tvrdnju propozicije Zato je E(N(t,t+ h]) =
Nt+h_Nt:h/m. O

Za 0 < a < oo definiramo funkciju distribucije

EXiAx)/EXi1Aa), 0<x<a,
G,(x)=11, a<x< oo,
0, x <0.

Ponovno smo dobro definirali funkciju distribucije. Naime, za x > 0 takav da je F(x) < 1
vrijedi E(X; A a) = E((x A a)lx,>,) > 0. Lako se provjere svojstva funkcije distribucije.

Korolar 3.4.6. Za 0 < a < oo, G, ima funkciju distribucije

o = {(1 ~F(x))/E(X; Aa), 0<x<a,

0, inace.

Za proces obnavljanja kojem pocetna pozicija ima razdiobu G, vrijedi

E(N(t,t+h]) < za svet,h > 0.

E(X; A (l)’

Dokaz. Tvrdnja za gustocu slijedi iz jednakosti (3.8]). Za drugu tvrdnju, slicnom argumen-
tacijom kao u prethodnom korolaru dobivamo

1
E(N(t,t+h]) = E(Nzo+h—so - N?_SO) - EX D f:E(NHh-x —N,_) (1 = F(x))dx
1 00
< E(Xl—/\a)f(; E (Nish-x = Ni—) (1 = F(x)) dx = E(Xl—/\a)’

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili tvrdnju propozicije [3.4.4] |
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Sljede¢a propozicija je klju€an korak u dokazu teorema. Propozicija se bazira na
epsilon-sparivanju iz teorema[3.3.5]

Propozicija 3.4.7. Neka su S i S" procesi obnavljanja s razlicitim pocetnim pozicijama i
istim koracima koji nemaju sliku u resetki. Neka je (S,S""") pripadajuce epsilon-sparivanje
iz teorema Tada za pripadne brojece procese, konstante t,h > 0 i € < h vrijedi

EWN (t,t+h—€])-EWN"(t,t + h] Li7-y) <EWN(t,¢ + h]), (3.9
E(N(tt+h) <EN (t—€t+h])+EN 1 +h] Lizsy). (3.10)

Dokaz. Nekaje T = Sk,,. 1z @ slijedi S, = T — Ry Zat > T vrijedi
M

{nENo:t—RM<S;"§t+h—RM}:{k€N0:t—RM<S’,%,4,W+kSt+h—RM}

D Ny r<Sq<t+h)=(neNg:1<S,<t+h

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili S;” > t = Ry > T — Ry = S/, u drugoj @ au
M
trecoj nejednakost S, >t > T = Sk,,. Zato je

N"({&—Ry,t+h—Ry]=N(@t,t+h], zasvetr>T. (3.11)
Zbog 0 < Ry < €1 jednakosti (3.T1) vrijedi
N"(t,t+h—€llig<y < N"(t—Ry,t+h—Rylliz<y = N(t,t + h] Li7<y.
Koristeci dobiveno 1 nepozitivnost izraza u zagradi za tre¢u nejednakost slijedi

N"(t,t+h—¢€]l-N"(t,t + h] 175y <

<N"(t,t+h— €] ]I{Tgt} + [Nw (t,t+h— €] 1{T>t} — N"" (t,t + h] ]1{T>t}]

SN t+hl gy <N, t+h].
Tvrdnja (3.9) slijedi uzimanjem ocekivanja u prethodnoj jednakosti uz Cinjenicu da je
N (a,b] 2N (a, b] Sto slijedi iz jednake distribuiranosti pripadnih procesa obnavljanja
S8

Pokazimo i drugu tvrdnju. Ponovno koristimo 0 < Ry < e i jednakost (3.11)) pa

dobivamo

N(I,t+ l’l] ]l{Tgt} =N" (t =Ry, t+h— Ryl ]l{TSt} <N" (t—et+ h] .
Dodavanjem N (t, ¢ + h] 17>, u nejednakost slijedi
Nt t+hl <N"({t—et+hl+ N1+ h]Lirsy.

Uzimanjem ocekivanja uz jednaku distribuiranost N i N’ dobivamo (3.10). m|
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Sada mozemo zavrSiti dokaz. Odvajamo sluCajeve m < co 1 m = co.

Dokaz teorema[3.4.3|za m < . Neka je S proces obnavljanja s koracima koji nemaju
sliku u reSetki. Neka je §” verzija od S s pocetnom razdiobom G’ = Go. Iz korolara[3.4.5]
znamo E (N'(t,t + h]) = h/m za sve t, h > 0. Nejednakosti (3.9) i (3.10) prelaze u

h—e€

h+
SEWN (tt+ ) Lirsy) SEN (Lt +h]) < —— + E(N (6,1 + h] Lizon) -
m

Oduzimanjem h/m u prethodnoj jednakosti i dodavanjem ¢lanova do simetricne ograde
dobivamo

h
E(N (t, t+ h]) - — < E + E(N (t, t+ h] ]l{T>t}) + E(NW (t, t+ h] ]l{T>t}) .
m m

Zbog T < oo P-g.s. vrijedi

N t+hllgsy — 0, t— o0
N’ (t,t+ h] ]l{T>t} — 0, t—> o
Prema lemi [3.4.2] slucajne varijable N (t,1 + h] 17>y i N (t,t + h] L{7-, su stohasticki

dominirane sa N, §to je po lemi integrabilna slu¢ajna varijabla. Po teoremu o domi-
niranoj konvergenciji [[.5.9slijedi

lim sup

t—00

2

E(N(t,l+h])—% <

€
m
pa pustanjem € — 0 slijedi tvrdnja. i

Dokaz teorema[3.4.3]za m = co. Neka je S ponovno proces obnavljanja s koracima koji
nemaju sliku u reSetki. Neka je S’ verzija od S s poCetnom razdiobom G” = G,,. Prema ko-
rolaru[3.4.6)je E(N' (t — €,1 + h]) < (h+¢€)/E (X, A a) Sto iskoristimo u nejednakosti (3.10)
pa dobivamo

h
ENGi+h) < —C S BNt +h] Lray).

E (X] A Cl)
Ponovnom primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji [I.5.9]slijedi
h+e
li EWNG@t+h]) £ ———, > 0.
ugioup (N ( D EX, A ) za sve a

Primijetimo da je a > 0 bio proizvoljan. Zbog 0 < X; An < X; A (n+ 1) < X; po teoremu
o monotonoj konvergenciji slijedi E (X; A n) — E(X;), odnosno (h + €)/E (X; An) — 0.
Dakle,

tli_gE(N(t,t+h]) =0. O



Poglavlje 4

Egzaktno uzorkovanje

Za mnoge je potrebe potrebno uzorkovati iz konacnog skupa prema odredenoj distribuciji
n. Pretpostavimo da je skup S konacan, recimo S = {1,...,k}inm = (my,...,m) vjerojat-
nosna distribucija na S. Za takvo uzorkovanje moZemo napraviti sljedece.

Neka je U ~ U(0, 1) uniformna slucajna varijablai g: [0,1] — S funkcija definirana

sa
k

g0 = D il s i), (4.1)
i=1
tada o€ito X = g(U) ima distribuciju 7. Medutim, ovaj nacin uzorkovanja je dobar samo
za male skupove S jer evaluacija funkcije g moze biti vrlo skupa. Drugi nacin bi bio defi-
nirati ireducibilan i aperiodi¢an Markovljev lanac X = (X)), na skupu § sa stacionarnom
distribucijom 7. Prema teoremu o grani¢noj distribuciji Markovljevog lanca, teorem [3.1.1]
stacionarna distribucija je ujedno i1 grani¢na, odnosno

im [y, - 7], = 0.
n—oo

za sve pocetne distribucije Markovljevog lanca A. Dakle, provodenjem Markovljevog lanca
dovoljno dugo, distribucija Py, se priblizava proizvoljno blizu traZenoj distribuciji 7. Ova
metoda se naziva Monte Carlo metoda Markovljevih lanaca. lako se Py, priblizava distri-
buciji &, ona ocito ne mora biti jednaka . Na primjer, za Markovljev lanac s po¢etnom
distribucijom A = (1, 0) 1 matricom prijelaza

P (
stacionarna distribucija jednaka je 7 = ( ) i razlic¢ita od

EN o S L9
ENJ IS T

11
2°2

== ol )

1
2

2 on+l 2

S—

1 11 1
:( + = —2,,+,), zasven € N,

SIS

N
[\
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Sto se izraCuna dijagonalizacijom matrice P. Nadalje, za uspjeSno uzorkovanje potrebno je
znati koliki je n potreban kako bi razlika u distribucijama Py, i bila zanemariva. Odnosno,
za zadanu toleranciju € > 0 moramo mo¢i unaprijed odrediti n € N takav da je

||PX,7 —7T|| . < €.

t

U mnogim je situacijama teSko odrediti razumne ograde na gornju udaljenost. U sljedecem
poglavlju opisujemo algoritam koji rjeSava prethodne probleme. Algoritam ¢e u postupku
odrediti kada je potrebno zaustaviti iteracije 1 davat Ce izlaz tocno iz distribucije 7.

4.1 Sparivanje iz proslosti

Jim Prop 1 David Wilson su 1996. opisali algoritam koji sam odreduje kraj iteracije 1 Ciji
je izlaz to¢no distribuiran po distribuciji . Algoritam se sastoji od k kopija Markovljevih
lanaca koji kre€u iz svih pocetnih stanja skupa S. Umjesto promatranja Markovljevih
lanaca od trenutka O u buduénost, promatramo Markovljeve lance iz proSlosti do trenutka
0. Odnosno, simuliramo Markovljeve lance iz pocetnih toaka koje strogo padaju prema
—oo na nacin da iskoristimo prethodno simulirane korake. Algoritam zaustavljamo ako
se lanci nalaze u istom stanju u trenutku 0. Zbog toga se algoritam naziva sparivanje iz
proslosti (eng. coupling from the past).

U definiciji ove metode koristimo reprezentaciju Markovljevog lanca preko slucajnih
funkcija opisanu u sljedecoj lemi.

Lema 4.1.1. Neka je P = (pjj : i, j € S) stohasticka matrica na S. Tada postoji vjerojat-
nosni prostor (Q, F,P), niz (U,), nezavisnih slucajnih varijabli definiranih na Q i funkcija
f:8 x[0,1] = § takvi da ako je X, = f(X,_1,U,_1) i Xo ~ A, onda je (X,), Markovljev
lanac s matricom prijelaza P i pocetnom razdiobom A.

Dokaz. Dovoljno je za nezavisne uniformne slucajne varijable (U,), na [0, 1] i funkciju

k
fli,u) = Z jﬂ[z{j P S, piz>(u)

=1
provjeriti tvrdnju. Detaljan dokaz moZze se pronaci u [9,, str. 17]. i

Lema pokazuje da funkcija f za reprezentaciju Markovljevog lanca uvijek postoji. 1z-
bor funkcije f nije jedinstven i bit ¢e vaZan za uspjeSnost algoritma. Nadalje, promatrat
¢emo k = |S| istovremenih Markovljevih lanaca s istom matricom prijelaza P koji krecu iz
svih stanjau S.
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Definicija 4.1.2. Za stohasticku matricu P i prostor stanja S = {1,.. ., k} veliko sparivanje

(eng. grand coupling) je kolekcija Markovljevih lanaca {(X,z) . ieS } na S definiranih
0

ne.
na istom vjerojatnosnom prostoru (Q, F ,P) sa svojstvima:

(i) svi Markovljevi lanci imaju istu matricu prijelaza P i
(ii) za svakii € S je Xé =1

Dakle, Markovljevi lanci u velikom sparivanju krecu iz svih mogucih stanja u S 1 nas-
tavljaju kretanje prema istoj matrici prijelaza P. Reprezentaciju Markovljevih lanaca iz
leme {.1.1] moZemo iskoristiti za konstrukciju velikog sparivanja. Uz oznake kao u lemi,
za svaki i € § moZemo definirati

Xo=i, X, =fX_,U,-), zan>1

pa je svaki (le) Markovljev lanac s matricom prijelaza P. Kako ¢emo promatrati Mar-
kovljeve lance iz proSlosti, odnosno pocetni trenutak e biti indeksiran sa #, < 0 od sada
na dalje indeksiramo Markovljeve lance po ¢ € Z umjesto n € N,. Za svaki ¢ € Z neka je
fi: § — § definirana sa

Sl = fGUY).
Zato je X;,1 = f,(X,). Nadalje, za s < f neka je

Fy(@) := (fior 00 f) (D).
Funkcija F*, daje evoluciju Markovljevog lanca iz stanja s u stanje ¢ pa je

P(Fi(i) = j) = PiX,—y = ) = P(X,_, = j) = p{. (4.2)
Dakle, slucajne varijable F{(i) 1 X! su jednako distribuirane, pa smo veliko sparivanje
reprezentirali preko gornjih funkcija.

OpiSimo sada algoritam. Pocinjemo simulacijom Markovljevog lanca koji krece iz
stanja —1 u stanje 0. Kako stanje —1 ovisi o stanjima u vremenima prije —1, moramo
simulirati kK Markovljevih lanaca za svako pocetno stanje iz S. Zato smo definirali veliko
sparivanje. Za simulaciju koraka svakog Markovljevog lanca koristimo istu funkciju f;.
Ako se k lanaca nalazi u istom stanju u trenutku O, zaustavljamo iteracije 1 vratimo to
stanje kao izlaz algoritma. To ¢e biti jedna realizacija sluCajne varijable sa stacionarnom
distribucijom . U suprotnom, simuliramo k Markovljevih lanaca iz stanja —2 do 0 na nac¢in
da od stanja —1 do 0 koristimo istu uniformnu slucajnu varijablu U_; kao u prethodnoj
iteraciji. Nastavljamo postupak sve dok se Markovljevi lanci ne nalaze u istom stanju u
trenutku 0. Dakle, algoritam je sljedeci:

1. Nekajer=1.
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2. Simulirajmo k Markovljevih lanaca za svako pocetno stanje i € § od trenutka —¢ do
trenutka O pomoc¢u funkcija f;, f-;41,..., f-1. Pri tome, za korake od —t + 1 do —1
koristimo iste funkcije f_,; ..., f-; kao u prethodnim iteracijama.

3. Ako su lanci iz koraka 2] u istom stanju u trenutku 0, onda vrati to stanje.

4. Inale, povecaj f za 1 i vrati se na korak 2]

Slika 4.1: Primjer realizacije velikog sparivanja u metodi sparivanja iz proslosti.

Primijetimo da ako smo za neku pocetnu poziciju ¢ < 0 postigli da se lanci nalaze u istom
stanju u trenutku 0, tada nastavkom provodenja iteracija u proSlost, odnosno za pocetne
trenutke s < ¢ dobivamo stalno isti izlaz iz algoritma. Dakle, nastavak iteracija nema utje-
caja na izlaz algoritma. Zato algoritam zaustavljamo u trenutku kad su se lanci sparili u
sadaSnjosti 1 vraCamo dobiveno stanje. Intuitivno zamiSljamo da Markovljeve lance simu-
liramo iz proSlosti (—c0) u 0 pa se zbog toga u 0 postiZe grani¢na distribucija, odnosno
dobiveno stanje Y ima stacionarnu distribuciju. U sljedeCem teoremu dokazujemo ovu
tvrdnju.

Teorem 4.1.3. Neka je P matrica prijelaza ireducibilnog i aperiodicnog Markovljevog
lanca na prostoru stanja S = {1, ...,k} sa stacionarnom distribucijom n. Neka je T naj-
manji t > 0 takav da je F°, konstanta. Ako je P(T < o) = 1, onda slu¢ajna varijabla Y
definirana s tom konstantom ima distribuciju .

Dokaz. Koriste¢i jednakost (4.2) i teorem o grani¢noj distribuciji za Markovljeve lance
vrijedi
fim B (F() = j) = lim pi} = *3)
Za s > t vrijedi
Fo = Fo(faronofy),
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pa ako je F°, konstantna funkcija, onda je i F°, konstantna funkcija. Zato na dogadaju
{T < oo}, zat>T vrijedi
F°(i)=F° @) =Y.

Koristeci pretpostavku da je P(T < oo) = 1 dobivamo
lim B(FY, () = j) = lim [B(FO,() = J.T > )+ B(Y = j.T < 1)]
=P(Y =T <o) =P(Y =),

gdje smo u drugoj jednakosti za prvi sumand iskoristili neprekidnost vjerojatnosti na ne-
rastu¢im dogadajima {7 > t} pa on konvergira prema 0, a za drugi sumand neprekidnost na
neopadaju¢im dogadajima. Posljednja jednakost zajedno sa (4.3)) daje tvrdnju. O

Dakle, pokazali smo da ako se algoritam gotovo sigurno zaustavlja, vraeno stanje
ima stacionarnu distribuciju. Pretpostavimo sada da su Markovljevi lanci X!, X2, ... X* iz
velikog sparivanja nezavisni. Pokazat ¢emo da je u tom slucaju P(7" < co) = 1, odnosno da
¢e se Markovljevi lanci gotovo sigurno spariti.

Teorem 4.1.4. Neka je P matrica prijelaza ireducibilnog i aperiodicnog Markovljevog
lanca X na prostoru stanja S = {1, ..., k} sa stacionarnom distribucijom nt. Neka je

(Xl,XZ,...,X”)

nezavisno veliko sparivanje pridruZeno matrici P. Neka je T najmanji t > 0 takav da su
nezavisni Markovljevi lanci koji krecu iz stanja —t u istom stanju u trenutku 0. Tada je
P(T < o0) = 1. Oznacimo to stanje sa Y. Tada je Y ~ n.

Dokaz. Kako je X ireducibilan 1 aperiodican Markovljev lanac, tada za sve i, j € S postoji
ny = ny(i, j) € N takav da je pg’) =P(X, =j| Xo =1i) > 0zasven > ny. Za detaljan dokaz
ove tvrdnje vidi [9, str. 52]. Kako je skup stanja § konacan, slijedi da za j, € S postoji

n € Nie> 0 takav da je

Pl =PX,=jo| Xo=i)2€>0, zasvei€Ss.

Tada je
P (F§ konstanta) = IP’(X,& == Xﬁ) > P(X,ll =...=X= jo)
~ri =)= @4)
= Pijy " P

Ze---ezek,
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gdje smo u drugom retku iskoristili nezavisnost Markovljevih lanaca. Kako F Zl_l)n ovisi 0

Ui-1yns - - - Um—1, zasvaki t < 0, zbog nezavisnosti niza slucajnih varijabli (..., U_;, Up) sli-

jedi da su dogadaji {F (__,ffl)" nije konstanta} ey {F 0 nije konstanta} nezavisni. Takoder,
vjerojatnosti tih dogadaja su jednake. Ako je barem jedno od preslikavanja F (__,f;'l)”, o PO

0
—in

konstanta onda je i F, konstanta jer je

FO :FO o...OF_(;1t+l)n,

—in -n

Zbog svega navedenog je

P (F 0 nije konstanta) <P (F Cr+D" pije konstanta, . . ., F O nije konstanta)

=P (F D pije konstanta) <P (F O nije konstanta)

= (1 — P(F} konstanta))' < (1 —~ ek)t,
gdje smo u zadnjoj nejednakosti iskoristili (4.4). Dobili smo

k t
P(T>tn)§(1—e) — 0, zat— oo.

Konacno, zbog neprekidnosti vjerojatnosti na neopadaju¢im dogadajima slijedi

P(T < 00) =1imP(T <tn) = 1.
[—oo

Iz teorema@.1.3|slijedi ¥ ~ . O

Napomena 4.1.5. Nezavisno veliko sparivanje moZe se reprezentirati preko funkcija iz
leme Neka je U uniformni slucajni vektor na [0, 11* i

=1

k
SO ) = ) g, s ().
j=1

Tada su dogadaji {f(il; Uy = jl} yeees {f(ik; U) = jk} nezavisni pa su i Markovljevi lanci
u velikom sparivanju nezavisni.

Napomena 4.1.6. Kako bi algoritam davao ispravnu distribuciju slucajne varijable Y,
vazno je u svakom koraku t iskoristiti iste slucajne varijable U,,,,...,U_y kao u prethod-
nim iteracijama. Takoder, vazno je promatrati lance iz proslosti. Algoritam ne radi ako
kre¢emo iz vremena 0 i simuliramo Markovljeve lance u buducnost dok se ne spare. Za oba
slucaja moZemo promatrati isti protuprimjer. Neka je zadan

11
—12 2
ol



POGLAVLIJE 4. EGZAKTNO UZORKOVANIJE 58

sa stacionarnom razdiobom nt = (%, %) Promatrajmo Markovljev lanac u buducnost. Ako

su se lanci sparili u trenutku n, tada je u trenutku n — 1 jedan lanac u stanju 1, a drugi
u stanju 2. Zbog toga lanac iz stanja 2 prelazi u stanje 1 pa algoritam vraca stanje 1 s
vjerojatnosti 1, a ne m; = % Nadalje, kad bi u svakoj iteraciji algoritma koristili nove
slucajne varijable U, slijedﬂo bi

P(Y:l):ZP(T:t,Y:l) ws)
t=1 .

>PT=1D)PY=1|T=D+PT =2)P(Y =1|T =2).

Oznacimo s X™") Markovljev lanac koji kreée iz stanja i € S u trenutku —t. Lanci se

sparuju u jednom koraku (T = 1) ako i samo ako je X(()_l’l) = 1 sto se dogada s vjerojatnosti

%. U tom slucaju se sparuju u stanju 1. Ako se sparuju u dva koraka (T = 2), onda je

X(()_l’l) = 2 jer bi se inace spario u jednom koraku. Sada od —2 do 0 postoje tri moguca
sparivanja prikazana na slici pri cemu od koraka —1 do 0 uzimamo novu slucajnu
11,1

varijablu U_;. Svaka od ove tri mogucnosti se dogada s vjerojatnosti 5 - 5 - 5 = é jer u
_1

= 5, a u drugom koraku
algoritma kretanje od =2 do 0 ima vjerojatnosti % . % Ukupno, P(T = 2) = %, od cega u
dva sluc¢aja zavrSavamo u stanju 1, pajeP(Y = 1|T =2) = %

2 »
7/ 7/
. .
// 7/
. .
1 ° . ° .

-2 -1 0 -2 -1 0 -2 -1 0

prvom koraku kretanje od —1 do 0 ima vjerojatnost P (X(()_“) = 2)

Slika 4.2: Tri realizacije sparivanjaza 7' = 2

Uvrstavajuci izracunato u (#.5) dobivamo

32 3 2
=—=>=-=mn.

1
P(Y=1)>=-14+2-2=
Y=Dz3-1+g-3=7>3

Sparivanje u buducnost ne funkcionira niti u slucaju kad su sve prijelazne vjerojatnosti
strogo pozitivne. Naime, neka je zadana prijelazna matrica sa

)

Il
—
Ao |—
I
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Neka je W = (X', X?) nezavisno veliko sparivanje u kojem nakon prvog dolaska u stanje
11 ili 22 ostajemo u njemu. Matrica prijelaza velikog sparivanja je jednaka

1 0 0O
. |13 1 31
P=ll B

§ 8 8 8

0 0 01

Zanima nas P(Ty, < Typ) = P(T); < o), gdje je Ty, prvo vrijeme pogadanja stanja kl.
Oznacimo h;; := P;j(T1, < o0). Tada iz

3 1 3 . 3 3 1
h12:§+§h12+§h21 l h21:§+§h12+§h21

slijedi hyy = hyy = 3/4. Zato je razdioba slucajne varijable koja je izlaz iz algoritma
32

jednaka Y ~ (%, i) sto je razlicito od stacionarne distribucije m = (5, )

U algoritmu je vazan odabir funkcije f iz leme {.1.1 kojom odredujemo i veliko spari-
vanje Markovljevog lanca. Funkcija f mora biti odabrana tako da se omogudi zaustavljanje
algoritma. Nece svaki odabir funkcije f biti dobar, odnosno nece svaki odabir funkcije f
dovesti do sparivanja lanaca i zaustavljanja algoritma. Pokazali smo da se za nezavisno ve-
liko sparivanje algoritam zaustavlja s vjerojatnosti 1. Medutim, spretnim odabirom funk-

cije moZemo ubrzati sparivanje u algoritmu.

11
Primjer 4.1.7. Neka je P = (i i) Definiramo fi: S x[0,1] > S s
2 2
1, u<i 1, Osu<il<u<s
l’u — b —_— 2, 2,” — b —_— —_— 49 2 —_— 4’
fl( ) {2’ M>%, ﬁ( ) {2’ i ugé,f—‘<u§1
Tada je
1 1 2 1 11 1 1 2 2
B(filip. U) = if. filig. U) = i) = 7 = 5+ 5 =B(filie. U) = if) - P(fi(ig. U) = 7).

pa fi daje nezavisno veliko sparivanje. Zato ¢e algoritam zavrsiti s vjerojatnosti 1.
Algoritam moZemo ubrzati ako definiramo

Fli,u) = {1’ "
u

IA
1= =

©ozai=1,2.

2, >

2

Algoritam ¢e zavrsiti ve¢ u prvom koraku jer ¢e se lanci odmah spariti.
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Kad bismo odabrali funkciju

IA
DI 11—

1,
2,

u < u
2, u> u

1
fz(l,u)={ ’ f3(2,u)=={

ANV
NI»— NI—

algoritam se nece nikad zaustaviti jer ce uvijek jedan lanac biti u stanju 1, a drugi u stanju
2. Dakle, P(T < o) = 0, pa ovaj odabir funkcije f nije dobar.

U nastavku ¢emo pokazati korisnu tvrdnju vezanu za vjerojatnost sparivanja.

Propozicija 4.1.8. Neka je T najmanji t > 0 takav da je F°, konstanta. Tada je
P(T <) =0ili P(T < o) = 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je P(T < o0) > 0. Kako je 0 < P(T < o0) = lim,,o, P(T < n),
postojin € N takavdaje e :=P (F 0 konstanta) = P(T < n) > 0. Sada nastavljamo isto kao
u dokazu teorema pri ¢emu je vazno uociti da nam je pretpostavljena nezavisnost
velikog sparivanja trebala samo da pokazemo da je P(F o konstanta) > ( Sto ovdje veé
znamo. Dobivamo

P(T > tn) = P(F?m nije konstanta) <(l-¢)) — 0, zat— oo,
iz Cega slijedi P(T < o0) = 1. O

Iz prethodne propozicije slijedi da se algoritam zaustavlja s vjerojatnosti 0 ili 1. Dakle,
kako bi osigurali zaustavljanje algoritma dovoljno je pokazati da je P(T < oo0) > 0. U tom
slu¢aju moZemo primijeniti teorem 4.1.3|1 dobiti da je Y ~ 7.

U praksi opisani algoritam moZe biti prespor za implementaciju jer trebamo Markov-
ljeve lance iz svih pocetnih stanja, a skup stanja S moze biti velik. Medutim, u posebnim
slucajevima moguce je smanjiti broj potrebnih Markovljevih lanaca za simulaciju. Neka je
(S, <) parcijalno ureden skup s najmanjim 1 najve¢im elementom. Odnosno, neka postoje
stanja s, 1 sy takva da je s, < s < sy, za sve s € §. Pretpostavimo da funkcija f Cuva
monotonost, odnosno da je zai < j, f(i,u) < f(j,u). U tom slucaju je

FO(s,) < FOu(s) < F'(sy), zasveseSit>0.

Dakle, F?, je konstanta ako i samo ako je F°(s,) = F°(sy). Vidimo da je dovoljno
simulirati dva Markovljeva lanca iz stanja s,, i s); umjesto svih stanja. Kada se ta dva lanca
spare, onda su se sparili i svi ostali lanci u velikom sparivanju. Takvi se lanci nazivaju
monotoni Markovljevi lanci.

U napomeni smo vidjeli da je potrebno pamtiti vektor slucajnih varijabli U, za
buducde iteracije. Jedna alternativa bi bila da umjesto spremanja svih funkcija f;, odnosno
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slu¢ajnih varijabli U,, pamtimo F?. U sljede¢em koraku izratunamo F? | = F{ o f; i spre-
mimo. Medutim, ovakav nacin pamcenja prethodnih koraka nece biti mogu¢ u konkretnim
primjerima. Naime, ako je skup stanja S velik, vektor F?, ¢e biti nemoguce spremiti u me-
moriji. Takoder, ako je Markovljev lanac monoton, onda simuliramo samo dva lanca koja
krec¢u iz minimalnog, odnosno maksimalnog stanja pa je potrebno pamtiti prosle korake
preko varijabli U,.

Jo$ jedna optimizacija se postize ako, umjesto kretanja iz trenutaka —1,-2,-3,...,
pocetni trenutak udvostrucujemo (pocetni koraci su —1,-2,-4,—-8...). Zaista, u prvom
slu¢aju ukupan broj koraka koje moramo provesti je jednak 1 +2 +--- + T = %T(T +1)
jer za svako pocetno stanje moramo evaluirati lanac od —¢ do 0 pomocu slucajnih varijabli
U,. Broj koraka raste kvadratno sa 7. Za drugi slu¢aj neka je 2¢-! < T < 2*. Tada je broj
potrebnih koraka jednak 1 +2 +4 + ...+ 2f = 21 — 1 < 4T. Vidimo da odabir to¢aka
udvostruavanjem raste linearno sa 7'.

Sada moZemo zapisati pseudokod algoritma:

T <1
repeat
max < Sy
min <« s,
fort=-T,...,—1do
max «— f(max,u,)
min < f(min, u,)
end for
T « 2T
until max = min
return max

U sljede¢em poglavlju dajemo primjer koriStenja algoritma.

4.2 Isingov model

Neka je G = (V, E) graf gdje je skup vrhova V konacan. Neka je s: V — {-1, 1} slucajno
odabrana funkcija. U naSem slucaju graf G ée biti ljuska. Odnosno V = {1,2,...,d}%,
a za vrh (i, j) susjedni vrhovi su (i — 1, j),(i + 1,)),(i,j— 1)1 (i, j + 1). Isingov model
u fizici modelira feromagnetska svojstva materijala. Vrhovi grafa predstavljaju atome u
feromagnetskom materijalu koji mogu imati dvije orijentacije —1 i 1. Takoder, mogu se
nalaziti u vanjskom magnetskom polju §: V — {-1, 1}. Ukupna energija sustava dana je

" H(s)==] Y sisw—H Y 55,

{v.wleE veV
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gdje su konstante J,H > 0. Konstanta J je inverz temperature. Vidimo da vrhovi iste
orijentacije smanjuju energiju, a vrhovi razliite orijentacije ju povecavaju. Mala energija
znaci da puno susjednih vrhova ima istu orijentaciju. Konfiguracija s ima razdiobu danu sa

1 1
T, = Z exp(=H(s)) = Z exp|J Z Sy, + HZ 5,51,

{v.wleE veV

gdje je Z konstanta koja osigurava sumiranje vjerojatnosti do 1. Ako su J = H = 0 onda su
sve konfiguracije jednako vjerojatne. U suprotnom, model daje veée vjerojatnosti konfigu-
racijama male energije. To su one konfiguracije u kojima je viSe istih orijentacija izmedu
susjednih vrhova 1 izmedu vrhova i vanjskog magnetskog polja. Veliine parametara J i
H daju vaZnost utjecaja susjednih vrhova, odnosno vanjskog polja na vjerojatnosti konfi-
guracija. Kadaje H = 01 J — oo, onda 7 daje vjerojatnosti % konfiguracijama s istim
orijentacijama (svi vrhovi 1 1 svi vrhovi —1).

Isingov se model moZe koristiti za analizu slika i uklanjanje Sumova u slici. Pretposta-
vimo da je zadana slika gdje vrhovi grafa predstavljaju piksele koji mogu biti 1 (crni) ili
—1 (bijeli). Vanjsko polje ¢e predstavljati danu sliku sa Sumovima koju Zelimo poboljsati.
Uzorkujemo novu sliku iz distribucije 7. Za uzorkovanu sliku o¢ekujemo da Ce biti slicna
pocetnoj uz manje Sumova jer ¢e slike s manje razli¢itih boja u susjednim vrhovima i
sli¢nije pocetnoj slici biti vjerojatnije. Za uklanjanje Sumova moguce je dobiti nekoliko
realizacija iz distribucije 7 i za piksele na konacnoj slici uzeti najcesce vrijednosti u reali-
zacijama. Sli¢nost susjednih vrhova Ce osigurati uklanjanje Sumova dok ¢e utjecaj vanjske,
pocetne slike osigurati da je dobivena slika sli¢na pocetnoj.

U nastavku ¢emo opisati primjenu sparivanja iz proslosti na simulaciju Isingovog mo-
dela. Potrebno je pronaci ireducibilan i aperiodi¢an Markovljev lanac sa stacionarnom
distribucijom 7. U tu svrhu koristimo Gibbsovo uzorkovanje. Gibbsovo uzorkovanje je
Markovljev lanac u kojem u svakom koraku n + 1 radimo sljedece:

1. Izaberemo vrh v € V prema uniformnoj distribuciji na V;

2. Izaberemo X,.(v) prema uvjetnoj distribuciji vrijednosti u v uz dane vrijednosti u
ostalim vrhovima prema X,,;

3. Postavimo X,,,;(w) = X,,(w) za sve w € V\{v}.

Lema 4.2.1. Neka je dana sluc¢ajna konfiguracija X € {—1,1}V prema distribuciji i s €
(=1, 1}"\¥ odje je x € V. Tada je distribucija vrha x uz dano X(V\{x}) = s jednaka

O
I+c  l+c

gdje je c = exp (2] DilewjeE Sy 2H§x).
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Dokaz. Neka su s*, s~ € {0, 1}V zadane sa

1 = —1 =
sj:{’ veL s;:{ »VES (4.6)

Sy, VFEX, Sy, VFX.

Definirajmo ¢ kao razliku vjerojatnosti konfiguracija s* i s~. Dobivamo

T+ eXp (J Z{v,weS} S:S:v +H Zvev S;rgv) €xXp (J Z{x,v}EE L- sy + ng)
C = = =
s eXp (‘] Z{V,WES} Sy Sy +H ZVEV S;§V) eXp (J Z{x,v}eE(_l) © Sy~ ng)

= exp [21 Z 5y + 2H§x],

{x,v}eE

gdje smo u treoj jednakosti uvrstili izraze za s* i s~ 1 pokratili ¢lanove u sumi u kojima se
ne javlja vrh x. Kona¢no dobivamo

P(X =s") T o
PX(V\{x) =s) nme+me-  1+c

PX(x) = 11X(V\{x}) = 5) = O

Kako svaki sljedeci korak u Gibbsovom uzorkovanju ovisi samo o prethodnom, (X))
je zaista Markovljev lanac. Lanac je aperiodican jer je s pozitivnom vjerojatnosti moguce
ostati u istoj konfiguraciji s. Za svake dvije konfiguracije koje se razlikuju u samo jednom
vrhu moguce je doc¢i iz jedne u drugu u jednom koraku. Zato je u konacno koraka Markov-
ljevog lanca moguce do¢i u bilo koju konfiguraciju. Zakljucujemo da je lanac ireducibilan.
Da pokazemo da je & stacionarna distribucija, dovoljno je pokazati da su matrica prijelaza
P i m u detaljnoj ravnoteZzi, odnosno da je

TsPss = My Pys- (47)
p p

U slucaju s = s’ tvrdnja trivijalno vrijedi. Nadalje, u slucaju da se konfiguracije s i s’
razlikuju u barem dvije tocke, tvrdnja vrijedi jer lanac nikad ne mijenja orijentaciju u vise
od jedne tocke pa je p,y = pys = 0. Pretpostavimo da lanac mijenja orijentaciju u vrhu x.
Neka su s* i s~ definirane kao u (4.6). Tada za s~ i s* vrijedi (4.7) ako i samo ako je

{v.w}eE veV

| o )1 1 _
Z exp (J Z Sy Sy T HZ S, Sv] VI + exp (—ZJZ{x,v}eE sy — 2H§x) B

1 1 1
= —exp|J sysy + H E Sy 8| = (4.8)
Z ( Z V11 +exp (2] DixwjeE Sy + 2H§x)



POGLAVLIJE 4. EGZAKTNO UZORKOVANIJE 64

exp (=) Biwwer v~ HE)  exp(J Tyuuper 5+ HE)

— = s
1+ exp (=27 Syoner s — 2HS,) 1 +exp (27 Xy er v + 2H5,)

Sto se lagano provjeri da vrijedi.
Korak [2| u Gibbsovom uzorkovanju moZze se napraviti pomocu uniformne slucajne va-
rijable na [0, 1] sa

I, U<(1+exp (27 Der s - 2H5,))

. 4.9)
—1, 1nace.

Xn+1(-x) = {

Za svaki Markovljev lanac u velikom sparivanju, u svakom koraku f uzimamo isti vch x € V
1 istu slu€ajnu varijablu U. Na taj nain dobit cemo monotono sparivanje. Na skupu stanja
S = {-1,1}V definiramo parcijalni uredaj. Za s,s’ € S, neka je s < s’ ako je 5, < s/,

za svaki v € V. Postoje jedinstvena najmanja i najveca stanja definirana sa (s,,), = —1 i
(sy)y=1,zasvevelV.

Lema 4.2.2. Neka je X, < X;. Tada je X, < X ..
Dokaz. Ako smo u koraku n + 1 odabrali vrh x, onda u vrhovima v # x vrijedi
Xur1(v) = X,(v) £ X, (0) = X, (v).

Kako u (4.9) uzimamo istu slu¢ajnu varijablu U za razli¢ite lance, da bi dobili X,,.;(x) <
X', ,(x) dovoljno je pokazati da za s < s’ vrijedi

P(X(x) = 1[X(V\{x}) = 9) <P(X(x) = 1| X(V\{x}) = 5').

vevV. O

To slijedi iz exp (2] DieweE Sy + 2H S*x) < exp (2] DieweE Sy + 2H §x) jerje s, < s, za sve

Lema[4.2.2] pokazuje da smo dobili monoton Markovljev lanac, pa je u metodi spariva-
nja iz proSlosti dovoljno simulirati lance koji krecu iz stanja s,, 1 sy;.

U praksi se Gibbsovo uzorkovanje ne radi na slu¢ajno odabranom vrhu v ve¢ se vrhovi
odabiru ciklicki. Ako je V = {vy,...,v}. onda se u koracima /k mijenja vrh v;, u koracima
lk+1 vrhv,, ..., aukoracima l(k+1)—1 vrh v;. Takvim odabirom (X,,), postaje nehomogen
Markovljev lanac. Definiramo Y, = X,;. Tada je Y, Markovljev lanac. PokaZimo da je
homogen.

P (Xig+1) = Sk | X = o) =
= Z P (Xkas1) = sk|Xkl+(k—1) = 5k-1) P (Xus1 = 511X = o)

S1seees Sk—1 es
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= Z P(Xi = s | Xi-1 = Sk—1) - P(X; = 51| Xo = 50)

Saeees Sk—1 €S

=P Xy = s¢| Xo = 50)»

gdje smo u trecoj jednakosti iskoristili da su vjerojatnosti prijelaza u nehomogenom Mar-
kovljevom lancu jednake za korake i = j (mod k). Dakle Y} je homogen Markovljev lanac.
Ponovno lagano slijedi da je aperiodican i ireducibilan. Trebamo jos pokazati da su 7 i ma-
trica prijelaza u detaljnoj ravnotezi. Vrijedi

ﬂsP (Xk =5 |X0 = S) = Z TtsPss; " Psicys = Z s Psis* " DPspoys = 00 =

51 seees Sk_]ES sl,...,sk_leS
’
= § Psis " Pssi s :ﬂ's/P(Xk:S|XO:S),
S1seees Sk—1€S

gdje smo iskoristili da su vjerojatnosti prijelaza u nehomogenom Markovljevom lancu X,
u detaljnoj ravnoteZzi sa m, Sto se vidi iz jednakosti (4.8) samo Sto nemamo vjerojatnost
odabira vrha jednaku |17| s obje strane jednakosti.

Na kraju, prije implementacije algoritma moZemo primijetiti da moZemo istovremeno
obaviti promjene na vrhovima u grafu koji nemaju zajednickih bridova. Ako ljusku obo-
jimo kao polja na Sahovskoj ploc¢i, mozemo istovremeno vrsiti promjene na poljima iste
boje Sto znacajno ubrzava algoritam.

Opisani algoritam je implementiran u programskom jeziku R. Primijenit ¢emo ga na
matrici dimenzije 50 X 50 bez utjecaja vanjskog polja (H = 0) i za razliCite vrijednosti
parametra J. Poznato je da algoritam konvergira za J < J. = 0.441, gdje se J. naziva
kriticna vrijednost, dok je za vrijednosti veée od kritine konvergencija jako spora pa u
praksi Cesto niti ne konvergira. Na slici|4.3|su prikazane dobivene realizacije konfiguracija
iz stacionarnih distribucija u Isingovom modelu. U sluc¢aju J = 0 sve konfiguracije su
jednako vjerojatne, odnosno svaki vrh nezavisno od drugih poprima 1 ili —1 s jednakom
vierojatnosti. Sto je vrijednost parametra J > 0 veca, to je veca podudarnost susjednih
vrhova.

U nastavku Zelimo primijeniti Isingov model za uklanjanje Sumova na slici. Primje-
njujemo algoritam na matricu dimenzije 200 x 200 sa slike Matrica je dobivena iz
Ciste slike slova H na kojoj je svaki piksel promijenjen s vjerojatnosti 0.2. Promijenjeno
je 20.13% piksela. Nakon primjene Isingove metode sparivanja iz proSlosti uz parametre
J = 1,H = 1 dobili smo realizaciju iz distribucije 7 prikazanu na slici {.4b| na kojoj je
0.6525% piksela promijenjeno. Ponavljamo algoritam pet puta i za piksele na konacnoj
slici uzimamo najces€e vrijednosti piksela u tim realizacijama. Uzeli smo neparan broj
ponavljanja kako bi sigurno jedna orijentacija piksela bila naj¢eS¢a. Dobivena matrica je
prikazana na slici na kojoj je 0.4625% pogresnih piksela. Dakle, uspjeli smo popra-
viti sliku uklanjanjem Sumova. Algoritam i u ovom sluc¢aju moze jako sporo konvergirati
ovisno o parametrima J 1 H.
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(c)J=04 (d)J =045

Slika 4.3: Isingova metoda sparivanja iz proslosti bez utjecaja vanjskog polja i za razliCite
vrijednosti parametra J.
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(a) PocCetna slika sa Sumom (b) Jedna realizacija distribucije 7
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(c) Slika nakon primjene metode

Slika 4.4: Rezultat Isingove metode sparivanja iz proSlosti za J = H = 1 primijenjen za
uklanjanje Sumova sa slike.
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Sazetak

Metoda sparivanja je vazna metoda u teoriji vjerojatnosti s mnogobrojnim primjenama. Te-
melji se na konstrukciji kopija slucajnih elemenata na zajednickom vjerojatnosnom pros-
toru kako bi mogli odrediti svojstva i1 usporediti ith. U ovom radu uvodimo pojam spariva-
nja s nekoliko primjera i metoda za konstrukciju. Definiramo udaljenost totalne varijacije
1 nejednakost u sparivanju koje koristimo za usporedbu slucajnih varijabli. Pokazujemo
da postoji maksimalno sparivanje. Prou¢avamo odnos izmedu sparivanja i konvergencije
slu¢ajnih varijabli.

Primjenjujemo metodu sparivanja na Poissonovu aproksimaciju. Dokazujemo tvrd-
nje da su sume nezavisnih Bernoullijevih slucajnih varijabli blizu Poissonove distribucije.
Takoder, sparivanje je vazno u dokazivanju asimptotskih svojstava stohastickih procesa.
Standardni rezultat dobiven sparivanjem je grani¢ni teorem za Markovljeve lance. Defini-
ramo Ornsteinovo sparivanje i epsilon-sparivanje na slu¢ajnim Setnjama za dokaz asimp-
totskih svojstava. Glavni cilj nam je pokazati Blackwellov teorem obnavljanja.

Sparivanje je korisno u egzaktnom uzorkovanju. Opisujemo algoritam sparivanja iz
proslosti za egzaktno uzorkovanje iz konacnog skupa. U ovoj metodi konstruiramo Mar-
kovljeve lance iz sve udaljenijih tocaka u proslosti dok god su stanja u sadaSnjosti razlicita.
Na taj nacin algoritam sam odreduje kada se treba zaustaviti i vraca vrijednost iz staci-
onarne distribucije. Uvodimo Isingov model iz fizike koji se moZe koristiti i za analizu
slika. Algoritam sparivanja iz proSlosti implementiramo za Isingov model 1 pokazujemo
rezultate.



Summary

The coupling method is a versatile proof technique in modern probability theory with a
wide range of applications. Coupling consists of constructing copies of random elements
on a common probability space in order to deduce properties or discover similarities or
relations between them. In this master’s thesis, the notion of coupling is introduced with a
few examples and methods of construction. We define the total variation norm and coupling
inequalities, which are basic tools for comparing random variables. It is proved that there
exists a maximal coupling which is in some sense the best coupling. Furthermore, we study
the relation between coupling and convergence of random variables.

We use the coupling method in the Poisson approximation. We prove that the sum of
Bernoulli random variables is close to the Poisson distribution. Also, coupling is a key tool
in the study of asymptotic properties of stochastic processes. The standard result is the
Markov chain convergence theorem. We construct two variations of coupling called the
Ornstein coupling and the epsilon-coupling of random walks to prove asymptotic results.
The main goal is to give the coupling proof of Blackwell’s renewal theorem.

Coupling is also useful in exact sampling. We describe the coupling from the past
algorithm for exact sampling from a finite set. In this method, coupled Markov chains
are started from the points in the more and more distant past and run until they coalesce
in the present. Thus, the algorithm determines when to stop and returns value distributed
exactly according to the stationary distribution. Furthermore, we introduce the Ising model
and describe its application to image analysis. Finally, we implement the algorithm on the
Ising model and show the simulation results.
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