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Uvod

U ovom diplomskom radu ¢e se proucavati elementarni aspekti kompaktnosti. U prvom
poglavlju definiramo metriku i metricke prostore te zatim prou¢avamo nizove u metrickom
prostoru i njihovu konvergenciju. Definiramo pojam kompaktnog metrickog prostora te
dokazujemo da je svaki kompaktan metricki prostor potpuno omeden. Nadalje definiramo
potpune metricke prostore te dokazujemo da je metricki prostor kompaktan ako 1 samo ako
je potpun i potpuno omeden.

U drugom poglavlju definiramo pojam otvorenog pokrivaca te zatim prouc¢avamo po-
jam Lebesgueovog broja otvorenog pokrivaca. Dokazujemo da svaki otvoreni pokrivac
kompaktnog metrickog prostora ima Lebesgueov broj. Koristeéi taj rezultat dokazujemo
da je metricki prostor kompaktan ako i samo ako se svaki njegov otvoren pokriva¢ moze re-
ducirati na konacan pokriva¢. Nadalje definiramo pojam topoloskog prostora, prou¢avamo
ekvivalentne metrike te dajemo definiciju kompaktnog topoloskog prostora.

U tre¢em poglavlju proucavamo kompaktne skupove u metrickim i topoloskim pros-
torima. S tim u vezi prou¢avamo potprostore metrickih i1 topoloskih prostora. Nadalje
dokazujemo da je svaki kompaktan skup u Hausdorffovom prostoru zatvoren te da je svaki
kompaktan skup u metrickom prostoru zatvoren i omeden. Na kraju prou¢avamo kompak-
tnost u R” te dokazujemo da je podskup od R" kompaktan ako i samo ako je zatvoren i
omeden. Takoder dokazujemo da je metricki prostor R” potpun.






Poglavlje 1

Kompaktnost u metrickim prostorima

1.1 Metrika i metricki prostori

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija takva da za
sve x,y,z € X vrijedi sljedece:

1) dx,y)>0;
2) d(x,y) = 0 ako i samo ako je x =y ;
3) d(x,y) =d(y,x);
4) d(x,y) < d(x,2) +d(z,y).
Tada za d kazemo da je metrika na X, a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki prostor.

Primjer 1.1.2. Neka je d : R X R — R funkcija definirana sa d(x,y) = |x — y|.
Tada za sve x,y € R ocito vrijedi d(x,y) = |x — y| > 0. Nadalje

dx,y) =0 |x-y=0x-y=0 x=)y.

Dakle d(x,y) = 0 & x =y te vrijedi da je |x — y| = |y — x| odnosno d(x,y) = d(y, x).
Neka su x,y,z € R. Imamo:

dx,y)=lx=yl=lx—z+z-y < |x—z+|y—-z =d(x,2) +d(z,y).

Dakle d(x,y) < (x,z) + d(z, V).
Zakljucujemo da je d metrika na R.

Za d kazemo da je euklidska metrika na R.

3



4 POGLAVLIJE 1. KOMPAKTNOST U METRICKIM PROSTORIMA

Primjer 1.1.3. Neka je d : R" X R" — R funkcija definirana sa

A((X1, ooy %)y Oy s ) = A0 = Y12+ e+ (6 — )2

Tvrdimo da je d metrika na R". Lako se vidi da d zadovoljava svojstva 1),2) i 3) iz
definicije metrike. DokaZimo da d zadovoljava i svojstvo 4).
DokaZimo prvo dvije pomocne tvrdnje.

Lema 1.1.4. Neka su ay,...,a,,by,...,b, € R. Tada vrijedi:

(@ -bi+-+a, b)) <(@+--+a) (b2 +---+b>).

Dokaz. Ako je by = --- = b, = 0 onda tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da je barem
jedan od brojeva by, b, . . ., b, razlicit od nule.
Definiramo funkciju f : R - R,

f(0) = (@ +bit)* + -+ + (a, + by)”.
Ocito je f(¢) > 0 za svaki ¢t € R. Za svaki t € R vrijedi:

fO)=at+---+a +2ab; + -+ ab)t+ (bl + -+ b

Iz ovog vidimo da je f kvadratna funkcija. Budu¢i da je f(r) > 0 za svaki ¢t € R diskrimi-
nanta ove kvadratne funkcije je manja od nule ili jednaka nuli. Prema tome:

(z(albl+'~-+anbn))2—4(af+---+ai)(b%+--'+bi)SO
<:>4(a1b1+-..+anbn)2S4(a%+...+ai)(b%+...+bi)

@(Cllbl+...+anbn)2S(a%+...+aﬁ)(b%+...+bi)_

Lema 1.1.5. Neka su ay,...,a,,by,...,b, € R. Tada je:

V(@ + b1 + -+ (a, + by)? < \/a§+---+ag+ \/bf+---+b2

ne

Dokaz. Vrijede sljedece ekvivalencije:

V(@ + b2 + -+ (a, + by)? < \/af+---+a§+ \/bf+~-+b2

n

& (@ +b)++(a,+b) <aj+---+a+2 a%+~--+a,%\/bf+~~-+bﬁ+bf+---+b2

n
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& aj+2a\by+bi+ - +a;+2a,b,+b; < aj+- - +ar+2 \Ja> + - + a2 \/b% + oo+ D24D+- - +D?

n

& aiby + ... +a,b, < \/a%+---+aﬁ\/b%+---+bﬁ.

Zadana jednakost slijedi iz leme[I.1.4] Naime iz leme[I.1.4]slijedi da je

laiby + ... + a,b,| < \/af + ... +d? \/bf + ...+ b2
Time smo dokazali ovu lemu. O

PokaZimo sada da za d vrijedi svojstvo 4) metrike, odnosno da vrijedi nejednakost
trokuta. Pretpostavimo da su x,y,z € R". Dakle x = (x1,...,x,), y = V1, .0y Y0) @
2= (215 eees Zn)-

Zai € {1,...,n} definiramo a; = x; — z; i b; = z; — y;. Uocimo da je a; + b; = x; — y; za
svaki i € {1,...,n} . Koriste¢i lemu|[l.1.5|dobivamo:

dx,y) = i =y + -+ (X, — )
= V(a; + b2 + -+ + (@, + by)>

< \/a§+---+ag+ \/bf+---+bﬁ

= V@ =2+ =z + V@ =y e+ (@ =)’
=d(x,2) +d(z,y).
Dakle d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Zakljucujemo da je d metrika na R".

Za d kazemo da je euklidska metrika na R". Uocimo da se za n = 1 ova definicija
podudara s definicijom iz primjera|l.1.2

Primjer 1.1.6. Neka je n € N. Neka je d; : R" X R" — R funkcija definirana sa

di (X1, e Xn), V15 s V) = X1 = il + o+ X = il

Tvrdimo da je dy metrika na R".
Svojstva 1) — 3) iz definicije metrike ocito vrijede. PokaZimo da vrijedi svojstvo 4).
Neka su x,y,z € R".

Imamo x = (X1, ..., X,), Y = V15 s V) 1 2= (215 -v5 Znn)-
Tada je:
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d(x,y) = [xi = yil + o+ %0 = vl
=l -zt =nl+ e+ X =20+ 20— Yl
<o =zl + =yl + o+ 1 = 2ol + [20 = il
=l =zl 4+ = zal + 2 =il + e Lz —
=d(x,2) +di(z,Y).
Dakle d\(x,y) < di(x,z) + d\(z,y) pa je di metrika na R".
Primjer 1.1.7. Neka je n € N. Neka je d.., : R" x R" — R funkcija definirana sa

dOO((x19 ceey xn)’ (Yb ---,)’n)) = maX{lxl - )’1|, seey |xn - ynl}-

Tvrdimo da je d., metrika na R".

Svojstva 1) — 3) iz definicije metrike ocito vrijede.

PokaZimo da vrijedi svojstvo 4). Neka su x,y,z € R" . Imamo x = (x, ..., X,),
V=150 V) 1 2=(215 .0y 20)- Neka je i € {1,...,n}. Tada vrijedi:

Ixi = yil < 1xi = zil + 1z = yil £ doo(X,2) + des(z, ).
Dakle za svaki i € {1, ...,n} je
1Xi = yil < doo(x,2) + dea(2, Y).
Stoga je

doo(X,y) < doo(x,2) + do(2,Y).

Prema tome d., je metrika na R".

Primjer 1.1.8. Neka je X neprazan skup. Definiramo funkcijud : X X X — R sa

1, ako je x # y,

d(x,y) :{ 0, ako je x = y.

Tvrdimo da je d metrika na X.
Naime svojstva 1) — 3) iz definicije metrike ocito vrijede.
Nadalje ako su x,y,z € X takvi da je x =y onda ocito vrijedi:

d(x,y) < d(x,z) +d(z,y),

a ako je x # y onda je x # z ili z # y pa imamo: d(x,y) = 1id(x,z) = 1ilid(z,y) = 1 pa
vrijedi d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Dakle d je metrika na X.

Za d kazemo da je diskretna metrika na X.
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1.2 Nizovi u metrickom prostoru

Definicija 1.2.1. Niz u skupu S je svako preslikavanje N — S. Ako je x : N — § onda za
svaki n € N sa x, oznacavamo x(n), a niz x oznacavamo (xX,)nen ii (x,).

Definicija 1.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X te neka je xo € X.
Kazemo da niz (x,) tefi ili konvergira prema xy u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki
& > 0 postoji prirodan broj ny takav da za svaki n > ng vrijedi d(x,, xy) < €.

Ako niz (x,) teZi prema x, pisemo x, — X.

Primjer 1.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je c € X. Neka je (x,) nizu X definiran
s x, = ¢ za svaki n € N. Tada x, — c.

Naime za proizvoljan € > 0 moZemo uzeti bilo koji ny € N te e tada vrijediti da je
d(x,,c) < € za svaki n > ny.

Definicija 1.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je (x,) niz u X. KaZemo da je (x,)
konvergentan niz u metrickom prostoru (X, d) ako postoji xo € X takav da x,, — x.

Propozicija 1.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) niz u X. Pretpostavimo
da su xo € X iyg € X takvi da x, — xo i x, = yo. Tada je xo = yy.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi da je

d(x,, xo) < . Nadalje postoji nj € N takav da za svaki n > n;, vrijedi da je d(x,, yo) < €.
Neka je n = max{ng, nj}.

Tada je n > ng i n > nj pa vrijedi d(x,, xo) < €1d(x,,yo) < &. Stoga je:

d(xo,y0) < d(x9, x,) + d(x,,y0) < €+ & = 2e.
Dakle d(x¢,yo) < 2€ za svaki € > 0. Pretpostavimo da je xy # yo. Tada je d(xo,yo) > 0 pa

za & = 1920 > 0 slijedi:

= d(x0,Y0),

d(xo,
d(xp,y0) <2e=2- w

Sto je kontradikcija. Prema tome xy = yy. O

Definicija 1.2.6. Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X i xo € X takav da x, — x,
onda za xy kazemo da je limes niza (x,) u (X, d).

Propozicija[I.2.5|kaze da je limes niza u metri¢kom prostoru, ako postoji, jedinstven.

Definicija 1.2.7. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) niz u X te xo € X. KaZemo da je x
gomiliste niza (x,) ako za svaki € > 0 i N € N postoji n > N takav da je d(x,, xy) < &.
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Propozicija 1.2.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) niz u X. Pretpostavimo
da je xq limes niza (x,) u (X,d). Tada je x, gomiliste niza (x,) u (X, d).

Dokaz. Nekasue > 01N € N. Buduéi da x, — xy postoji ny € N takav da za svaki n > ny
vrijedi d(x,, xo) < €. Definiramo n = max{ny, N}. Tada je n > N te je d(x,, xo) < &, prema
tome x, je gomiliSte niza (x,,).

O

Definicija 1.2.9. Za niz (x,) u skupu S kaZemo da je stacionaran ako postoji ny € N takav
da je x, = x,, za svaki n > ny.

Primjer 1.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor i (x,) niz u X te neka je c € X. Pretposta-
vimo da postoji ny € N takav da je x,, = ¢ za svaki n > ny. Tada x,, — c.
Naime, neka je € > 0. Tada da svaki n > ng vrijedi d(x,,c) = d(c,c) =0 < &.

Primjer 1.2.11. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Pretposta-
vimo da je (x,) konvergentan niz u metrickom prostoru (X, d). Tada je (x,) stacionaran niz
uX.
Naime postoji xy € X takav da x, — xy u (X,d). Slijedi da postoji ny € N takav da za
1

svaki n > ng vrijedi da je d(x,, xo) < 5. Iz definicije diskretne metrike slijedi x, = xo za

svaki n > ny. Prema tome niz (x,) je stacionaran.

Napomena 1.2.12. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) stacionaran niz u X. Tada
je (x,) konvergentan niz u (X, d).

Naime prema definiciji stacionarnog niza postoje ¢ € N i ny € N takvi da je x, = ¢ za sve
n > ny. Stoga, ako je € > 0 vrijedi d(x,,c) = 0 < & za svaki n > ny. Prema tome x, — c.

Primjer 1.2.13. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Neka je d diskretna metrika
na X. Odaberimo a,b € X. Neka je

_ | a, ako je n neparan,,
"\ b, ako je n paran.

Tvrdimo da je a gomiliste niza (x,) u metrickom prostoru (X, d).

Neka su e > 0i N € N. Odaberimo neparan broj n takav da je n > N. Tada je x, = a
pa je d(x,,a) = 0 < &. Prema definiciji gomilista niza u metrickom prostoru (X, d) slijedi
da je a gomiliste niza (x,) u (X,d). No, niz (x,) nije konvergentan u (X, d). Naime kada bi
niz (x,) bio konvergentan onda bi prema primjeru[l.2.11|bio stacionaran, a ocito je da niz
nije stacionaran.

Prethodni primjer pokazuje da gomiliSte niza ne mora biti limes niza.
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Definicija 1.2.14. Za funkciju p : N — N kaZemo da je strogo rastuca ako za svaki n € N
vrijedi p(n) < p(n + 1).

Propozicija 1.2.15. Neka je p : N — N strogo rastuca funkcija.
1) Za sve i, j € N takve da je i < j vrijedi p(i) < p(j).
2) Za svakin € N,n < p(n).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da za sve i, k € N vrijedi p(i) < p(i + k). Fiksirajmo i € N i
dokazimo da p(i) < p(i + k) vrijedi za svaki k € N indukcijom.
Zak=1

p@) <pi+1)

vrijedi po definiciji strogo rastuce funkcije. Pretpostavimo da p(i) < p(i+ k) vrijedi za neki
k € N. Vrijedi:
pi+k)<pi+k+1)

jer je p strogo rastuca funkcija. Slijedi:
pi) <pi+k)<pli+k+1)

odnosno
p() < pi+k+1).

Time smo dokazali da p(i) < p(i + k) vrijedi za svaki k € N .

Dokazimo da za svaki n € N vrijedi n < p(n) indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja ocito
vrijedi. Pretpostavimo da je n < p(n) zanekin € N. 1z p(n) < p(n+ 1) slijedin < p(n+1).
Opcenito ako sua,b € N takvidajea < bondaje a+ 1 < b. Time smo pokazali da tvrdnja
vrijedi za svaki n € N. O

Definicija 1.2.16. Neka je X skup i neka su (x,) i (y,) dva niza u X. KazZemo da je niz (y,)
podniz niza (x,) ako postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da je y, = x,, za
svakin € N.

Primjer 1.2.17. Neka je X skup te neka su a,b € X. Neka je (x,) nizu X

a, ako je n neparan,
X, = :
" b, ako je n paran.

Neka je (y,) niz u X definiran sa y, = a za svaki n € N. Tada je (y,) podniz niza (x,).

Naime neka je p : N — N funkcija definirana sa p(n) = 2n + 1. OCcito je p strogo
rastuca funkcija, a za svaki n € N vrijedi y, = x,,. Analogno vidimo da je niz (z,) u X
definiran sa z, = b za svaki n € N podniz niza (x,).
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Propozicija 1.2.18. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X te neka je a € X.
Pretpostavimo da postoji podniz (y,) niza (x,) takav da y, — a. Tada je a gomiliste niza
() u (X, d).

Dokaz. Nekasue > 01N € N. Buduci da
Yn—a
postoji ny € N takav da za svaki n € N, n > ny slijedi:
d(y,,a) < &.

Znamo da postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da je y, = x,, za svaki n € N.
Stoga za svaki n > ng vrijedi da je

d(x,,,a) < &.

Definirajmo
n = max{ngy, N}.

Tada je n > ny pa vrijedi:
d(x,,,a) < e.

Nadalje imamo N < n pa iz propozicije [I.2.15]slijedi:
N < p(N) < p(n).
Dakle N < p(n). Oznac¢imo s k = p(n). Imamo N < k te iz d(x,,, a) < & slijedi:
d(xi,a) < &.

Odnosno za svaki € > 01 za svaki N € N postoji k > N takav da je d(x;,a) < &. Prema
tome a je gomiliSte niza (x,,).
]

Lema 1.2.19. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X te neka je a € X takav
da je d(x,,a) < % za svakin € N. Tada x,, — a.

Dokaz. Uzmimo & > 0 i odaberimo n, € N takav da je ny > é Tada za svaki n > n vrijedi
n>1lpajel < e Znamo da je d(x,,a) < i stoga slijedi d(x,,a) < &. Dakle za svaki
n > ng vrijedi d(x,,a) < &. Prema tome x,, — a. O

Propozicija 1.2.20. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X te neka je a € X.
Pretpostavimo da je a gomiliste niza (x,). Tada postoji podniz niza (x,) koji teZi prema a.
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Dokaz. Definiramo induktivno funkciju p : N — N na sljedeci na¢in. Budu¢i da je a
gomiliSte niza (x,,) postoji k € N takav da je d(x,a) < 1. Definiramo

p() =k

dakle d(xp1y,a) < 1. Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali p(n). Budu¢i da je a
gomiliSte niza (x;) postoji m € N takav da je

m>2pn)+1 1 dx,a) <

n+1’

Definiramo p(n + 1) = m.
Dakle

pn+1)>2pn)+1 i dxppeny,a) < T

Na ovaj na¢in smo definirali funkciju p : N — N. Kako je p(n + 1) > p(n) + 1 slijedi da je

p(n+1) > p(n)

za svaki n € N. Dakle p je strogo rastuca funkcija. 1z d(x,1),a) < 1 1d(x,p41),a) <
slijedi da je

nl

1
d(xp(n),a) < Z

za svaki n € N. Imamo da je niz (x,(,) podniz niza (x,). Te zbog leme [I.2.19]i
d(Xpm), a) < * za svaki n € N slijedi da

Xp(n) — d.

Time je tvrdnja dokazana.

1.3 Kompaktni metricki prostori

Definicija 1.3.1. Za metricki prostor (X, d) kazemo da je kompaktan ako svaki niz u X ima
gomiliste u (X, d).

Iz propozicija(1.2.20f1(1.2.18{odmah dobivamo sljedecu tvrdnju:

Propozicija 1.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je (X, d) kompaktan ako i samo
ako svaki niz u X ima podniz koji je konvergentan u (X, d).
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Definicija 1.3.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Definiramo
K(xp,7r) = {x € X | d(x, x9) < r}. Za K(xy,r) kaZemo da je otvorena kugla oko x, radijusa
r u metrickom prostoru (X,d). Ako Zelimo naglasiti i metriku umjesto K(xg,r) pisemo
Ki(xo, 7).

Definicija 1.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. KaZemo da je U otvoren
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

Napomena 1.3.5. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su xo € Rir > 0. Tada je
K(xp,r) = {(xo — 1, xo + 1),
sto slijedi iz sljedecih ekvivalencija:
xeK(xg,r) ©lx—xl<ro-r<x—x<rox—-r<x<ix+roxe{xg—rxo+r).
Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor onda je X otvoren skup u (X, d). Nadalje
D je otvoren u (X, d).

Propozicija 1.3.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Tada je
K(xy, r) otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Neka je x € K(xy,r). Tada je d(x,xy) < r paje r —d(x,xo) > 0. Definiramo
s =r —d(x, xp). Tvrdimo da je K(x, s) € K(xo,r). Neka je y € K(x, s). Tada je

d(y, xo) < d(xp,x) +d(x,y) < s+d(x,x9) =r.

Dakle d(y, x9) < r odnosno y € K(xy, r). Zakljucujemo da je K(x, r) otvoren skup u (X, d).
O

Definicija 1.3.7. Za skup X sa P(X) oznacavamo partitivni skup od X, odnosno skup svih
podskupova od X. Neka su A i X skupovi te neka je U : A — P(X) funkcija. Tada za U
kaZemo da je indeksirana familija podskupova od X. Za a € A umjesto U(a) pisemo U,
a funkciju U oznacavamo s (Uy)aea. Ako je (U, )aea indeksirana familija podskupova od
X onda definiramo | JU, ={x|daec A, xeU,}

acA
Propozicija 1.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor.
1) 0i X suotvoreni u (X,d).
2) Ako je (U,),eq indeksirana familija podskupova od X takva da je (U,) otvoren skup
u (X,d) za svaki a € A onda je | J U, otvoren skup u (X, d).

acA
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3) Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d) onda je U NV otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Ve¢ smo vidjeli da prva tvrdnja vrijedi.
DokaZimo drugu tvrdnju. Pretpostavimo da je (U,), @ € A indeksirana familija pod-
skupova od X takva da je U, otvoren skup u (X, d) za svaki @ € A. Tvrdimo da je |J U,

a€cA

otvoren skup u (X, d).
Neka je x € |JU,. Tada postoji oy € A takav da je x € U,,. Kako je U,, otvoren

acA

postoji r > 0 takav da K(x,r) € U,, paje K(x,r) € U, . Dakle | U, je otvoren skup

a€A a€A
u (X, d).
Dokazimo trecu tvrdnju. Neka su U i V otvoreni skupovi u (X, d). Dokazimo da je
U NV otvoren skup u (X,d). Uzmimox e UNV. Tadajexe Uixe V. Kakosu UiV
otvoreni postoji r; > 0 takav da je K(x,r;) € U 1 postoji r, > 0 takav da je K(x,r,) C V.
Definiramo r = min{ry, r»}. Tada

iz r < ry slijedi K(x,r) € K(x,r;) C U,

izr < rp slijedi K(x,r) € K(x,rp) C V.

Dakle K(x,r) € U NV, stoga je U NV otvoren. O

Definicija 1.3.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. KaZemo da je A omeden
u metrickom prostoru (X, d) ako postoje xo € X i r > 0 takvi da je A C K(xy, r).

Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je omeden ako je X omeden skup u (X,d). Dakle
metricki prostor je omeden ako i samo ako postoje xy € X i r > 0 takvi da je X = K(xo, r).

Definicija 1.3.10. Za metricki prostor kaZemo da je potpuno omeden ako za svaki € > 0
postoje xi, ..., x, € X takvida je X = K(x1,&) U ... U K(x,, &).

Lema 1.3.11. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A omeden skup u (X,d). Tada za
svaki x € X postoji r > 0 takav da je A C K(x, ).

Dokaz. Buduci da je A omeden skup u (X, d) postoje xo € Xir > Otakvidaje A C K(xg, 7).
Neka je x € X. Definiramo:
s =d(x, xg) +r.

O¢ito je s > 0. Tvrdimo daje A C K(x,s). Uzmimo a € A. Zelimo pokazati da je
d(x,a) < s. Imamo:

d(a, x) < d(a, xp) + d(xg, x) < r+ d(xp,x) = s.

Dakle d(a, x) < s za svaki a € A. ZakljuCujemo A C K(x, s). O
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Propozicija 1.3.12. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su A i B omedeni skupovi u
(X, d). Tada je A U B omeden skup u (X, d).

Dokaz. Odaberimo x, € X prema lemi[I.3.11|postoje r, > 0 i r, > 0 takvi da je
A C K(xg,r1)1 B C K(xg, ;). Neka je r = max{ry, r,}. OCito je r > 0. Tada je A C K(xo, r)
1B C K(xp,r)paje AU B C K(xp, r). Prema tome A U B je omeden skup u (X, d). O

Korolar 1.3.13. Neka je (X,d) metricki prostor. Ako su Ay,...,A, omedeni skupovi u
(X,d). Tada je A} U --- U A, omeden skup u (X, d).

Dokaz. Dokazimo tvrdnju indukcijom. Za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da
tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su Ay, ..., A,;; omedeni skupovi u (X, d). Vrijedi

A] U"'UA,H_] :(Al U"'UAn)UA,H,].

Prema induktivnoj pretpostavci skup A; U- - -UA, je omeden pa iz propozicije[I.3.12]slijedi
da je skup
(Al U---u An) UAn+l

omeden. Dakle A,U- - -UA,UA,, je omeden skup (X, d). Time je propozicija dokazana. 0O
Korolar 1.3.14. Svaki potpuno omeden metricki prostor je omeden.

Dokaz. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor.
Odaberimo ¢ > 0. Tada postoje xy, x,. .., X, € X takvi da je

X =K(x,e)U---UK(x,,é&).

Svaka otvorena kugla u (X, d) je omeden skup u (X, d). 1z korolara|1.3.13|slijedi da je
K(x1,e)U---UK(x,, e) omeden skup u (X, d). Kako je X = K(x1,&)U---U K(x,, &) slijedi
da je X omeden skup u (X, d). Prema tome metricki prostor (X, d) je omeden. O

Primjer 1.3.15. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka su
xo € Xir>0. Tada je:

{xo}, akojer <1,

K(xo,r) = { X, ako je r > 1.

Iz ovog zakljucujemo da je (X, d) omeden metricki prostor jer moZemo odabrati bilo
koji xy € X i imamo K(xy,2) = X.
Pretpostavimo sada da je X beskonacan skup. Tvrdimo da metricki prostor (X, d) nije
potpuno omeden.
Pretpostavimo suprotno. Uzmimo € = 1. Tada postoje x,,. .., x, € X takvi da je

X=K&x,DU---UK(x,, 1) ={x1}U---U{x,}
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pa slijedi da je X konacan sto je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle (X, d) nije potpuno
omeden.

Teorem 1.3.16. Svaki kompaktan metricki metricki prostor je potpuno omeden.

Dokaz. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor.
Pretpostavimo suprotno, da (X, d) nije potpuno omeden. Tada postoji € > 0 takav da za
sve xi, ..., X, € X vrijedi da je

X #K(x,e)U---UK(x,,¢&).

Definiramo induktivno niz (x,) u X na sljedeci nacin. Neka je x; € X proizvoljan.
Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali xy, ..., x,, . Znamo da je

X # K(x1,e) U---UK(x,, &)

pa postoji
X1 € X\ (K(x1,8) U -+ U K(x,,8)). (1.1)

Na taj naCin definiramo niz (x,) u X.
Bududi da je (X, d) kompaktan metri¢ki prostor postoji a € X takav da je a gomiliSte
niza (x,). Kako je a gomiliSte niza (x,) postoji k € N takav da je

d(x,a) <e

pa slijedi a € K(x;, €).
Prema propoziciji|1.3.6/skup K(xx, €) je otvoren u (X, d) pa postoji » > 0 takav da je

K(a,r) C K(xg, e).

Bududi da je a gomiliSte niza (x,) postoji m > k + 1 takav da je d(x,,,a) < r. Slijedi da je
Xn € K(a, r) odnosno x,, € K(x;, ). Prema (I.1)) vrijedi

Xn € X\ (K(x1,8)U ... UK (X1, ).
Dakle x,, ¢ K(x;,e), zai = 1,...,m— 1. Kako jem > k + 1 slijedi k < m — 1, stoga
Xn €& K(xi, €) Sto je u kontradikciji sa x,, € K(a,r). ZakljuCujemo da je metri¢ki prostor

(X, d) potpuno omeden. O

Korolar 1.3.17. Svaki kompaktan metricki prostor je omeden.
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Primjer 1.3.18. Neka je n € N i d euklidska metrika na R". Tvrdimo da metricki prostor
(R", d) nije omeden pa time ni kompaktan.
Pretpostavimo suprotno. Prema lemi|l.3.11| uzmemo xo = (0, ...,0) pa postoji r > 0
takav da je
R" C K(xg, r).

Neka je x = (r +1,0,...0) € R". Tada je
dx,x)=r+1>r,

a to je u kontradikciji sa R" C K(xg, r).
Prema tome (R",d) nije omeden metricki prostor pa iz korolara[l.3.17) slijedi da nije
kompaktan.

1.4 Potpuni metricki prostori

Definicija 1.4.1. Neka je (X,d) metricki prostor i (x,) niz u X. Za (x,) kaZemo da je
Cauchyjev niz u X ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za sve n,m € N,n,m > ny
vrijedi d(x,, x,) < €.

Propozicija 1.4.2. Neka je (X, d) metricki prostor i (x,) konvergentan niz u (X, d). Tada je
(x,) Cauchyjev niz u (X, d).

Dokaz. Budu¢i da je (x,) konvergentan niz postoji xy € X takav da x, — xo.

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je n > ng vrijedi
d(x,, x0) < 5.
Neka su m, n > ng. Imamo:

d(xn, %) < d(xny x0) + d(X0s %) < g + g =&

Dakle d(x,, x,,) < &€ za sve m,n > ny pa je niz (x,) Cauchyjev niz. O

Definicija 1.4.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je Y C X, Y # (0. Neka je
p Y XY — R funkcija definirana sa p(y,,y,) = d(y1,y2) za sve yi,y, € Y. Za metricki
prostor (Y,d) kaZemo da je potprostor od (X, d).

Uocimo da je p = d |xxx-
Neka je n € N. Neka je d euklidska metrika na R” te neka je X C R", X # (0. Tada za d |yxx
kazemo da je euklidska metrika na X.
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Primjer 1.4.4. Neka je d euklidska metrika na R. Tada niz (%)neN teZi u O u metrickom
prostoru (R, d).
1
Neka je € > 0. Odaberimo ny € N takav da je ng > —. Tada za svaki n € N takav da je
g

n > ng vrijedi:

1 1
n>--<eg&
& n

1

n

<EE
n n

1 1
——0‘<8<=>d(—,0)<8.

1
Dakle za svaki n > ng vrijedi d (—, O) < &. Odnosno % — 0.
n

Primjer 1.4.5. Neka je X = (0, +00) te neka je d euklidska metrika na X. Neka je (x,) niz
u X definiran sa x,, = % za svaki n € N. Tvrdimo da je x,, Cauchyjev niz u (X, d) ali da nije
konvergentan u (X, d).

Prema primjeru znamo da x, — 0 u (R,d) gdje je d euklidska metrika na R.
Slijedi da je niz (x,) konvergentan u (R,d), stoga je i Cauchyjev u (R, d'). Bududi da je

d (X, X)) = d(Xp, Xn)

za sve m,n € N, slijedi da je (x,) Cauchyjev niz i u (X, d). No (x,) nije konvergentan niz u
(X, d). Pretpostavimo suprotno da postoji L € X takav da x,, > L u (X, d). Tada x, —» L u
(R, d') no zbog jedinstvenosti limesa slijedi L = 0 $to nije moguce jer 0 ¢ X.

Definicija 1.4.6. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je potpun ako je svaki Cauchyjev
niz u (X, d) konvergentan u (X, d).

Uocimo da prema primjeru (1.4.5| metric¢ki prostor ({0, +c0), d) nije potpun, pri Cemu je
d euklidska metrika na {0, +co).

Propozicija 1.4.7. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) Cauchyjev niz u (X, d).
Pretpostavimo da je a gomiliste niza (x,) u (X,d). Tada x, — a.

Dokaz. Neka je € > 0, kako je niz (x,) Cauchyjev tada za sve n,m € N takve da n,m > n
vrijedi:
d(x,, x,,) < g
ns *m 2'
No kako je a gomiliSte niza (x,) tada postoji n" € N takav da je n" > ny te vrijedi:
g
d(x,,a) < —.
(@) < 5
Sada za svaki n € N takav da je n > ng vrijedi:

d(xna Cl) < d(Xn, xn/) + d(xn’a Cl) < +

YR
SYR)
I
™
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Dakle za € > 0 postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi d(x,,a) < € pa je niz (x,)
konvergentan, odnosno x, — a. i

Korolar 1.4.8. Svaki kompaktan metricki prostor je potpun.

Dokaz. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Neka je (x,) Cauchyjev niz u (X, d),
buduéi da je (X, d) kompaktan postoji a € X takav da je a gomiliSte niza (x,). Prema
propoziciji slijedi x, — a. Time smo pokazali da je svaki Cauchyjev niz u (X, d)
konvergentan pa je metricki prostor (X, d) potpun. O

Primjer 1.4.9. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na (X, d). Tada je
(X, d) potpun metricki prostor.

Neka je (x,) Cauchyjev niz u (X, d). Neka je € =
n,m > ng vrijedi

%. Tada postoji ny € N takav da za sve

d(x,, x,) < &=

Slijedi x,, = x,, stoga za svaki n > ng vrijedi
Xy = Xy,

pa prema primjeru[l.2.10]slijedi x, — x,, pa je niz (x,) konvergentan u metric¢kom prostoru
(X, d). Zakljucujemo da je (X, d) potpun metricki prostor.

Metricki prostor (X, d) ne mora biti potpuno omeden (primjer ). Prema tome
potpun metricki prostor ne mora biti potpuno omeden pa ne mora biti niti kompaktan.

Primjer 1.4.10. Neka je X = (0, 1] te neka je d euklidska metrika na X. Tada metricki
prostor (X, d) nije potpun.

Naime za niz (x,) u X definiran sa x,, = % analogno kao u primjeru vidimo da je
Cauchyjev u (X, d) ali nije konvergentan u (X, d). Stoga metricki prostor (X, d) nije potpun.
PokaZimo da je metricki prostor (X, d) potpuno omeden.

Neka je € > 0. Odaberimo n € N takav da je % <e& Zaie€ll,...,n}definiramo x; = i.
Tvrdimo da je X = K(x1,&) U ... U K(xy, &). "
Neka je z € X. Tada je 7 < % ili postoji i € {1, ..., n} takav da je z € [x;, x;1].

U prvom slucaju vrijedi

odnosno

1
lz— x| < - <e.
n



1.5. KARAKTERIZACIJA KOMPAKTNOSTI PREKO POTPUNOSTI I POTPUNE
OMEDENOSTI 19

U drugom slucaju iz 7 € [x;, x;11] slijedi:
1
z—xl<—-<e¢
n
paje z € K(x;,€). Dakle 7 € K(x1,&) U ... U K(x,, &). Prema tome vrijedi
X =K(x,e)U---UK(x,,¢&).
Time smo dokazali da je (X, d) potpuno omeden metricki prostor.

Iz prethodna dva primjera vidimo da potpun metri¢ki prostor ne mora biti potpuno
omeden te da potpuno omeden metri¢ki prostor ne mora biti potpun.

1.5 Karakterizacija kompaktnosti preko potpunosti i
potpune omedenosti

Definicija 1.5.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je F C X. Za F kaZemo da je
zatvoren skup u (X, d) ako je F© = X \ F otvoren skup u (X, d).

Neka je X skup te neka je (F,).eca indeksirana familija podskupova od X. Definiramo
presjek:
ﬂFa:{xeX|xeFa,Va€A}.

€A

Propozicija 1.5.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijede sljedece tvrdnje.
1) 0, X su zatvoreni skupovi u (X, d).

2) Neka je (F)aea indeksirana familija podskupova od X takva da je F, zatvoren skup
u (X,d) za svaki « € A. Tada je (" F, zatvoren skup u (X, d).

€A

3) Neka su F i G zatvoreni skupovi u (X,d). Tada je i F U G zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Tvrdnja 1) ocito vrijedi.
Pokazimo tvrdnju 2). Tvrdimo

[ﬂ Fa]c = U FE.

acA acA

Neka je x € X. Tada vrijedi

X € [ﬂ F(,] S xé ﬂ F, © postojia € A takvada x ¢ F,

€A €A
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© postojia € Atakvadaxe F, © x € U Fs,.

a€A
Prema tome .
C
X € ﬂFa @erFa
a€A a€A
odnosno vrijedi
C
(r] =UF
€A €A

Za svaki @ € A vrijedi F¢, je otvoren skup u metriCkom prostoru (X, d) pa iz propozicije
1.3.8|slijedi |J F¥ je otvoren skup u (X, d).

acA

Kako je (ﬂ Fa) = |J F; slijedi da je (ﬂ FQ) otvoren skup u (X,d) paje () F,
a€A a€A acA a€A

zatvoren skup u (X, d).

Pokazimo joS tvrdnju 3).
Lako se vidi da je (FUG)‘ = F°NG*. Stoga je (FUG) otvoren kao presjek dvaju otvorenih
skupova F¢ i G°. Prema tome F U G je zatvoren u (X, d). O

Definicija 1.5.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Definiramo
K(xo,r) = {x € X | d(x,x0) < r}. Tada za K(xy,r) kaZemo da je zatvorena kugla u (X, d)
oko xy radijusa r.

Propozicija 1.5.4. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X i r > 0. Tada je K(xo, r) zatvoren
skup u (X, d).

Dokaz. Nekaje x € X \ K(xo, 7). Tada vrijedi d(x, xo) > r. Definiramo:
s =d(xg,x)—r

pri ¢emu je s > 0. Tvrdimo da je K(x,s) C X \ K(xo, 7).
Uzmimo z € K(x, s). Tada vrijedi d(z, x) < s. Znamo da je z € X. PokaZzimo da z ¢ E(xo, r).
Pretpostavimo suprotno neka je z € E(xo, r). Tada je d(z, xo) < r.
Imamo:
d(x, xp) <d(x,2) +d(z, x0) < s+r=d(x,xp)

Slijeili d(x, xp) < d(x,xp) Sto je kontradikﬁija. Dakle z ¢ K(xo,7) pajez € X\ K(xo, 7).
X\ K(xg, r) je otvoren skup u (X, d) pa je K(xg, r) zatvoren skup u (X, d). O

Definicija 1.5.5. Neka je S C R. Za L € R kaZemo da je gornja (donja) meda skupa S ako
za svaki x € S vrijedi x < L(x > L). Za S C R kaZemo da je omeden odozgo (odozdo) ako
postoji barem jedna gornja (donja) meda skupa S .
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Definicija 1.5.6. Neka je S C R te L € R. KaZemo da je L supremum skupa S ako je L
najmanja gornja meda skupa S, odnosno ako vrijedi sljedece:

1) L je gornja meda skupa S ;
2) za svaku gornju medu L’ od S vrijedi L < L'.
Ako postoji supremum skupa S oznacavamo ga sa sup S.
Propozicija 1.5.7. Ako supremum skupa S postoji onda je jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka su L; i L, supremumi od S. Kako je L; supremum
vrijedi L; < L, . Kako je L, supremum vrijedi L, < L,. Dakle L, = L,, supremum je
jedinstven. O

Aksiom potpunosti: Neka su S 1 7 neprazni podskupovi od R takvi da je x < y za
svaki x € § 1zasvakiy € T. Tada postoji z € Rtakavdajex <z<yzasvakix e S iza
svakiyeT.

Propozicija 1.5.8. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R . Tada S ima supre-
mum.

Dokaz. NekajeT ={y € R|ygornjamedaod S}. Tadaje T # 0 jer je S odozgo omeden.
Nadalje, vrijedi x < yzasve x € S,y € T. Prema aksiomu potpunosti postoji z € R takav
daje x <z <yzasvaki x € § izasvakiy € 7. Buduéi da je x < z za svaki x € § slijedi
da je z gornja meda skupa S, kako je z < y za svaki y € T slijedi z je najmanja gornja
meda. O

Definicija 1.5.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A neprazan omeden skup u
(X,d). Tada postoje xo € X ir > 0 takvi da je A C K(xo,r). Neka su x,y € A. Tada
su x,y € K(xo,r). Tada je d(x,y) < d(x,xy) + d(xo,y) < r +r = 2r. Dakle d(x,y) < 2r
za sve x,y € A. To znaci da je skup {d(x,y) | x,y € A} odozgo omeden. Definiramo
diam A = sup{d(x,y) | x,y € A}.

Uocimo sljedece: ako su x,y € A onda je d(x,y) < diam A.

Propozicija 1.5.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X te neka je xy € X.
Tada x,, — xo ako i samo ako za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je xo € U postoji
ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x, € U.

Dokaz. = Neka x,, — xp 1neka je U otvoren skup u (X, d) takav da je xo € U. Tada postoji
r > 0 takav da je K(xo,r) € U. Kako x, — x, postoji ny € N takav da za svaki n > ng vri-
jedi d(x,, xo) < rodnosno za svakin > ng x,, € K(xo,r) € U. Dakle x,, € U za svaki n > ny.
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& Pretpostavimo da za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je xo € U postoji ng € N
takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € U. Zelimo pokazati x, — x, . Neka je
€ > 0. Definiramo U = K(xy, €). Tada je U otvoren skup u (X, d) koji sadrzi x, pa prema
pretpostavci postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € K(xy, r) odnosno za svaki
n > ng, d(x,, xo) < €. Dakle x,, — x. O

Lema 1.5.11. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X te neka je xo € X takav
da x, — xo . Neka je F zatvoren skup u (X, d) te neka je N € N takav da je x, € F za svaki
n> N . Tada je x, € F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je xo € F€, no F° je otvoren pa prema propoziciji
[1.5.10] postoji ny € N takav da za svaki n > ng je x, € F°. Definiramo n = max{N, n}.
Tada zan > N slijedi x,, € F te zan > ny slijedi x,, € F¢. Odnosno x, € F i x, € F¢ $to nije
moguce. Prema tome vrijedi tvrdnja leme. O

Teorem 1.5.12. (Cantorov teorem o presjeku) Neka je (X, d) potpun metricki prostor te
neka je (A,)nen niz zatvorenih, nepraznih i omedenih skupova u (X, d) takvih da je A, C
A, za svaki n € N te neka niz diam A,, — 0. Tada je (" A, jednoclan skup.

neN

Dokaz. Dokazimo prvo da () A, ne sadrZi viSe od jedne tocke.
neN

Pretpostavimo suprotno. Neka su x,y € () A, takvida x # y. Tadasu x,y € A, za
neN

svaki n € N, stoga je

d(x,y) < diamA,

za svaki n € N. Imamo d(x,y) > 0 jer je x # y. Zbog diam A,, — 0 postoji ny € N takav da
za svaki n > ng vrijedi:

|diam A, — 0] < d(x, ).
Dobivamo kontradikciju sa d(x,y) < diamA,. Prema tome () A, ima najviSe jedan ele-

neN
ment.

Preostaje nam dokazati () A, # 0.
neN
Za svaki n € N imamo da je A, # 0 pa odaberemo neki x, € A,. Tvrdimo da je niz (x,)

Cauchyjev niz u (X, d).

Neka je n € N. Tvrdimo da za svaki m > n vrijedi A,, € A,. To dobivamo indukcijom
po m, za m = n tvrdnja oCito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m > n.
Znamo da je A,,,; € A, paiz A, C A, slijedi A,,,; € A,. Po principu matematicke
indukcije tvrnja vrijedi za svaki m > n.

Dokazimo da je niz (x,) Cauchyjev niz u (X, d). Neka je € > 0. Buduc¢i da diam A, — 0
postoji ny € N takav da je

diamA,, < e.
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Neka su m,n > ny. Tada je A,, € A,, 1A, C A,, pa zbog x,, € A, 1x, € A, imamo da
Xm, Xn € Ay, paje
d(xp, x,) < diamA,, < e.

Dakle za sve m,n > ng je d(x,,, x,) < € paje niz (x,) Cauchyjev niz u (X, d) po definiciji. No
kako je (X, d) potpun metricki prostor slijedi da je niz (x,) konvergentan u (X, d) odnosno

postoji x € X takav da x,, — x¢. Tvrdimo da je xo € () A,.
neN
Uzmimo N € N. Tada za svaki n > N vrijedi

x, €A, CAy = x, € Ap.

Kako je N € N proizvoljan iz leme|[1.5.11|slijedi da je xo € () A,. Time je tvrdnja teorema
neN

dokazana. o

Primjer 1.5.13. Neka je X = (0, o) te neka je d euklidska metrika na X. Za svakin € N
1

A, = <0, —]. PokaZimo da (X, d) nije potpun.
n

Neka je n € N. Imamo da je A, zatvoren jer je X \ A, = (}l, o0) otvoren, odnosno za
svaki x € (%, oo) postoji r > 0 takav da je K(x,r) C (%, 00).
Skup A, je omeden. Uzmimo K(1,1) =(0,2). Tada je

1
<0’ n
n
pa je A, omeden po definiciji.
Ocito je A, neprazan te vrijedi A,;1 C A,.

CK(1,1)

Uocimo {
diamA, < -.
n
1 :
Neka su x,y € A,. Tada su x,y € <0, —] paje

n
1 1

|lx —y| < — odnosno d(x,y) < —.
n n

Dakle ,ll je gornja meda skupa {d(x,y) | x,y € A,}. No kako je
diam A, = sup{d(x,y) | x,y € A},

a supremum je najmanja gornja meda slijedi

1
diamA, < —

S
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pa zbog % — 0 slijedi diam A,, — 0.

PokaZimo da je ( A, = 0.
neN

Pretpostavimo da postoji x € () A,. No kako je x > 0 postoji n € N takav da % < X.
neN
Slijedi x ¢ <O, %] odnosno x ¢ A, Sto je kontradikcija sa prepostavkom da je x € (1 A,.

neN
U ovom metrickom prostoru ne vrijedi Cantorov teorem to znaci da (X, d) nije potpun.

Definicija 1.5.14. Neka je (x,) niz u skupu X te neka je S skup. KaZemo da je niz (x,)
beskonacan u S ako za svaki N € N postoji n > N takav da je x, € S.

Propozicija 1.5.15. Neka je (X, d) metricki prostor i (x,) niz u X te neka je xy € X. Tada
je xo gomiliste niza (x,) u (X, d) ako i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da
je xo € U vrijedi da je niz (x,) beskonacan u U.

Dokaz. = Pretpostavimo da je xo gomiliSte niza (x,). Neka je U otvoren skup u (X, d)
takav da je xo € U. Tada postoji r > 0 takav da je K(xg,r) € U. Neka je N € N. Tada
postoji n > N takav da je d(x,, xo) < r pa slijedi x, € K(x,r) € U odnosno x, € U. Dakle
za svaki N € N tada postoji n > N takav da je x,, € U pa je (x,) beskonacan u U.

< Pretpostavimo da je za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je xo € U niz (x,)
beskonacan u U. PokaZimo da je xy gomiliSte niza (x,) u (X,d). Nekasue > 01 N € N.
Imamo da je K(xy, &) otvoren skup u (X, d) koji sadrzi xy pa je niz (x,) beskonacan u
K(xg, €). Slijedi da postoji n > N takav da je x, € K(xy, &) odnosno d(x,, xy) < &. Dakle x,
je gomiliste niza (x,) u (X, d). O

Propozicija 1.5.16. Neka je (x,) niz u skupu X te neka su m € N i By,...,B,, skupovi.
Pretpostavimo da je (x,) beskonacan u By U - -- U B,,. Tada postojii € {1,...,m} takav da
je (x,) beskonacan u B,.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki i € {1,...,m} imamo da niz (x,) nije be-
skonacan u B;. Odnosno postoji N; € N takav da za svaki n > N; vrijedi x,, ¢ B;.
Definiramo N = max{Ny,...,N,}. Neka je n € N takav da je n > N. Slijedi da je
n>N=>x,¢By,....n>N,, > x,¢ B,. Dakle x, ¢ B U---UB,, zasvakin > N. Ovo
je kontradikcija sa ¢injenicom da je niz (x,) beskonaCanu By U - - - U B,,,. O

Lema 1.5.17. Neka je (X,d) potpuno omeden metricki prostor. Neka je F neprazan za-
tvoren skup u (X, d) te neka je € > 0. Tada postoje neprazni, zatvoreni i omedeni skupovi
Aq,...,A, u (X,d) takvi da je F = A, U --- U A, te takvi da je diamA; < & za svaki
iel{l,...,nhL

Napomena 1.5.18. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Ocito je
K(xo, r) neprazan, omeden skup u (X, d). Vrijedi

diam K (xo, r) < 2r.
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Naime neka su x,y € K(xo,r). Imamo d(x,y) < d(x, xo) + d(xo,y) < r + r = 2r. Dakle
d(x,y) < 2r za svaki x,y € K(xo, r) pa je 2r gornja meda, no kako je supremum najmanja
gornja meda slijedi diam K (xo, r) < 2r. Jednakost opcenito ne vrijedi jer ako je d diskretna
metrika na skupu X i r = % tada za svaki xy € X vrijedi diam K (xo, r) = diam{x,} = 0 #
2r,r > 0.

Napomena 1.5.19. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su A i B neprazni podskupovi od
X takvi da je B omeden u (X,d) i A C B. Tada je A omeden u (X, d) te je diam A < diam B.
Opcenito vrijedi za S, T € R,S C T. Tada je supS < supT. Naime, kako je sup T

gornja meda skupa T i S C T tada je supT gornja meda skupa S no kako je supremum
najmanja gornja meda slijedi sup S < supT.

Dokaz. Buduci da je (X, d) potpuno omeden tada za £ > 0 postoje xi, .. ., x,, takvi da je

X:K(xl,f)u~--UK(xm,§).

3
Slijedi:
— & — E
X:K(xl,g)U"'UK(Xm,g).
Imamo:

F:FOX:Fm(E(xl,g)U...UE(xm,g))’

F:(Fm?(xl,g))u---u(FmE(xm,g)).

Familija {F N f(x,-, Hliedl,.. .,m}} \ {0} je konacna i neprazna jer postoji i € {1,...,m}
takav da je F N K(x;, %) # 0. Stoga imamo:

{Fn?(x,-,g) lie {1,...,m}}\{(2)} — (AL A,

Stogaje F = A U---UA,. Nekaje je{l,...,n}. Tadaje A; # 0ipostojii € {1,...,m}
takavdaje A; = F N K(x;, £). Slijedi da je A; zatvoren kao presjek dva zatvorena skupa i
A; S K (x:%). Dakle diam A; < diam K (x;, £) < %¢ < &. Slijedi diam A; < &. O

Teorem 1.5.20. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je (X, d) kompaktan ako i samo ako
je (X, d) potpun i potpuno omeden.

Dokaz. = Ako je (X, d) kompaktan, onda je (X, d) prema korolaru potpun i prema
teoremu [I.3.16] potpuno omeden.
& Obratno pretpostavimo da je (X, d) potpun i1 potpuno omeden.
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Neka je (x;) niz u X. Definiramo niz podskupova (B,) od X induktivno na sljedeci
nacin. Prema lemi[l.5.17|postoje neprazni, zatvoreni i omedeni skupovi A, ..., A, u (X, d)
takvi da je diam A; < 1 za svakii € {1,...,n}1itakvida je

X=AU---UA,.

Ocito je niz (x;) beskonacan u X, stoga je (x;) beskonaCanu A, U- - -UA,,. Prema propoziciji
1.5.16|postoji i € {1,...,n} takav da je (x;) beskonaCan u A;.
Definirajmo B; = A;. Imamo B, neprazan, zatvoren i omeden skup u (X, d) takav da je

diam B; < 1

te takav da je (x;) beskonacCan u B,. Pretpostavimo da je n € N te da smo konstruirali
zatvoren i neprazan skup B, u (X, d) takav da je (x;) beskonacan u B,. Prema lemi
postoje neprazni, zatvoreni i omedeni skupovi Ay, ..., A, u (X, d) takvi da je

B,=A;U---UA, 1 diamA; <
n+1

za svaki i € {1,...,m}. Imamo da je (x;) beskonaCan u B,. Dakle (x;) je beskonacCan u
A;U---UA,, pa prema propoziciji[[.5.16|postoji i € {1,...,m} takav da je (x;) beskonacan
uA,.

Definiramo B,,; = A;.

Dakle vrijedi da je B, neprazan, zatvoren i omeden skup u (X, d) i (x;) je beskonacan
u B,.;, dlamB,,; < n—}rl 1 B,;1 € B,. Dakle konstruirali smo niz zatvorenih, omedenih
skupova B, u (X, d) takav da je niz (x;) beskonacan u B, za svakin € N, B,,; C B, i
diam B,, < % za svaki n € N. Imamo:

1
|diam B, — 0| < —
n

za svaki n € N pa iz leme slijedi diam B, — 0. Iz Cantorovog teorema o presjeku

slijedi () B, # 0. Odaberimo x € (| B,. Tvrdimo da je x gomiliSte niza (x;) u (X, d). Neka
neN neN
je U otvoren skup u (X, d) takav da je x € U. Tada postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

Budu¢i da diam B, — 0 postoji n € N takav da je diam B, < r. Tvrdimo da je B, C U.
Neka je y € B,. Znamo da je x € B, stoga je

d(x,y) <diamB, <r

dakle d(x,y) < rpajey € K(x,r). Iz K(x,r) C U slijedi da je y € U. Time smo pokazali

da vrijedi B, C U. Znamo da je niz (x;) beskonaCan u B, a kako je B, C U slijedi da je
(x;) beskonacan u U pa prema propoziciji slijedi da je x je gomiliSte niza (x;).

Dakle svaki niz u X ima gomiliSte u (X, d), stoga je (X, d) kompaktan metricki prostor.

O



Poglavlje 2

Kompaktni topoloski prostori

2.1 Otvoreni pokriva¢ metrickog prostora

Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U familija otvorenih skupova

u (X,d) takva da je | ) U = X. Tada za U kaZemo da je otvoreni pokrivac metrickog
Uel
prostora (X, d).

Primjer 2.1.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je U = {{a,b) | a,b € R, a < b}.
Tada je U otvoreni pokrivac metrickog prostora (R, d).
Neka su xo € Rir > 0. Tada iz napomene slijedi da je

K(xp,r) = {xo —r,x0 + 1),

odnosno svaka otvorena kugla u (R, d) je oblika {a,b) za a,b € R, a < b.
Obratno, ako su a,b € R,a < b onda je

(a, by = (xo — r,xo + r) = K(x0,7)
pri Cemu je xo = % ir= 1%.
Dakle {a, b) je otvorena kugla u metrickom prostoru (R,d). Stoga je svaki element od

U otvoren skup u (R,d). Ocitoje |J U CR.
vel
S druge strane ako je x € R onda je x € {a,b) gdje jea = x—1ib = x+ 1. Dakle
postoji U € U takav da je x € U. Prema tome R C |J U, odnosnoR = |J U.
UelU UelU

Primjer 2.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor.

1) Neka je U = {K(x,r) | x € X,r > 0}. Tada je U otvoreni pokrivac od (X, d).

27
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2) Neka je xo € X. Neka je V = {K(xo,r) | r > 0}. Tada je V otvoreni pokrivac od
(X, d).

3) Nekaje xy € X te S = {K(xo,n) | n € N}

Neka je x € X. Odaberimo n € N takav da je n > d(xy, x). Tada je x € K(xo,n).
Stoga je S otvoreni pokrivac metrickog prostora (X, d).

4) Neka je R = {X}. Tada je R otvoreni pokrivac od (X,d). Takoder {X, 0} je otvoreni
pokrivac od (X, d).

Primjer 2.1.4. Neka je d euklidska metrika na R.

Neka je U = {{—r,r) | r > O}. Imamo da je U = {K(O, r) | r > 0} pa zakljucujemo da je
U otvoreni pokrivac od (R, d). Na analogan nacin zakljucujemo da je familija
{(—n,n) | n € N} otvoreni pokrivac od (R, d).

Neka je V = {(—00, 1),(0, +0)}. Imamo:

(=00, 1) = U (a, 1).

a<l

Kako su (a, 1) otvoreni skupovi u metrickom prostoru (R, d) tada je (—oo, 1) otvoren u (R, d)
kao unija otvorenih skupova. Isto tako {0, co) je otvoren skup u (R, d). Stoga je YV otvoren
pokrivac od (R, d).

Definicija 2.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U otvoren pokrivac¢ od (X, d).
Neka je 1 € R,A > 0. KaZemo da je A Lebesgueov broj od ‘U ako za svaki neprazan i
omeden skup A u (X, d) takav da je diam A < A postoji U € U takav da je A C U.

Definicija 2.1.6. Neka je S C R te neka je xo € S. KaZemo da je xo maksimum skupa S
ako je x < xy za svaki x € §.

Ocito je maksimum skupa ako postoji jedinstven. Uocimo sljedece: ako je x, maksi-
mum skupa S, onda je xy supremum skupa §. Naime ocito je x, gornja meda skupa S, a
ako je x; gornja meda od S onda je xo < xj jerje xo € S.

Maksimum skupa S ako postoji oznaCavamo sa max S .

Napomena 2.1.7. Neka sua,b, x,y € Rtakvidaa < bix,y € [a,b). Tada je |x—y| < b—a.
Naime pretpostavimo da je x <y . Imamo a < x <y < b. Slijedi —x < —a pa zbrajanjem
ove nejednakosti s y < b dobivamo y — x < b—a odnosno |y — x| < b—a. Do istog zakljucka
dolazimo ako je y < x.

Na isti nacin dobivamo sljedece: ako su a, b, x,y € Rtakvidaa < bix,y € [a,b), onda
jelx—yl<b-a.
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Primjer 2.1.8. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je U = {{a,b) | a,b € R,a < b}.
PokaZimo da postoji Lebesgueov broj od U.

Pretpostavimo da je A omeden skup u (R,d). Tada postoje x € R i r > 0 takvi da je
A C K(x,r). Odnosno A C (x — r,x + r). Prema tome postoji U € U takav daje A C U Iz
ovog zakljucujemo da je svaki A € R, 1 > 0 Lebesgueov broj od U.

Primjer 2.1.9. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je V = {{(—0, 1),(0, +0)}. Neka
je A =10,1].
A je omeden u (R, d). Ocito je da ne postoji V € V takav daje A C V. Neka su x,y € A.
Tada je
x—-y<|1-0=1.

Dakle d(x,y) < 1zasve x,y € A, nod(0,1) =1i0,1 € A pajel = max{d(x,y) | x,y € A}
Stoga je 1 = sup{d(x,y) | x,y € A} = diam A.

Neka je A € R takva da A > 1. Tada je diam A < A pa zakljucujemo da A nije Lebesgu-
eov broj od V.

Uzmimo sada A € R takav da je A € {0, 1]. Tvrdimo da je A € {0, 1] Lebesgueov broj od
U. Pretpostavimo da je A neprazan i omeden skup u (R, d) takav da je diam A < A odnosno
diam A < 1. Pretpostavimo da A & {0, +oo). Tada postoji a € A takav da a ¢ {0, +0).

Slijedi a < 0. Neka je x € A. Imamo:

x—a<|x—a|l <diamA < 1.

Stoga je x —a < 1 odnosno x < 1 +a < 1. Dakle x < 1 & x € (—o0o,1). Prema tome
A C {(—00,0).

Zakljucujemo da za svaki neprazan i omeden skup A u (R, d) takav da je diam A < A
vrijedi A C (=00, 1) ili A C (0, +00). Prema tome A je Lebesgueov broj od V.

Primjer 2.1.10. Neka je d euklidska metrika na [0, 1). Neka je U = {[0,r) | 0 < r < 1}.
Tvrdimo da je U otvoreni pokrivac metrickog prostora ([0, 1), d).
Neka je r takav da 0 < r < 1. Tada je

Ki0,r)={x€[0,1) | |x| <r} =10, 1).

Dakle K;(0,r) = [0, 1) pa je [0, 1) omeden skup u metrickom prostoru ([0, 1), d).
PokaZimo daje | ) U =[0,1).
UeU
Ocito je
| Jucio.mn.

UeU

Pokazimo da je [0,1) C |J U.
UelU



30 POGLAVLIJE 2. KOMPAKTNI TOPOLOSKI PROSTORI

Neka je x € [0, 1). Tada je x < 1 pa postoji r € R takav da je x < r < 1teje[0,r) € U.

Ocito je x € [0, r). Dakle postoji U € U takav da je x € U. Stoga je x € |J U. Time smo
Uel

pokazali

[0,1) C U U.

Uel

Dakle |J U =10, 1). Prema tome U je otvoreni pokrivac¢ metrickog prostora
Uel
([0, 1), d).

Pretpostavimo da postoji A > 0 takva da je A Lebesgueov broj od U. MoZemo pretpos-
taviti da je A < 1. Definiramo A = (1 — %, 1). Tada je A C [0, 1).
Neka su x,y € A. Kako je A C [1 — 4 1] slijedi x,y € [1 — 4 1] pa imamo:

/l) A
=3

- sl—(l——
lx =yl >

Dakle d(x,y) < % za sve x,y € A. To znaci da je ’% gornja meda skupa {d(x,y) | x,y € A}.
Kako je supremum najmanja gornja meda slijedi da je sup{d(x,y) | x,y € A} < % odnosno
diamA < % Prema tome diam A < A.

Buduci da je A Lebesgueov broj od U postoji U € U takav da je A C U odnosno
postojir € Rtakavda 0 <r < 1iA C|[0,r). Uo¢imo da je max{1 — %, r} < 1. Stoga postoji
x € R takav da je

A
max{l—i,r}<x<1 i r<ax.

Stoga imamo x € Ai x ¢ [0,r), a to je u kontradikciji s A C [0, r).
Dakle zakljucujemo da ne postoji A > 0 takav da je A Lebesgueov broj od U.

2.2 Karakterizacija kompaktnosti preko otvorenih
pokrivaca
Lema 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Pretpostavimo da je a € X te da je S neprazan
omeden skup u (X, d). Nadalje pretpostavimo da su M > 0i xy € S takvi da je d(a, xg) < M
idiamS < M. Tada je S C K(a,2M)
Dokaz. Nekaje x € §. Tada:
d(a,x) < d(a, xp) + d(xg, x) < M +diamS <M + M = 2M.

Dakle d(a, x) < 2M pa je x € K(a,2M). Time je lema dokazana. m|
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Teorem 2.2.2. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor te neka je U otvoreni pokrivac
ovog metrickog prostora. Tada postoji Lebesgueov broj od ‘U, odnosno postoji A > 0 takav
da je A Lebesgueov broj od U .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki A > 0 vrijedi da A nije Lebesgueov broj od
U pa posebno za svaki n € N vrijedi da ﬁ nije Lebesgueov broj od U.

Stoga za svaki n € N postoji omeden i1 neprazan skup A, u metrickom prostoru (X, d)
takav da je

1
diamA,<- 1 A, ¢U
n

zasvaki U € U.

Za svaki n € N odaberemo x, € A,. Na taj nain imamo niz (x,) € X. Bududi da je
metricki prostor (X, d) kompaktan niz (x,) ima gomiliSte u (X, d), odnosno postoji a € X
takav da je a gomiliSte niza (x,). Budu¢i da je

x=|Ju

Uel
postoji U € U takav da je a € U. Kako je U otvoren skup u (X, d) postoji r > 0 takav da je

K(a,r) C U.

Odaberimo N € N takav da je % < 5. Budu¢i da je a gomiliSte niza (x,) postoji n > N
takav da je

,
d(x,, —.
(x,,a) < >

Slijedi

S| =
A
N~

1 .
— paje
NPJ

S | =

<

Znamo da je diam A, < % < 3.
Prema tome - -
d(x,,a) < > diamA, < 7 i x,€A,.

Iz leme slijedi
A, C K(a,r) C U.

Dakle A,, € U 5to je u kontradikciji s na¢inom na koji smo odabrali A,. Zaklju¢ujemo
da postoji 4 > 0 takav da je A Lebesgueov broj od U. O

Teorem 2.2.3. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor te neka je U otvoreni pokrivac
od (X, d). Tada postojen e Ni Uy,...,U, € U takvida je X = U; U ... U U,
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Dokaz. Prema teoremu [2.2.2] postoji A € R takav da je A Lebesgueov broj od U. Prema
teoremu [1.3.16] metri¢ki postor (X, d) je potpuno omeden pa stoga postoje xi,...,x, € X
takvi da je

x= k(0 2)u Uk ()
= X1,3 Xn,3.

Zasvakii € {l1,...,n} vrijedi:
d K( ﬁ) <Zica
iamK(x;, = | < =
3 3
pa postoji U; € U takav da je K(x[-, %) C U;. Stoga je

A A
K(xl,—)u~~-UK(xn,—)§U1U-~~UUn.
3 3
Kako je X = K(x1,4) U+ UK(x,, %) slijedi X CU; U--- U U,.
S druge strane Uy U --- U U, C X. Dakle X = U, U --- U U,,. O

Teorem 2.2.4. Neka je (X,d) metricki prostor takav da za svaki otvoreni pokriva¢ U od
(X,d) postojen e NiU;U---UU, takvida je X = U, U---U U,. Tada je metricki prostor
(X, d) kompaktan.

Dokaz. Neka je (x,) niz u X. Tvrdimo da (x,) ima gomiliste u (X,d). Pretpostavimo
suprotno. Tada za svaki a € X vrijedi da a nije gomiliSte niza (x,) u (X,d) pa postoje
g, > 01N, € N takvi da za svaki n > N, vrijedi x, ¢ K(a, &,).

Neka je U = {K(a,&,) | a € X}. Za svaki a € X ocito vrijedi a € K(a,&,) pa
zaklju¢ujemo da je U otvoreni pokriva¢ metrickog prostora (X,d). Prema pretpostavci
teorema postoje k € Niay,...,aq, € X takvi da je

X = K(al’gal) U..-u K(am‘ga,,)-
Neka je n = max{N,,,...,Ny}. Tadajen > N, ,...,n > N,, pa slijedi
Xn ¢ K(Cl],{-jal), B ¢ K(ala Sak)-

Stoga x, € K(aj,&q) U -+ U K(ay, €4,)-

Kako je X = K(aj,&,) VU ... U K(a,, &,,) slijedi x, ¢ X Sto nije moguce. ZakljuCujemo
da postoji gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (X, d), prema tome (X, d) je kompaktan
metric¢ki prostor. O

Korolar 2.2.5. Metricki prostor (X,d) je kompaktan ako i samo ako za svaki otvoreni
pokrivac U od (X, d) postojen e Ni U, U---UU, € UtakvidajeX =U,U---UU,.
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2.3 Topologija i topoloski prostori

Definicija 2.3.1. Neka je X neprazan skup te neka je T familija podskupova od X takva da
vrijedi:

1) 0,XeT;

2) Ako je (Ugy)gea indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € T za svaki
a€Aondaje|) U, €T;

acA

3) Akosu U,V € T ondajeUNV eT.

Tada za T kaZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,7") kaZemo da je
topoloski prostor.

Napomena 2.3.2. Neka je T familija podskupova nekog skupa X. Tada su sljedece tvrdnje
ekvivalentne.

1) Ako je (U,)een indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € T za svaki
a€Aondaje \J U, €T,

a€A

2) Akoje U CT ondaje \J UeT.
Uel

Naime pretpostavimo da vrijedi prva tvrdnja. Neka je U C T . Funkcija
F:U->PX), FU=U

za svaki U € U je indeksirana familija podskupova od X takva da je F(U) € T za svaki

U € U. Iz prve tvrdnje slijedi | ) F(U) € T .
veu

| JFO) =txeX|1WeU,xe FU) = xex|WeUxecU)=| U
Uel Uel
Dakle | ) U € 7. Prema tome vrijedi druga tvrdnja.

Uel
Obratno pretpostavimo da vrijedi druga tvrdnja. Neka je (U,)qeca indeksirana familija

podskupova od X takva da je U, € T za svaki @ € A. Definiramo U = {U, | a € A}.

Imamo U C T pa iz druge tvrdnje slijedi daje | ) V € T. No
Vel

U V=fxeX|AWelUxeVi={xeX|dacAxe U(,}:UUQ.
Vel €A

Dakle | ) U, € 7. Prema tome vrijedi prva tvrdnja.

acA
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Definicija 2.3.3. Neka je (X,7) topoloski prostor te neka je U C X. KazZemo da je U
otvoren skup u topoloskom prostoru (X,7) ako je U € T .

Propozicija 2.3.4. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je T, familija svih otvorenih
skupova u metrickom prostoru (X, d). Tada je T, topologija na X.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije|1.3.8

Za familiju 7, iz propozicije kazemo da je toplogija inducirana metrikom d.
Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor te U C X onda je U otvoren u me-
trickom prostoru (X, d) ako i samo ako je U otvoren u topoloSkom prostoru (X, 7).

Definicija 2.3.5. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je metrizabilan ako postoji metrika
d takva da je T = T,.

Definicija 2.3.6. Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) topologija na X. Za P(X) kaZemo
da je diskretna topologija na X.

Primjer 2.3.7. Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) = Ty, gdje je d diskretna metrika
na X.

Ocito je T4 € P(X) . PokaZimo da je P(X) C T, Neka je U € P(X). Neka je x € U.
Tadazar = % imamo K(x,r) = {x} paje K(x,r) C U. Dakle U je otvoren skup u metrickom
prostoru (X,d) pa je U € T,.

Prema tome P(X) = T, pa slijedi da je topoloski prostor (X, T ) metrizabilan.

Definicija 2.3.8. Neka je X neprazan skup. Tada je {X, 0} topologija na X. Za {X, 0} kaZemo
da je indiskretna topologija na X.

Primjer 2.3.9. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada topoloski prostor
(X, {X, 0}) nije metrizabilan.

Pretpostavimo suprotno. Tada je topoloski prostor (X,{X, 0}) metrizabilan pa postoji
metrika d na X takva da je {X, 0} = T,.

Odaberimo a,b € X takve da je a + b. Tada je d(a,b) > 0. Neka je U = K(a,d(a,D)).
Tada je U otvoren skup u (X,d) dakle U € T, paje U = 0 ili U = X. No to nije moguce
jerjea € Uib ¢ U. Prema tome topoloski prostor (X,{X, 0}) nije metrizabilan.

Definicija 2.3.10. Neka je X skup te neka su d i d’ metrike na X. KaZemo da su metrike d
i d" ekvivalentne ako postoje M, N € R takvi da je

d(x,y) < Md'(x,y) i d'(x,y) < Nd(x,y)

za sve x,y € X.
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Lema 2.3.11. Neka je X skup te neka su d i d’ metrike na X. Pretpostavimo da postoji
M e R takav da je d(x,y) < Md'(x,y) za sve x,y € X. Tada je T4 C T 4.
Dokaz. Nekaje U C T7,. Neka je x € U. Tada postoji r > 0 takav da je

K ,(x,r) C U.

MozZemo pretpostaviti daje M > 0. Tvrdimo daje
K (X —) C Ky(x,r)
4 .
d’ » M)~ d\As

Nekajey € Ky (x. %). Tadaje d'(x.y) < £ paje Md'(x.y) < r. Kako je d(x,y) < Md'(x, )
za sve x,y € Rslijedi d(x,y) < r dakle y € K;(x, r). Prema tome vrijedi
Kd’ (X, ﬁ) C Kd(X, r).
Imamo:
’
Ke (v 2 € Kitur € U

Slijedi Ky (x,1;) € U. ZakljuCujemo da je U otvoren skup u (X,d’) odnosno U € 7.
Time smo pokazalidaje 7, C 7. 0

Propozicija 2.3.12. Neka je X skup te neka su d i d’ ekvivalentne metrike na X. Tada je
Td = Td/.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz leme [2.3.11 O

Lema 2.3.13. Neka je X skup te neka su d, d’ i d” metrike na X takve da su d i d’ ekviva-
lentne i d" i d” ekvivalentne. Tada su d i d” ekvivalentne.

Dokaz. Znamo da postoje A, B € R takvi da vrijedi:
d(x,y) < Ad'(x,y)

d'(x,y) < Bd"(x,y)

zasve x,y € X.
MozZemo pretpostaviti da je A > 0. Tada iz druge nejednakosti slijedi da je

Ad'(x,y) < ABd" (x,y)
zasve x,y € X.

Stoga je
d(x,y) < (AB)d" (x,y)
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zasve x,y € X.
Na analogan nacin dobivamo da postoji C € R takav da je

d"(x,y) < Cd(x,y).

Prema tome metrike d i d”’ su ekvivalentne.
O

Primjer 2.3.14. Neka je n € N. Neka je d euklidska metrika na R" te neka su d; i d
metrike na R" iz primjera i Tvrdimo da su metrike d, d, i d., ekvivalentne.

Neka su x,y € R", x = (x1,...,x) 1y = (V1,...,Yn). Oznacimo sa u; = |x; —y;| za
ief{l,...,n}. Vrijedi uy,...,u, >01i

d(x,y) = fuj + -+ u

di(x,y) =u; +---+u,

do(x,y) = max{uy,...,u,}

UG+ < u e+, (2.1)

Naime (2.1)) je ekvivalentno sa

Vrijedi:

Ui+ s < (g + e+ )’

odnosno
u%+---+uﬁ§u%+---+uﬁ+22uiuj.

i<j
Ova nejednakost ocito vrijedi.
Ocito je
up+ - +u, <n-maxfu,...,u,} 2.2)
Nadalje lako se vidi
maxfuy, ..., u,} < AJul+ -+ (2.3)

IZ@i@Slijedi
2 2
Up+ -+ up Sn- [Juy+ -+ u.

Ovo znaci da je di(x,y) < n-d(x,y), a prema (2.1) vrijedi d(x,y) < d,(x,y). Stoga su
metrike d i dy ekvivaletne.
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Iz i slijedi
max{uy,...,u,} <up+---+u,
odnosno d.(x,y) < d(x,y), a prema vrijedi d\(x,y) < n - d.(x,y) stoga su d, i d
ekvivalentne metrike.
Iz leme[2.3.13|slijedi da su d i d., ekvivalentne metrike.

Propozicija 2.3.15. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je d’ : X X X — R funkcija
definirana sa d'(x,y) = min{1, d(x,y)}. Tada je d’ metrika na X te je Ty = T,.

Dokaz. Ocito je d'(x,y) > 0 za sve x,y € R. Nadalje jasno je daje d’'(x,y) =0 & x = y.
Takoder vidimo da je d’'(x,y) = d’(y, x) za sve x,y € R.
Neka su x,y,z € X. Vrijedi:

d'(x,y) <d(x,y) < d(x,2) +d(z,y). (2.4)

Ako je

dx,2)<1 1 d(xy) <1,
onda je

d'(x,z) =d(x,2) i d(zy)=d(zy)
paiz (2.4) slijedi d’(x,y) < d'(x,2) + d'(z, ).
Ako je

dix,2)>1 1ili d(z,y) > 1,
onda je

dx,z)=1 ili d'(z,y)=1.

1z definicije od d’(x,y) je jasno da je d'(x,y) < 1 paje d'(x,y) < d'(x,z) + d’'(z,y). Prema
tome d’ je metrika na X. Neka je xo € X ir € (0, 1]. Tvrdimo da je

Ky (x0,7) = Kq(xo, 7).
Neka je x € X. Imamo:
x€ Ky(xg,r) ©d(x,x0) <rodx,xg) <re x€ Kyxp,r).

Dakle K, (xg, r) = Ky(x9, 7).

Pokazimo sada da je 7, = 7,4. Neka je U € 7. Uzmimo x, € U. Tada postoji r > 0
takav da je Ky (xo,r) € U. MozZemo pretpostaviti da je r < 1. 1z Ky (xp,r) = Ky(xo,7)
slijedi da je K;(xp,7) S U. Prema tome U je otvoren skup u metrickom prostoru (X, d).
Dakle U € 7. Stogaje 7o C 7.

Analogno dobivamo da je 7, € 7. Dakle T, = T,.
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Primjer 2.3.16. Neka je d euklidska metrika na R te neka je d’ : R X R — R funkcija
definirana sa d’'(x,y) = min{l,d(x,y)}. Prema propoziciji d’ je metrika na R te
T o = T4 No metrike d i d’ nisu ekvivalentne.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji M € R, M > 0 takav da je

dx,y) <M -d'(x,y) zasve x,y€R.
Posebno za svaki x € R vrijedi:
d(x,0) <M -d'(x,y) odnosno |x|<M-d(x,y).

No d’'(x,0) < 1 za svaki x € R pa slijedi da je |x| < M za svaki x € R. Ovo je ocito
nemoguce, prema tome metrike d i d’ nisu ekvivalentne.

2.4 Kompaktni topoloski prostori

Definicija 2.4.1. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je U familija otvorenih skupova

u (X,7T) takva da je X = |J U. Tada za U kaZemo da je otvoreni pokrivac topoloskog
UelU
prostora (X, 7).

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor te U familija podskupova od X onda
je:

U otvoren pokriva¢ metrickog prostora (X, d) & U otvoren pokrivac topolosSkog prostora (X, 7).

Definicija 2.4.2. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je kompaktan ako za svaki otvoreni
pokrivac¢ U od (X, T ) postojen e NiU,,...,U, € UtakvidajeX =U, U---UU,.

Neka je (X, d) metricki prostor. Tada iz korolara[2.2.5| zaklju¢ujemo da vrijedi sljedece:
(X, d) kompaktan metricki prostor < (X, 7,) kompaktan topoloski prostor .

Primjer 2.4.3. Neka je (X,7) topoloski prostor takav da je T konacan. Tada je (X,7T)
kompaktan.

Naime neka je U otvoreni pokrivac od (X, 7). Tada je U C T pa je U konacan skup.
Dakle postojen e Ni Uy,...,U, € U takvida je U = U, U ---U U,.

Stogaje X =U,U---UU,.

Primjer 2.4.4. Neka je (X,7T) topoloski prostor takav da je X konacan. Tada je (X,T)
kompaktan.

Naime skup P(X) je takoder konacan. Kako je T~ C P(X) slijedi da je T konacan skup.
Sada iz primjera[2.4.3|slijedi da je topoloski prostor (X, T ) kompaktan.
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Primjer 2.4.5. Neka je X beskonacan skup. Tada topoloski prostor (X, P(X)) nije kompak-
tan.

Pretpostavimo suprotno. Neka je U = {{x} | x € X}. Tada je U otvoreni pokrivac
topoloskog prostora (X, P(X)) pa postojen e Ni Uy, ...,U, € U takvi da je
X=U,U---UU,.

Slijedi da je X konacan skup kao unija konacno mnogo jednoclanih skupova. No to je
u kontradikciji sa pretpostavkom da je X beskonacan. Dakle topoloski prostor (X, P(X))
nije kompaktan.






Poglavlje 3

Kompaktni skupovi

3.1 Potprostor topoloskog prostora

Propozicija 3.1.1. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je Y neprazan podskup od X.
Definiramo S ={UNY | U € T}. Tada je S topologija na Y.

Dokaz. Imamo @ =0NYi0 e T paslijedi® € S. Nadalje Y =XNY,XeT pajeY €S.
Pretpostavimo da je (V,).ca indeksirana familija elemenata od S. Za svaki @ € A iz
V, € S slijedi da postoji U, € 7 takavdaje V, = U, NY.
Tada je (U, )ea indeksirana familija elemenata od 7 pa znamo daje | JU, € 7.

€A
Imamo:
JVe={JWn1) = (UUQ) ny
a€A €A a€A
paje J V,€S.
a€A

Neka su V; 1V, € 8. Tada postoje U, U, € 7 takvidaje Vi, =U NYiV,=U,NY.
Vrijedi:
vinvo,=U nY)YNWU,NY)=U,NnU,)NY.

Kako je Uy NU, € 7 slijedidaje V; NV, € S. Dakle § je topologijana Y. O

Za S kaZemo da je relativna topologija na Y odredena topologijom 7 . Za (Y, S) kazemo
da je potprostor topoloSkog prostora (X, 7).

Propozicija 3.1.2. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Neka je V C Y.

Tada je:
V otvoren u (Y, p) & postoji otvoren skup U u (X,d) takavdaje V=UNY.

41
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Dokaz. Nekasuyy € Yir>0.Tadaje K,(yo,7) = Y N Ky(yo, ).

Naime neka je y € K,(yo, 7). Tadajey € Y 1 p(y,y9) < r odnosno d(y, y) < r. Stoga je
y €Y N Ki(yo, 1)

Obratno nekajey € Y N Ky(yp, 7). Tadajey € Yid(y,yo) < r. Nokakosuy,yp € Y
slijedi da je p(y,yo) < r pajey € Y N K,(yo, r). Prema tome vrijedi:

K,(yo, ) =Y N Ka(yo, 1) (3.1
= Pretpostavimo da je V otvoren skup u metriCkom prostoru (Y, p). Tada zasvakiy € V
postoji r, > 0 takav da je K,(y, ry) € V. Iz ovog lako zakljuCujemo daje V = |J K, (y, ry).
yev

Definiramo U = J Ky(y, ry). Za svaki y € V skup K,(y, ry) je otvoren u (X, d) to jest
yev

Kq(y,ry) € T4. 1z propozicije [2.3.4 slijedi da je U € 7, pa je U = |JKy(y,r,) otvoren u
yev
X, d).
Koriste¢i (3.1) dobivamo:

uny =

K, ry)) nY = J(Kay. i) 0 Y) = K, 0.m) = V.

yev yev yev

DakleV=UnNY.

& Obratno pretpostavimo da postoji otvoren skup U u metrickom prostoru (X, d) takav
dajeV=UNY.Nekajeye V. Tadajey € U po postoji r > 0 takav da je K,;(y,r) C U.
Stoga je

YNK,(y,r)cYnU.

Prema @ K,(y,r) € V. Dakle V je otvoren skup u (Y, p). O

Korolar 3.1.3. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d). Tada je (Y,T ,)
potprostor topoloskog prostora (X, T ).

Dokaz. 1z propozicije slijedi da je
T,={UNY|U €Ty}

pa vidimo da tvrdnja korolara vrijedi. O

3.2 Kompaktni skupovi u metrickim i topoloskim
prostorima

Definicija 3.2.1. Neka je (X,7) topoloski prostor. Neka je K C X te neka je U C T

Sfamilija otvorenih skupova. Pretpostavimo da je K € |J U. Tada za U kaZemo da je
Ueld
otvoreni pokrivac¢ skupa K u topoloskom prostoru (X, T).
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Definicija 3.2.2. Neka je (X,7) topoloski prostor. Neka je K C X. KaZemo da je K
kompaktan skup u topoloskom prostoru (X,T) ako za svaki otvoreni pokriva¢ U od K u
(X,T) postojene NiU,,...U, € Utakvidaje K C U, U---UU,.

Uocimo sljedece: ako je (X, 7") topoloski prostor onda je X kompaktan skup u (X, 7")
ako 1 samo ako je (X, 7°) kompaktan topoloski prostor.

Propozicija 3.2.3. Neka je (X,7T") topoloski prostor. Neka je Y neprazan podskup od X.
Neka je S relativna topologija na Y. Tada je Y kompaktan skup u topoloskom prostoru
(X, T) ako i samo ako je (Y,S) kompaktan.

Dokaz. = Neka je Y kompaktan skup u (X, 7). Neka je V otvoreni pokrivac topoloSkog
prostora (¥, S). Za svaki V € ¥V imamo da je V € S pa iz definicije relativne topologije
slijedi da postoji Uy € 7 takavdaje V =Uy NY.
Neka je
U={Uy |V eV}

Ocitoje U CT.
Neka je y € Y. Tada postoji V € V takav dajey € V. Ocito je V C U, pa slijedi da

jey € Uy. Dakle Y € |J Uy. Prema tome U je otvoreni pokriva¢ od Y u topoloskom
Vev
prostoru (X, 7). Bududi da je Y kompaktan skup u (X,7), postojen e NiVy,...V, € V

takvi da je
YC Uy, U---UUy,.

Slijedi
Y=YNYC(UyU---UUy)NY,
Y C(Uy,NY)U---U(Uy NY),
YCViU---UV,.

DakleY CV,U---UV,aocCitoje ViU---UV, C Y. PrematomeY =V, U---UV,.
Zakljucujemo da je topoloski prostor (Y, §) kompaktan.
& Pretpostavimo da je topoloski prostor (Y, S) kompaktan. Neka je U otvoreni po-
kriva¢ od Y u (X, 7). Definiramo:

V={UnY|UeU).

Vrijedi V € S. Naime ako je U € U ondaje U € 7 paje U NY € S. Nadalje vrijedi

Jv=r

VeV
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Ocito za svaki V€ Vvrijedi VC Ypaje |JV CY. Sdrugestraneiz Y C |J U slijjedi
VeV UelU

Yg[UU]mY: Jwnn=|]Jv.

UelU UelU VeV

Dakle Y € J V. Prema tome zaistaje | J V =Y.
VeV VeV

Zakljucujemo da je V otvoreni pokrivac topoloSkog prostora (Y, S). Buduéi da je (Y, S)
kompaktan topoloski prostor postoje n € N1 Vy,...V, € V takvida je

Y=Viu---uV,
Zasvakii e {1,...,n} postoji U; € U takav da je V; = U; N Y. Stoga je
Y=viu---uvV,=(Unyu.---vulU,nY)y=U,U---UU,)NY.

Stogaje Y C U; U---U U,. ZakljuCujemo da je Y kompaktan skup u topoloSkom prostoru
(X, 7). O

Definicija 3.2.4. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je K C X. KaZemo da je K
kompaktan skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki niz (x,) u X takav da je x, € K i
za svaki n € N postoji a € K takav da je a gomiliste niza (x,) u metrickom prostoru (X, d).

Propozicija 3.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K neprazan skup od X. Tada
Jje K kompaktan skup u (X, d) ako i samo ako je (K, d |xxx) kompaktan metricki prostor.

Dokaz. = Pretpostavimo da je K kompaktan skup u (X,d). Neka je (x,) niz u K. Tada
postoji a € K takav da je a gomiliSte niza (x,) u (X,d). To znaci da za svaki € > 01 za
svaki N € N postoji n > N takav da je d(x,,a) < . No za svaki n € N vrijedi

d(xy, a) = d |kxkx (Xn, ).

Stoga je jasno da je a gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (K, d |xxx). Dokazali smo
da je metricki prostor (K, d |gxx) kompaktan.

< Analogno pokazujemo da kompaktnost metrickog prostora (K, d |xxx) povlaci
kompaktnost skupa K u metrickom prostoru (X, d). O

Propozicija 3.2.6. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je K podskup od X. Tada je
K kompaktan skup u metrickom prostoru (X,d) ako i samo ako je K kompaktan skup u
topoloSkom prostoru (X, T ).
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Dokaz. Ako je K = 0 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K neprazan. Imamo da
je (K,d |kxk) potprostor metrickog prostora (X,d). Tada iz korolara |3.1.3 slijedi da je
(K, T airx) POtprostor topoloskog prostora (X, 7). Dakle 7, je relativna topologija na
K odredena topologijom 7.

Koristeci propoziciju [3.2.5]i propoziciju 3.2.3] dobivamo sljedece ekvivalencije:

K kompaktan u metrickom prostoru (X, d)

© (K, dkxkx) kompaktan metricki prostor
& (K, T a.,.) kompaktan topoloski prostor
& K kompaktan u topoloskom prostoru (X, 7).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

3.3 Zatvorenost i kompaktnost

Definicija 3.3.1. Neka je (X, T) topoloski prostor. Neka je F C X. KaZemo da je F zatvoren
skup u topoloskom prostoru (X, T") ako je X \ F otvoren skup u topoloskom prostoru (X, 7")
. akoje X\ F € T.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor te I C X onda je F zatvoren skup
u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako je F zatvoren skup u topoloSkom prostoru
(X, T a).

Napomena 3.3.2. Neka je (X,T") topoloski prostor takav da je T konacan skup. Tada je
svaki podskup od X kompaktan skup u (X, 7).

Naime, ako je K C X i U otvoren pokrivac od K u (X,7") onda je U konacan skup jer
jeU CT. Imamo U ={U,,..., Ul teje K CU U---UU,.

Primjer 3.3.3. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Odaberimo bilo koji K C X
takavdaje K # 0 i K # X. Prema prethodnoj napomeni skup K je kompaktan u topoloskom
prostoru (X, {0, X}). Tvrdimo da K nije zatvoren.

Pretpostavimo suprotno. Tada je X \ K otvoren skup u (X, {0, X}). Odnosno
X\Ke{0,X}tj X\K=0ili X\K = XpajeK = Xili K =0 Sto nije moguce zbog
nacina na koji smo odabrali K. Dakle K nije zatvoren skup u (X, {0, X}).

Prema tome kompaktan skup u topoloSkom prostoru ne mora opcenito biti zatvoren.

Definicija 3.3.4. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je Hausdorffov ako za sve
X,y € X takve da je x # y postoje UiV € T takvidajexc UiyeViUNV =40.
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Primjer 3.3.5. Neka je X skup od barem dva elementa. Tada topoloski prostor (X, {0, X})
nije Hausdorffov.

Naime odaberimo x,y € X takve da x # y. Kada bi postojali U,V € {0, X} takvi da je
xeU,yeViUNV=0ondabiizxec UiyeVslijediloU # 0iV # 0 pa bismo imali
U=V =X, atojenemoguce zbog U NV = 0.

Propozicija 3.3.6. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.

Dokaz. Neka je (X, 7") metrizabilan topoloski prostor. Tada postoji metrika d na X takva
daje 7 = 7, Nekasu x,y € X takvi da je x # y. Tada je d(x,y) > 0. Definiramo:

d(x,y)
2

Neka je U = K(x,r) 1V = K(y, r). Prema propoziciji [[.3.6] vrijedi da su U,V € 7. OCito
vrijedixe UiyeV.

Dokazimo da je U NV = (. Pretpostavimo suprotno. Nekajeze UNV. Tadajez € U
izeV.
Kako je z € U vrijedi

> 0.

d(x,z2) < d();’ Y) =r.

Kako je z € V vrijedi
dx,y) _

d(y,z) < >

r.

Imamo
d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) <r+r=2r=d(x,y),

Sto ocito nije moguée. Dakle U NV = (. Prema tome topoloski prostor (X, 7") je
Hausdorffov. O

Lema 3.3.7. Neka je (X,7 ) Hausdorffov prostor. Neka je x € X te neka je K kompaktan
skup takav da x ¢ K. Tada postoje U iV € T takvidajexc U, KCViUNV =0.

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je K = (. Pretpostavimo da je K # 0. Neka je y € K. Tada je
x # y papostoje U,, V, € T takvidaje x € U,y € Vi U, NV, = 0. Neka je

V=1{V,|yeK)

Tada je V otvoreni pokrivac od K. Buduci da je K kompaktan skup u topoloSkom prostoru
(X, 7)) postojen € Niyy,...,y, € K takvi da je

KCV,U---UV,.



3.3. ZATVORENOST I KOMPAKTNOST 47

S druge strane x € U, N---NU,,. O¢ito su skupovi V, U---UV, iU, N---NU,, otvoreni
u (X, 7). Pokazimo da su ovi skupovi disjunktni.
Nekajez e U, N---NU,,. Tadajez € Uy, zasvakii € {1,...,n} paz ¢ V), za svaki
i€fl,...,n}.Daklez ¢ V, U---UV,.
Stoga je
Vy,u---uvV )N, Nn---NnU,)=0.

Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 3.3.8. Neka je (X, 7") topoloski prostor. Pretpostavimo da je S C X takav da
za svaki x € S postoji U, € T takavdaje x € U, CS. Tada je S € T .

Dokaz. Zasve x € S postoji U, € 7 takavdaje x € U, C §S. Slijedi S = |J U,. Stoga je

xeX

S eT. O

Teorem 3.3.9. Neka je (X, T ) Hausdorffov prostor. Neka je K kompaktan skup u (X, 7).
Tada je K zatvoren skup u (X, 7).

Dokaz. Pokazimo da je X \ K otvoren skup u (X,77). Nekajex € X \ K. Tadaje x € X 1
x ¢ K pa prema lemi [3.3.7postoje U,V € 7 takvidax € U, K C ViUNV = 0. No tada
jeiUNK = 0. Dakle U € X \ K. Sada prema propoziciji [3.3.§|slijedi da je X \ K € T
odnosno X \ K je otvoren skup u (X, 7). Dakle K je zatvoren skup u (X, 7).

]

Korolar 3.3.10. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada
je K zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Prema propoziciji K je kompaktan skup u pripadnom topoloskom prostoru
(X, T4). No topoloski prostor (X, T,) je metrizabilan pa prema propoziciji [3.3.6] slijedi da
je (X, T,) Hausdorffov. Sada imamo da je K kompaktan skup u Hausdorffovom prostoru
pa prema teoremu [3.3.9] slijedi da je K zatvoren u (X,7,). Stoga je K zatvoren skup u
metrickom prostoru (X, d). O

Primjer 3.3.11. Neka je X beskonacan skup. Prema primjeru topoloski prostor
(X, P(X)) nije kompaktan, dakle X nije kompaktan skup u (X, P(X)) no ocito je X zatvoren
u (X, P(X)). Prema tome zatvoren skup u topoloskom prostoru ne mora biti kompaktan.

Neka je d diskretna metrika na X. Tada je P(X) = T4 (prema primjeru 2.3.7). Stoga X
nije kompaktan skup u (X, d).

Prema tome zatvoren skup u metrickom prostoru ne mora biti kompaktan.

Propozicija 3.3.12. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je K kompaktan skup u (X, 7).
Pretpostavimo da je F zatvoren skup u (X,7") takav da je F C K. Tada je F kompaktan u
X, 7).
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Dokaz. Neka je U otvoren pokrivac od F u (X, 7). Definirajmo:
U =UUX\F).

Tvrdimo da je U’ otvoren pokrivac od K u (X, 7). Ocito je U’ € 7. Neka je x € K.
Ako je x € F onda postoji U € U takav da je x € U.
Akox ¢ Fondajexe X\ F,aX\FeU.
U svakom slucaju postoji U’ € U’ takav da je x € U’. Prema tome U’ je otvoren pokrivac
od K u (X,7). Budu¢i da je K kompaktan skup postoje n € N1 U}, ..., U, € U’ takvi da
je

KcUju---uU,. (3.2)

Tvrdimo da postoje k e Ni Uy,..., Uy € U takvi da je
KcUU---UU)U(X\F).

To je jasno, ako postoje i, j € {1,...,n},i # jtakvidaje U € U1 U;. = X\ F. Naime iz
(3.2) grupiranjem slijedi postojanje trazenih Uy, ..., Uy € U.
Ako su Uy, ..., U, € U onda prema @) vrijedi

KcUiu---UU)UX\F).

Akoje U] =---=U, = X\ F onda je K C X\ F pa odaberemo bilo koji U; € U te
imamo
KCcU UX\F).

Dakle postoje k € Ni Uy, ..., U, € U takvi da je
KcUU---UUUX\F).
Iz F C K slijedi
FCWUWU---UU)UX\F),
a iz ovog slijedi
FcUU---UU,.
Time smo dokazali da je F kompaktan skup u (X, 7). O

Korolar 3.3.13. Neka je (X, d) metricki prostor. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u
(X,d) te da je F zatvoren skup u (X,d) takav da je F C K. Tada je F kompaktan skup u
(X, d).

Dokaz. Prema propoziciji|3.2.6{skup K je kompaktan u topoloskom prostoru (X, 7). Ocito
je F zatvoren skup u topoloskom prostoru (X, 7,) pa iz propozicije slijedi da je F
kompaktan skup u (X, 7,). Sada iz propozicije [3.2.6] slijedi da je F kompaktan skup u
metrickom prostoru (X, d). O
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Propozicija 3.3.14. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).

Tada je K zatvoren i omeden u (X, d).

Dokaz. Prema korolaru [3.3.10]skup K je zatvoren u metriCkom prostoru (X, d). Neka je
U={K(x,r)| xe X, r>0}.

Imamo da je U otvoreni pokriva¢ skupa K u (X, d). Buduéi da je K kompaktan u (X, d)
postojen e Ni Uy,...,U, € U takvi da je

KcUu---uU,. (3.3)
Svaki element od U je ocito omeden skup u (X, d). Dakle Uy, ..., U, su omedeni skupovi
pa iz korolara|l.3.13|slijedi da je U, U - - - U U,, omeden skup u (X, d). Sada iz (3.3)) slijedi
da je K omeden u metriCkom prostoru (X, d) jer je podskup omedenog skupa. O

Zatvoren 1 omeden skup u metrickom prostoru ne mora biti kompaktan, Sto prikazuje
sljedeci primjer:

Primjer 3.3.15. Neka je X beskonacan skup. Neka je d diskretna metrika na X. Pro-
motrimo metricki prostor (X,d). Skup X je ocito zatvoren u (X,d), a i omeden jer je
X = K(x,2) za sve x € X. No X nije kompaktan skup.

Naime, kada bi X bio kompaktan skup u (X, d) onda bi (X, d) bio kompaktan metricki

prostor pa bi prema korolaru bio potpuno omeden, a to je nemoguce prema primjeru
1.5, 1)
Drugi nacin da utvrdimo da X nije kompaktan skup u (X, d) je da promotrimo familiju

U ={{x} ]| xe X}

1
Za svaki x € X vrijedi {x} = K(x, 5) pa je {x} otvoren skup u (X,d). Stoga je U otvo-

ren pokrivac¢ skupa X u (X,d). Kada bi X bio kompaktan tada bi postojali n € N i
{x1},...,{x,} € U takvi da je
XS {x}U---Ulx,l,

Sto nije moguce jer je X beskonacan skup.

3.4 Kompaktni skupovi u R"

Definicija 3.4.1. Neka je F familija skupova te neka je S skup. KaZemo da je ¥ dobar za
S ako postojen e Ni Fy,...,F, € ¥ takvidajeS C F{U---UF,.
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Uocimo sljedece: ako je (X, 7") topoloski prostor i K € X onda je K kompaktan skup u
(X, 7") ako i samo ako za svaki otvoren pokriva¢ U od K u (X, 7") vrijedi da je U dobar za
K.

Pretpostavimo da je ¥ familija skupova te da su S i T skupovi takvi da je F dobar za
S 1F dobar za T. Tada je ¥ ocito dobar za S U T.

Teorem 3.4.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su a,b € R takvi da je a < b. Tada
Jje la, b] kompaktan skup u (R, d).

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od [a, b] u (R, d). Neka je
Q = {x € [a,b] | U dobar za [a, x]}.

Budu¢i da je U otvoreni pokriva¢ od [a, b] postoji U; € U takav da je a € U,. Tada je
{a} € U, pa je ocito U dobar za {a}. No {a} = [a, a] pa zakljuCujemo da je a € Q.

Iz Q C [a, b] slijedi da je b gornja meda od Q. Dakle € je neprazan odozgo omeden
skup pa prema propoziciji|1.5.8| postoji ¢ € R takav da je ¢ supremum skupa Q.
Bududi da je ¢ gornja meda od Q te da je a € Q vrijedi da je

as<ec.
Nadalje iz Cinjenice da je b gornja meda od € te da je ¢ najmanja gornja meda vrijedi da je
c<b.

Prema tome:
a<c<bt.cé€la,b].

Buducdi da je U otvoren pokrivac od [a, b] postoji U € U takav da je ¢ € U. Imamo da je
U otvoren skup u (R, d) pa postoji r > 0 takav da je

K(,r)={c—-r,c+r)yCU. (3.4)
Vrijedi da je ¢ — r < ¢ pa ¢ — r nije gornja meda skupa €. Stoga postoji x € Q takav da je
c—r<x (3.5)

Iz definicije od Q slijedi da je U dobar za [a, x]. Iz (3.4) je ocito da je U dobar za
(¢ —r,c +r). Stoga je U dobar za

[a,x]U{c—r,c+T).

Tvrdimo da je [a,c + 1) C [a,x]U{(c —r,c + 1).
Neka je y € [a,c + r). Tada je
ay<c+Hr.
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Akojey < xondajey € [a, x].
Ako je x < y onda iz (3.5) slijedi da je ¢ — r < y. Dakle

c—r<y<c+rpajeye{c—r,c+r).
U svakom slucaju vrijedida je y € [a, x] U {c — r,c + r). Time smo dokazali da vrijedi:
la,c+r)Cla,x]U{c—r,c+7). (3.6)

Kako je U dobar za [a, x] U (c — r,c + r) te vrijedi (3.0) slijedi da je U dobar za [a, c + r).
Ocito je [a, c] C [a,c + r) pa je U dobar za [a, c].
Tvrdimo da je ¢ = b. Pretpostavimo suprotno. Tada je ¢ < . Uo¢imo da je

¢ < min{c + r, b}.
Odaberimo x € R takav da je
¢ < x < min{c + r, b}.

Imamodajec<x<c+rix<b.
Slijedi da je a < x te da je [a, x] C [a, ¢ + r). 1z Cinjenice da je U dobar za [a, c + r) slijedi
da je U dobar za [a, x] i x € [a, b] pa imamo da je x € Q. No kako je ¢ = sup Q slijedi da
je x < ¢ §to je u kontradikciji sa ¢ < x. Prema tome ¢ = b. Kako je U dobar za [a, c] slijedi
da je U dobar za [a, b].

ZakljuCujemo da je svaki otvoren pokriva¢ od [a,b] u (R, d) dobar za [a,b]. Prema
tome [a, b] je kompaktan skup u (R, d).

O

Korolar 3.4.3. Neka ja d euklidska metrika na R. Neka je K zatvoren i omeden skup u
(R, d). Tada je K kompaktan skup u (R, d).

Dokaz. Buduci da je K omeden, postoje x € R1ir > 0 takvi da je
K C K(x,r).
Znamo da je K(x,r) = (x — r,x + r). Stoga je
Kc{x—r,x+r),

paje K C [x — r,x + r]. Prema teoremu [3.4.2] skup [x — r, x + r] je kompaktan u (R, d). 1z
korolara [3.3.13|slijedi da je K kompaktan skup u (R, d). o

Propozicija 3.4.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) Cauchyjev niz u (X,d).
Tada je (x,) omeden niz.
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Dokaz. Odaberimo bilo koji € > 0. Tada postoji ny € N takav da za sve m,n > ny vrijedi
d(x,, x,) < &.
Slijedi da za svaki n > ny vrijedi da je d(x,, x,,) < € pa je x, € K(x,,, ). Prema tome
{xn [ n 2 no} € K(xyy,8)
Sto povlaci da je {x, | n > ny} omeden skup u metrickom prostoru (X, d). Vrijedi:
{xa lne N} ={x, [ n>nob Ulxi}U---U{xy,}. (3.7)

Jednoclani podskupovi od X su o€ito omedeni u (X, d) pa iz (3.7) slijedi da je skup
{x, | n € N} omeden kao unija konacno mnogo omedenih skupova (prema propoziciji
1.3.13). Dakle (x,) je omeden niz u (X, d). O

Propozicija 3.4.5. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je (x,) omeden niz u (R,d).
Tada (x,) ima gomiliste u (R, d).

Dokaz. Budu¢i da je (x,) omeden niz u (R, d) postoje xo i r > 0 takvi da je
{x, | n € N} C K(xp,r).

Dakle
{x, |neN}C{xg—r,xg+7r)C[xg—rx0+r]

Prema tome
X, € [xg — 1, x9 + r] za svaki n € N.

Skup [xo — r, xo + r] je kompaktan u (R, d) prema teoremu [3.4.2] pa slijedi da postoji a €
[xo — r,xo + r] takav da je a gomiliSte niza (x,) u (R,d). Time je tvrdnja propozicije
dokazana. O

Teorem 3.4.6. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je (R, d) potpun metricki prostor.

Dokaz. Neka je (x,) Cauchyjev niz u (R,d). Tada iz propozicije [3.4.4] slijedi da je (x,)
omeden niz u (R, d) pa prema propoziciji 3.4.5| postoji a € R takav da je a gomiliSte niza
(x,). Sada iz propozicije slijedi da x, — a, dakle (x,) je konvergentan niz u (R, d).
ZakljuCujemo da je (R, d) potpun metricki prostor. O

Propozicija 3.4.7. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika naR". Neka je d’ euklidska
metrika na R. Neka je (x;) niz u R" te neka su (xl.l), ..., (x!) komponentni nizovi od (x;), to
jest nizovi u R takvi da je x; = (x},...,x") za svakin € N. Neka jea € R", a = (d',...,a").
Tada x; — a u (R",d) ako i samo ako xl.1 —a,... X! > a"u(R,d).
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= Pretpostavimo da x; — a. Neka je k € {1,...,n}. DokaZzimo da
xf-‘ — d~.
Neka je € > 0. Tada postoji iy € N takav da za svaki i > i vrijedi

d(x;,a) < &.

Neka je i > ip. Imamo:

() = | - a = ok =@t <l - - a) = d ) < o

Dakle d’(x¥, d*) < € za svaki i > iy. Prema tome x — d*.

& Obratno, pretpostavimo da xl.1 —al, ... ,x! — a". Dokazimo da x; — a. Neka je

e>0. Zasvakik € {1,...,n} iz xf — d* slijedi da postoji i§, € N takav da za svaki i > ij
vrijedi
£
X —a" < —.
n
Neka je ip = max{iy, ..., i}. Neka je i > io. Tadaje i > ij,...,i > i} pa je
€ €
1
lx, —a'| < —,....Ix} =d"| < —

Vn a

Sto povlaci da je

2 2
d(xi,a): \/(.Xil—al)2+...+(x?_an)2< \/(%) ++(i) — \/;:8.

Dakle d(x;,a) < € za svaki i > iy. Prema tome x; — a.

Lema 3.4.8. Neka su p,q : N — N strogo rastuce funkcije. Tada je i p o q strogo rastuca
Junkcija.

Dokaz. Neka je n € N. Tada je g(n) < g(n + 1) pa iz propozicije [[.2.13]slijedi da je
p(g(n)) < p(g(n + 1)), tj. (p o g)(n) < (p o q)(n+ 1). Time je tvrdnja leme dokazana. |

Lema 3.4.9. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je (y,) podniz niza
(Xn).

1) Pretpostavimo da je (x,) omeden niz u (X, d). Tada je (y,) omeden niz u (X, d).

2) Pretpostavimo da je (x,) konvergentan niz u (X,d). Tada je (y,) konvergentan niz u
(X, d).
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Dokaz. Budu¢i da je (y,) podniz niza (x,) postoji strogo rastu¢a funkcija p : N — N takva
dajey, = x,u) za svakin € N.

(1) Vrijedi
{Vn I n e N} ={xym | n € N} C {x, | n € N} (3.8)

O

Skup {x, | n € N} je omeden u (X, d) jer je (x,) omeden niz u (X, d) pa iz (3.8) slijedi
daje {y, | n € N} omeden skup u (X, d), dakle (y,) je omeden niz u (X, d).

(2) Bududi da je (x,) konvergentan postoji a € X takav da x, — a. Neka je U otvoren
skup u X takav da je a € U. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi da je
x, € U. Neka je n > ny. Iz propozicije slijedi da je p(n) > n pa je p(n) > ny. Stoga
je xpm € U, 4j. y, € U za svaki n > ny. ZakljuCujemo da y, — a. Prema tome (y,) je
konvergentan niz u (X, d).

Propozicija 3.4.10. Neka je d euklidska metrika na R. Ako je n € N te ako su (x}), ..., (x!)
omedeni nizovi u (R, d) onda postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da su nizovi
(x;)(i)), cees (XZ(:')) konvergentni u (R, d).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.

Zan = 1 tvrdnja slijedi iz propozicije [3.4.5]i propozicije [I.2.20]

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su (xl.l), cee, (xf“) omedeni nizovi u
(R, d). Iz ¢injenice da tvrdnja vrijedi za n slijedi da postoji strogo rastuc¢a funkcija

p : N — N takva da su nizovi (x}) (l.)), cens (X (l.)) konvergentni u (R, d). Niz (x%.)l) je omeden
u (R, d) kao podniz niza (x’*!) prema lemi

Iz propozicija(3.4.5]i[1.2.20|slijedi da niz (x'; ) ima konvergentan podniz u (R, d), dakle

postoji strogo rastuca funkcija ¢ : N — N takva da je (xgzr;(i))) konvergentan niz u (R, d).

. . 1 n . . . 1 n .
Nizovi (xp( q(i))?, ... ,(xp(q(i))) su podnizovi nizova (xp(i)), ... ,(xp(l.)) pa su prema lemi
konvergentni.
1 I’H—l . . . . .
Dakle (x(poq(i))), e (x(poq(f.))). 5}1 konvergentni Il.lZOVl u R Pr‘c?mz.l lemi W funkcija
pogq:N — N je strogo rastuca i time smo dokazali da tvrdnja vrijedi za n + 1.
Stoga je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 3.4.11. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je (x;) omeden
nizu (R",d). Tada (x;) ima podniz koji je konvergentan u (R", d).

Dokaz. Nekasu (x;),...,(x") komponentni nizovi od (x;). Neka je p euklidska metrika na
R. Skup {x; | i € N} je omeden u (R", d) jer je (x;) omeden niz u (R", d) pa iz leme [[.3.1]]
slijedi da postoji r > 0 takav da je

{xilieN} CK;(0,...,0),r).
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Neka je i € N. Tada je x; € K;((0,...,0),r) paje d(x;,(0,...,0)) < r. Odnosno
d((x},...,xD,0,...,0) <r.

Stoga je

paje |xl’| <r,t. xlf € (—r,r). Dakle

{x/ |ie N} C K,(0,r).

Stoga je niz (xl’ )ieN omeden u metrickom prostoru (R, p). Dakle nizovi (xll) e (xf) su
omedeni u (R, p) pa prema propoziciji |3.4.10| postoji strogo rastuca funkcija p : N — N

takva da su nizovi (x;

Stoga postoje a', ..., a" € R takvi da

(l.)), ey (xz(l.)) konvergentni nizovi u (R, p).

1 1 n n
xp(i)—>a ,...,xp(l.)—>a .

Za svaki i € N vrijedi
_ (ol
Xptiy = (Xp(iys -+ X))

pa iz propozicije m slijedi da x,;) — (da',...,a") u (R",d). Time je tvrdnja teorema
dokazana. O

Korolar 3.4.12. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tada je (R", d) potpun
metricki prostor.

Dokaz. Neka je (x;) Cauchyjev niz u (R”, d). Tada je prema propoziciji [3.4.4] (x;) omeden
niz u (R", d) pa iz teorema [3.4.11] i propozicije [[.2.1§]slijedi da postoji a € R" takav da je
a gomiliSte niza (x;) u (R",d). Sada propozicija povlaci x; — a. Prema tome (x;) je
konvergentan niz u (R, d). Stoga je (R", d) potpun. O

Korolar 3.4.13. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je K C R". Tada
je K kompaktan skup u (R", d) ako i samo ako je K zatvoren i omeden u (R, d).
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Dokaz. = Kako je K kompaktan onda je K zatvoren i omeden prema propoziciji|3.3.14

< Neka je K zatvoren i omeden u (R”, d). Neka je (x,) niz u R” takav da je x; € K za
svaki i € N. Tada je

{x;]ieN}Cc K
pa zakljuCujemo da je niz (x;) omeden u (R", d). Prema teoremu [3.4.11] postoji podniz (y;)
od (x;) 1a € R” takav da
Vi — a.

Ocito je y; € K za svaki i € N pa iz leme [[.5.11] slijedi da je a € K. Prema propoziciji
[1.2.18] a je gomiliste niza (x;) u (R",d). Stoga je, prema definiciji, K kompaktan skup u
metrickom prostoru (R”, d). O
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Sazetak

Diplomski rad podijeljen je na tri glavna poglavlja u kojima se proucavaju elementarni
aspekti kompaktnosti.

U prvom poglavlju definirali smo metriku i metri¢ke prostore, proucavali nizove u me-
trickim prostorima, definirali pojmove kompaktan i potpun metricki prostor te karakterizi-
rali kompaktnost preko potpunosti i potpune omedenosti.

U drugom poglavlju proucavali smo kompaktne topoloSke prostore. Definirali smo
pojam otvorenog pokrivaca te karakterizirali kompaktnost preko otvorenih pokrivaca.

U trecem poglavlju bavili smo se s kompaktnim skupovima u metrickim 1 topoloskim
prostorima. Povezali smo zatvorenost i kompaktnost te na kraju proucavali kompaktne
skupove u R".






Summary

The thesis is divided into three main chapters in which the elementary aspects of compac-
tness are studied.

In the first chapter, we defined metrics and metric spaces, studied sequences in metric
spaces, defined the notions of a compact and a complete metirc space, and characterized
compactness by completeness and complete boundedness.

In the second chapter, we studied compact topological spaces. We defined the notions
of an open cover and characterized compactness by open covers.

In the third chapter, we dealt with compact sets in metric and topological spaces. We
connected closedness and compactness and finally studied compact sets in R".
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