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Uvod

Regresija je statisticka metoda koja nastoji utvrditi odnos izmedu zavisne i jedne ili viSe
nezavisnih varijabli. Gotovo da nema grane u znanosti u kojoj se neki oblik regresije ne
primijenjuje. Dvije osnovne vrste regresije su jednostavna linearna regresija i viSestruka
linearna regresija. Naravno, postoji 1 nelinearna regresija koja je uveliko kompliciranija
1 manje prisutna u znanstvenoj primjeni. Prije viSe od 200 godina predstavljena je prva
metoda za procjenu parametara linearne regresije, a to je metoda najmanjih kvadrata. Zbog
svoje duge tradicije i jednostavnosti izraCuna, moze se re¢i da je najpopularnija metoda
procjene parametara. Opcenito u matematici i statistici, razne tehnike i metode efikasne
su samo ako su zadovoljeni odredeni uvjeti. Tako se vremenom doSlo do zakljucka da
je metoda najmanjih kvadrata jako osjetljiva na podatke koji znatno odudaraju od ostalih
podataka, takozvane outliere. Razni su uzroci takvih podataka. Primjerice, krivo zabiljeZen
podatak na papir, krivo prenesen podatak preko tipkovnice u racunalu, greSka u mjernom
uredaju, itd. Cinjenica je da se outlieri vrlo &esto pojavljuju u stvarnim podacima, koli¢ina
podataka je prevelika za ruc¢ni pregled, a racunala ih ne otkrivaju uvijek.

Prema tome, kaze se da je robusna regresija ona koja je otporna (robusna) na outliere.
Robusnost (otpornost, neosjetljivost) nije samo rije¢ koja se veze uz regresiju i procjenitelje
parametara regresije. Za razne procjene u statistici razvile su se metode koje nisu osjetljive
na loSe podatke i podatke koji ne zadovoljavaju Zeljene pretpostavke. Zacetnikom robusne
statistike smatra se Peter J. Huber, Svicarski matematicar koji je objavio razne radove i
¢lanke na temu robusnosti, a posebice je znacajna knjiga [3]]. Svijest o opasnosti outliera i
metode najmanjih kvadrata postajala je sve veca kroz povijest te su predstavljene razne ro-
busne metode za procjenu parametara linearne regresije, a u ovom radu bit ¢e predstavljene
dvije.

U prvom poglavlju predstavljamo ukratko opée modele jednostavne linearne regresije 1
viSestruke linearne regresije. Potom prikazujemo detaljan izvod za procjenitelje viSestruke
linearne regresije metodom najmanjih kvadrata i pokazujemo njihovu nepristranost. Zatim
definiramo reziduale i nepristrani procjenitelj varijance. U konacnici navodimo Gauss-
Markovljev teorem koji kaze da je procjenitelj metodom najmanjih kvadrata najbolji line-
arni nepristrani procjenitelj ako vrijede Gauss-Markovljevi uvjeti.

Prije samih metoda, dobro je imati ,,alate” za mjerenje robusnosti. U drugom poglavlju



SADRZAJ 2

uvodimo pojmove robusnosti i pojam outliera, tri tipa svojstva ekvivarijantnosti za pro-
cjenitelje te dvije mjere robusnosti koje se zovu breakdown vrijednost i funkcija utjecaja.
Pokazat ¢emo koja je maksimalna breakdown vrijednost koju procjenitelj moZe postici te
izraCunati breakdown vrijednost za metodu najmanjih kvadrata.

U treem poglavlju obradujemo dvije robusne metode, metodu najmanjeg medijana
kvadrata odstupanja i metodu najmanjih odrezanih kvadrata, i pokazujemo da postiZzu mak-
simalnu breakdown vrijednost.

Cetvrto poglavlje dat ¢ée nam uvid u konkretne primjere i usporedbu robusnih metoda sa
klasicnom metodom najmanjih kvadrata. Radi se o stvarnim podacima, a analiza je radena
u programskom jeziku R.



Poglavlje 1

Linearna regresija

Pojam regresija prvi je uveo poznati britanski biolog Francis Galton 1908. kad se bavio
proucavanjem nasljednih svojstava. Jedno od njegovih zapazanja bilo je da su djeca visokih
roditelja viSa od prosjeka, ali ne tako visoka kao njihovi roditelji. Prema [1], regresija je
statisticka metoda koja pronalazi odnos izmedu zavisne varijable, koju obi¢no oznacavamo
sa Y, 1jedne ili viSe nezavisnih varijabli. Ako zavisna varijabla ovisi o samo jednoj nezavis-
noj varijabli onda to zovemo jednostavna regresija. Ako ovisi o viSe nezavisnih varijabli,
radi se o viSestrukoj regresiji. Kada je odnos zavisne i nezavisne varijable linearan, radi se
o linearnoj regresiji. U sljedeca dva odjeljka bit ée predstavljeni opci oblici jednostavne
linearne regresije i visestruke linearne regresije po uzoru na [6] i [3].

1.1 Jednostavna linearna regresija

Jednostavna linearna regresija je linearni regresijski model koji opisuje vezu jedne zavisne
i jedne nezavisne varijable. Otuda i naziv ,,jednostavna”. Cilj je pronaci linearnu funkciju
koja ¢e predvidjeti vrijednost zavisne varijable kao funkciju nezavisne. Model se tipi¢no
navodi u sljedecem obliku:

Y=0F+BiX +e,

gdje je Y zavisna varijabla, X nezavisna varijabla, 3, slobodni ¢lan, 8; koeficijent smjera,
a € sluCajna greska. Za greske se pretpostavlja da im je ocekivanje nula, varijanca o2 i da
su nekorelirane.

Nezavisna varijabla X zove se i varijabla poticaja, prediktorska varijabla, kontrolirana
varijabla i ona je neslucajna. Zbog toga je odsada pa nadalje oznacavamo sa x. Varijabla x
se najcesce zadaje, a Y se opaZa (mjeri).

Zavisna varijabla Y naziva se i varijabla odgovora, varijabla odziva, kriterijska varijabla
i ona je slucajna varijabla. Za njeno ocekivanje i varijancu vrijedi:
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E[Y | x] = Bo + B1x
Var[Y | x] = Var(By + Bi1x + &) = 0.

Primijetimo da je oCekivanje od Y linearna funkcija od x, a varijanca od Y ne ovisi o x. 3
181 zovu se regresijski koeficijenti i oni su nepoznati.

1.2 ViSestruka linearna regresija

U mnogim znanstvenim istraZivanjima cesto je potrebno utvrditi odnos izmedu zavisne
varijable Y 1 viSe od jedne nezavisne varijable, odnosno varijabli (xi, ..., x;). Opci oblik
modela viSestruke linearne regresije dan je sa:

Y =po+pix1+- +Bixi + &,

gdje je Y zavisna varijabla, xi, ..., x; nezavisne varijable, By, 51, . . . , Br parametri modela,
a ¢ slucajna greska.
Ako promatramo n opaZzanja odnosno ako imamo slucajan uzorak (x;i, X;2, .. ., Xix, Yi)

iz modela viSestruke linearne regresije, tada n jednadzbi
Yi=Bo+Bixia + -+ Bexi + &, i=1,...,n,

mozemo zapisati u matricnom obliku

y=XB+¢, (1.1)
gdje su
Yl 1 X111 ... Xik ﬁO &1
Y 1 ﬁl
2 X211 o.o X2k %)
y = . ) X = . . . . ) ﬁ = ﬁZ ) E = . )
Y, 1 x4 ... xp ; En
1 ¢ B

uz pretpostavku da je k < n.

Vektor stupac y sadrzi vrijednosti n zavisnih varijabli. Matrica X je nx(k+1) matrica ne-
zavisnih varijabli iz uzorka, a zovemo je i matrica dizajna. Vektor 8 je (k+1)-dimenzionalni
vektor stupac parametara modela, a £ je vektor stupac slucajnih greSaka koje se nazivaju
i,.Sumovi”’. Dalje u radu, zbog jednostavnosti, koristit ¢e se umjesto oznaka y i X, oznake
yiX.

Pretpostavka modela je da greSke zadovoljavaju Gauss-Markovljeve uvjete:

Ele] =0 Vi=1,...,n (1.2)
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Var[g;] = o Vi=1,...,n (1.3)
Covle;, g/l = Elg;,€]=0 Vi # J. (1.4)

Spomenuto je ve¢ da su parametri modela nepoznati. NajceS¢a metoda koriStena za
njihovu procjenu je metoda najmanjih kvadrata. Medutim ta metoda je efikasna samo u
slu¢aju kad su u potpunosti zadovoljeni uvjeti (1.2)), i (1.4), a to u stvarnosti nije bas
tako uobicajeno. Vise o toj metodi u sljede¢em odjeljku.

1.3 Metoda najmanjih kvadrata

Tijekom razdoblja Velikih geografskih otkri¢a, matematicari su nastojali dati rjeSenja za
probleme i izazove koji su se javljali u astronomiji i geodeziji. Dosljedan opis ponaSanja
nebeskih tijela bio je kljucan za plovidbu i navigaciju brodova na otvorenom moru. Prvi
jasan i sazet prikaz metode najmanjih kvadrata objavio je francuski matemati¢ar Adrien-
Marie Legendre 1805. Tehnika koju je opisao vrlo brzo je usvojena kao standardni alat
u astronomiji i geodeziji. Teoretski dio ovog odjeljka temelji se na sadrzajima izvora [6].
Ponekad u radu koristit ¢e se kratica LS za ovu metodu, a dolazi od engleskog izraza least
squares.

Neka je (x;1, xi2, . . ., Xk, y;) uzorak iz modela viSestruke linearne regresije. Regresijski
model mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

k
Yi:ﬁo+Zﬁjxij+8i, i=1,...,n.
i=1

Metoda se temelji na minimizaciji sume kvadrata greSaka g;. Definiramo funkciju najma-
njih kvadrata sa:

k n k
SBo.Bi,---.B) = ZS,Z = Z(yi—ﬁo—Zﬁinj)Z- (L.5)
i=1 i=1 i=1

Funkciju § minimiziramo obzirom na parametre Sy, 81, . . ., B¢. Dobiveni procjenitelji me-
todom najmanyjih kvadrata, oznacimo ih sa Sy, 51, . . . , Br moraju zadovoljavati:

a8 - R
35 o = 72 > (yi ~Bo - Zﬁf"”) =0
ﬁo i=1 i=1

(95 n R k R .
%'ﬁoﬁl ----- Br :_ZZ(yi_IBO_Z,Bjxij):O j=1,... k.
/ i=1 i=1
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Time dobivamo sustav jednadZbi:

n

n n n
npo + fi an +,322Xi2 + e +ﬁkzxi2k :Zyi
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n

n

o A 9 A o

Bo Z X1 + i § X+ Z X Xip + 0+ B Z Xi1 Xik = Z Xi1Yi
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1

(1.6)

n n n n n

5 5 5 5 2
Bo ) X+ ) XiXin + B2 Z XikXip + -+ + B Z Xy = Z XikYi-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Primijetimo da ima k+1 jednadZzbi, Sto je jednako broju nepoznatih regresijskih parametara.
Matri¢ni zapis modela regresije (1.1) svodi funkciju (1.5) na
k

SPB =) &=>u-XB) (y—Xp). (1.7)

i=1

Primijetimo, 87 X”y je 1 X 1 matrica odnosno skalari (87 Xy)" = y' X pa vrijedi:
SB=y'y-BXy-y'XB+B X' XB=y"y-28"X"y+p" X" XB.

Funkciju S treba minimizirati, §to zna&i da vektor stupac 3 procjenitelja metodom najma-

njih kvadrata mora zadovoljavati:

6S|A
oB B

=2X"y+2X"XB =0

X"Xp = X"y. (1.8)

Uocimo da je to sustav jednadzbi analogan onom raspisanom u (L.6)).
Rjesenje ¢emo dobiti mnoZeéi obe strane jednadzbe (1.8) sa (X7 X)~! uz pretpostavku
da inverz matrice X7 X postojiﬂ
Konacno, procjenitelj metodom najmanjih kvadrata za regresijske koeficijente Sy, 81, . . . , B
je
B=X'x)"'xTy.

RaspiSimo detaljno matri¢ni zapis (I.8)):

n ey Xil i1 X e Doy Xik Bo 2ic1 Vi
Z,r'l:l Xi1 2?21 X,'zl Z?:l Xl X2 ... Z?:l X Xik | |B1 _ 2?21 Xi1Yi
Dimt Xik Dy XiXil Dy XXz --- e xl_zk k Diet XikYi

!Inverz matrice postoji ako su varijable X, linearno nezavisne. To zna¢i da nijedan stupac matrice X nije
linearna kombinacija ostalih stupaca.
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Sada vidimo da je X7 X (k + 1) X (k + 1) matrica na ¢ijoj dijagonali se nalaze sume kvadrata
elemenata stupaca matrice X. Na ostalim elementima nalaze se sume skalarnih produkata
elemenata stupaca matrice X.

Vektor procijenjenih vrijednosti y; u odnosu na opazene vrijednosti y; glasi

y=X3=XX"X)"'X"y.
Vazno svojstvo dobivenog procjenitelja je nepristranost, a dokazujemo ga sljede¢im teore-
mom.
Teorem 1.3.1. Procjenitelj 8 = (X" X)"' X"y je nepristrani procjenitelj od B. Nadalje,
Var(B) = (X" X) o (1.9)
Dokaz. Primijetimo da
E@B) = E(X"X)"'X"y) = X" X)'X"E(y) = X" X)"' X" XB = B.

Sto dokazuje nepristranost od S.
Preostaje dokazati|1.9} a to ¢inimo raunajuci direktno:
Var(8) = Var(X"X)"'XTy) = (X" X)"' X" Var(B)(X"X)"' XT)T
= X" X' X"X(X"X) o
=X"X)"'o”

1.4 Procjena o

Za brojne rezultate vezane uz metodu najmanjih kvadrata i njenog procjenitelja potrebna
nam je varijanca o-2. Ta vrijednost je Cesto nepoznata, stoga radimo njenu procjenu (teorija
vezana uz procjenu preuzeta iz [12]]). Za procjenu su nam potrebni reziduali.

Definirajmo reziduale kao razliku e; = y; — y; tj. vektorski

e=y-—3y.
Sada pogledajmo sumu kvadrata reziduala, koja ¢e nam pomoci u procjeni:

N e =eTe= (= XBT( - XB) = ¥ 1 - XX'X) XTIy = ¥ Py.

i=1

Definicija 1.4.1. Matrica A € M,,, je idempotentna ako vrijedi A> = A.
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Lako je pokazati da je P = [I — X(X”X)"'X"] idempotentna matrica:
P=[-XX"X)"'X"II-XX"X)"'X"1 =1 - XX"X)"'X"] = P.

Sljedeci teoremi govore o svojstvima idempotentnih matrica, a potrebni su nam za daljne
zakljucke. Dokazi su izostavljeni, a mogu se pronaci u izvoru [12].

Teorem 1.4.2. Neka je A idempotentna matrica ranga k. Tada su svojstvene vrijednosti od
AOilil.

Teorem 1.4.3. Ako je A idempotentna matrica onda je tr(A)=rang(A)=k.

Ukupno je k svojstvenih vrijednosti koji iznose 1, a n — k svojstvenih vrijednosti koji
iznose 0. Matrica X(X” X)™' X7 takoder je idempotentna, stoga vrijedi:

rang( X(X"X)'XT) = tr(X (X" X)"'XT)
= (X" XX"X)™)
=tr(ly) = k.
Zbog tr(A — B) = A — B slijedi:

rang(l - X(X"X)"'X") = r(1 = X(X" X)"' X7)
= tr(l,) — r(X"X(X" X))
=n-—k.

Koristeci rezultat matemati¢kog ocekivanja kvadratne forme dobijamo:
Ele’e] = E[y" (I - X(X"X)"' X")y]
= XP' U - XX"X)"'X)XP) + o (n ~ k)
= (XB)' (XB - X(X"X)"' X" XB) + o*(n - k)

= o%(n - k).
Sljedeci teorem daje procjenu varijance:

Teorem 1.4.4. Nepristrani procjenitelj varijance u visestrukoj linearnoj regresiji je dan
sa:

ele T -XXTX)'xT) 1 © A
== S = — > 0 (1.10)
i=1

n—k n—k
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1.5 Gauss-Markovljev teorem

Nepristranost procjenitelja smo ve¢ pokazali u Teoremu[I.3.1] Sada ¢emo pokazati da pro-
cjenitelj dobiven metodom najmanjih kvadrata 8 = (X’ X)"'X”y ima najmanju varijancu
medu svim linearnim procjeniteljima. Takav procjenitelj zove se najbolji nepristrani line-
arni procjenitelj. Teorem koji govori o tome zove se Gauss-Markovljev teorem [6] 1 jedan
je od najznacajnijih rezultata u statistici kada je u pitanju regresijska analiza.

Prisjetimo se Gauss-Markovljevih uvjeta:

Ele] =0 Vi=1,...,n

Varlg] =0  Vi=1,...,n
COV[SI',SJ'] = E[Si,é‘j] =0 Vi # ]
Teorem 1.5.1. (Gauss-Markov) Neka je B procjenitelj dobiven metodom najmanjih kva-

drata za parametre linearnog regresijskom modela. Ako vrijede Gauss-Markovljevi uvjeti,
tada je 8 najbolji linearni nepristrani procjenitelj.

Dokaz. Neka je § = Cy neki drugi nepristrani procjenitelj, C = (X"X)"'X" + D, a D
netrivijalna k X n matrica.

E(B) = E(Cy)
= E[(X"X)"'X" + D)(XB + &)
= E[(X"X)"'XT + D)XB + (X" X)"'XT + D)s]
= (X"X)"'XT + D)XB + (X" X)"'X" + D) E[¢]

r

= (X"X)"'X"XB + DX
= I, + DX
= (I, + DX)B

Buduéi da je 8 nepristran, DX = 0.
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PokaZimo sada potrebnu tvrdnju za varijancu:

Var(B) = Var(Cy)
= CVar(y)C”
= g*CcC’
X" X)'X" + D)((X"X)"'XT + D)’
A(XTX)'XT + D)YXXTX)™' + D)
= (X" X)X XXX + XTX)T'XTD" + i}))g/ X"X)"" + DD")

_ 2 T -1 T -1 T
= (LXTX) + Di( X"X)™' + DD")
=?X"X)"' + o?DDT

= Var(B8) + o*DD" .

Jer je DD pozitivno semidefinitna matrica, slijedi da je Var(8) < Var(3) za sve druge
linearne nepristrane procjenitelje f. O
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Mjere robusnosti

2.1 Uvod u robusnost

Rije¢ robustan dolazi od latinske rijeci robustus Sto znaci tvrd, ¢vrst. Robusnost u statistici,
prema Huberu [4], je otpornost na manje promjene u pretpostavkama. Problem lezi u tome
Sto su mnogi statisticki modeli temeljeni na ,,idealnim” situacijama koje se rijetko javljaju
pri radu s podacima iz stvarnog svijeta. Robustan model, metoda ili test bio bi onaj koji
daje to¢ne rezultate ¢ak i kada uvjeti nisu u potpunosti ispunjeni. Drugim rije¢ima, izraz
robustan ili robusnost u statistici odnosi se na otpornost i snagu statistickog modela, me-
tode, postupka testa itd. Huber kaze da mala neskladna manjina nikada ne smije nadjacati
Cinjenice koje nam donosi veéina opaZanja.

Upoznali smo se s op¢im oblikom jednostavne i viSestruke linearne regresije, te smo
predstavili metodu najmanjih kvadrata za procjenu njenih parametara. Opcenito, za metodu
odnosno procjenu reéi ¢emo da je robusna ako je otporna na outliere. Premda ne postoji
precizna definicija outliera, moZemo reci da su to opazanja koja se znacajno razlikuju od
ostalih. Outlieri mogu uzrokovati znacajne probleme u statisti¢koj analizi, a razni su uzroci
njihove pojave. Postoje alati za otkrivanje outliera, medutim metode detekcije outliera
nece biti dio ovog rada.

Robusnih procjenitelja ima puno i nuZno je imati odredene alate za usporedbu kako
bismo znali koji je bolji i pod kojim uvjetima. U ovom poglavlju obradit éemo dvije mjere
robusnosti. Prvi je pojam breakdown vrijednosti, koja mjeri koliko se procjena moze odu-
prijeti velikoj promjeni dijela podataka. Breakdown vrijednost pripada skupini takozva-
nih kvantitativnih mjera robusnosti i primjerena je regresijskoj analizi. Druga je krivulja
utjecaja, koja daje informacije o tome kako samo jedan izdvojeni faktor moZe utjecati na
procjenu. Krivulja utjecaja pripada skupini takozvane infinitezimalne robusnosti.

11
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2.2 Ekvivarijantnost

Prije mjera robusnosti, navest ¢emo jedno bitno svojstvo za regresijske procjenitelje, a to
je ekvivarijantnost. ToCnije, navest cemo tri tipa ekvivarijantnosti, kao u [9] 1 [L1].
Prisjetimo se opcCeg oblika modela viSestruke linearne regresije:

Y =Bo+pBixi+--+ Bixi + &,

gdje je Y zavisna varijabla, xy, ..., x; nezavisne varijable, By, 51, . . . , Br parametri modela,
a € slucajna greska. Promotrimo jedno od n opaZanja i ozna¢imo taj slucajan uzorak sa
(xi,)’i) = (xila Xi2y o v xik,)’i)~

Procjenitelj T je regresijski ekvivarijantan ako

T((xp,yi+xv):i=1,...,n)=T((x;,y):i=1,...,n)+V, (2.1)

gdje je v bilo koji vektor stupac. Ovo svojstvo je kljucno svojstvo za regresijske procjeni-
telje, a Cesto se uzima ,,a priori”.
Procjenitelj T je ekvivarijantan na skaliranje ako

T((x;,cy):i=1,...,n)=cT((x;,y):i=1,...,n), (2.2)

gdje je ¢ proizvoljna konstanta. Ovo svojstvo kaze da je procjena neovisna o izboru mjerne
jedinice za varijablu y. Primjerice, ako modeliramo visinu uc¢enika, promjena mjerne jedi-
nice iz centimetara u metre, ne smije utjecati na procjenu.

Procjenitelj T je afino ekvivarijantan ako

T(xA,y):i=1,...,n) = A'"T((x,y) :i=1,...,n), (2.3)

za svaku regularnu matricu A. Zapravo, linearna transformacija x; uzrokuje i transforma-
ciju procjenitelja T jer je ¥; = x;T = (x;A)(A~'T). Zato ovo svojstvo omoguéava koristenje
drugih koordinatnih sustava bez utjecaja na procijenjene vrijednosti y;.

2.3 Breakdown vrijednost

Postoje procjenitelji na koje ¢ak i jedan outlier moZe jako utjecati, dok s druge strane pos-
toje procjenitelji koji su otporni i na veci broj outliera medu podacima. Kako bismo mogli
,mjeriti” robusnost procjenitelja uvodimo prvo pojam breakdown vrijednosti. Breakdown
vrijednost je predstavio F. R. Hampel u svojoj doktorskoj disertaciji, a svi teorijski rezultati
ovog potpoglavlja temelje se na sadrzaju iz [10] i [9].

Pretpostavimo da odaberemo dio podataka. MoZemo li izazvati proizvoljno veliku pro-
mjenu procjenitelja mijenjanjem odabranih vrijednosti opazanja u odgovarajucoj mjeri?
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Neka je T procjenitelj, a Z neki uzorak n opazanja

Z=(X11s s X1k V1)s oo o> (Xnls « + o5 Xus Vi)

To znaéi da djelovanjem T na uzorak Z dobijemo vektor procijenjenih koeficijenata 3
1) =B.

Zamijenimo bilo kojih m toCaka originalnog uzorka s proizvoljnim vrijednostima i pro-
motrimo sve moguce takve Z’ uzorke. Definirajmo s b(m; T, Z) maksimalno odstupanje
uzrokovano takvom zamjenom

bm;T,Z) = SlzllpllT(Z') - Tl

Ako je maksimalno odstupanje beskonac¢no, to znaci da m outliera moZe imati proizvoljno
velik utjecaj na 7', pa kaZemo da procjenitelj ,,puca‘.

Definicija 2.3.1. Breakdown vrijednost procjenitelja T na uzorku Z je najmanji dio po-
dataka koji se moZe promijeniti proizvoljno velikim vrijednostima, a ipak uzrokovati pro-
izvoljno veliku promjenu procjene. Oznaka:

e(T,2) = mm{% b(m;T,Z) = 00}.

Uotimo da je ovo breakdown vrijednost na konaénom uzorku. Cesto se promatra
asimptotska breakdown vrijednost koja se moZe dobiti kao limes breakdown vrijednosti
na kona¢nom uzorku kada veli¢ina uzorka tezi u beskonacno.

Najveca breakdown vrijednost koju neki procjenitelj moze postiéi je 50%. Naime, kada
bi breakdown vrijednost bila ve¢a od 50% tada ne bi mogli razluciti koji podaci su dobri a
koji su loSi. Tvrdnju formalno pokazujemo sljede¢im teoremom i dokazom:

Teorem 2.3.2. Ako je T procjenitelj koji je regresijski ekvivarijantan, tada je

(T, 2) < [(n— k’)1/2j + 1,

za sve uzorke Z.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno.  Neka je breakdown vrijednost strogo veca od
(L(n — k)/2] + 1)/n 1 neka je Z neki uzorak. To znaci da postoji konstanta b takva da se
T(Z’) nalazi u kugliﬂ K(T(Z),b) oko T(Z) radijusa b za svaki uzorak Z’ koji sadrzi barem
n—|(n—-k)/2] - 1toCaka iz Z. Definirajmo

g=n-|"25] -1

'K(T(2),b) = {B: IT(Z) - Bl < b}



POGLAVLIJE 2. MJERE ROBUSNOSTI 14

Raspisivanjem dobijemo da vrijedi

q:[n+12<+1J_1'

Definirajmo sada k-dimenzionalni vektor stupac v # 0 tako da vrijedi
XlVZO,..., Xp_IVZO.

Ako je n + k + 1 paran tada je 2g — (k — 1) = n, inace 2g — (k — 1) = n — 1. MoZemo reéi
2g — (k—1) < n. Prema tome, prvih 2¢g — (k — 1) tocaka u Z moZemo zamijeniti s

(-xlayl)a ey (Xk—I,YI)» (-xkayl)a ey (Xq,)’I), (xkayk + kaV)a ey (xq,)’q + quV)7

za proizvoljni 7 > 0. Za ovako dobiveni uzorak Z’, T(Z") € K(T(Z),b) jer Z' sadrzi g
toCaka iz Z. S druge strane, zbog svojstva regresijske ekvivarijantnosti, 7(Z’) mozemo
zapisati 1 kao T(Z") + tv, pri Cemu je T(Z") € K(T(Z), b). Dakle, micanjem srediSta kugle
K(T(Z),b), T(Z') je opet u novoj kugli, tj. T(Z") € K(T(Z) + v, b).

Time smo dosli do kontradikcije jer je presjek izmedu K(T(Z),b) 1 K(T(Z) + 1v,b)
prazan za dovoljno veliki 7. O

2.4 Breakdown vrijednost metode najmanjih kvadrata

Za bolju intuiciju konstruirajmo model jednostavne linearne regresije. U slucaju jednos-
tavne regresije podatke je moguce prikazati graficki kao parove (x;, y;) odnosno tocke u rav-
nini. Uzmimo 5 to¢aka (x1,y1), ..., (xs,ys) koje leZze gotovo na istom pravcu (2.1a). Tada
pravac dobiven metodom najmanjih kvadrata vrlo dobro aproksimira podatke $to mozemo
vidjeti na slici (2.1a). Pretpostavimo sada je da je samo jedna vrijednost, neka to bude y4,
krivo izmjerena zbog bilo kakvog razloga. Tada tocka (x4, y4) znaajno odudara od ,,ide-
alnog” pravca S§to se o€ito vidi na slici (2.1b). Novi pravac vise ne odgovara podacima jer
se Cetvrta toCka ,,podigla” od originalne pozicije. Takvu tocku zovemo outlier u y-smjeru
1 vidimo da ve¢ jedna takva tocka, tj. outlier, ima veliki utjecaj na procjenu. Ovakva situ-
acija, kada se outlieri pojavljuju u ,,y-smjeru”, Cesta je u literaturi i praksi jer se, kao §to je
receno, y; smatraju kao opazanja, a x; kao fiksne vrijednosti unaprijed zadane.

Medutim, greske su moguce i medu nezavisnim varijablama, pogotovo u slu¢aju mo-
dela viSestruke regresije kada ima puno nezavisnih varijabli. Da bismo ilustrirali problem,
uzmimo opet 5 toCaka u ravnini koje leZe skoro pa na istom pravcu (slika [2.2a). Pret-
postavimo da se dogodila greSka u vrijednosti x;. Sada tocka (x;,y;) znatno odudara od
originalnih podataka i pravca. Takva tocka zove se outlier u x-smjeru i uzrokuje potpuno
zakretanje pravca (slika[2.2b).
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Slika 2.1: Utjecaj outliera u y-smjeru na LS pravac
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Slika 2.2: Utjecaj outliera u x-smjeru na LS pravac

Iz oba prikazana primjera, o€ito je da ve¢ jedna promjena(greska) podatka utjece znacajno
na procjenu. Prema definiciji breakdown vrijednosti, ona iznosi }l za metodu najmanjih
kvadrata, gdje je n broj podataka. Primijetimo kada n tezi u beskonacno, % teZi u nula.
Dakle breakdown vrijednost procjenitelja metodom najmanjih kvadrata je 0% i takav pro-
cjenitelj nije robustan.

Tocka (x1,y;) sa slike zove se 1 tocka utjecaja. Opcenito, podatak (xi, yx) je tocka
utjecaja (eng. leverage point) ako se x; nalazi daleko od ostalih x;. Medutim, nije svaka
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tocka utjecaja outlier. Ako ta toCka lezi blizu pravca koji je dobiven obzirom na ostale
podatke, tada se ta tocka zove ,,dobra” tocka utjecaja, a primjer jedne takve moZemo vidjeti
na slici 2.3 Primjeri u ovom potpoglavlju radeni su po uzoru na primjere iz [9].

Slika 2.3: Pravac dobiven metodom najmanjih kvadrata i tocka utjecaja

2.5 Funkcija utjecaja

Krivulju utjecaja predstavio je prvo Hampel u svom radu [2]]. U pocetku se to zvala krivulja
kako bi se naglasili njeni geometrijski aspekti, dok se kasnije ¢eSce zove funkcija utjecaja
obzirom na generalizaciju na viSedimenzionalne prostore.

Funkcija utjecaja opisuje priblizan utjecaj dodatnog podatka (opaZanja) na procjenitel]
T, obzirom na uzorak iz distribucije F'. MoZe se ugrubo reci da je to prva derivacija od T
obzirom na definiciju koja slijedi.

Pretpostavimo da je F' funkcija distribucije. MoZemo promatrati malu promjenu F pri
vrijednosti zo = (x{, yo) uzimajuéi u obzir mijeSanu distribuciju F, = (1 — )F + 16, gdje je
0., funkcija distribucije od zp, a ¢ > 0 proizvoljno mala vrijednost blizu nula.



POGLAVLIJE 2. MJERE ROBUSNOSTI 17

Funkcija utjecaja procjenitelja T uz distribuciju F definirana je sa

T(F)-T(F)

IF(T, F,7) = lim
t—0 t

(2.4)

za sve tocCke z za koje ovaj limes postoji.
Za procjenitelj T kaZemo da je robustan ili da ima infinitezimalnu robusnost ako je
IF (T, F, zp) omedena. Ovime smo dobili jednostavan i snaZzan alat za mjerenje robusnosti.
Sljedeca dva primjera preuzeta su iz [10]].

Primjer 2.5.1. Neka je X neprekidna slucajna varijabla. Promotrimo Eg[X] kao procjeni-
telj T za srednju vrijednost u smislu gornjeg izraza

T(F) = Er[X] = fxdF(x),
pa je
T(F)= fxdF,(x)

=(1-1 f xdF(x)+1 f xd6,0(x)
=1 -DT(F) + txo,

iz ¢ega slijedi

T(F,) — T(F
TE IO,

odnosno
IF(T,F,xy) = xo— T(F).

Vidimo da je funkcija utjecaja neogranicena u xy, dakle ovaj procjenitelj nije robustan.

Primjer 2.5.2. MoZe se pokazati da funkcija utjecaja za procjenitelja metodom najmanjih
kvadrata glasi
IF(T, F,z0) = EIX"XT " xolyo — x5 T(F)].

Funkcija je neogranicena i u xo i u yoy, Sto je jos jedan pokazatelj da metoda najmanjih
kvadrata nije robusna.

Dakle, pokazali smo na dva nacina, preko breakdown vrijednosti i funkcije utjecaja, da
metoda najmanjih kvadrata nije robusna. Ideja je, u nastavku ovog rada, predstaviti metode
otpornije na outliere, odnosno robusne metode.



Poglavlje 3

Robusne metode

Pokazali smo u prethodnom poglavlju da metoda najmanjih kvadrata (LS) nije otporna
na outliere pa ne mozemo re¢i da je robusna. Kroz povijest su se stoga razvijale nove
statistiCcke tehnike i metode na koje outlieri ne mogu tako lako utjecati. Takve metode
daju rezultate koji su relevantni i uz odredenu prisutnost outliera. Postoje mnoge robusne
metode za procjenitelje linearne regresije. U ovom radu bit e predstavljene dvije za koje
se pokazalo da postizu brekdown vrijednost maksimalnu mogucu.

Prije metoda, prisjetit cemo se potrebnih izraza i jednadzbi otprije. Op¢i oblik modela
viSestruke linearne regresije glasi:

Y =Bo+pBix1+ -+ Bixp + &,

gdje je Y zavisna varijabla, xy, ..., x; nezavisne varijable, By, 51, . . . , Bx parametri modela,
a & sluCajna greska.

Ako promatramo n opaZanja, tada slu¢ajan uzorak oznacavamo sa (x;, ¥;) := (X1, Xi2, - - - » Xik» Vi)
i=1,...n.

Reziduale smo definirali kao razliku
€ =Yyi— )71' s

gdje je y; procijenjena vrijednost od y;. Dakle reziduali predstavljaju razliku stvarnih i
procijenjenih podataka.

3.1 Metoda najmanjeg medijana kvadrata odstupanja

Ako pogledamo jo$ jednom izraze i (I.7), moZemo reéi da bi ,,dobar” naziv za me-
todu najmanjih kvadrata bio metoda najmanjih suma kvadrata. Medutim, pokazali smo
ve¢ u prethodnom poglavlju da je breakdown vrijednost metode najmanjih kvadrata jed-
naka 1/n, odnosno 0%. Postavlja se pitanje - moZemo li pristupiti problemu na nacin da ne

18



POGLAVLIJE 3. ROBUSNE METODE 19

gledamo sume. Razmislimo o aritmeti¢koj sredini i medijanu kao mjerama srednje vrijed-
nosti. PokuSajmo ,,izmjeriti” robusnost aritmeticke sredine preko breakdown vrijednosti.
Uzmimo za primjer uzorak 1,2,2,2,3,4. Aritmeticka sredina tog uzorka je 2.33, a medijan 2.
Ako zamijenimo podatak 4 sa 100, aritmeticka sredina iznimno naraste na vrijednost 18.66,
dok se medijan ne mijenja. To nam govori da je medijan otporniji na ekstremne vrijednosti
od aritmetiCke sredine. Toc¢nije, da ve¢ promjena samo jednog podatka znaCajno utjece na
procjenu. Zaista, moZe se pokazati da je breakdown vrijednost aritmeticke sredine 1/n ,a
medijana ¢ak 50%, odnosno najvi§e|7_-] moguce.

To nas dovodi do procjenitelja metodom najmanjeg medijana kvadrata odstupanja, da-
nog s

A

B = argmﬁinml_ed el.z. 3.1)

Ideju zamjene sume s medijanom koji je robusniji razvio je Rousseeuw u svom radu [7].
U nastavku ovog rada, koristit ¢e se ponekad kratica LMS za metodu najmanjeg medijana
kvadrata odstupanja, a dolazi od engleskog naziva za metodu least median of squares.

Sada ¢emo promotriti svojstva ovog procjenitelja, njegovu egzistenciju i breakdown
vrijednost. ZapiSimo (x;,y;) kao (xji, ..., xi,y;). Ovih n podataka pripadaju linearnom
prostoru vektor redaka dimenzije k + 1. Vektor 8 = (B,...,B)" je vektor stupac nepoz-
natih parametara dimenzije k. Linearni model sada promatramo kao y; = x5 + ¢;, gdje &;
pripada normalnoj distribuciji N'(u, o). U sljede¢im rezultatima pretpostavit ¢emo da su
sva opazanja x; = 0 zanemarena jer ne daju nikakvu informaciju o 8. Nadalje, pretpostav-
ljamo da u (k + 1)-dimenzionalnom prostoru (x;, y;) ne postoji vertikalna hiperravnina kroz
1shodiste koja sadrzi viSe od | n/2 ] to€aka. Misli se na hiperravninu koja je k-dimenzionalni
potprostor koji sadrzi (0,...,0)1(0,...,0,1).

Teorem 3.1.1. Minimizacijski problem (3.1) uvijek ima rjesenje.

Dokaz ovog teorema nije konstruktivan pa ga izostavljamo, a moze se pronaci u [9].
Takoder, svi daljnji teorijski rezultati ovog potpoglavlja preuzeti su iz [9].
Sljede¢a lema govori o ekvivarijantnosti LMS procjenitelja, odnosno dokazuje da za-

dovoljava svojstva (2.1)), (2.2), (2.3).

Lema 3.1.2. Procjenitelj metodom najmanjeg medijana kvadrata odstupanja (LMS pro-
cjenitelj) je regresijski ekvivarijantan, ekvivarijantan na skaliranje i afino ekvivarijantan.

'U Teoremu smo pokazali da je breakdown vrijednost najvise 50%.
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Dokaz. Slijedi iz sljedecih jednakosti:
m?d (i + x¥) = (B +V))* = m?d i — xp)°
med (ey; = x(cB)’ = ’med (s — )’
med (3, — (A)A™'A))* = med (v, — xB)’.
m]

Za dokazivanje sljedeeg rezultata i nekih drugih koji ¢e se pojaviti kasnije, treba nam
pojam generalne pozicije uzorka. Kazemo da su opazanja u generalnoj poziciji kada svaka
kombinacija k toCaka podataka jedinstveno odreduje 5. Ako je k = 1, tj. ako imamo
jednostavnu regresiju kroz ishodiste, to znaci da x; # 0 Vi. Ako je k = 2, tada svaki par
(xi1, Xi2,¥i) 1 (xj1, xj2,y;) odreduje jedinstvenu ravninu kroz ishodiSte. Iz toga slijedi da
(X1, X2, ¥i)» (X1, Xj2,¥;) 1 (0,0, 0) ne smiju lezati na istom pravcu.

Sljedeca klju¢na stvar koja nam je od interesa, je breakdown vrijednost.

Teorem 3.1.3. Ako je k > 1 i opaZanja su u generalnoj poziciji, tada je breakdown vrijed-
nost procjenitelja metodom najmanjeg medijana kvadrata odstupanja jednaka

[n/2] —k+2
—

Dokaz. Prvo pokazujemo da je

£(T,2) > [n/2] —k+ 2’
n

za svaki uzorak Z = {(x;,y;) : i = 1,...,n}. Prema Teoremu Z daje rjeSenje B.
Sada treba pokazati da procjena ostaje ograni¢ena kada n — (|n/2] — k + 2) + 1 podataka
ostane nepromijenjeno. Stoga konstruiramo uzorak Z’ = {(x/,y}) : i = 1,...,n} nanacin da
n—|n/2] + k — 1 podataka iz Z ostavljamo nepromijenjenima i zovemo ih ,,dobri podaci”,
a sve ostale podatke zamijenimo s proizvoljnim vrijednostima.

Dovoljno je pokazati da je ||B—ﬁ’|ﬂograniéeno, gdje je 5 LMS procjenitelj za uzorak Z’.
Promatramo (k + 1)-dimenzionalni prostor E opaZanja (x;,y;) 1 horizontalnu hiperravninu
kroz ishodiste koju oznacavamo s {y = 0}. Neka je

1
o= 3 inf {T > 0 : postoji (k — 1)-dimenzionalni potprostor V od {y = 0} kroz ishodiste

tako da V7 sadrZi najmanje k to¢aka x,-},

U cijelom radu oznaka || - || oznacava euklidsku normu, formula ||(x, ..., )l = VXh, lxl?
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gdje je V7 skup svih x takvih da je njihova udaljenost do V manja od 7. Znamo da je Z u
generalnoj poziciji pa slijedi da je p > 0.
Definirajmo M := max;le;| gdje su e; = y; — x;8 reziduali. Sada ¢emo pokazati da je

B-p < 2(||/3|| + M),
o

Sto Ce biti dovoljno jer je desna strana konstanta.

Neka su H i H’' nevertikalne hiperravnine odredene redom jednadZzbamay = xBiy" =
x'8’. Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostavitidaje 8 # 8/, Stoznacidajei H # H'.
Znamo iz linearne algebre da presjek hiperravnina H N H’ ima dimenziju k — 1. Ako s
pr(H N H') oznacimo vertikalnu projekciju od H N H’' na {y = 0}, to znaci da je pr(HNH")
(k — 1)-dimenzionalan potprostor od {y = 0}. Tada nam definicija od p kaZe da najvise k — 1
dobrih x; leZi u (pr(H N H'))’. Definirajmo A kao skup preostalih dobrih podataka kojih
ima najmanje n— |n/2|+k—1—-(k—1) = n—|n/2]. Sada uzmimo neki (X,, ya) € A 1 neka
sue, =y, — X017, =y, — Xa.

Nadalje, konstruirajmo vertikalnu dvodimenzionalnu ravninu P, kroz (X,,y,) ortogo-
nalnu na pr(H N H’). Oznacimo sa « Siljasti kut koji formiraju H i neki horizontalni pravac
iz ravnine P,. Udaljenost tocke (X,,ya) od H je |e,|, a udaljenost projekcije te tocke na
H od ravnine {y = 0} je |x,0]. Sada projekcija tocke (X,,ya) na H, projekcija te tocke na
{y = 0} 1 tocka dobivena presjekom H N {y = 0} ¢ine pravokutan trokut u ravnini P,, pa
vrijedi

leal = XaB = Yal = | IXaBl = Iyl |-
Takoder,
X8

[tan @| > —,

pa moZemo zakljuciti da je kut @ u intervalu (—x/2,7/2). S druge strane, || je kut izmedu
pravca ortogonalnog na H i vektora (0, 1), tj. moZemo ga promatrati kao kut izmedu (8, 1)
1 (0, 1). Po formuli za skalarni produkt slijedi

(D011 mos( 1 )
1=, DITICO, D] T o)

Iz &injenice da je cosa = +1/( V1 + tan® @) slijedi |tana| = ||B]|. Analogno promotrimo i
hiperravninu H’ i dobijemo da za odgovaraju¢i kut @ vrijedi tan @’| = ||’||. Sada imamo

leq — €al = 1Xa" — XaB3|

> p |tana’ — tan a/

|a| = arccos(

>p | [tan @’| — |tan a] |

=p| 1B - 18Il
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Znamo da je

1B = A1 < 181+ 18°Nl = 21111 + Bl = 181D < 181l = 118l] + 2118,
pa slijedi da je
lez, = eal > p (I1B = B'll = 2111
Sjetimo se, u uzorku Z’” imamo n — [n/2] + k — 1 > [n/2] toaka koje su iste kaoiu Z. To
znadi da su reziduali tih to¢aka obzirom na stari § manji ili jednaki M?, odnosno medijan

kvadrata reziduala je takoder manji ili jednak M>. Buduéi da je 5’ procjena za Z’ dobivena
postupkom minimizacije, mora vrijediti

med (v, — X/8')* < M*.

Ako pretpostavimo suprotno od onog $to Zelimo pokazati, tj. || — 5’| > 2(|WI| + M/ p), tada
za sve toCke indeksa a iz A vrijedi

lez — eal > p (118 - B'1l = 21BI])
> p (2Bl + 2Mp - 2||Bll) = 2M,

paje
lel| > el — e, >2M —M =M,
odnosno
med (; - X}B')" > M?,

jer A ima najmanje n — [n/2] to€aka. Time smo dobili kontradikciju, Sto znaci da vrijedi

, M
B-£l < 2(II,BII + —)
P
za sve Z'. Preostaje pokazati

e(T,z) < WHK+2
n

Promotrimo uzorke sa n — [n/2] + k — 2 dobrih podataka. Uzmimo k — 1 takvih i oni ¢e
odrediti (k—1)-dimenzionalni potprostor L kroz ishodiSte. Konstruirajmo sada nevertikalnu
hiperravninu H’ koja sadrzi L i odreduje neki ' u kontekstu jednadzbe y = xf’. LoSe
podatke proizvoljno biramo, pa ih stavimo u H’. Time smo dobili novi uzorak Z’ sa (|n/2]+
k—2)+(k—1) = |n/2]+ 1 podataka koji zadovoljavaju y; = x/f’. Tada je medijan kvadrata
reziduala obzirom na 8’ jednak nula, $to znaci da £’ ima minimalan medijan reziduala pa
je onda to procjena metodom LMS. Odabiru¢i H’ sve strmijom i strmijom, dobivat ¢emo
veéi B odnosno || — f|| moze se uciniti proizvoljno velikom. Time je tvrdnja teorema
dokazana. O
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Primijetimo,
ln/2]-k+2 1
m-——— =

li

n—co n 2’
odnosno govorit ¢emo da je breakdown vrijednost LMS metode 50%.

Jos$ jedno zanimljivo svojstvo koje zadovoljava LMS procjena je svojstvo potpune pri-
lagodbe (eng. exact fit property). Odnosi se na situacije u kojima veliki postotak opazanja
tocno odgovara nekoj linearnoj jednadzbi. Na primjer, u jednostavnoj regresiji to se dogada
kad vecina podataka leZi to¢no na istom pravcu. U tom slucaju robusna metoda bi trebala
,»otkriti” tu jednadZbu.

Sljedeci teorem pokazuje da LMS ima svojstvo potpune prilagodbe.

Teorem 3.1.4. Ako je k > 1 i postoji B tako da najmanje n — |n/2] + k — 1 opaZanja
zadovoljava y; = x;,8 i opaZanja su u generalnoj poziciji, tada je  LMS procjena bez
obzira na druga opaZanja.

Dokaz. Postoji neki g tako da najmanje n — |n/2] + kK — 1 opaZanja leZi u hiperravnini
H danoj jednadZzbom y = xf. Tada 8 zadovoljava jednadzbu jer je mied el.z(,B) = 0.
Pretpostavimo da imamo neko drugo rjeSenje ' # [ koje pripada hiperravnini H" # H i
daje reziduale e;(8’). Kao u dokazu teorema[3.1.3] H N H’ je dimenzije k — 1 i stoga sadrzi
maksimalno k — 1 opaZanja. Za sva preostala opazanja u H vrijedi €?(8) > 0, i ima ih
minimalno n — |n/2].

Slijedi da je mled e?(8’) > 0, pa 8/ ne moZe biti rjeSenje. O

Primjer 3.1.5. Ilustrirajmo ovo svojstvo na jednom primjeru iz jednostavne linearne regre-
sije. Zadano je 9 tocaka (—4,0),(-3,0),(=2,0),(-1,0),(0,0),(1,0),(2,-5),(3,5), (12, 1).
Od tih 9 tocaka, njih 6 lezi na pravcu'y = 0, Sto vidimo na slici[3.1]

Pravac dobiven metodom najmanjih kvadrata glasi

y =0.09x + 0.032,

Jjer LS nema svojstvo potpune prilagodbe. Buduci da 6 od 9 podataka pripada pravcuy = 0
to je onda upravo LMS pravac.

3.2 Metoda najmanjih odrezanih kvadrata

Druga robusnija alternativa klasi¢noj metodi najmanjih kvadrata koju ¢emo predstaviti je
metoda najmanjih odrezanih kvadrata, tzv. LTS (eng. least trimmed squares). Kao i LMS
metodu, 1 LTS je razvio Rousseeuw [9].
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Slika 3.1: Svojstvo potpune prilagodbe
Procjenitelj metodom najmanjih odrezanih kvadrata definiran je s:
h
5 ) )
p=argmin } e, (3.2)

i=1

gdje 2 predstavlja kvadrate reziduala koji su poredani po veli¢ini od najmanjeg do najveceg,
4. €], < e <---<en,. Zakonstantu h vrijedi 5 < h < n. Ta konstanta odreduje bre-
akdown vrijednost, jer ako bolje pogledamo izraz (3.2, on govori da n — h opaZanja s
najvec¢im vrijednostima reziduala neée utjecati na procjenitelj. Kasnije ¢emo pokazati da
se maksimalna breakdown vrijednost postize za h = |n/2]| + [(k + 1)/2].

Postupak minimizacije (3.2)) moZemo promatrati na sljedeci na¢in: biramo poduzorak
od & opaZanja i trazimo £ minimizirajuci sumu kvadrata reziduala za odabrani poduzorak.

Time dobivamo (Z) kandidata za LTS procjenitelj pa biramo onog s najmanjom vrijednoscu

h 2
Zi=1 ei:n'
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Provjerimo zadovoljava li svojstva (2.1)), (2.2), (2.3). Dokaz sljedeée leme, kao i svih
teorijskih rezultata ovog potpoglavlja mogu se pronaci u [9]].

Lema 3.2.1. Procjenitelj metodom najmanjih odrezanih kvadrata (LTS procjenitelj) je re-
gresijski ekvivarijantan, ekvivarijantan na skaliranje i afino ekvivarijantan.

Dokaz. Slijedi iz sljedecih jednakosti:

h

h h
DG+ 5V =5V B = D (0= B n = €2,
i=1 i=1

i=1

h h
D (€yi = x(BYin = € D (01 = X))
i=1 i=1

h h
D (01 = 5AATB i = D (G = B i
i=1 i=1

Sljedeci teorem govori o breakdown vrijednosti LTS procjenitelja.

Teorem 3.2.2. Breakdown vrijednost procjenitelja metodom najmanjih odrezanih kva-
drata, uz h = |n/2] + |(k + 1)/2], iznosi

[(n—k)/2]+1

n

(3.3)

Dokaz. Kao i kod Teorema [3.1.3|o breakdown vrijednosti LMS procjenitelja, i ovdje pret-
postavljamo da su opazanja u generalnoj poziciji.
Prvo pokazujemo:

—-k)/2]+1
61,2y 02T
n
Bududi dase Z = {(x;,y;) : i = 1,...,n} sastoji od n podataka u generalnoj poziciji, vrijedi

da je
1. .. . . . . o
o= 3 inf {T > 0 : postoji (k — 1)-dimenzionalni potprostor V od {y = 0} kroz ishodiSte
tako da V7 sadrZi najmanje k tocaka x; },
strogo pozitivna vrijednost.

Neka je 8 LTS procjenitelj i H pripadajuca hiperravnina odredena jednadzbom y = xg.
Nadalje, M := max,le;| gdje su e; = y; — x;8 reziduali.
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Sada konstruiramo uzorak Z' = {(x/,y) : i = 1,...,n} nanaCindan — [(n — k)/2] =
L(n + k+ 1)/2] podataka iz Z ostavljamo nepromijenjenima, a ostale podatke zamijenimo s
proizvoljnim vrijednostima.

Dovoljno je pokazati da je ||8 — §’|| ogranic¢eno, gdje je 87 LMS procjenitelj za uzorak
Z’. Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da je S # £, Sto znati da je 1 H #
H’. Ponavljajuéi analogno postupak kao u dokazu Teorema dolazimo do sljedece
nejednakosti:

le}, = eal > p (I8 = B'll = 21|8ll).

Sjetimo se, u uzorku Z’ imamo najmanje | (n + k + 1)/2] > h tocaka koje su iste kaoiu Z.
To znadi da je suma prvih & kvadrata reziduala tih to¢aka manja ili jednaka 2ZM?. Buduéi
da je 8/ LTS procjena za Z’, mora vrijediti

h
D (O] = XB) i < M.
i=1

Ako pretpostavimo da je ||8 — 5’| = 2||B]| + M(1 + \/ﬁ)/p, tada za sve toCke indeksa a iz A
vrijedi
e, = eal > p (I8 = Bl = 21BI) = M(1 + Vh),
pa je
le'| > |e!. — eq| — lea > M(1 + Vh) = M = M h.

Zbog n —|A| < h — 1, slijedi
h

DO = X = (€))7 > M,
i=1

a to je kontradikcija. Dakle, ||B — 5’| < 2||6]| + M(1 + \/71)/,0 < oo za svaki Z’ definiran kao
u dokazu.
Obratna nejednakost

7)< e

slijedi direktno iz Teorema [2.3.2]i Leme[3.2.1] ]
Primijetimo,

. n=Kk/2]+1 1
lim ————— = R
n—oo n 2

odnosno govorit ¢emo da je breakdown vrijednost LTS metode 50%.
Na kraju proSlog potpoglavlja spomenuli smo svojstvo potpune prilagodbe koje ima

LMS procjena. LTS metoda, kao robusna metoda, takoder zadovoljava to svojstvo.
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Korolar 3.2.3. Ako postoji B takav da najmanje %(n + k—1) opaZanja zadovoljava y; = x,8
i opaZanja su u generalnoj poziciji, tada je 8 LTS procjena bez obzira na druga opaZanja.

Primjerice, uzmimo jednostavnu linearnu regresiju i 20 opazanja. Ako 11 opazanja
leZe na istom pravcu tada je to LTS pravac.



Poglavlje 4

Primjeri

4.1 Primjeri iz ekonomije

Ubrzo nakon predstavljanja metoda LMS i LTS, Rousseeuw je zajedno sa B. Daniels i
A. Leroy objavio rad [8] pod nazivom Applying robust regression to insurance u kojem
analiziraju primjere vezane za osiguranja.

Prvi primjer dolazi nam od velikog belgijskog osiguravajuéeg drustva. Tablica
prikazuje mjeseCne uplate iz 1979., godine kada je istjecao ugovor o Zivotnom osiguranju.
Isplate su evidentirane kao postotak od ukupnog iznosa placenog u toj godini. Gledajuéi
ove brojke, primje¢ujemo blagi opadajudi trend tijekom mjeseci. Medutim, u prosincu je
isplacen vrlo velik iznos, Sto je uglavnom posljedica iznimno visoke dodatne mirovine koja
klijentima sjeda. Primjena standardne metode najmanjih kvadrata na ove podatke daje

y = 1.327x - 0.294,

Sto odgovara isprekidanoj liniji na slici Na taj pravac je znaCajno utjecala uplata u
prosincu i ta tocka je outlier u y-smjeru.
Primjena robusnije metode odrezanih kvadrata (LTS) daje

y = —-0.052x + 4.661,

pravac koji nije pod utjecajem outliera odnosno uplate iz prosinca. Na slici je oznacen
punom crtom i jasno je da je on bolje prilagoden vecini tocaka.

28
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mjeseci (x) | uplate (y)
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Tablica 4.1:  MjeseCne
uplate Slika 4.1: Usporedba pravaca za prvi primjer

Drugi primjer takoder je vezan uz jedan doista ekstreman outlier. Tablica[d.2] prikazuje
godis$nje stope rasta prosjecnih cijena u vaznim gradovima Slobodne Kine od 1940. do
1948. Godine 1948. cijene su znacajno porasle zbog ogromne drZavne potrosnje, deficita
u proracunu 1 u konacnici, rata. Sve to dovelo je do hiperinflacije.

Pravac dobiven metodom najmanjih kvadrata glasi

y = 24.845x — 1049.468,
dok je onaj dobiven robusnom metodom odrezanih kvadrata
y=0.110x — 2.792.

Da bismo vidjeli koji od ova dva pravca bolje odgovara podacima, pogledajmo josS jednom

tablicu [4.2] koja navodi procijenjene vrijednosti prema obje metode. Ispostavlja se da je
procjena metodom najmanjih kvadrata loSa za svaku toc¢ku, dok LTS metoda daje vjero-
dostojnu aproksimaciju za veéinu podataka.
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Godina Rastcijena Procjena rasta

(x) (y) LTS LS
40 1.62 1.61  55.67
41 1.63 172 -30.82
42 1.90 1.83  -5.98
43 2.64 1.94  18.87
44 2.05 205 43.71
45 2.13 2.16  68.56
46 1.94 227 93.40
47 15.50 238 118.25
48 364.00 249  143.09

Tablica 4.2: Usporedba metoda za drugi primjer

4.2 Usporedba LTS i LS u jednostavnoj regresiji

Spominjali smo ve¢ kako do outliera moze do¢i kada imamo velik broj podataka i neki su
jednostavno krivo zapisani, preneseni, izmjereni. Zanimljiv je nacin na koji je doslo do
outliera u sljedecem primjeru, preuzetom iz [9].

Naime, radi se o podacima iz jednog statistickog istrazivanja u Belgiji koje je objavilo
Ministarstvo gospodarstva. Istrazivanje sadrzi podatke o desecima milijuna internacional-
nih odlaznih poziva u Belgiji, u periodu od 1950. do 1973. godine, a moZemo ih vidjeti u
tablici4.3| Jasno je da je podaci imaju rastuci trend, ali podaci za pozive uspostavljene od
1964. do 1969. djeluju nestvarno veliko. Sto se dogodilo?

Ispostavilo se da je u tom periodu koriSten drugaciji sustav koji je zapravo prijavlji-
vao ukupan broj minuta ovih poziva umjesto broj poziva kao u drugim godinama (godine
1963. i 1970. takoder su djelomi¢no zahvacene jer se prijelazi nisu dogodili bas na Novu
godinu, pa je broj poziva od nekih mjeseci dodan broju minuta registriranih u preostalim
mjesecima). To je uzrokovalo znacajne outliere u y-smjeru.

Pravac dobiven metodom najmanjih kvadrata (LS) glasi

y = 0.504x - 26.01,

1 on ne odgovara niti dobrim niti loSim podacima, $to se lijepo vidi na slici Prikazan je
isprekidanom linijom i o€ito je da su na njega uvelike utjecali lo$i podaci $to je i uzrokovalo
tako veliki nagib.

Pravac dobiven robusnom metodom najmanjih odrezanih kvadrata (LTS) glasi:

y=0.116x - 5.616.
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Godina Broj poziva

(%) (y)

50 0.44
51 0.47
52 0.47
53 0.59
54 0.66
55 0.73
56 0.81

57 0.88
58 1.06
59 1.20
60 1.35
61 1.49
62 1.61

63 2.12
64 11.90
65 12.40
66 14.20
67 15.90
68 18.20
69 21.20
70 4.30
71 2.40
72 2.70
73 2.90

Tablica 4.3: Broj internacionalnih odlaznih poziva iz Belgije

Na slici prikazan je punom linijom i vidi se da izbjegava outliere, a prati veCinu poda-
taka, odnosno prati dobre podatke.

4.3 Usporedba LMS i LS u viSestrukoj regresiji

Kao zadnji primjer u ovom radu, napravit cemo usporedbu klasi¢ne LS metode i robusne
LMS metode, ali u slucaju visestruke linearne regresije.

Radi se o poznatom primjeru stackloss koji je analiziran u brojnim stru¢nim literatu-
rama od strane mnogih statistiCara, a preuzet je iz [9]. Podaci opisuju rad postrojenja za
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broj poziva
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Slika 4.2: Usporedba LS 1 LTS pravca za internacionalne pozive iz Belgije

oksidaciju amonijaka u duSi¢nu kiselinu i sastoje se od 21 opaZanja koja su navedena u
tablici 4.4, Gubitak (y) potrebno je objasniti intezitetom rada (x;), temperaturom vode
koja rashladuje spremnik (x;) i koncentracijom kiseline (x3). Dakle imamo jednu zavisnu
1 tri nezavisne varijable. Varijabla y zapravo predstavlja deseterostruki postotak ulaznog
amonijaka koji se ne iskoristi.

Procjena dobivena metodom najmanjih kvadrata (L.S) glasi:

y=0.716x; + 1.295x, — 0.152x3 — 39.9.

U slucaju jednostavne regresije, outliere smo mogli vidjeti ,,golim okom” preko slike, dok
sada ne moZemo samo iz jednadZzbe pravca zakljuciti je 1i procjena dobra ili ne. U tome
nam mogu pomoci standardizirani reziduali i Rousseeuw [9]. Oni se raCunaju kao e;/d,
pri ¢emu je o procjena za standardnu devijaciju. Procjenu za o> imamo u izrazu pa
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Indeks Intezitet rada Temperatura Koncentracija kiseline Gubitak

(@) (x1) (x2) (x3) )
1 80 27 89 42
2 80 27 88 37
3 75 25 90 37
4 62 24 87 28
5 62 22 87 18
6 62 23 87 18
7 62 24 93 19
8 62 24 93 20
9 58 23 87 15
10 58 18 80 14
11 58 18 89 14
12 58 17 88 13
13 58 18 82 11
14 58 19 93 12
15 50 18 &9 8
16 50 18 86 7
17 50 19 72 8
18 50 19 79 8
19 50 20 80 9
20 56 20 82 15
21 70 20 91 15

Tablica 4.4: Podaci za primjer stackloss

je

1 n
&= ¢ — ;@i — )2, (4.1)

procjena za standardnu devijaciju o.
Kako bismo bolje interpretirali standardizirane reziduale, Rousseeuw predlaze uvodenje
teZina sa oznakom w;.
w = { 1, ako je le;/d] < 2.5
"1 0, ako je le;/d] > 2.5.
Prema ovome bismo rekli da je podatak dobar ako mu je teZina 1, a outlier ako mu je teZina

0. Granica 2.5 je, naravno, samo predloZena, ali je sasvim razumna jer ako su greske zaista
normalno distribuirane, reziduali ne bi trebali biti veéi od 2.5|67 (viSe o tome u [9]).
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Koristeci formulu 4.1}, procjena standardne devijacije za LS procjenu je & = 3.2434, 1
moZemo racunati standardizirane reziduale. Na slici 4.3 nalazi se graficki prikaz standar-
diziranih reziduala obzirom na redni broj podatka. Crvenom linijom oznacene su granice
—2.512.5. Prema ovoj slici, svi standardizirani reziduali lijepo upadaju unutar granice i
nema outliera. Dakle, gledajuéi jednadzbu LS procjene i graf standardiziranih reziduala
ne bismo mogli tvrditi da je procjena loSa i da outlieri postoje. Radi se o tipi¢nom efektu
maskiranja, jer se ¢ini da nema potrebe za robusnom metodom.

standardizirani reziduali

| | | | |
0 2 10 15 20

redni broj podatka

Slika 4.3: Standardizirani reziduali LS procjene

Promotrimo sada LMS procjenu. Ona nas dovodi do jednadZbe
y =0.714x; + 0.357x, — Ox3 — 34.25.

Prema [9]], standardna devijacija o moZe se takoder procijeniti na robusniji nacin. Po¢injemo
od izra¢una s° koji se temelji na minimalnom medijanu reziduala i korekcijskom faktoru

koji ovision i k:
5 -
5" = 1.4826(1 + —)  [med e2(B).
n—k i
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Objasnjenje zasto se koriste faktori 1.48261 1 + 5/(n — k) moZe se naci u [9].
Sljedeéi korak je uvodenje novih teZina obzirom na s°.

_ [ 1.akojele;/s’| <2.5
“i=N 0, ako je le;/s%] > 2.5.

Pomocu navedenih teZina, dobije se konacni robusniji procjenitelj standardne devijacije za
LMS regresiju

4.2)

Na ovakav procjenitelj, outlieri nemaju utjecaja. Koriste¢i formulu[d.2)procjena standardne
devijacije za LMS procjenu u ovom primjeru je o* = 1.2076 $to je manje od & = 3.2434
kod LS procjene. Sada moZemo izradunati i standardizirane reziduale e;/c> obzirom na
novu procjenu. Na slici prikazani su standardizirani reziduali LMS procjene obzirom
na redni broj podatka. Sada jasno vidimo da su podaci pod rednim brojevima 1,3,4,21
outlieri, a drugi po redu podatak je na granici da bude outlier.

Ovaj primjer jo$ jednom ukazuje na opasnost oslanjanja na klasi¢nu LS procjenu. Po-
trebno je usporediti standardizirane reziduale metode najmanjih kvadrata i neke robusne
metode. Ako se rezultati dva postupka u velikoj mjeri slazu, tada se LS procjeni moze vje-
rovati. Ako se razlikuju, robusna metoda treba se upotrijebiti kao pouzdan alat za procjenu
parametara.

Tijekom sedamdesetih i osamdesetih godina proslog stoljeca statistiCari su uvelike
objavljivali nove radove i knjige na temu robusnih metoda u statistici. Ipak, do danas,
ne mozemo reci da je neka od robusnijih metoda postala opée prihvacena kao standardna
metoda. Prednosti LMS 1 LTS metode su svakako njihova dobra svojstva, kao Sto su ek-
vivarijantnost, potpuna prilagodba i maksimalna breakdown vrijednost. Njihova mana je
manjak efikasnosti i velika racunska sloZenost u slucaju velikog broja podataka. Zbog toga
nije ¢udno Sto su brojni statisti¢ari smatrali klasi¢cnu LS metodu dovoljno robusnom. Algo-
ritmi robusnih metoda dugo nisu uopce bili implementirani u statisticke pakete. Medutim
1 to se mijenja, nove modernije knjige govore viSe o robusnim metodama, a i danas sta-
tisticki softverski paketi poput R-a imaju alate za robusnu regresiju i metode poput LMS 1
LTS se viSe koriste.



POGLAVLIJE 4. PRIMJERI

standardizirani reziduali
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Slika 4.4: Standardizirani reziduali LMS procjene
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Dodatak A

R kod Kkoristen u primjerima

Slika

data=read . table (" primjerl . txt”,header = TRUE)
x=data$x

y=data$y
plot(x,y,pch=19,col="red”,Ilwd=6,ylim=c(1.2,2.5),
xlab ="x",ylab ="y”,bty="1")

fit=lm(y™x)

abline (fit ,col="blue”)

Slika[2.1b

data=read . table (" primjer2.txt”,header = TRUE)
x=data$x

y=data$y
plot(x,y,pch=19,col="red”,Ilwd=6,ylim=c(1,5),
xlab ="x",ylab ="y”,bty="1")

fit=lm(y~™x)

abline (fit ,col="blue”)

Slika 2.2t

data=read. table (" primjer3.txt”,header = TRUE)
x=data$x

y=data$y
plot(x4,y4,pch=19,col="red”,lwd=6,ylim=c(0,6),
xlim=c(1.5,2.5),xlab ="x",ylab ="y”,bty="1")
fit=lm(y~™x)

abline (fit ,col="blue”)

Slika 2.2
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data=read.table (" primjer4 . txt”,header = TRUE)
x=data$x

y=data$y
plot(x4,y4,pch=19,col="red”,lwd=6,ylim=c(0,6),
xlim=c(1.5,4.5),xlab ="x",ylab ="y”,bty="1")
fit=lm(y™x)

abline (fit ,col="blue”)

Slika 2.3k

data=read.table (”leverage . txt”,header = TRUE)
x=data$x

y=data$y
plot(x5,y5,pch=19,col="red”,lwd=6,ylim=c(1,5),
xlim=c(0.5,5),xlab ="x",ylab ="y”,bty="1")
fit=lm(y5~x5)

abline (fit ,col="blue”)

points (4.2 ,4.4 ,pch=19,col="green” ,lwd=7)

Slika 3.1k

x_i=c(-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,12)
y_i=¢(0,0,0,0,0,0,-5,5,1)
plot(x_.i,y_i,pch=19,col="red”,Ilwd=3,xlab ="x",
ylab ="y” ,bty="1")

fitl=lm(y_i~x_1)

fitl

# Call:

# Im(formula = y_ i 7 x_.1)

# Coefficients:

# (Intercept) X _1

# 0.03194 0.08907

abline (fitl ,col="blue”,lwd=2,1ty =2)
library (MASS)

fit2=Imsreg(y_-i~x_1)

fit2

# Call:

# lgs . formula (formula = y_i © x_.i, method = "Ims”)
# Coefficients:

# (Intercept) X_i

# 0 0

abline (fit2 ,col="blue”,lwd=1)
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legend(—-4.,4, legend=c(”LMS”, "LS”),
col=c(”blue”, ”blue”), Ity = 1:2,text.font = 2 ,Iwd=2)

Slika 4.1k

data=read.table (”insurance.txt”,header = TRUE)
x=data$mjeseci

y=data$uplate
plot(x,y,pch=19,col="red”,Ilwd=5,xlab ="mjeseci”,
ylab ="uplate”,bty="1")

fitl=Im(y~™x)

fitl

# Call:

# Im(formula =y 7 x)

# Coefficients:

# (Intercept) X

# -0.2939 1.3273

abline (fitl ,col="blue”, 1ty =2)

library (MASS)

fit2=1tsreg(y™x)

fit2

# Call:

# lgs . formula (formula =y ~ x, method = "1ts”)
# Coefficients:

# (Intercept) X

# 4.661 -0.052

abline (fit2 ,col="blue”,lwd=2)

legend (2,35, legend=c(”’LTS”, “LS”),
col=c(”blue”, ”blue”), Ity = 1:2,text.font = 2 ,Iwd=2)

Slika 4.2}

data=read.table (" phonecall.txt”,header = TRUE)
x=data$godina

y=data$pozivi
plot(x,y,pch=19,col="red”,Ilwd=3,xlab ="godina”,
ylab ="broj poziva”,bty="1")

fitl=Im(y™x)

fitl

# Call:

# Im(formula =y 7 x)

# Coefficients:
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# (Intercept) X

# -26.0059 0.5041

abline (fitl ,col="blue”, 1ty =2)

fit2=1tsreg (y™x)

fit2

# Call:

# lgs . formula(formula =y ~ x, method = 71ts”)
# Coefficients:

# (Intercept) X

# -5.6162 0.1159

abline (fit2 ,col="blue”,lwd=2)

legend (50,15, legend=c(”LTS”, "LS”),
col=c(”blue”, ”blue”), Ity = 1:2,text.font = 2 ,Iwd=2)

Slika 4.3k

data=read.table (” gubitak . txt”,header = TRUE)

attach (data)

model=Im( gubitak "intezitet+temperatura+koncentracija)
summary ( model )

# Call:

# Im(formula = gubitak ~ intezitet + temperatura

+ koncentracija)

# Residuals:

# Min 1Q Median 3Q Max

# -7.2377 -1.7117 -0.4551 2.3614 5.6978

# Coefficients:

# Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

# (Intercept) -39.9197 11.8960 —-3.356 0.00375 =
# intezitet 0.7156 0.1349 5.307 5.8e—-05 sxx
# temperatura 1.2953 0.3680 3.520 0.00263 xx
# koncentracija —-0.1521 0.1563 -0.973 0.34405

# o———

# Residual standard error: 3.243 on 17 degrees of freedom
# Multiple R-squared: 0.9136, Adjusted R-squared: 0.8983

# F—statistic: 59.9 on 3 and 17 DF, p-value: 3.016e-09
y_procjena=0.716x1intezitet +1.295«xtemperatura
-0.152«xkoncentracija —=39.9

sigma=sqrt ((1/17)*(sum((y—y_procjena)”~2)))

# primijetimo da je sigma jednaka Residual standard error
# kod ispisa summary(model)



plot(c(1:21),(y-y_-procjena)/sigma,pch=19,lwd=2,col="blue”,
ylim=c(-3,3),xlim=c(0,22),xlab ="redni broj podatka”,
ylab ="standardizirani reziduali”)

abline (h=-2.5,col="red”,lwd=2)

abline (h=2.5,col="red”,lwd=2)

Slika (4.4t
data=read.table (” gubitak. txt”,header = TRUE)
attach (data)

model_Ims=Imsreg (gubitak "intezitet+temperatura+koncentracija)
model_lms

# Call:

# 1qs.formula(formula = gubitak ~ intezitet + temperatura
# + koncentracija ,

# method = ”Ims™)

# Coefficients:

# (Intercept) intezitet temperatura koncentracija
# —3.425e+01 7.143e-01 3.571e-01 5.146e-16

y_procjena=0.714xintezitet +0.357«temperatura
—-0Oxkoncentracija —34.25

sigma=1.2076

plot(c(1:21),(y-y-procjena )/sigma,pch=19,lwd=2,col="blue”,
ylim=c(-8,8),xlim=c(0,22),xlab ="redni broj podatka”,
ylab ="standardizirani reziduali”)

abline (h=-2.5,col="red”,lwd=2)

abline (h=2.5,col="red”,lwd=2)



Sazetak

Robusne statisticke metode osmisljene su kako bi se suzbili neki od problema koji se po-
javljuju kod klasi¢ne statisticke analize, kao $to su odstupanja od pretpostavki modela ili
neuobicajene vrijednosti (outlieri). Posebno, kod procjene parametara modela linearne re-
gresije, standardna metoda najmanjih kvadrata veoma je osjetljiva na opazanja koja znatno
odstupaju od ostalih.

Nakon predstavljanja op¢ih modela jednostavne linearne regresije, viSestruke linearne
regresije i metode najmanjih kvadrata, uvedene su dvije mjere robusnosti - breakdown vri-
jednost 1 funkcija utjecaja. Zatim su prikazane dvije robusne metode, metoda najmanjeg
medijana kvadrata odstupanja i metoda najmanjih odrezanih kvadrata. Za te dvije me-
tode dokazano je da postizu maksimalnu breakdown vrijednost. U konacnicli, ilustrirani
su primjeri na stvarnim podacima radi usporedbe klasicne metode najmanjih kvadrata sa
robusnim metodama. Primjeri su radeni u programskom jeziku R.



Summary

Robust statistical methods are designed to combat some of the problems that arise in classi-
cal statistical analysis, such as deviations from model assumptions and outliers. In particu-
lar, when estimating the parameters of a linear regression model, the standard least squares
method is very sensitive to observations that deviate significantly from the others.

After presenting the general forms of the simple linear regression model, multiple linear
regression and the least squares method, two measures of robustness were introduced -
the breakdown value and the influence function. Furthermore, two robust methods are
presented, the least median squares method and the least trimmed squares method. These
two methods have been shown to achieve a maximum breakdown value. Finally, examples
with some real data and a comparison of the classical least squares method with robust
methods are illustrated, using the programming language R.
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