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Uvod

Vjerojatnosna metoda je jedan od najvaZnijih alata koji se koriste primarno u kombinato-
rici, ali i u ostalim podruc¢jima matematike. Osnovna ideja vjerojatnosne metode je vrlo
jednostavna: da bismo pokazali da postoji objekt koji zadovoljava odredena svojstva, kons-
truiramo odgovarajuci vjerojatnosni prostor i dokazemo da slucajno odabrani objekt iz tog
prostora zadovoljava traZzena svojstva s vjerojatnos¢u strogo vecom od 0. Alternativno, ako
dokaZemo da je vjerojatnost strogo manja od 1, onda to implicira da postoji objekt koji ne
zadovoljava traZzena svojstva.

Osim u kombinatorici, vjerojatnosna metoda se primjenjuje i u teoriji brojeva, teoriji
skupova, linearnoj algebri pa ¢ak 1 matemati¢koj analizi.

Iako je po prirodi nekonstruktivan alat, vjerojatnosna metoda Cesto daje konkretne
ograde na matematicke vrijednosti. Zbog toga je u dokazima rasprostranjena uporaba ne-
jednakosti te asimptotskih ocjena (veliko i malo O notacija).

U ovom ¢e se radu obraditi neki uvodni primjeri koji ¢e dati uvid u nacin razmisljanja
prilikom koriStenja vjerojatnosne metode. Zatim Ce se uvesti vrlo vazan pojam - mate-
mati¢ko ocekivanje, koje je klju¢no za mnoge dokaze kojima ¢emo se baviti u ovom radu.
Na koncu ¢emo prezentirati neke naprednije alate vjerojatnosne metode, poput Lovaszeve
lokalne leme. Spomenut ¢e se i koncentracijske nejednakosti koje opisuju odstupanje
slucajne varijable od neke konkretne vrijednosti, primjerice ocekivanja te varijable.



Poglavlje 1

Uvodni primjeri

1.1 Definicije asimptotskih oznaka

Prije nego zapo¢nemo s radom, prisjetimo se nekih potrebnih definicija koje ¢e se koristiti
u ovom radu.

Definicija 1.1.1. Neka su f i g dvije realne funkcije definirane na nekom podskupu realnih
brojeva. Tada pisemo:

o f(x) = O(g(x)) ako postoje konstante N i c takve da |f(x)| < c|g(x)| za sve x > N

o f(x) = Q(g(x)) ako g(x) = O(f(x))

e f(x) = o(g(x)) ako li S 0
x—e0 g(x)

o f~gako f(x) = (1 +o(1))g(x)
Intuitivno, veliko O notacija oznaCava da je funkcija f asimptotski ograni¢ena funkci-
jom g, do na konstantu.

Malo o notacija znaci da funkcija g raste mnogo brZe nego funkcija f.
Konacno, f ~ g znaci da se f i g slicno ponaSaju asimptotski.

1.2 Ramseyevi brojevi

Rad ¢emo zapoceti jednim od najpoznatijih primjera uporabe vjerojatnosne metode. Prije
toga, uvodimo nekoliko osnovnih definicija.

Definicija 1.2.1. Graf je uredeni par (V, E) gdje je V skup vrhova, a E je skup dvoclanih
podskupova od V, koje zovemo i bridovi.
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Definicija 1.2.2. Potpuni grafje graf u kojem je svaki par vrhova povezan bridom. Potpuni
graf s n vrhova oznacavamo K,,.

Prazan graf je graf kojem je skup bridova prazan skup. Prazan graf's n vrhova oznacavamo
N,.

Definicija 1.2.3. Inducirani podgraf grafa (V, E) induciran skupom V' je podgraf G(V', E’)
gdje je V' zadani podskup od V, a E’ je skup svih bridova ¢ija su oba kraja u 'V'.

Sada moZemo definirati Ramseyeve brojeve.

Definicija 1.2.4. Ramseyev broj R(k, 1) definira se kao najmanji prirodni broj n takav da
bilo koji graf sa n vrhova sadrZi ili potpun inducirani podgraf K, ili prazan inducirani
podgraf N,.

Zanimljiva interpretacija Ramseyevih brojeva je sljedeca: broj R(k,[) jednak je mi-
nimalnom broju gostiju koje moramo pozvati na druZenje tako da se barem k gostiju
medusobno poznaju ili barem [ gostiju medusobno ne poznaju.

Ramsey je prvi dokazao da je R(k, /) konaCan za sve prirodne brojeve k 1 [. Vrijednosti
Ramseyevih brojeva je iznimno tesko izraCunati te ih je poznato tek nekoliko. Prema [6],
najbrzi poznati algoritam za racunanje Ramseyevih brojeva je eksponencijalne brzine s
obzirom na broj vrhova.

Nama ¢e od posebnog interesa biti takozvani dijagonalni Ramseyevi brojevi R(k, k).
Sada predstavljamo rezultat poznatog madarskog matemati¢ara Paula Erddsa, koji je je-
dan od najpoznatijih primjera uporabe vjerojatnosne metode, a koji daje donju granicu na
dijagonalne Ramseyeve brojeve.

Teorem 1.2.5. Za svaki k > 3 vrijedi
R(k, k) > 24>

Dokaz. Neka je G “’slucajan graf” na skupu od n vrhova te neka za svaki par vrhova vrijedi

da formiraju brid s vjerojatno$éu 1, nezavisno od ostalih bridova.

2 2
Oznacimo
A = {G sadrZi potpun ili prazan podgraf s k vrhova}

Uzmimo skup od k vrhova. Vjerojatnost da je taj skup potpun podgraf je jednaka
p= 2_(12()

jer potpuni graf sadrzi (’;) bridova, a svaki se s vjerojatnoscu % pojavljuje u grafu.
Analogno, vjerojatnost da je skup od k vrhova prazan podgraf je

p=20
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U grafu s n vrhova postoji (Z) podgrafova s k vrhova. Sada zbog o-subaditivnosti
vjerojatnosti vrijedi

H-(%)
P(A) < 2( k)z

Preostaje da izaberemo n takav da je posljednji izraz manji od 1, to jest Zelimo izabrati
n tako da vrijedi
n k
27 ]27@ <1
4
Iz nejednakosti (Z) < n*, dobivamo dovoljan uvjet na n:

< 20)

Ako vrijedi n < 2¥%7! onda gornji uvjet zaista vrijedi. Dakle, postoji barem jedan graf
s {2"/ 2‘1J vrhova koji ne sadrZi niti potpun niti prazan podgraf s k vrhova.
Iz definicije Ramseyevih brojeva proizlazi R(k, k) > 25/~ §to smo i htjeli pokazati.
O

Koristenjem “ostrijih” nejednakosti u gornjem dokazu moze se poboljsati donja gra-
nica. U [3] je pokazano da vrijedi

R(k, k) > (;)kzk/z.
eV2 + o(1)
Napomena 1.2.6. Primijetimo da smo u dokazu prethodnog teorema koristili vjerojatnosnu
metodu na “obratan” nacin. Definirali smo dogadaj A i dokazali smo da je njegova vje-
rojatnost strogo manja od 1. To pak dokazuje da je vjerojatnost komplementa dogadaja A
strogo veca od 0, sto je u sustini ono sto Zelimo dokazati.
Dokaz se moZe provesti i za komplement dogadaja A, to jest za

A€ = (G ne sadrzi niti prazan niti potpun podgraf s k vrhova)

ali racun je u tom slucaju ponesto kompliciraniji.

1.3 Bojenje hipergrafa

Hipergrafovi su poopcenje grafova. U ovom poglavlju bavit ¢emo se iskljucivo k-uniformnim
hipergrafovima.

Definicija 1.3.1. Hipergraf je uredeni par H(V, E) gdje je V skup vrhova, a E je skup
podskupova od V koje zovemo bridovima. k-uniformni hipergraf je hipergraf u kojem svi
skupovi u E sadrZe tocno k bridova.
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Primijetimo da je obicni graf zapravo 2-uniformni hipergraf.

Definicija 1.3.2. KaZemo da je hipergraf 2-obojiv ako njegove vrhove moZemo obojati u
dvije razlicite boje tako da nijedan brid nije monokromatski, tj. ako nisu svi vrhovi u
Jjednom bridu iste boje.

Definicija 1.3.3. Neka je m(k) najmanji broj bridova k-uniformnog hipergrafa koji nije
2-obojiv.

Primjerice, m(2) = 3 jer trokut nije 2-obojiv. Vrijednosti ove funkcije ubrzo postaju
prevelike da bi se mogle izraCunati. Znamo da vrijedi m(3) = 7 1 m(4) = 23, ali m(5) nije
poznato.

Prvo ¢emo dokazati jedan rezultat koji se pripisuje Erd6su.

Propozicija 1.3.4. Svaki k-uniformni hipergraf s manje od 2*=' bridova je 2-obojiv, to jest
m(k) > 251,

Dokaz. Neka je H(V, E) k-uniformni hipergraf s manje od 2*~! bridova. Neka je svaki vrh
obojan plavom ili crvenom bojom, oboje s vjerojatnoscéu %
Prvo definirajmo dogadaje A, kao

A, = {brid e je monokromatski}.

Fiksiramo li neki konkretan brid, vjerojatnost da je on monokromatski je jednaka 2'*,
Dakle, P(A,) = 2!+,
Tada vrijedi

P(postoji monokromatski brid) < Z P(A,) < 2K1. 27 =

ecE

Dakle postoji 2-bojenje hipergrafa koji ima manje od 2! bridova takvo da ne postoji
monokromatski brid.
O

U [5)] je dokazan sljedeci teorem.
Teorem 1.3.5. Ako postoji p € [0, 1] takav da vrijedi n(1-p)*+n*p < 1, onda m(k) > 2*'n.

Kao posljedicu ovog teorema dobijemo bolju donju granicu na broj m(k).

k 1/2
_ o k
o)

Korolar 1.3.6. Vrijedi
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Dokaz. 1z nejednakosti 1 — p < e77 slijedi
n(1 = p)* +n’p < ne ™ +n’p (1.1)

Funkcija f(p) = ne ”* + n?p poprima minimum za p = %ln(k/n). Uvrstimo li ovaj p u

(L.1), dobijemo
2

n(l = p) +n2p < %(1 + In(k/n))

Dakle, ako vrijedi nejednakost

)
?(1 + In(k/n)) < 1,

onda je ispunjena pretpostavka teorema Nejednakost vrijedi za svakin = c(k/ Ink)!/2
gdje je ¢ < V2 te k dovoljno velik. O

Erdés je, izmedu ostalog, dokazao i sljedeci teorem.

Teorem 1.3.7. Vrijedi

m(k) < (1 + 0(1))61%2182"

Dokaz. Iznijet cemo samo ideju dokaza, cijeli dokaz se moZe pronaci u [J5]].
U ovom dokazu, pocinjemo samo sa skupom vrhova V, te neka je |V| = v. Neka su
S1,82,...8,, slucajno izabrani k-Clani podskupovi od V (bridovi).
Za svako bojanje y definiramo dogadaj A, da nijedan S; nije monokromatski. NasS je
cilj izabrati m 1 v takve da vrijedi
Z P(A,) < 1
X

Ako u bojanju y obojimo a vrhova jednom bojom, a b vrhova drugom bojom (gdje je
b =v —a), onda vrijedi
a b
(2)+ ()

(k)
jer postoji ukupno (Z) k-Clanih podskupova od V, a od njih su (Z) + (
Ovaj je izraz minimalan kada je a = b. Tada vrijedi

P(S; je monokromatski) =

b

k) monokromatski.

P(S; je monokromatski) > p

v/2
gdjeje p = 2@

()
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Vrijedi P(A,) = (1 — p)" jer su §; odabrani nezavisno jedni od drugih.
S obzirom na to da postoji 2" mogucih bojanja grafa, iz o-subaditivnosti vjerojatnosti
proizlazi

Z P(A,) < 2°(1 - p)"
X

vin2

Moze se pokazati da za m = [ ], vrijedi 2'(1 — p)" < 1, pa imamo m(k) < m. Pre-
ostaje minimizirati v/p. KoriStenjem nekih poznatih nejednakosti 1 metoda matematicke
. N X . . 2 . “
analize, pokaze se da je optimalna vrijednost v = %, Sto daje konacan rezultat.
O

1.4 Kombinatorna teorija brojeva

U ovom poglavlju pokazat ¢emo jos jedan Erdsev teorem. Dokaz teorema je utoliko ljepsi
1 elegantniji jer sam teorem naoko nema veze s vjerojatnoscéu.

Definicija 1.4.1. KaZemo da je skup X bez sume ako za svaki a, b € X vrijedia + b ¢ X.

Teorem 1.4.2. Svaki skup n cijelih brojeva razlicitih od O sadrzi skup bez sume A takav da
vrijedi |A| > in.

Dokaz. Neka je B = {by, b, ...b,} skup n cijelih brojeva razli¢itih od 0. Nadalje, neka je
p = 3k+2 bilo koji prosti broj koji je barem dvostruko veéi od najvece apsolutne vrijednosti
brojeva b;. Dakle

p>12 max |bi]

Neka je sad C = {k+ 1,k + 2,...2k + 1}. C je skup bez sume te ujedno i podskup
ciklicke grupe Z,, te vrijedi
Il k+1 . 1
p—1 3k+1 3
Neka je x prirodan broj izabran na uniforman nacin iz skupa {1,2, ... p — 1} te neka su
d; definirani kao d; = xb; mod p. Fiksiramo li i te pustimo da x prolazi po brojevima iz
skupa {1,2, ... p — 1}, dobijemo da d; prolazi po svim elementima skupa Z, pa vrijedi

IC| 1
>_
-1 3

P(d; € C) =
p

Sad znamo da je ocekivani broj elemenata b; takvih da je d; u C barem n/3. To znaci
da postoji neki x te skup A = {ay,...a,} C B takav da vrijedi |A| > n/3 te su d; definirani s
d; = xa; mod p sviu C. A je ocito skup bez sume, jer u suprotnom bi imali xa, +xa, = xas
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mod p zaneke a;, a,, as iz A §to je kontradikcija s ¢injenicom da je C skup bez sume. Ovim
je dokaz zavrSen.
]

Napomena 1.4.3. Primijetimo da smo u dokazu prethodnog teorema radili u ciklickoj
grupi Z, gdje je p odabran na odgovarajuci nacin. Odabrali smo p dovoljno velik, tako da
se sve operacije u skupu B (koji je podskup od Z) sad odvijaju u skupu Z,. Ovo je mnogo
zgodnije za racunanje jer je Z, konacna grupa, a time §to je p prosti broj, osigurali smo
da je Z, i polje. [4]

Napomena 1.4.4. Vazno je primijetiti da je dokaz teorema prvi dokaz u kojem se
koristi matematicko ocekivanje. Ocekivanje je jedan od najbitnijih alata vjerojatnosne
metode te cemo se susretati s njim u daljnjem radu.



Poglavlje 2

Matematicko ocekivanje

2.1 Svojstva matematickog ocCekivanja

Matemati¢ko ocekivanje je vrlo mocan alat ¢ija je primjena klju¢na u mnogim rezultatima
vjerojatnosne metode. Jedno od najvaznijih svojstava matematickog ocekivanja u primje-
rima vjerojatnosne metode je linearnost.

Jo§ jedno bitno svojstvo je navedeno u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 2.1.1. Neka je X slucajna varijabla te E[X] njezino matematicko ocekivanje.
Tada postoji elementarni dogadaj w, takav da vrijedi X(w;) > E[X] te elementarni dogadaj
w, takav da vrijedi X(w,) < E[X].

Dokaz. Dokazat ¢emo prvi slucaj, a drugi se dokazuje analogno. Pretpostavimo da za
svaki w € Q vrijedi X(w) < E[X]. Tada zbog monotonosti integrala vrijedi

E[X] = f X(w) dP(w) < f E[X]dP(w) = E[X]
Q Q

Dobili smo kontradikciju pa mora postojati neki w; € Q takav da X(w;) > E[X]. O

Prethodna propozicija omogucuje nam da ocjenjujemo vrijednost slucajne varijable s
obzirom na njezino matematicko ocekivanje.

Primjer 2.1.2. Pronadimo ocekivani broj fiksnih tocaka slucajne permutacije o na skupu
{1,...n}.

Definirajmo slucajnu varijablu X kao broj fiksnih tocaka permutacije o. Neka su
sluc¢ajne varijable X; zadane kao indikatorske varijable dogadaja {o(i) = i}. Tada vri-
Jjedi

X=X+ +X,



POGLAVLJE 2. MATEMATICKO OCEKIVANJE 10

S obzirom na to da su X; indikatorske varijable, imamo
1
E[X;] = P(c()) = 1) = —
n

Sada linearnost matematickog ocekivanja povlaci

E[X]:E[X1]+-~-+E[X,,]:%+~~-+%:1

Dakle, slucajna permutacija u prosjeku ima jednu fiksnu tocku.

2.2 Primjeri koriStenja matematickog ocCekivanja

Pocinjemo s jednim primjerom iz teorije grafova. Bit ¢e nam potrebna definicija bipartitnog
grafa za nastavak.

Definicija 2.2.1. Bipartitan graf je graf G = (V, E) takav da se skup vrhova V moZe parti-
cionirati u dva skupa A i B takva da svaki brid e € E spaja jedan vrh iz A s jednim vrhom
iz B.

Teorem 2.2.2. Neka je G = (V,E) graf s n vrhova i e bridova. Tada G sadrZi bipartitan
podgraf s barem e/2 bridova.

Dokaz. Neka je T skup zadan na sljedeci nacin: za svaki vrth v € V neka vrijedi P(v € T') =
1/2, nezavisno od ostalih vrhova. Nekaje B=V \ T.

Brid {x, y} zvat ¢emo prijelazni ako je tocno jedan od vrhova x i y u T. Neka je X
slucajna varijabla koja oznacava broj prijelaznih bridova. Tada moZemo zapisati

X,y su indikatorske slu¢ajne varijable dogadaja {xy je prijelazni brid}. Vrijedi

1
E[Xxy] = 5

pa iz linearnosti matematickog ocekivanja slijedi

{x.yleE

Sad iz propozicije [2.1.1] dobijemo da postoji skup 7 takav da vrijedi X > e/2 za taj
skup T'. Skup prijelaznih bridova odreden tim skupom 7 €ini traZeni bipartitni podgraf.
i
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Sad ¢emo pokazati jedan rezultat iz linearne algebre, a tiCe se balansiranja vektora.

Teorem 2.2.3. Neka su vy, v,,...v, jedinicni vektori u R". Tada postoje €, . .. €, takvi da
€ = x1 ivrijedi
llews + -+ + el < Vn.

Takoder postoje €1, . . . €, takvi da €; = 1 te vrijedi
llew: + -+ + vl > V.

Dokaz. Odaberimo €, . .. €, na uniforman nacin iz skupa {—1, 1}, nezavisno jedne od dru-
gih. Definiramo slu¢ajnu varijablu

2
X =|lev)+ -+ vl

Raspisivanjem dobijemo
n n
X = ZZQEJV,’ . Vj
i=1 j=1

Zbog linearnosti ocekivanja vrijedi

E[X] = E[Eiej]v,- *Vj
i=1 j=1

Ako je i # j, onda E[ge;] = E[g]E[€;] = 0. Ako je i = j, onda E[ge;] = E[el.z] =1.
Dakle u gornjoj sumi preZive samo ¢lanovi s istim indeksom:

n

E[X]:Zvi-vi:n

i=1

Sad iz Propozicije [2.1.1]slijedi da postoje odabiri koeficijenata ¢; takvi da vrijedi X < n
1 X > n. Rezultat dobijemo uzimanjem drugog korijena. O

Slijedi vrlo zanimljiv problem u kojem imamo zadanu n X n resetku Zarulja te su dani
prekidaci za pojedine retke i stupce. Prekida¢i mijenjaju stanje svih Zarulja u nekom
retku ili stupcu - ako je Zarulja bila upaljena, onda ¢e se pritiskom prekidaca ugasiti i
obratno. Zelimo maksimizirati broj upaljenih Zarulja uz neku zadanu poéetnu konfigura-
ciju. ZapiSimo problem matematicki.

Problem 2.2.4. Neka je dana nxn matrica A = (a;;) gdje su svi a;j jednaki —1ili 1. Brojevi
a;j predstavljaju stanje Zarulje na mjestu (i, j), gdje 1 oznacava da je Zarulja upaljena, a
—1 da je ugasena.
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Slicno, neka su prekidaci oznaceni s x; (redovi) te y; (stupci). Ako je x; = —1, onda je
prekidac u i-tom retku upaljen. Analogno za y;.
Cilj problema je maksimizirati sljedecu vrijednost:

n

Z aijXiyj

ij=1
Primijetimo da je prethodna vrijednost zapravo jednaka broju upaljenih Zarulja minus
broj ugasenih Zarulja.
Sljedeci teorem daje donju medu na vrijednost iz prethodnog problema.

Teorem 2.2.5. Neka su dani brojevi a;; € {=1,1} za i, j = 1,...n. Tada moZemo izabrati
brojeve x;,y; € {—1, 1} takve da vrijedi

g 2
> ayxy; 2 [\E T o(l)]n”

i.j=1

Dokaz. Neka su yy, ...y, uniformno odabrani iz skupa {—1, 1}, nezavisno jedni od drugih.
To znaci da su prekidaci za stupce upaljenti ili ugaSeni na proizvoljan nac¢in. MoZemo oda-
brati x;-eve koristeci sljedecu taktiku: ako je suma i-tog reda negativna, upalimo prekidac
x; pa Ce postati pozitivna. Ako je suma i-tog reda pozitivna, ne diramo nista.
n
Neka je R; = Zl a;y;te R = Y IR;|. Primijetimo da R; oznaCava sumu i-tog reda, a R

i
konac¢nu sumu (s obzirom na taktiku koju smo iznijeli gore).

R; je suma n nezavisnih slucajnih varijabli koje poprimaju vrijednosti —1 1 1. Aproksi-
miramo R; pomocéu vnZ, gdje je Z standardna normalna slu¢ajna varijabla. Tada vrijedi

E[IRi] ~ B[| VaZ|| = \E Vi

Ova Cinjenica vrijedi jer je |Z| apsolutna vrijednost standardne normalne varijable, Sto
je opet slucajna varijabla, ali s ocekivanjem 2/x.
Iz linearnosti oc¢ekivanja slijedi

B[R] = ) E[IR{] ~ \/gn”
i=1

Posljednju asimptotsku jednakost mozemo zapisati 1 kao

E[R] = [\/2 - 0(1)]n3/2
T
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2
Dakle postoji odabir yy, ...y, takav da R > (\/j + 0(1))n3/ 2, a x; su izabrani na gore
T

opisani nacin.
O

2.3 Prepravci

”Naivna” vjerojatnosna metoda sastojala se od toga da definiramo adekvatni vjerojatnosni
prostor i onda pokaZzemo da objekt sa Zeljenim svojstvima postoji s pozitivnom vjero-
jatno8¢u. Medutim, ponekad nam to nije dovoljno - slucajni objekt ne mora imati trazeno
svojstvo, ali pomocéu malih prepravaka mozemo doci do Zeljenog objekta.

Ideja je sljedeca: pretpostavimo da Zelimo dokazati da postoji objekt O. Prvo dokazemo
da s pozitivnom vjerojatnoscu postoji objekt O’ koji je sliCan” objektu O. Zatim prepra-
vimo objekt O’ tako da dobijemo objekt O, ali da vjerojatnost joS uvijek ostane pozitivna.

PokaZimo sad na primjeru kako se prepravci koriste. Prvo uvedimo jednu definiciju.

Definicija 2.3.1. Stupanj nezavisnosti grafa G(V, E), u oznaci a(G), je kardinalitet najveceg
praznog podgrafa induciranog nekim podskupom od V. Konkretno, a(G) > t znaci da pos-
toji t vrhova bez bridova medu njima.

Sada ¢emo iskazati i dokazati teorem koji se jo§ naziva i mali Turdnov teorem, po

madarskom matemati¢aru Palu Turédnu.
Teorem 2.3.2. Neka je G(V, E) graf s n vrhova te % bridova, d > 1. Tada vrijedi a(G) > 3.

Dokaz. Neka je S C V slucajan skup definiran pomocu izraza

PveS)=p
gdje je p € [0, 1] (kasnije ¢emo ga utvrditi) te su dogadaji {v € S} nezavisni. Neka je X
slucajna varijabla jednaka kardinalitetu skupa S te neka je Y jednako broju bridova medu
vrhovima iz S.

Neka su sad Y, indikatorske slu¢ajne varijable dogadaja {e = {i, j} € S}. Tada moZemo
zapisati Y kao Y = ) g Y.. Vrijedi

E[Y,]=P(Y,)=P@i,jeS)=p’

Iz linearnosti ocekivanja slijedi

nd
BlY]= ) p'= =7
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Takoder vrijedi E[X] = np pa imamo

E[X — Y] = E[X] - E[Y] = np — %pz

1
Sad izaberimo p = y da bismo maksimizirali ovaj izraz. Dobijemo

n
BIX-Y]=

n

Dakle postoji skup S takav da je broj vrhova minus broj bridova u njemu barem 5.
Sada na red dolazi prepravak: izaberimo jedan vrh iz svakog brida iz S 1 obriSimo ga. Tada
nam ostaje skup S s barem 55 vrhova. S obzirom na to da smo “unistili” sve bridove, S*
je skup od barem 55 vrhova bez bridova, $to dokazuje teorem.

m]

Jo§ jedan slikovit primjer dolazi iz podruc¢ja kombinatorne geometrije. Za skup S od
n toCaka u jedinicnom kvadratu, definiramo broj 7'(S) kao povrSinu najmanjeg trokuta Ciji
su vrhovi tocke iz S . Neka je sada T(n) = maxs 7(S). Zelimo naéi asimptotsko ponasanje
funkcije T'(n).

Ovaj problem se joS naziva i Heilbronnov problem po Hansu Heilbronnu koji ga je
postavio. Heilbronn je ujedno dao i sljedecu slutnju koja se ispostavila pogreSnom.

Slutnja 2.3.3. Vrijedi T(n) = O(1/n?).

Komlés, Pintz i Szemerédi su 1982. godine dokazali da vrijedi T(n) = Q(logn/n?),
pobivsi tako Heilbronnovu slutnju. Mi ¢emo dokazati malo slabiju tvrdnju, koristeci vje-
rojatnosnu metodu i prepravke.

Teorem 2.3.4. Postoji skup S koji se sastoji od n tocaka u jedinicnom kvadratu takav da

vrijedi T(S) > W.

Dokaz. 1zaberimo 2n toCaka na uniforman nacin u jedini¢nom kvadratu, nezavisno jednu
od druge. Neka su P, Q,R neke tri totke te u neka je povriina trokuta APQR. Zelimo
ocijeniti vjerojatnost P(u < €) za neki € > 0.

Neka je x duljina stranice PQ. Za svaki b > 01 Ab < 1 vrijedi

P(b < x < b+ Ab) < (b + Ab)? — nb* = 2nbAb + n(Ab)?

Ova nejednakost slijedi iz Cinjenice da je vjerojatnost da je x u intervalu [b,b + Ab]
manja ili jednaka povrSini kruZnog vijenca s radijusima b i b + Ab. Pustimo li limes,
dobijemo

P(b <x<b+db) < (2rnb)db



POGLAVLJE 2. MATEMATICKO OCEKIVANJE 15

Neka je sada PQ baza trokuta APQOR i neka joj je duljina b. Kada ée se dogoditi da je
povrsina trokuta APQR manja ili jednaka €? Onda kada je visina /4 na bazu PQ manja ili
jednaka od 2¢, odnosno kada je udaljenost to¢ke R od stranice PQ manja ili jednaka zf.

Vjerojatnost tog dogadaja je manja od # jer R lezi u pravokutniku Sirine 476 i duljine

manje ili jednake od V2. Sad moZemo ocijeniti povr$inu na sljede¢i na¢in:

V2
Pu <€) < f (27h)(4 V2e/b) db = 167e
0

Neka je S’ skup 2n tocaka koje smo izabrali. Za svaku trojku tocaka (P;, Q;, R;), neka
je Xp, o, r, indikatorska varijabla dogadaja {trokut AP;Q;R; ima povrSinu < T(l)nz .

Sada iz gornjeg racuna slijedi da je vjerojatnost da neki trokut ima povrSinu manju od
W jednaka

0.6

< —
100n? =~ n?
Ovo je ujedno i granica na ocekivanje sluajne varijable Xp, o, ¢,. Neka je X broj trokuta s

v . 1 . .
povrSinom manjom od 5. Tada vrijedi

167t = 167

2
BIX]= Y ElXpou] s( ”)0.6n‘2<n
Pi,Qi.R; 3

Dakle, postoji skup 2n toCaka takav da manje od n trokuta ima povr§inu manju od

002" Sada obriSemo jedan vrh od svakog takvog trokuta. Dobijemo novi skup S” koji
n

sadrZi najmanje n vrhova (to¢aka) i svaki trokut ima povrsinu barem —!

100n2
O



Poglavlje 3

Lovaszeva lokalna lema

Pocetna ideja vjerojatnosne metode bila je dokazati da je vjerojatnost nekog dogadaja od
interesa strogo pozitivna. Medutim, u vecini rezultata dokazano je i puno vise od toga -
vjerojatnost dogadaja ne samo da je strogo pozitivna nego je i jako velika. Na taj nacin
dobijemo vjerojatnosni prostor gdje bilo koji objekt zadovoljava traZeno svojstvo gotovo
sigurno.

Iako su dokazi takvoga tipa korisni jer se mozda mogu pretvoriti u neki tip algoritma,
ponekad se nademo u situaciji da vecina objekata iz konstruiranog vjerojatnosnog prostora
ne zadovoljava traZzena svojstva. Na primjer, u [4] je dan jednostavan primjer: pretposta-
vimo da su zadana dva skupa A i B jednakog kardinaliteta te da Zelimo naci injekciju medu
njima. Znamo da injekcija postoji, ali ako pokuSamo konstruirati slu¢ajnu funkciju, ona
vjerojatno nece biti injektivna.

Lovészeva lokalna lema bavi se slu¢ajevima kad je vjerojatnost relativno mala, ali sve-
jedno strogo pozitivna.

3.1 Dokaz Lovaszeve lokalne leme
Prvo ¢emo uvesti nekoliko potrebnih definicija.
Definicija 3.1.1. Dogadaj A nezavisan je od dogadaja B, ... B, ako za svaki J C {1,...n}
vrijedi
P[A n( B j] = P(A)P(m B j]
jeT jeJ

Definicija 3.1.2. Usmjereni graf je uredeni par (V, E) gdje je V skup vrhova, a E je skup
uredenih parova elemenata iz V. Elementi skupa E su usmjereni bridovi.

16



POGLAVLIJE 3. LOVASZEVA LOKALNA LEMA 17

Definicija 3.1.3. Kazemo da je usmjereni graf D(V, E) graf ovisnosti za dogadaje A, ... A,
ako za svaki A; vrijedi da je nezavisan od dogadaja {A‘,- (0, )¢ E }

Sada dajemo iskaz 1 dokaz opcenitog slucaja Lovaszeve lokalne leme.

Lema 3.1.4. Neka su Ay, ...A, dogadaji u nekom vjerojatnosnom prostoru te neka je
D(V, E) graf ovisnosti za te dogadaje. Pretpostavimo da postoje realni brojevi xi, ... x,
takvi da x; € [0, 1) te da za svaki i € {1,...n} vrijedi

PA) <x | [ (1-x).
(6.))EE

P(ﬁx,.] > ﬁ(l - X;)
i=1 i=1

Dakle, vjerojatnost da se nijedan od dogadaja A; ne dogodi je strogo pozitivna.

Tada imamo

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da za bilo koji skup § € {1,...n}i1zasvakii ¢ S vrijedi

P[A,- ﬂ ij) < x;

JES
Koristit ¢emo indukciju po s = |S§|. Baza indukcije je s = 0 pa imamo S = (). 1z pretpos-
tavke leme sad slijedi
P[Ai

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve strogo manje od s te dokazimo
tvrdnju za s = |S]. Nekaje S| = {jeS :(,j))eE}te S, = S \ S,. Bez smanjenja
opcenitosti, pretpostavimo da vrijedi S # 0. InaCe su A; i (s A_] nezavisni pa tvrdnja
opet slijedi iz pretpostavke leme.

Iz definicije uvjetne vjerojatnosti dobivamo

P[A ﬂA_] _ P(Ai N Njes, A_j‘mzesz Xl)
Ues ) P(Nes, Ay Nies, A1)

Sad ¢emo ocijeniti brojnik i nazivnik prethodnog izraza. S obzirom na to da je A;
nezavisan od dogadaja {A; : [ € §,}, vrijedi sljedeca ocjena brojnika:

P(Aiﬁ ﬂA_j HE)SP(AI' ﬂXl]ZP(Ai)Sxi H(l_xj)

jES 1 1652 IGSZ (i,j)EE

ﬂij) =PA)<x [ [a-xp<x

Jes (i.))€E

JjES
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Za ocjenu nazivnika, koristit cemo pretpostavku indukcije. Neka je S| = {ji,... j.}.

Sada imamo
N4)

P[ﬂij ﬂAl] :P[A_jlm---mA_j,
JjeS 1S, leS,
:P[A_j1 mA,]-]P{A_jz AN ﬂA,]---P(A_,,_
leS, leS,

> (1= x;)(1 =xp,) (1= x;)

A n-nA n()A
leS»

mA_) _ P(A,' N (Njes, A_j‘ﬂzeszzl) - Xi [T jee( = x)) .
P(mjeSl ITj‘mleszAl) — THapee = xp) l

Korak indukcije je dokazan pa zaista vrijedi P(A,-

(M jes A_J) < x;. Iz toga slijedi

P[ﬂAT]:P(E)P(fx_ﬂA_l)---P(fTuA_m---mﬁ)
i=1

= (1=PAD)(1 - P(A | A)) - (1 - B4, | A N+ N A, )

2 lj(l - X;)

Ovim je dokaz priveden kraju. O

Iz opcenitog slucaja slijedi i simetricna verzija lokalne leme koja je puno raSirenija u
primjenama.

Korolar 3.1.5. Neka su A,,...A, dogadaji u nekom vjerojatnosnom prostoru takvi da vri-
jediP[A;]] < pzasvei=1,...n. Pretpostavimo da je svaki dogadaj A; nezavisan od ostalih
dogadaja A;, j # i, osim najvise njih d. Ako vrijedi ep(d + 1) < 1, onda imamo

P(@E] >0

Dokaz. Ako je d = 0, onda su {A;};_, medusobno nezavisni pa vrijedi

P(ﬂX] [ e@ = Ja -2 = a-pr >0
i=1 i=1 i=1
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Ako je d > 0, onda stavimo x; = < 1. Slijedi

1
d+1
1\ 1
- >

d+1 e(d+1)

w [ [a-x)= : (1 > p > P(A)

Gt d+1

Druga nejednakost slijedi iz dobro poznate ¢injenice

1\ 1
l——) >~
d+1 e
Korolar sad slijedi iz Leme [3.1.4] O

PriloZit ¢emo joS jednu inacicu simetri¢ne verzije lokalne leme koja ¢e nam trebati za
jedan primjer kasnije. Ova je inaCica zapravo originalna verzija lokalne leme, a objavljena
je 1975. godine.

Lema 3.1.6. Neka su Ay, ... A, dogadaji u nekom vjerojatnosnom prostoru takvi da vrijedi
P[A;] < pzasvei = 1,...n. Pretpostavimo da je svaki dogadaj A; nezavisan od ostalih
dogadaja A;, j # i, osim najvise njih d. Ako vrijedi 4pd < 1, onda imamo

P(@X,-J >0

Dokaz se moZe pronaci u [2].

3.2 Primjeri

Prvi primjer tice se hipergrafova, koji su definirani u poglavlju 1.3

Propozicija 3.2.1. Neka je H hipergraf u kojem svaki brid sadrzi barem k vrhova te presi-
jeca najvise d drugih bridova. Ako vrijedi e(d + 1) < 2*°!, onda je H 2-obojiv.

Dokaz. Obojimo svaki vrh grafa H crvenom ili plavom bojom s jednakom vjerojatnoscu, te
nezavisno jednog od drugog. Za svaki brid f, neka je A s dogadaj {brid f je monokromatski}.
S obzirom na to da svaki brid sadrZi najviSe k vrhova, vrijedi P[A/] < 1/ 2k-1,
Takoder primijetimo da je dogadaj A, nezavisan od svih dogadaja A, osim onih gdje
f N g #0,akojih je najvise d.
S obzirom na to da vrijedi
ep(d+1) <281, % =1

iz simetricne verzije lokalne leme slijedi da postoji pozitivna vjerojatnost da nijedan brid
nije monokromatski. m|
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Prije drugog primjera, trebat ¢e nam nekoliko definicija.

Definicija 3.2.2. Put u grafu G(V, E) je niz bridova koji spajaju vrhove takav da su svi
vrhovi razliciti. Dva puta su bridovno disjunktna ako nemaju zajednickih bridova.

Sljedeci prakti¢ni primjer je dan u [1].

Problem 3.2.3. Pretpostavimo da imamo n parova korisnika koji Zele medusobno komu-
nicirati putem neke mreZe. Cilj je svakom paru korisnika osigurati komunikacijski put u
mreZi koji nema zajednickih bridova s putevima ostalih parova korisnika.

Postavimo problem matematicki. MreZzu mozemo shvatiti kao graf, a korisnike kao
vrhove grafa. Komunikacijski put od korisnika i do korisnika j je bilo koji put od vrha i do
vrha j. Zelimo naéi uvjete na graf tako da osiguramo da svaki par korisnika moZe dobiti
svoj put te da su svi ti putevi medusobno bridovno disjunktni.

Vrijedi sljedeci rezultat.

Propozicija 3.2.4. Neka su m i k brojevi takvi da vrijedi 8nk/m < 1, gdje je n broj parova.
Oznacimo s F; skup puteva koje par korisnika i moZe koristiti ako nema drugih korisnika.
Pretpostavimo da su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

o |F)|>mzasvei

e za svaki i # ji bilo koji put P' € F;, postoji najvise k puteva P" € F; takvi da P’ i
P" nisu bridovno disjunktni

Tada je moguce izabrati po jedan put iz svakog skupa F; tako da su svi izabrani putevi
bridovno disjunktni.

Dokaz. Dovoljno je da razmotrimo slucaj |F;| = m za svaki i. Na slucajan nacin izaberimo
po jedan put iz svakog skupa F;, nezavisno jedan od drugoga. Oznacimo s E;; dogadaj da
putevi izabrani iz F; 1 F'; imaju barem jedan zajednicki brid (nisu bridovno disjunktni).

Neka je P’ putiz F;. Put P” iz F; moZemo izabrati na m nacina. Od tih m puteva, njih
najviSe k dijeli brid s P’. Dakle

k
P(Ej)<—=p
m
Primijetimo da E;; je zavisan samo za dogadaje oblika Ej ili Ej; kojih je najviSe 2n.
Dakle

4dp < 4(2n)£ = 8k <1
m m

Iz Leme slijedi

P[ﬂE_U) >0

i#]
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Dakle, postoji pozitivna vjerojatnost da moZemo izabrati put iz svakog skupa F; tako da su
svaka dva puta bridovno disjunktna.
]

3.3 Linearni arboricitet

Definicija 3.3.1. Obujam grafa, u oznaci g, je duljina najkraceg ciklusa kojeg graf sadrZi.
Ciklus je put s istim pocetnim i zavrsnim vrhom.

Definicija 3.3.2. Stupanj vrha je broj bridova koji sadrze taj vrh. d-regularni graf je graf
kojem svaki vrh ima stupanj d. d-regularni usmjereni graf je usmjereni graf kojem svaki
vrh ima d bridova koji pocinju u njemu te d bridova koji zavrsavaju u njemu.

Definicija 3.3.3. Stablo je graf u kojem su bilo koja dva vrha povezana tocno jednim putem.
Suma je graf u kojem su bilo koja dva vrha povezana najvise jednim putem.

Svaka $uma je disjunktna unija stabala. Suma se moZe definirati i kao graf bez ciklusa.
Definicija 3.3.4. Linearna Suma je suma u kojoj svaki vrh ima stupanj manji ili jednak 2.

Linearnu Sumu moZemo shvatiti i kao disjunktnu uniju puteva, to jest sva stabla koja
tvore linearnu Sumu su zapravo putevi. Svaki graf se mozZe particionirati u konacan broj
linearnih Suma. To nas dovodi do iduce definicije.

Definicija 3.3.5. Linearni arboricitet grafa G(V, E), u oznaci la (G) je najmanji broj line-
arnih Suma u G, takav da je njihova unija jednaka skupu E.

Za usmjerene grafove ove pojmove definiramo analogno. Usmjerena linearna Suma je
Suma koja je disjunktna unija usmjerenih puteva. Usmjereni linearni arboricitet, u oznaci
dla (G) je najmanji broj usmjerenih linearnih Suma takav da u uniji daju skup bridova grafa
G.

Teorem 3.3.6. Neka je G = (U, F) d-regularni usmjereni graf obujma g > 8ed. Tada je
dla(G)=d + 1.

Ovaj teorem nam kaZe da je usmjereni linearni arboricitet d-regularnog usmjerenog
grafa jednak d + 1 za usmjerene grafove dovoljno velikog obujma. Sto je s usmjerenim
grafovima manjeg obujma? Kako bismo prosirili rezultat i na takve grafove, trebat ¢e nam
iduca lema koja se dokazuje pomocu simetri¢ne verzije lokalne leme.
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Lema 3.3.7. Neka je G(V, E) d-regularni usmjereni graf te neka je d “dovoljno velik”.
Neka je p prirodni broj takav da vrijedi 10Nd < p < 20Vd. Tada postoji p-bojanje
vrhova od G bojama 0,1, ..., p — 1 koje zadovoljava sljedece svojstvo: za bilo koji vrh v i
boju i, brojevi

N*(v,i)={u € V: (v,u) € E i u je obojan bojom i}|
i
N (v,i)=[{u eV :(u,v) € Eiujeobojan bojom i}|

zadovoljavaju
IN*(v,i) = d/p

. |N".iy=d/p| <3+/d]p+flogd (3.1)

Primijetimo da su N*(v,i) i N™(v, i) brojevi susjednih vrhova od v obojanih istom bo-
jom, a koji izlaze iz v te ulaze u v, respektivno.

Takoder, p-bojanje grafa G(V, E) je bilo koja funkcija f : V — K gdje je K konacan
skup veliCine p.

Dokaz. Nekaje f : V — {0,1,... p— 1} sluajno p-bojanje grafa V takvo da je za svaki
v € V, f(v) izabran uniformno i nezavisno iz skupa {0, 1, ... p}.

Definirajmo A, za vth v € V i boju i kao dogadaj da slu¢ajna varijabla N*(v, i) ne
zadovoljava svojstvo (3.I). N*(v,i) je binomna slu¢ajna varijabla s ofekivanjem d/p te
standardnom devijacijom \/ (d/p)(1 — 1/p). Da se pokazati da vrijedi

1
P(A}) < i

Analogno definiramo A7 ; kao dogadaj da sluCajna varijabla N™(v, i) ne zadovoljava svojstvo
(3.1). Tada takoder vrijedi

1
P(A})) < 7

Dogadaji A7, ili A, su nezavisni od dogadaja A ; ili A, ; za sve vrhove u koji nemaju
zajednickog susjeda s vrhom v (zajednicki znaci da je takoder i iste boje kao i vrhovi u
i v). Dakle postoji graf ovisnosti za sve dogadaje s maksimalnim stupnjem ne ve¢im od
(2d)(2d)p = (2d)*p. Naime, u “’najgorem scenariju”, svaki susjed vrha v je ujedno i susjed
vrha u pa ih ima 2d. S obzirom na to da razmatramo dva tipa dogadaja, dobijemo (2d)°.
MnoZimo s p jer postoji p razliCitih boja u koje moZemo obojiti zajedniCke susjede.

Sada imamo .

e g((251)2p +1)<1

pa korolar povlaci da se s pozitivnom vjerojatnoS¢u nijedan dogadaj A7 ili A]; ne
ostvaruje. To znali da postoji bojanje f koje zadovoljava svojstvo (3.I) za svaki vrh v i
boju i. m|
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Sada se mozZe dokazati sljedeci teorem. Dokaz je tehnicki i ne koristi lokalnu lemu pa
ga preskacemo. Moze se pronaci u [3].

Teorem 3.3.8. Postoji konstanta ¢ > 0 takva da za svaki d-regularni usmjereni graf vrijedi

dla(G) < d + cd**(log d)'?

Ovaj rezultat vrijedi za usmjerene grafove. Mi ga Zelimo proSiriti na neusmjerene gra-
fove.

Pretpostavimo da nam je dan d-regularni neusmjereni graf G. Ako je d paran, onda se
njegovi bridovi mogu orijentirati tako da dobijemo d/2-regularni usmjereni graf. Ako je d
neparan, onda iskoristimo Cinjenicu da je tada G podgraf nekog f-regularnog grafa, gdje je

f paran.
Prethodni teorem sada povlaci sljedeci rezultat.

Teorem 3.3.9. Postoji konstanta c > 0 takva da za svaki d-regularni graf vrijedi

la(G) <d/2 + cd**(logd)'*



Poglavlje 4

Koncentracijske nejednakosti i
martingali

Cetvrto poglavlje posvecujemo koncentracijskim nejednakostima. U primjenama vjerojat-
nosne metode, Cesto Zelimo dati ocjenu na vjerojatnosti oblika

P(X - E[X]| = ¢) ili P(X - E[X]| < ¢)

U prijevodu, Zelimo saznati koliko je neka slu€ajna varijabla X koncentrirana oko svog
ocekivanja. Koncentracijske nejednakosti pomaZzu pri odgovoru na to pitanje. Osim toga,
one su utoliko korisnije jer Cesto ne zahtijevaju jake pretpostavke, a daju iznimno bitne
rezultate.

4.1 Metoda drugog momenta

Kao uvod u koncentracijske nejednakosti, uvodimo jednu od najslabijih nejednakosti -
CebiSevljevu nejednakost. Odsad pa nadalje, ocekivanje slucajne varijable i1 njezinu stan-
dardnu devijaciju oznaCavat éemo s u 1 o, respektivno.

Teorem 4.1.1. Neka je X slucajna varijabla s konacnim ocekivanjem i varijancom. Tada
za bilo koji A > 0 vrijedi
1
P(X —ul > A0) < =

Uporaba Cebisevljeve nejednakosti i njezinih posljedica naziva se metoda drugog mo-
menta.

Prilikom koriStenja metode drugog momenta, Cesto se slucajna varijabla X zapise kao
suma n slucajnih varijabli te je potrebno izraCunati varijancu tako zapisane slucajne varija-

24
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ble. Medutim, slucajne varijable u rastavu ne moraju biti nezavisne pa se moZze iskoristiti
sljedeca formula.

Var[X] = > Var[X;] + )  Cov[X;, X;] 4.1)
i=1 i#j

Cesto se najveci problem javlja pri raCunanju ili ocjenjivanju kovarijance, kao Sto ¢emo
primijetiti 1 u nadolaze¢im primjerima.

Definicija 4.1.2. Slucajni graf G(n, p) je vjerojatnosni prostor zadan na skupu vrhova
{1,...n} odreden pomocu relacije

Pi,j}eG)=p

U principu, slucajni graf se moze dobiti tako da se svaki potencijalni brid pojavljuje u
grafu s vjerojatnoscu p, nezavisno od drugih bridova.

Definicija 4.1.3. Neka je P neko (monotono) svojstvo grafa. Tada je r(n) funkcija praga
za svojstvo grafa P ako za svaki niz p(n) vrijedi

e p = p(n) < r(n) implicira da G(n, p) zadovoljava P s malom vjerojatnoscu
e p = p(n) > r(n) implicira da G(n, p) zadovoljava P s velikom vjerojatnoscu

Napomena 4.1.4. Svojstvo grafa A je monotono ako za bilo koja dva grafa G i H sa
skupovima bridova E(G) C E(H) vrijedi: ako G ima svojstvo A, onda ga ima i H.

U nastavku ovog potpoglavlja, bavimo se slucajnim grafovima. U dokazima ¢e nam
trebati sljedeca lema.

Lema 4.1.5. Ako je (X;); niz nenegativnih slucajnih varijabli takvih da vrijedi

Var[X,]

1m =
n (BIX,1)?

onda
IimP(X, >0)=1

1
Propozicija 4.1.6. Funkcija praga za svojstvo ”graf sadrZi trokut” je r(n) = —.
n
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Dokaz. Neka je X broj trokuta u grafu G(n, p). Vrijedi

3
E[X] = (’;)f ~ 6”

3

jer postoji (';) skupova od 3 vrha, a svaki tvori trokut s vjerojatno$éu p°.

Provjerimo da je r(n) funkcija praga. Ako je p < % onda vrijedi g = o(1) pa po

Markovljevoj nejednakosti dobijemo
P(X > 1) < E[X] = o(1)

Dakle, vjerojatnost da je X barem 1 asimptotski iS¢ezava.
Ako je p > %, onda je slu€aj neSto kompleksniji. Definirajmo varijable 7; kao in-

dikatorske varijable za svih ('31) potencijalnih trokuta. Tada je X suma svih tih varijabli.
Koriste¢i formulu (4. 1)), dobijemo

Var[X] = Z T: + Z Cov[T;,T|]

i#]

Za bilo koji trokut vrijedi Var[7;] < E[T?] = p?, a za svaki par trokuta koji dijele neki
brid vrijedi Cov[T;, T;] < E[TT;] = p°.

Indikatorske varijable trokuta koji su bridovno disjunktni su nezavisne pa im je kova-
rijanca jednaka nuli. Dakle, suma kovarijanci ide samo po parovima trokuta koji dijele
barem 1 brid, a takvih je trokuta 12(2). Sada moZemo ocijeniti varijancu:

n

ny 3
Var[X] < (3)19 + 12(4

)pS < n3p3 +n4p5

pa vrijedi

Var[X,] - n’p’ +n'p’ ( 1 . 1 )
E[X,])? ~ NIV 3.3 0 2,
(ELX,D ((3)193) nwp’  n°p
Posljednji izraz tezi u 0 ako je p > 1/n pa po lemi[.1.5| vrijedi da vjerojatnost da G(n, p)
sadrzi trokut teziu 1 zan — oo.

i

Problem koji se prirodno namece nakon prethodne propozicije je sljedeci: ako je zadan
neki graf H, koja je funkcija praga svojstva da G(n, p) sadrzi graf H. Primjerice, poznato je
da za graf H = Ky, funkcija praga je n~>/3. Opéenitiji rezultat moZemo dobiti ako uvedemo
pojam gustoce grafa.
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Definicija 4.1.7. Gustoca grafa H s n vrhova i e bridova je

e

p(H) = -
1%

Graf H je uravnoteZen ako svaki podgraf grafa H ima gusto¢u manju ili jednaku od H.

Sada moZemo dokazati sljedeci teorem, €iji je elegantni dokaz dan u [3]].

Teorem 4.1.8. Neka je H uravnoteZen graf s gustocom p. Tada je r(n) = n~'F = n=v/¢
funkcija praga za svojstvo da G(n, p) sadrZi graf H.

Dokaz. Neka je H graf s v vrhova i e bridova te gusto¢om p. Oznac¢imo vrhove od H s
{ai,...a,}. Neka je za svaku v-torku vrhova iz G(n, p), 8 = (by, ... b,) definiran dogadaj

Ap = {G(n, p) sadrzi H na vrthovima (b, ...b,)}

Za navedeni dogadaj je bitno i da je struktura grafa sacuvana - svi bridovi u H i G(n, p) se
moraju podudarati.

Neka je Xj indikatorska varijabla dogadaja Ag te neka je X = } 5 Xp. Primijetimo da
vrijedi P(Ag) = p° jer se e bridova mora podudarati, a vjerojatnost svakog brida da se pojavi
u grafu je p. Iz linearnosti oCekivanja slijedi

E[X] = ) P(Ag) = O(n'p")
B

Provjerimo da je r(n) funkcija praga za graf H. Ako vrijedi p = p(n) < n™"/¢, onda
vrijedi
IimE[X] =0

pa vrijedi prvi dio definicije funkcije praga.
Sad pretpostavimo da vrijedi p = p(n) > n~"/¢ te iskoristimo formulu (4.1)):

Var{X] = )" Var{Xs] + ) Cov[Xp, X,]
B

By

S obzirom na to da je Var[Xz] = Cov[Xj, Xs], prethodnu nejednakost moZemo zapisati i
kao

Var[X] = )" Cov[Xp, X, ]
B,y
Kovarijance su jednake 0 za v-torke koje ne dijele barem dva vrha (tj. barem jedan
brid). Dakle, razmotrimo dvije v-torke 8 i1 y koje dijele + > 2 vrha. Ako svaka od njih
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generira graf H, onda imaju najviSe #p zajednickih bridova, a njihova unija sadrZi najmanje
2e — tp bridova. Dakle
Cov[Xg, X,] < E[Xg, X,] < p**

Da bismo ocijenili varijancu varijable X, zapitajmo se koliko ima parova v-torki 81y
koji dijele ¢t vrhova. MoZemo izabrati 2v — ¢ vrhova na (ZV”_ t) nacina, a broj nacina na koji

mozemo izabrati 5 1y odatle je konstantan pa vrijedi da takvih parova ima O(nzv“ ) Dakle
sada imamo

Z Cov[Xg, X, ] = 0(n2v—tpze_tp) _ 0((nvp")2"/v)

BNy=t

Dakle
Var[X] — O[Z(nvpe)Z—l/vJ
1=2

Konac¢no, sada znamo da vrijedi

. VaI[X] : - v_eN2—t/v ]| _
ERETO O[;(” A ] =0

Iz Leme [4.1.5|dobijemo lim, P(X > 0) = 1, §to povlaci da G(n, p) sadrzi H gotovo sigurno.
O

4.2 Martingali

Prema [4], martingale i koncentracijske nejednakosti medu prvima je upotrebljavao Svedski
matemati¢ar Svante Janson. Njegovi rezultati su bili produkt istraZivanja slu¢ajnih gra-
fova, odnosno trazZenja ocjene na kromatski broj slucajnog grafa. Njegovom radu na tom
podrucju je kasnije pridonio madarski matematic¢ar Béla Bollobas.

Definicija 4.2.1. Martingal je niz slucajnih varijabli Zy,Z,, Z,, . .. takav da za svakin € N
vrijedi
ElZw1Zi, Zisy, ... Z0] = Z,

Poznati primjeri martingala su slucajna Setnja i Brownovo gibanje. Jedan primjer mar-
tingala iz teorije vjerojatnosne metode je otkrivanje vrhova.

Primjer 4.2.2. Pretpostavimo da je dan slucajni graf G(n, p). Oznacimo potencijalne
bridove grafa s ey,...e, gdje je m = (’21) Neka je f neka funkcija iz teorije grafova
(primjerice, gustoca grafa, kromatski broj, itd.). Tada definiramo martingal (X;), sa

Xi = E[f(G)|e; je otkriven za svaki 1 < j <]
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Intuitivno, svaka slucajna varijabla X; dobije se tako da ”otkrijemo” sve bridove ey, ... e,
tj. provjerimo jesu li u slucajnom grafu G te s tim saznanjem izracunamo ocekivanje od

f(G).
Sli¢an martingal je otkrivanje vrhova.

Primjer 4.2.3. Pretpostavimo da je dan slucajni graf G(n, p). Neka je [ neka funkcija iz
teorije grafova. Sada definiramo martingal X, . .. X, na sljedeci nacin.

X; = E[f(G)|za svaki x,y < i, ey, je otkriven]
Intuitivno, X; dobijemo tako da “otkrijemo” podgraf induciran vrhovima {v,...v;} te
izracunamo ocekivanje od f(G) uz tu informaciju.
4.3 Azumina nejednakost

Kazuoki Azuma je dokazao koncentracijsku nejednakost za vrijednosti martingala Cije su
razlike ograniCene. Za dokaz nejednakosti, bit ¢e nam potrebna sljedeca tehnicka lema.

Lema 4.3.1. Ako je X slucajna varijabla s ocekivanjem 0O te x realan broj za koji vrijedi
|x| < ¢, onda
2
E[ex] < coshc < e/

Teorem 4.3.2. Neka je 0 = X, Xy, ... X, martingal takav da vrijedi
X — X3l <1, VieO,...m
Tada za bilo koji A > 0 vrijedi
P(X,, > A\m) < e/

Dokaz. Neka je @ = A/ v/m. Definiramo sluajne varijable Y; kao ¥; = X; — X;_, pa vrijedi
1Yl < 1 te E[Y;| X;—1,...Xo] = 0. Prema Lemi [4.3.1] vrijedi

A 2
E[e®Y | X;_1,...Xo] < cosha < ¥ /?
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Sada raCunamo:

o] =5[] ]
i=1

1

= E[ e“y") E[e"y’"
[\i=1

m—1
E e(IY,‘
i=1

< emwz /2

X, 1. X,,,]]

< e(zz /2

Posljednja nejednakost slijedi induktivno - ponavljamo ono §to smo napravili u pret-
hodnim koracima za varijable Y,,_;, ... Y;. Konacno, iz ovoga slijedi

P(X,, > Avm) = B(e™ > ¢*1V7)

< B[e™n]e ot Vm (Markovljeva nejednakost)

< emaz/Z—e’”l m

2
:e/l/2

Azumina nejednakost povlaci i sljedeci korolar.

Korolar 4.3.3. Neka je c = Xy, X1, . .. X,, martingal takav da vrijedi
X1 — Xil <1, VieO,...m
Tada za bilo koji A > 0 vrijedi
P(1X,, — c| > AVm) < 2¢~V/2

Vrlo impozantan rezultat koji je posljedica Azumine nejednakosti tice se kromatskog
broja grafa.

Definicija 4.3.4. Kromatski broj grafa G(V, E) je najmanji broj boja potreban da bismo
obojali vrhove grafa tako da nijedna dva susjedna vrha nisu iste boje. Oznaka kromatskog
broja je x(G).

Shamir i Spencer su 1987. dokazali sljedeci teorem.
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Teorem 4.3.5. Neka je G(n, p) slucajni graf. Tada vrijedi
P((G) - ElY(G)]| > AVn — 1) < 2¢77

Dokaz. Neka je X, ... X, martingal otkrivanja vrhova opisan u primjeru te neka je
funkcija f jednaka kromatskom broju grafa G(n, p). Za fiksni i, znamo “status” svih bri-
dova incidentnih s nekim od prvih i vrhova.

Primijetimo da vrijedi |X; — X;_;| < 1. Naime, i-ti vcth moZemo obojiti novom bojom.
Sjetimo se da su X; 1 X;_; uvjetna oCekivanja od y(G) uz otkrivene bridove incidentne s
prvih i odnosno i — 1 vrhova. S obzirom na to da smo i-ti vrh obojali novom bojom,
oc¢ekivanja se razlikuju za najvise 1.

Zadovoljene su sve pretpostavke Azumine nejednakosti pa iz Korolara {.3.3] slijedi
tvrdnja teorema. O

Teorem je dokazao da je kromatski broj slucajnog grafa koncentriran oko ocekivanja,
1ako uopce nije poznato ¢emu je ocekivanje jednako.
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Sazetak

U ovom radu, bavimo se vjerojatnosnom metodom - mo¢nim alatom za dokazivanje da
objekti s odredenim svojstvima postoje. Kljucna ideja vjerojatnosne metode je sljedeca:
da bismo pokazali da postoji objekt koji zadovoljava odredena svojstva, konstruiramo od-
govarajuci vjerojatnosni prostor i dokazemo da slucajno odabrani objekt iz tog prostora
zadovoljava traZena svojstva s vjerojatnoScu strogo vecom od O.

U prvom poglavlju, na primjerima pokazujemo osnovne ideje vjerojatnosne metode te
nacin na koji se ona moze iskoristiti. Drugo poglavlje uvodi matematicko ocekivanje koje
ima Siroku primjenu u vjerojatnosnoj metodi. Bavimo se i situacijama u kojima vjerojat-
nosna metoda ne nudi rjeSenje odmah, vec je potrebno odraditi neke prepravke kako bismo
dobili Zeljeni rezultat.

U treéem poglavlju je predstavljen vrlo vazan teorem madarskog matematicara Ldszla
Lovésza - lokalna lema. Lokalna lema je primjenjiva u slu¢ajevima kad relativno mali broj
objekata u vjerojatnosnom prostoru zadovoljava svojstvo od interesa. Konacno, Cetvrto
poglavlje se bavi koncentracijskim nejednakostima te martingalima. Koncentracijske ne-
jednakosti generalno daju ocjenu na devijaciju slucajne varijable od njezinog o¢ekivanja.
Martingali su se ispostavili kao vrlo koristan alat vjerojatnosne metode, a na primjerima
pokazujemo kako se mogu koristiti u teoriji grafova.



Summary

In this thesis, a brief introduction to probabilistic method is given. Probabilistic method
is a powerful tool used to prove the existence of objects with certain properties. The key
idea behind the method is the following: in order to show the existence of an object that
has some wanted property, an adequate probability space is constructed and then we prove
that a randomly chosen object in this space satisfies the wanted property with positive
probability.

In the first chapter, basic ideas of probabilistic method are showcased through a number
of examples. The second chapter is dedicated to the concept of mathematical expectation
which is widely applied in probabilistic method. We also consider the situations in which
the method does not offer the solution immediately, but some alterations are necessary in
order to get the end result.

Third chapter introduces a very important theorem by Hungarian mathematician Laszl6
Lovész - the local lemma. Local lemma is generally used when the objects of interest are
scarce. Finally, the fourth chapter is dedicated to the use of concentration inequalities and
martingales. Concentration inequalities are generally used to estimate the deviation of a
random variable from its mean. Martingales are very useful tool of probabilistic method.
Through some examples in graph theory, the use of martingales is demonstrated.
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