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Uvod

Teorija grafova grana je diskretne matematike koja modelira sloZene probleme matematic¢-
kim objektima koje nazivamo grafovi. Poetkom razvoja teorije grafova smatra se ¢lanak
iz 1741. u kojem je Leonhard Euler opisao rjeSenje problema Sedam mostova Konig-
sberga. Bilo je potrebno pronaci Setnju u kojoj se svaki od mostova u gradu Konigsbergu
prede to¢no jednom. Euler je, modelirajuci problem grafom, 1735. pokazao da rjeSenje
ne postoji. Graf moZemo promatrati kao matematicku strukturu koja predstavlja skup po-
vezanih objekata koje nazivamo vrhovi, a poveznice izmedu dva vrha nazivamo bridovi.
Teorija grafova danas je iznimno raznoliko podrucje sa Sirokim primjenama. Pokazalo se
da su grafovi izvrstan alat za modeliranje sustava koji naglasak stavljaju na veze i odnose
medu objektima. Ako obratimo pozornost, primijetiti ¢emo da su problemi koje proucava
teorija grafova zapravo posvuda oko nas. U ovom radu dat éemo pregled nekoliko takvih
problema koji su rijeSeni primjenom teorije grafova te opisati neke zanimljive primjere.

U prvom poglavlju upoznat éemo se s osnovnim pojmovima teorije grafova koji su
neophodni za razumijevanje preostalih poglavlja. U drugom poglavlju obradit ¢emo pro-
blem najkraceg puta, koji se kao jedan od najpoznatijih problema teorije grafova, Cesto
pojavljuje u telekomunikacijama i logistici. Opisat ¢emo kako funkcionira Dijkstrin al-
goritam, jedan od najpoznatijih algoritama za pronalazak najkraeg puta te navesti dvije
zanimljive primjene. Sljedeca dva poglavlja glavni su fokus ovog rada i u skladu s time
problemi u njima neSto su detaljnije obradeni. Trece poglavlje bavi se jednim od najza-
nimljivijih problema u ovom podrucju, bojanjem grafova. Povijest ovog problema krece
1852. godine kada je Francis Guthrie iznio slutnju da su dovoljne Cetiri boje kako bi se
geografska karta obojala na naCin da susjedna podrucja na karti budu razlicite boje. Iako
je problem naizgled jednostavan, teorem Cetiri boje dokazan je tek 1976. godine uz pomo¢
racunala. U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako je problem bojanja grafova moguce rijesiti
takozvanim pohlepnim algoritmom. U posljednjem poglavlju razmotrit ¢emo netrivijalan
problem odredivanja vaznosti, tj. centralnosti nekog vrha u grafu. Brojne razli¢ite mjere
centralnosti pokusavaju dati $to bolji odgovor na pitanje: Sto odredeni vrh u grafu cini
centralnim, a neki drugi perifernim? Mjere centralnosti nalaze vaznu primjenu u analizi
razli¢itih druStvenih mreZa, pa se stoga Cesto interpretiraju u tom kontekstu. Medutim,
primjene mjera centralnosti uistinu su raznolike $to ¢emo pokazati kroz nekoliko razli¢itih
primjera.



Poglavlje 1

Teorija grafova

U ovom poglavlju ¢emo iznijeti 1 objasniti osnovne pojmove teorije grafova koji su neop-
hodni za razumijevanje ostalih poglavlja.
Glavni izvori ovog poglavlja su [8] i [30].

1.1 Osnovni pojmovi

Kako bismo mogli zapoceti izlaganje moramo najprije formalno definirati koncept grafa
sljede¢om definicijom.

Definicija 1.1.1. Graf je uredeni par G = (V, E), gdje je V # (0 skup cije elemente zovemo
vrhovi, a E familija dvoc¢lanih podskupova od V koje zovemo bridovi.

Prethodnu definiciju Cesto proSirujemo tako da dopustimo petlje (bridove koji spajaju
vrh sa samim sobom), viSestruke bridove (vise bridova izmedu para vrhova) i usmjerene
bridove (bridovi koji imaju orijentaciju, tj. jedan vrh je pocetak, a drugi kraj brida). Pet-
lje reprezentiramo dvoclanim multiskupom koji sadrzi dva jednaka elementa. Usmjerene
bridove reprezentiramo uredenim parovima, a ne dvo¢lanim podskupovima. Na primjer
za usmjereni brid (u,v), vrh u je pocetak, a vrh v kraj brida. Ako graf sadrzi viSestruke
bridove, E postaje multiskup.

Definicija 1.1.2. Graf koji ima usmjerene bridove nazivamo usmjereni graf ili digraf, a
graf koji ima visestruke bridove nazivamo multigraf.

Definicija 1.1.3. TeZinski graf G = (V,E) je graf s funkcijom f : E — R, koja svakom
bridu iz E pridruZuje realan broj kojeg nazivamo teZina. Funkciju f nazivamo teZinska
Junkcija.
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Definicija 1.1.4. Za vrhove u,v € V grafa G = (V, E) kaZemo da su susjedni ako postoji
e={u,v} € E, tj. e = (u,v) € E ako je G digraf. Za e kaZemo da je incidentan s vrhovima
uivte pisemo e = uv.

Definicija 1.1.5. Za graf G’ = (V', E’) kaZemo da je podgraf grafa G = (V,E) ako je
V' C Vi E’" C E. Podgraf oblika G’ = (V, E") nazivamo razapinjuéi podgraf.

Za svaki brid e € E’ vrijedi da su oba njegova vrhau V’.

Definicija 1.1.6. Stupanj vrha v, u oznaci deg(v), u neusmjerenom grafu G je broj bridova
koji su incidentni s v. Svaka petlja se racuna kao dva brida.

Ulazni stupanj vrha v u digrafu D, u oznaci deg, (v), je broj bridova oblika e = (x,v).
Analogno, izlazni stupanj vrha deg,(v) je broj bridova oblika e = (v, x).

Za vrh stupnja nula kazemo da je izolirani vrh, dok je vrh stupnja jedan list.

Definicija 1.1.7. Za graf G = (V, E) kaZemo da je regularan ako su svi njegovi vrhovi istog
stupnja. Za G kaZemo da je k-regularan ako za svaki vrh v € V vrijedi deg(v) = k. Prirodni
broj k nazivamo stupanj regularnosti grafa G.

Definicija 1.1.8. Niz W = (vg,e1,vi,€2,V2,...,€,, V) u grafu G = (V,E), gdje je brid
e; =vi1vizai=1,...,n, nazivamo Setnja. getnju koja krece iz vrha vy i zavrSava u vrhu
v, oznacavamo s voWv,, a za vrhove v i v, kaZemo da su krajevi Setnje.

Niz W = (vo, e1,V1,€2,Va, ...,y V) udigrafu D = (V, E), gdje je brid e; = v;_1v; usmjereni
brid s pocetkom u vrhu v;_y i krajem u vrhu v; za i = 1,...,n nazivamo usmjerena setnja.
Duljina Setnje je broj bridova u nizu (tj. broj vrhova u nizu manje jedan), odnosno suma
vrijednosti teZinske funkcije svih bridova u nizu za teZinske grafove. KaZemo da je Setnja
zatvorena ukoliko je v, = vy.

Setnju u kojoj su svi vrhovi razliciti (osim eventualno pocetnog i zavrinog vrha) nazivamo
put, a zatvoreni put nazivamo ciklus.

Setnju u kojoj su svi bridovi razli¢iti nazivamo staza.

Definicija 1.1.9. Za vrhove u i v grafa G kaZemo da su povezani ako postoji put uWv.
Graf je povezan ako su svi njegovi vrhovi povezani.

Digraf D = (V, E) je jako povezan ako izmedu svaka dva vrha u,v € V postoje usmjerene
Setnje uWv i vWu.

Definicija 1.1.10. Neka je G = (V,E) graf, n = |V| broj vrhova te V. = {v{,v,,...,V,}.
Matricu Ag € M'™" koja na mjestu (i, j) ima vrijednost jednaku broju bridova incidentnih
vrhovima v; i v; nazivamo matrica susjedstva grafa G.

Za digraf D, matrica susjedstva Ap na mjestu (i, j) ima vrijednost jednaku broju bridova s
pocetkom u v; i krajem u v;.
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Grafovi se Cesto opisuju njihovim grafickim prikazom, koji treba biti takav da iz njega
mozZemo rekonstruirati formalni zapis grafa oblika (V, E). Op¢enito, smatramo da je graf
zadan, ukoliko su zadani njegovi vrhovi, te ukoliko znamo koji su vrhovi medusobno po-
vezani [30]. U grafickom prikazu usmjerene bridove oznacavamo strelicom.

p
\C@
©,

v4 @/ - v4

Slika 1.1: Tezinski graf G lijevo i digraf D desno.

Primjer 1.1.11. Na slici[l.1|su neusmjereni teZinski graf G i digraf D. Pripadajuce matrice
susjedstva Ag i Ap su:

Ag Ap

Il
- O = O
e =
S O = O

—_

Il
- o O O
S = O =
o o o =
S = O O

MoZemo primijetiti da je matrica susjedstva Ag za neusmjeren graf simetricna, dok za
matricu Ap pridruZenu digrafu to ne vrijedi.

1.2 Neke specificne topologije grafova

U ovom odjeljku opisati cemo neke specifi¢ne tipove grafova koji e nam trebati u ostalim
poglavljima.

Definicija 1.2.1. Graf G = (V, E) za kojeg vrijedi E = 0 nazivamo prazan graf. Prazan
graf koji sadrZi n vrhova oznacavamo s N,,.

Definicija 1.2.2. Graf u kojem je svaki par vrhova spojen bridom nazivamo potpuni graf.
Potpuni graf koji sadrZi n vrhova oznacavamo s K,,.
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Definicija 1.2.3. Podgraf G' = (V',E’) grafa G nazivamo klika ako su svi vrhovi v € V'
medusobno susjedni, tj. ako je G’ potpuni graf.

Definicija 1.2.4. Skup vrhova V' C V grafa G = (V, E) nazivamo nezavisni skup ako za
sve parove vrhova u,v € V' vrijedi u,v € V', {u,v} ¢ E, tj. niti jedan par vrhova u V' nisu
susjedni.

Definicija 1.2.5. 2-regularan povezan graf nazivamo ciklicki graf ili ciklus. Ciklus koji
ima n vrhova oznacavamo sa C,. Kada je n paran broj kaZemo da je to paran ciklus, a u
suprotnom kaZemo da je ciklus neparan.

Definicija 1.2.6. Graf koji dobijemo iz ciklusa C,_, tako da svaki njegov vrh spojimo s
Jednim novim vrhom nazivamo kotac s n vrhova i oznacavamo ga s W,.

Slika 1.2: Ciklus Cs 1 kota¢ W-.

Definicija 1.2.7. Povezan graf koji ne sadrZi cikluse zovemo stablo.

Definicija 1.2.8. Povezani graf sa n vrhova takav da jedan vrh ima stupanj n — 1, a ostali
vrhovi su svi stupnja 1 nazivamo zvijezda. Zvijezdu s n vrhova oznacavamo S .

Definicija 1.2.9. Graf G = (V, E) je bipartitan ako se skup vrhova V moZe particionirati u
dva nezavisna skupa X i Y, tj. za svaki brid e = {u,v} € E vrijediu € X i v € Y. Particija
(X, Y) se tada zove biparticija grafa. Ako je |X| = x i|Y| =y, takav graf oznacavamo sa
K.,.

Graf s biparticijom (X, Y) u kojoj je svaki vrh iz X spojen sa svakim vrhom iz Y zovemo
potpuni bipartitni graf.

Na slici prikazana su tri bipartitna grafa s bojom istaknutim particijama. Prvi graf
K3 4 je potpuni bipartitni graf i lagano je uociti dva nezavisna skupa vrhova. Drugi graf Ky s
je stablo 1 bipartitan je iako to nije ocito na prvi pogled. Graf K, ¢ je zvijezda. Sva stabla
su bipartitni grafovi, a sve zvijezde su potpuni bipartitni grafovi oblika K 4.
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Slika 1.3: Potpuni bipartitni graf K3 4, stablo Ky s 1 zvijezda K 6.

Definicija 1.2.10. Za graf kaZemo da je planaran ako se moZe nacrtati (smjestiti) u ravnini
R? tako da mu se bridovi sijeku samo u vrhovima.

Moze se pokazati da su grafovi koji pripadaju klasama: ciklusa, kotaca, zvijezdi i stabla
uvijek planarni. Potpuni bipartitni graf K33 nije planaran [30], pa isto moZemo zakljuciti i
za graf K34 sa slike [I.3|kojem je K33 podgraf.



Poglavlje 2

Najkraci putevi u grafu

Razmotrimo sljedeci problem: nalazimo se u Dubrovniku pored Velike Onofrijeve fontane
1 Zelimo doc¢i do Porporele u najkraéem vremenu. Najdirektnija ruta bila bi preko Stra-
duna pa ispod zvonika i na kraju kroz Porat do Porporele. Trajanje putovanja obi¢no je
proporcionalno njegovoj duljini, ali neki faktori kao guzve ili reljef mogu utjecati na to.
Ljeti je Grad najceSCe prepun turista, pa se Setnja Stradunom moZe pretvoriti u probijanje
kroz rijeke ljudi. Ako nam cilj nije prijeéi najkrac¢u udaljenost, nego doc¢i do odredista u
Sto kraCem vremenu, moramo razmotriti alternativne puteve. Okolne uli¢ice, koje zaobi-
laze Stradun i popularne turisticke atrakcije, dovest ¢e nas do Porporele u kraCem vremenu
iako ¢emo prijeéi vecu udaljenost. PronalaZenje najkradeg, najbrzeg ili najjeftinijeg puta
od tocke A do tocke B problem je s kojim se susreCemo gotovo svakodnevno, a u nastavku
¢emo ga promotriti iz perspektive teorije grafova.

U teoriji grafova, problem najkraceg puta opisujemo na sljedeci nacin: za teZinski graf
G = (V,E)ivrhove u, v € V potrebno je pronaci put uWv najmanje duljine (definicija|l.1.8])
[25]. Ako za na$ primjer kriZanja ulica reprezentiramo vrhovima, a same ulice bridovima,
neki putevi koje vode od Velike Onofrijeve fontane do Porporele prikazani su grafom na
slici Bridovima kao teZinu mozZemo pridruZziti vrijeme potrebno za prolazak kroz neku
ulicu u ljetnoj guzvi ili njenu duljinu. Put oznacen crvenom bojom na slici predstavlja
najkracu udaljenost dok je zeleni najbrzi u slucaju guzve.

Postoje brojni algoritmi za pronalaZenje najkracih puteva u grafu, ali najpoznatiji je
Dijkstrin algoritam koji ¢emo opisati u sljedecem odjeljku. U zadnjem odjeljku ovog po-
glavlja opisati ¢emo dvije primjene algoritma.

'Kod kreiranja slike koriStena je karta preuzeta s ©OpenStreetMap. Vise informacija o
©O0OpenStreetMap moZe se pronaci na https://www.openstreetmap.org/.


https://www.openstreetmap.org/
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Slika 2.1: Prikaz grafom nekih puteva koje vode od Velike Onofrijeve fontane do Porporele.

2.1 Dijkstrin algoritam

Nizozemski znanstvenik Edsger Wybe Dijkstra svojim pionirskim radom postavio je teme-
lje suvremenoj raCunarskoj znanosti i tehnologiji, a mnogi od njegovih ¢lanaka su pokre-
nuli cijela nova podrucja istrazivanja. Medu njegovim brojnim doprinosima je i algoritam
za pronalazenje najkraceg puta u grafu, opisan Clanku [15] objavljenom 1959. godine [6].
U nastavku ¢emo opisati kako funcionira Dijkstrin algoritam.

Dijsktrin algoritam koristi se za teZinske grafove koji imaju nenegativne teZine bridova.
Za odabrani vrh u grafu, algoritam pronalazi najkrace puteve izmedu toga vrha i svih os-
talih vrhova [26]]. Vrh koji se obraduje u nekom koraku nazivamo aktivni vrh. U svakom
koraku se racuna nova udaljenost za sve susjede aktivnog vrha i pridruzuje se vrhu ako
je manja od trenutne. Medu preostalim vrhovima izabere se onaj s najmanjom vrijednosti
trenutne udaljenost, dodaje se u skup N obradenih vrhova i postavlja se za novi aktivni vrh.
Postupak se ponavlja dok svi vrhovi ne budu obradeni. Ako je potrebno pronaéi najkraci
put samo za odredeni par vrhova onda se jedan od njih odabere kao pocetni i algoritam se
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izvodi dok drugi vrh ne bude dodan u skup obradenih vrhova.
Za neki graf G = (V, E) Dijkstrin algoritam funkcionira na sljedeéi nacin.

Odaberemo pocetni vrh v, a svim ostalim vrhovima u grafu udaljenost
oznac¢imo s co. Skup vrhova za koje je odreden najkrac¢i put od poc-
etnog vrha nazvat ¢emo N. Pocetni vrh ima udaljenost 0 u odnosu na
samog sebe. Dodamo ga u N i oznac¢imo kao aktivni vrh.

e Za sve susjede aktivnog vrha izracunamo novu udaljenost na
nac¢in da udaljenosti aktivnog vrha dodamo tezinu brida koji
ih spaja (ili 1 ako graf nije tezinski);

e ako je trenutna udaljenost susjednog vrha veca od nove, vrhu
pridruzimo novu udaljenost;

e od preostalih vrhova izaberemo onaj koji ima pridruzenu
najmanju udaljenost, dodamo ga u N i oznac¢imo kao aktivnog;

koraci se ponavljaju dok svi vrhovi ne budu dodani u N.

Slika 2.2: Vrhovi grafa G oznaceni sivom bojom imaju odreden najkraci put od pocetnog
vrha a.

Konkretan primjer izvodenja algoritma promotrit ¢emo za graf G prikazan na slici
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Vrh a je izabran kao pocetni, a vrhovi oznaceni sivom bojom imaju ve¢ odreden najkraci
put. Slika prikazuje korak algoritma u kojem je skup N = {a, c,d, b, e}, a aktivni vrh je e.
U ovom koraku ra¢unamo nove udaljenosti za sve susjede od e. Nova udaljenost za f je 7
Sto je manje od trenutne vrijednosti pa vrhu f pridruZujemo novu vrijednost. Za g je nova
udaljenost jednaka trenutnoj pa se nista ne mijenja. U sljedecem koraku u skup N dodajemo
vrh f zato S$to ima najmanju trenutnu vrijednost udaljenosti od svih vrhova preostalih u
V \ N. Vrh f postaje aktivni vrh, a nova udaljenost do jedinog preostalog susjeda g iznosi
8, §to je manje od trenutne vrijednosti. Vrhu g pridruZzujemo novu udaljenost i dodajemo ga
u N, a kako nema viSe vrhova za obraditi, algoritam staje. Svi koraci izvodenja Dijkstrinog
algoritma za graf G su prikazani u tablici

korak fla|b|c|d|e | f |g
1. 0| c0o| 0| o0|00| 0|
2. 0| 4] 2|3 |o0]| 0|
3. 0| 4]2|3|8]10|o
4. 042 |3 |8] 8|
5. 0/ 4,2 3|6 8 |x
6. 0423|679
7 0| 4|2|3]6| 7 8

Tablica 2.3: Koraci izvodenja Dijkstrinog algoritma za graf G.

2.2 Neke primjene algoritama za pronalazak najkraceg
puta

Procjena ocekivanog vremena dolaska na odredisSte

Google Maps je digitalna platforma koja omogucuje pregled geografskih karata 1 satelit-
skih snimki. Od nastanka 2005. godine do danas, Google Maps je dobio brojne nove
funkcionalnosti i postao alat koji svakodnevno koriste milijuni ljudi. Google Maps ko-
risnicima nudi informacije o sadrZajima dostupnim u blizini lokacije na kojoj se nalaze,
informacije o dostupnosti javnog prijevoza i trenutnom stanju u prometu, kao i mogucnost
pronalaska najbrze rute do odabranog odrediSta. Procjena oCekivanog vremena dolaska na
odrediSte do 2007. godine racunala se samo na osnovu udaljenosti izmedu dvije tocke i
prosjecne brzine kretanja korisnika. Za raCunanje najkrace udaljenosti koristi se graf i al-
goritam za pronalaZzenje najkraceg puta. Algoritmi kao Dijkstrin se ne uspijevaju efikasno
nositi s koli¢inom podataka koju Google Maps analizira pa se koristi heuristicki algoritam
A” koji je slican Dijkstrinom, ali provjerava udaljenosti za manji broj vrhova pa se u praksi
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pokazao brzim iako zahtjeva viSe memorije 1 operacija po obradenom vrhu [26]E] Danas
Google Maps uzima u obzir cijeli niz dodatnih faktora koji utjecu na trajanje putovanja kao
Sto su ograni¢enja brzine, prometne guzve, prosjecnu brzinu korisnika u nekom vremen-
skom periodu i mnoge druge. Za viSe informacija zainteresiranog Citatelja se upuéuje na
[26].

Tablice usmjeravanja

Mrezni komunikacijski protokol predstavlja skup pravila koja omogucavaju prijenos po-
dataka kroz komunikacijske kanale. Usmjernik (engl. router) je uredaj koji usmjerava
podatkovne pakete koji putuju mreZzom. Za provjeru odrediSne adrese paketa i preusmje-
ravanje na odgovarajuce sucelje, usmjernici koriste tablice usmjeravanja. U tablicama
usmjeravanja pohranjena je topologija mreZe, tj. za svaku adresu odrediSta, spremljena je
mrezna ruta koja do njega vodi. Na efikasnost usmjeravanja podataka kroz mrezu mogu
utjecati postupci kreiranja i odrzavanja ovih tablica. Za odredivanje najbolje rute prijenosa
paketa algoritmi usmjeravanja koriste razli¢ite metrike, kao Sto su duljina, pouzdanost, op-
terecenje mreZe 1 druge. NajceSce koriStena metrika je duljina rute koja predstavlja broj
usmjerivaca kroz koje paket mora proci ili sumu troSkova mreznih veza na odredenoj ruti.
Kako bi mreza funkcionirala optimalno, poZeljno je u tablicama usmjeravanja imati naj-
krace puteve izmedu parova usmjernika. Mrezni protokoli IS-IS (engl. Intermediate Sys-
tem to Intermediate System) i OSPF (engl. Open Shortest Path First) za izraCunavanje ruta
koriste Dijkstrin algoritam [19].

2Vise o algoritmu A* moZe se pronaci u [26].



Poglavlje 3

Bojanje grafova

Problem bojanja grafova pojavljuje se u 19. stoljecu kada je Francis Guthrie formulirao
problem Cetiri boje. Bojaju¢i kartu Engleskih pokrajina, tako da susjedne pokrajine budu
obojane razli¢itom bojom, Guthrie je primijetio da su dovoljne samo Cetiri boje. PokuSao
je pronaci primjer karte koja se ne bi mogla obojati s najviSe Cetiri boje i to mu nije poslo
za rukom. Od 1852. godine, kada je prvi put formuliran, do 1976. kada je uz pomoc¢
racunala dokazan teorem Cetiri boje, ovim problemom su se bavili neki od najznacajnijih
matematicara devetnaestog i dvadesetog stoljeca. Problem cetiri boje, tj. problem bojanja
karte moZemo promotriti kao problem bojanja grafa ¢iji vrhovi predstavljaju podrucja na
karti (na primjer pokrajine ili drZzave), a bridovi povezuju dva vrha ako odgovarajuéa po-
drucja dijele granicu. Da bi graf bio ispravno obojan susjedni vrhovi moraju biti razlicite
boje i1 ukupan broj iskoriStenih boja treba biti minimalan.

Proucavanje bojanja grafova je krenulo s bojanjem geografskih karata ali primjene ovog
polja teorije grafova su moguce u izrazito puno, ponekad ne odmah ocitih, podruc¢ja. U
ovom poglavlju najprije ¢emo uvesti osnovne pojmove i navesti primjere. Kratko ¢emo
opisati pohlepni algoritam za bojanje grafova ali ne¢emo razmatrati detalje implementacije,
sloZenosti 1 ogranienja algoritama. Navest ¢emo znacajne primjere i posebne slucajeve te
opisati neke zanimljive primjene. Na kraju ¢emo promotriti problem dodjele identifikacij-
skih kodova baznim stanicama na primjeru telekomunikacijske mreZe baznih stanica grada
Zagreba. U ovom poglavlju uglavnom pratimo [24]].

3.1 Osnovni pojmovi

Najprije ¢emo formalno definirati bojanje grafova i pojmove koji su potrebni da bismo
opisali odredena lijepa svojstva koja zZelimo da bojanje ima.

Definicija 3.1.1. Neka je G = (V, E) neusmjereni graf. Funkciju ¢ : V — N koja svakom

12
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vrhu v € V pridruZuje prirodan broj nazivamo bojanje grafa, a broj ¢(v) nazivamo boja
vrha.
Za neki k € N, funkciju ¢ : V — {1, ..., k} nazivamo k-bojanje grafa G.

Primijetimo da bojanje zapravo predstavlja oznaCavanje vrhova, tj. pridruzivanje prirodnih
brojeva koji mogu predstavljati odgovarajucu boju iz odredenog skupa ili neku drugu vr-
stu oznake. Bojanje grafova postaje zanimljiv i kompleksan problem tek kada uvedemo
odredena ogranicenja. U prakti¢nim primjenama traZimo dopustivo bojanje. Takoder,
najcescée je broj boja koje su na raspolaganju ogranicen ili ga Zelimo minimizirati.

Definicija 3.1.2. k-bojanje grafa G = (V, E) je dopustivo ako svaka dva susjedna vrha
imaju pridruZene razlicite boje. Preciznije, za sve vrhove v,u € V vrijedi: ako postoji brid
{v,u} € E tada mora vrijediti p(v) # ¢(u).

KaZemo da je graf k-obajiv ako postoji dopustivo k-bojanje grafa.

Bitno je napomenuti da dopustivo bojanje grafa nije moguce ako graf sadrzi petlje. Ako u
vrhu v € V postoji petlja, tj. brid {v,v} € E tada je nemoguce obojati taj vrh i zadovoljiti
uvjete za dopustivo bojanje pa ¢emo u nastavku razmatrati samo grafove bez petlji.

Definicija 3.1.3. Brid koji spaja dva vrha iste boje nazivamo konfliktni brid.
Dva vrha spojena konfliktnim bridom nazivamo konfliktni vrhovi.

Svaki graf s n vrhova je n-obojiv zato Sto svaki vrh mozZemo obojati jednom od n boja 1
biti sigurni da ne postoje konfliktni vrhovi bez obzira na to koji su vrhovi susjedni. Klju¢ni
problem bojanja grafova je pitanje — Koji je najmanji broj boja potrebnih za dopustivo
bojanje zadanog grafa?

Definicija 3.1.4. Najmanji broj boja potrebnih za dopustivo bojanje grafa G nazivamo
kromatski broj i oznacavamo ga sa x(G). Ako za graf G vrijedi x(G) = k, kaZemo da je G
k-kromatski. Bojanje grafa G koje koristi tocno x(G) boja naziva se optimalnim bojanjem.

Odredivanje kromatskog broja zadanog grafa je opCenito netrivijalan problemﬂ ali u ovom
radu neemo razmatrati njegovu sloZenost. Za neke topologije grafova lagano je odrediti
kromatski broj i to éemo pokazati u sljedeéem dijelu.

Definicija 3.1.5. Za neko bojanje grafa G = (V, E) definiramo klasu boja kao skup koji
sadrZi sve vrhove kojima je dodijeljena odredena boja u tom bojanju. Preciznije, za kon-
kretnu bojui € {1,...,k} u nekom k-bojanju grafa G, klasa boje i je skup {v € V : ¢(v) = i}.

Ako promatramo dopustivo k-bojanje za neki graf, klase boja ¢e u tom sluc¢aju nuzno biti
nezavisni skupovi vrhova.

Problem k-obojivosti grafa spada u klasu NP-potpunih problema. Vise o klasama sloZenosti i NP-
potpunim problemima moze se pronaci na primjer u [35].
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Slika 3.1: Primjer jednog dopustivog 5-bojanja grafa G.

Primjer 3.1.6. Promotrimo graf G na slici[3.1} G se sastoji od 10 vrhova i 21 brida. Na
slici je prikazano jedno moguce 5-bojanje grafa G. Ako konkretnim bojama pridruZimo
oznake od 1 do 5 kao na slici, onda bojanje moZemo zapisati na sljedeci nacin:

o(vy) =1, ¢(v2) = 2, ¢(v3) =5, ¢(v4) = 3, d(vs) =1,
P(ve) = 4, ¢(v7) = 2, P(vg) = 4, $(vg) = 3, ¢(vip) = 5. (3.1

MoZemo vidjeti da ne postoje konfliktni vrhovi pa je ovo bojanje dopustivo. OCcito je da je
kromatski broj ovog grafa x(G) < 5. Ako pozornije promotrimo graf G, moZemo uociti da
su vrhovi vy, v, vy, Ve i v7 svi medusobno susjedni, tj. Cine kliku. Za dopustivo bojanje klike
od n vrhova potrebno je tocno n boja. Kako ovaj graf sadrZi kliku od 5 vrhova, dopustivo
bojanje ¢e uvijek imati barem 5 boja. Sada mozZemo zakljuciti da je x(G) = 5 pa je bojanje
na slici 3.1 optimalno.

Vazno je napomenuti da su oznake, tj. brojevi koje pridruiujemo vrhovima proizvoljni i
vise nas zanima ukupan broj boja potrebnih za dopustivo bojanje grafa, a ne nuzno koje su
to boje. Tako je na primjer bojanje:

¢(V1) = 19 ¢(V2) = 5’ ¢(V3) = 2’ ¢(V4) = 3, ¢(V5) = 19
p(ve) =4, d(v1) =5,  Pvs) =4, dv) =3, (i) =2; (3.2)
identic¢no bojanju [3.1] jer su vrhovi grupirani na jednak nacin samo su oznake (boje)

drugacije. Klase boja u oba rjeSenja su isti skupovi samo pridruZeni razlic¢itim bojama
(u rieSenju (3.2) boje 2 i 5 su zamijenjene u odnosu na (3.1))).
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3.2 Kromatski brojevi za neke topologije grafova

Odredivanje kromatskog broja proizvoljnog grafa nije jednostavno ako je graf jako velik.

Medutim, za odredene topologije grafova kromatski su brojevi unaprijed poznati.
Promotrimo najjednostavniji slucaj, prazan graf. Prazan grat G = (V,E) ima |V| = n

vrhova, a E = (). Ocito niti jedan par vrhova nije susjedan pa ako sve vrhove obojamo istom

bojom dobijemo dopustivo bojanje. Dakle, kromatski broj praznog grafa je y(G) = 1.

U nastavku navodimo neke manje trivijalne topologije grafova i njihove kromatske brojeve.

Potpuni graf

Potpuni graf s n vrhova, K,, ima brid izmedu svakog para vrhova, tj. svaki vrh je susje-
dan svim ostalim vrhovima. OCito je da, kako bi dobili dopustivo bojanje, svakom vrhu
moramo dodijeliti vlastitu boju pa kromatski broj potpunog grafa K,, mora biti y(K,) = n.

Bipartitni graf

Vrhove bipartitnog grafa uvijek mozemo podijeliti u dva nezavisna skupa. Nezavisni sku-
povi vrhova ne sadrze niti jedan par vrhova koji su susjedni pa svi vrhovi u nekom neza-
visnom skupu mogu biti obojani istom bojom. Dakle, ako svaku particiju bipartitnog grafa
obojamo vlastitom bojom dobit ¢emo dopustivo bojanje. Kromatski broj svakog bipartit-
nog grafa K., je x(K.,) = 2. Na slici [I.3] su prikazana 3 bipartitna grafa s optimalnim
bojanjima.

Ciklus

Kromatski broj ciklickog grafa C, ovisi o broju njegovih vrhova stoga ¢emo odvojeno
razmatrati parne i neparne cikluse.

Prvi slucaj je kada je n paran broj, tj. kada je C, paran ciklus. Vrhove mozemo obojati
tako da izaberemo nasumic¢ni vrh od kojeg ¢emo krenuti (neka to bude v;) 1 obojamo ga
prvom bojom, neka to bude bijela. Graf obilazimo u smjeru kazaljke na satu 1 prvi sljedeci
vrh moramo obojati drugom bojom, neka to bude crna. Ako nastavimo obilaziti graf, sve
vrhove moZemo naizmjeni¢no bojati crnom i bijelom bojom. Kada dodemo do posljednjeg
vrha v, njegovi susjedni vrhovi v; i v,_; su veé obojani bijelom bojom pa v, mozZemo
obojati crnom. Dakle, za svaki paran ciklus C, postoji dopustivo 2-bojanje pa je kromatski
broj parnog ciklusa y(C,) = 2. 1z ovoga mozemo zakljuciti da je vrhove parnog ciklusa
moguce podijeliti u dva nezavisna skupa stoga su parni ciklusi bipartitni grafovi.

Za neparni ciklus C,,; slijedimo isti postupak kao za parni ciklus, krenemo u vrhu v;
i naizmjeni¢no bojamo vrhove bijelom i crnom bojom. Kada dodemo do posljednjeg vrha
Vnt1, Njegovi susjedni vrhovi, vy 1 v, €e biti obojani razli¢itim bojama, v; u bijelo, a v, u
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crno. Da bi dobili dopustivo bojanje vrh v,,; moramo obojati trecom bojom. MoZemo
zakljuciti da je za sve neparne cikluse C,,; kromatski broj jednak y(C,;) = 3.

Kotac¢

Kota¢ W, konstruiramo tako da nekom ciklusu C,_; dodamo jedan vrh i spojimo ga sa svim
ostalim vrhovima. Jasno je da ¢emo za kotac, kao i za ciklus, imati dva slucaja ovisno o
tome je li broj vrhova n paran ili neparan.

Ako je n paran broj, kota¢ W, je nastao od neparnog ciklusa za Cije bojanje su potrebne
3 boje. Dodavanjem jednog vrha koji je susjedan svim ostalim vrhovima broj boja potreb-
nih za dopustivo bojanje povecava se za 1 pa je kromatski broj kotaca W,, s parnim brojem
vrhova jednak y(W,) = 4.

Ako imamo kota¢ W, sa neparnim brojem vrhova, on je konstruiran iz parnog ciklusa
i za dopustivo bojanje trebamo jednu boju vise nego za parni ciklus. Dakle, kromatski broj
kotaca W, s neparnim brojem vrhova je y(W,,) = 3.

Planarni graf

Problem cetiri boje, spomenut na samom pocetku ovog poglavlja, zapravo je problem bo-
janja planarnih grafova. Naime, svakoj geografskoj karti mozemo pridruziti odgovarajuéi
planarni graf pa problem bojanja karte postaje problem bojanja grafova. Tvrdnja da svaki
planarni graf G ima kromatski broj y(G) < 4 jednostavno je iskazana slavnim teoremom
Cetiri boje. [24]

Teorem 3.2.1. (Teorem Cetiri boje) Za svaki planarni graf bez petlji postoji dopustivo
4-bojanje. Ekvivalentno, svaka karta se moZe obojati sa 4 boje.

Iako je naizgled jednostavan, od formulacije slutnje do dokaza ovog teorema proteklo
je vise od 120 godina. Njime su se bavili brojni ugledni matematicari devetnaestog i dva-
desetog stoljeca, a mnogi ponudeni dokazi pokazali su se neispravnima. Teorem su 1976.
godine konacno dokazali Kenneth Appel i Wolfgang Haken [3]] uz pomo¢ racunala. Vise o
teoremu Cetiri boje moze se pronaci u [24]. Iako se dokaz pokazao iznimno kompleksnim,
mnoge ideje 1 rezultati koji su proizasli iz neuspjesnih pokuSaja doprinijeli su konacnom
rjeSenju problema. Matemati¢ar Alfred Kempe objavio je 1879. godine dokaz teorema
Cetiri boje, ali nakon 11 godina Percy Heawood je u njemu pronaSao pogresku. Heawood
nije ponudio vlastiti dokaz, ali je uz pomo¢ Kempeovih rezultata dokazao teorema pet boja.
[24]

Teorem 3.2.2. (Teorem pet boja) Za svaki planarni graf bez petlji postoji dopustivo 5-
bojanje.
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Dokaz ovog teorema nije pretjerano izazovan i moze se pronaci na primjer u [3].
Pregled kromatskih brojeva za klase grafova navedene u ovom odjeljku nalazi se u tablici

B2

H Klasa grafa Kromatski broj y H

Potpuni graf (K,) n

Planarni graf (G,),n > 1 <4
Paran ciklus (C,), n > 1 2
Neparan ciklus (C,), n > 1 3
Bipartitni graf (K, ,), n > 1 2
Kotac (W,,), n > 2 je paran 4
Kotac (W,), n > 2 je neparan 3

Tablica 3.2: Pregled kromatskih brojeva za razlicite klase grafova.

3.3 Pohlepni algoritam za bojanje grafova

U prethodnom odjeljku smo promotrili razlicite topologije grafova za koje je jednostavno
pronaci optimalno bojanje 1 odrediti kromatski broj. Za grafove koji imaju velik broj
vrhova i1 bridova, a nemaju neku od pravilnih struktura kao ranije promatrani grafovi,
odredivanje kromatskog broja i pronalazak optimalnog bojanja je izrazito kompleksan za-
datak. Naime, bojanje grafova je NP-potpun problem,E] pa ne postoji algoritam koji, za
svaki graf, pronalazi optimalno bojanje u polinomnom vremenu. U praksi nije uvijek
nuzno pronaci optimalno bojanje, obi¢no je prihvatljivo neko dopustivo bojanje pa je dosta
napora uloZeno u razvoj heuristi¢kih algoritama koji u razumnom vremenu najéesce gene-
riraju dovoljno dobro, ali ne nuzno optimalno rjesenje [23]. Jedan od takvih algoritama
koji se najcesce koristi je pohlepni algoritam i njega ¢emo opisati u nastavku. Navest ¢emo
neke specifi¢nosti algoritma i promotriti nekoliko primjera.

Opis algoritma

Pohlepni algoritam (engl. greedy algorithm) je jedan od konceptualno najjednostavnijih
algoritama za bojanje grafova. Nedostatak mu je da ne generira uvijek optimalno bojanje.
Algoritmu je na pocetku potrebno predati redoslijed kojim ce obilaziti vrhove. Algoritam
¢e uvijek pronaci dopustivo bojanje ali broj boja koje se koriste u rjeSenju moze znacajno
varirati ovisno o redoslijedu kojim se obilaze vrhovi.

2Problem k-obojivosti grafa spada u klasu NP-potpunih problema. Vise o klasama sloZenosti i NP-
potpunim problemima moze se pronaci na primjer u [35].
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Za neki graf G koji se sastoji od n vrhova pohlepni algoritam funkcionira na sljedeci
nacin.
Ako vrhove grafa G poredamo nekim redoslijedom, na primjer
(vi,v2,...,v,), pohlepni algoritam se izvrsSava slijedom:

e u prvom koraku vrhu v, pridruZuje boju 1;

e u {-tom koraku za vrh v; provjerava redom moze 1li biti obojan
nekom od j do sada korisStenih boja bez konflikta te:

— ako za v; na popisu ve¢ korisStenih boja postoji boja k koja
nece narusiti dopustivost bojanja, prva (najmanja) takva se
pridruzuje vrhu v;;

— ako svaka od j do sad koriStenih boja stavlja vrh v; u
konflikt s nekim od ve¢ obojanih vrhova, dodaje se nova
boja j+ 1 i pridruzuje se vrhu v;;

koraci se ponavljaju dok svi vrhovi ne budu obojani.

Najzornije moZemo razumjeti funkcioniranje algoritma promotrimo li konkretan pri-
mjer. Za graf G sa slike 1 redoslijed vrhova (v, v,, v3, v4, Vs, Vg, V7, V8, V9, V10), Koraci
izvodenja pohlepnog algoritma dani su na slici Pohlepni algoritam generira optimalno
5-bojanje za graf G, ali primijetimo da su vrhovi ovaj put obojani drugacije nego u (3.1)) i

(3.2).

Novo 5-bojanje je:

pv) =1, o) =2,  #(3) =2,  ¢(vs) =3, p(vs) =1,
p(ve) =4, o)) =5, o) =2, o) =1, $(v) = 3. (3.3)

Dok smo u (3.1) i (3.2)) imali vrhove grupirane u klase boja:

{vi, vsh {va, v7} {vs, vioks {va, ol {ve, vs}s
u (3.3) grupirani su na sljedeéi nacin:

{vi, vs, o}, {va, v3, vs}, {va, vio}, {vel}s {v7}.

Uzrok ovih znacajnih razlika u rezultatu je upravo redoslijed kojim pohlepni algoritam
obilazi vrhove grafa.
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Slika 3.3: Koraci izvodenja pohlepnog algoritma.
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Redoslijed obilaska vrhova

Redoslijed obilaska vrhova znacajno utjeCe na strukturu klasa boja i na ukupan broj boja
koje se koriste. Na primjer, za 3-regularni bipartitni graf K, 4 na slici 3.4] rezultati boja-
nja pohlepnim algoritmom sa dva razliita redoslijeda obilaska vrhova daju bitno razlicite
rezultate.

vi v2 v v2

V7 v8 V7 vB

Slika 3.4: Primjer bojanja bipartitnog grafa pohlepnim algoritmom za dva razlicita redos-
lijeda obilaska vrhova.

Dok za lijevi graf redoslijed obilaska vrhova (vy, vo, v3, v4, Vs, Ve, V7, vg) rezultira 4-boja-
njem, za desni graf redoslijed (vy, v, vs, v7, V2, v4, Vg, vg) daje optimalno 2-bojanje. OCito
je da je redoslijed kojim pohlepni algoritam obilazi vrhove grafa klju¢an za optimalnost
rjeSenja.

Iako ¢e pohlepni algoritam Cesto generirati suboptimalno rjesenje, moguce je pokazati
da za svaki graf uvijek postoji redoslijed obilaska vrhova za Kkoji ¢e rjesenje biti opti-
malno bojanje [24]. Za graf s n vrhova postoji n! mogucih redoslijeda obilaska, stoga je
pronalazak optimalnog obilaska jednako kompleksan zadatak kao i pronalazenje kromat-
skog broja ili optimalnog bojanja.

Jedna od metoda poboljSanja nekog poznatog dopustivog bojanja je poredati vrhove
grafa tako da vrhovi koji pripadaju jednoj klasi boja u postoje€em rjeSenju budu smjesteni
na susjedne pozicije u novom redoslijedu obilaska. Ako je inicijalno rjeSenje koristilo k
boja, onda je vrhovima koji su prije pripadali i-toj klasi moguce pridruZiti i-tu ili bilo koju
od ve¢ koriStenih boja pa ako inicijalno rjeSenje nije bilo optimalno, postoji moguénost da
¢e svi vrhovi iz i-te klase biti smjeSteni u neke druge klase pa time dobivamo poboljSanje
pocetnog rjesenja koje koristi / < k boja.
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Na primjer, za graf G sa slike moZzemo pokrenuti pohlepni algoritam sa redoslije-
dom vrhova (v, vs, vy, v, V3, Vg, V4, V10, Ve, V7) 1 NOVi rezultat ¢e biti barem jednako dobar
kao inicijalni, tj. dobiti éemo 5-bojanje. Za G ne moZemo dobiti bolje rjeSenje promjenom
redoslijeda vrhova zato S§to je kromatski broj y(G) = 5, pa je jedina moguca promjena
eventualno razli¢ito grupiranje vrhova u klase boja. Ovo je upravo jedan moguci redoslijed
vrhova koji garantira optimalno bojanje za G. MoZe se dokazati da za bilo koji graf redos-
lijed vrhova, za kojeg ¢e pohlepni algoritam generirati optimalno bojanje, dobijemo tako
da grupiramo vrhove po klasama boja nekog ve¢ poznatog optimalnog bojanja za taj graf.
Formalni iskaz i dokaz iznesenih tvrdnji moZe se pronaci u [24].

3.4 Neke primjene bojanja grafova

Kreiranje rasporeda

Kreiranje kvalitetnog sveuciliSnog rasporeda nije jednostavan zadatak. Problem se obi¢no
dijeli u dvije kategorije: kreiranje rasporeda predavanja i kreiranje rasporeda odrzavanja
ispita. Da bi se neki raspored odrZavanja ispita smatrao dovoljno dobrim, moraju biti za-
dovoljeni odredeni uvjeti. Klju€an uvjet je da svi ispiti koje polaZe isti student moraju biti
u razli¢itim terminima. Cilj je kreirati zadovoljavajuci raspored, ali minimizirati broj po-
trebnih termina. NajceSc¢e postoje joS brojni dodatni zahtjevi kao na primjer da se odredeni
ispit odrZi u specifi¢no vrijeme ili da se odredena skupina ispita odrzi najranije moguce u
ispitnom razdoblju.

Problem kreiranja rasporeda ispita moze se preslikati u problem bojanja grafova. Jed-
nostavan pristup je da se ispitima i dostupnim terminima pridruze vrhovi grafa. Svi termini
su medusobno spojeni bridovima da bi €inili kliku u kojoj ée svakom vrhu nuZno biti pri-
druZena razliCita boja. Ako za neki par ispita postoji student koji mora izaci na oba, ispiti
se spajaju bridom kako bi se osiguralo da budu obojani razli¢itom bojom. Za ispit koji se
ne moZze odrZati u odredenom terminu dodaje se brid koji ga spaja s tim terminom [23]].
U ovako konstruiranom grafu, dopustivo bojanje ¢e svim parovima ispita 1 termina koji
imaju neku vrstu konflikta pridruZziti razli¢itu boju. Svaka klasa boja sadrZavati ¢e jedan
termin i ispite koji se u njemu odrzavaju. Ako broj dostupnih termina nije dovoljan da bi
se zadovoljili svi postavljeni uvjeti, pojavit ¢e klasa boja koja ne sadrzi niti jedan termin.
U tom slucaju, bez dodavanja novih termina, nemoguce je kreirati dobar raspored ispita.
Mogu se postaviti joS brojni zahtjevi koje bi bilo poZeljno zadovoljiti, a time kompleks-
nost problema raste. Kroz godine su se pojavili razliciti pristupi rjeSavanju problema te su
Cak odrzana natjecanja u kreiranju rasporeda. Temeljit pregled razli¢itih pristupa i rjeSenja
moze se pronaci u [24].
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SkladisStenje kemikalija

Iako su mnoge kemikalije bezopasne i jednostavne za skladiStenje i odlaganje, neke od
njih, kada dodu u izravan kontakt, mogu postati iznimno opasne. Odredene kombinacije
kemikalija ¢e rezultirati nastankom toksi¢nih spojeva dok neke reakcije mogu izazvati eks-
plozije 1 uzrokovati pozare. Osim skladiStenja kemikalija u istom prostoru, problem pred-
stavlja i sigurno odlaganje otpadnih kemikalija. Kao kod skladiStenja, prilikom odlaganja
postoji moguénost opasnih reakcija u slu¢aju mijeSanja nekih kemikalija, ali i potencijalno
nastajanje spojeva Stetnih za okoli$ ili ljudsko zdravlje. Ponekada je situacija prili¢no jed-
nostavna, na primjer treba osigurati da odredene kemikalije ne dodu u dodir s vodom ili
da se dvije nekompatibilne kemikalije ne skladiSte u istom prostoru, medutim postoji jos
mnostvo kombinacija koje mogu dovesti do ozbiljnih posljedica.

Slika 3.5: Graf G interakcija za 7 razli¢itih kemikalija.

Ovaj problem moZze se preslikati u problem bojanja grafova tako da se konstruira graf
interakcija u kojem vrhovi predstavljaju pojedine kemikalije, a bridovi nesigurne kombina-
cije kemikalija koje mogu rezultirati nezgodama. Dopustivo bojanje ovakvog grafa pred-
stavlja kombinacije kemikalija koje su sigurne za skladiStenje u istom spremniku. Kro-
matski broj grafa interakcija predstavlja minimalan broj spremnika potrebnih za sigurno
skladistenje ili odlaganje kemikalija. Ilustracija problema prikazana je na slici [3.5] gdje
je graf interakcija G konstruiran za 7 razli¢itih kemikalija. Graf G ima kromatski broj
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X(G) = 3, §to znaci da su potrebna barem tri razlicita spremnika za skladiStenje ovih kemi-
kalija, a klase boja predstavljaju sigurne kombinacije kemikalija. ViSe detalja o primjeni
bojanja grafova za rjeSavanje problema skladiStenja i odlaganja kemikalija te zanimljive
primjere i softversko rjeSenje moZe se pronaci u [31]].

3.5 Dodjeljivanje kodova baznim stanicama
telekomunikacijske mreze

Najcesce primjene teorije grafova u telekomunikacijama obi¢no su usmjerene na analizu i
povecanje efikasnosti prijenosa podataka putem interneta ili analizu mreZe u svrhu identi-
ficiranja potencijalnih ranjivosti. Jedan manje ocit problem iz domene telekomunikacija,
koji se moZe modelirati grafom, je dodjeljivanje identifikacijskih kodova baznim stani-
cama.

U ovom odjeljku najprije ¢emo opisati ovaj problem 1 objasniti zaSto se on pojavljuje.
Zatim ¢emo pokazati da, kad se modelira grafom, dodjeljivanje kodova baznim stanicama
postaje problem bojanja grafa. Na kraju ¢emo na primjeru konkretne telekomunikacijske
mreZe pokazati rezultat.

Opis problema

Da bi se za neko podrucje osigurala dobra pokrivenost signalom, bazne stanice, tj. antene
moraju biti postavljene dovoljno gusto. Svaka bazna stanica ima svoj identifikator, odnosno
kod (engl. scrambling code) i odredenu jaCinu signala koja opada s udaljenosti. Broj ko-
dova je ograniCen, preciznije, na raspolaganju je samo 512 kodova [37]], pa je nemoguce
svakoj baznoj stanici dodijeliti jedinstveni. Kako bi pristupili mreZi, mobilni uredaji mo-
raju biti spojeni na neku baznu stanicu. Dok bazne stanice imaju fiksnu lokaciju, mobilni
su uredaji najceSce u pokretu pa povremeno izlaze iz dometa jedne bazne stanice i ulaze u
domet neke druge. Kada uredaj izade iz dometa signala bazne stanice na koju je spojen,
veza se prekida i uredaj se spaja na novu stanicu u ¢ijem dometu se nalazi. Da bi ove tran-
zicije protekle neprimjetno za korisnika, uredaj pohranjuje kod stanice u ¢ijem je dometu i
koristi ga kao identifikator za spajanje.

Kao S§to smo ve¢ spomenuli, bazne stanice moraju biti postavljene dovoljno gusto da
bi se sprije¢ilo gubljenje signala na nekim podru¢jima. Posljedica ovoga je da se dometi
pojedinih baznih stanica Cesto preklapaju, stoga nerijetko postoji vise razli¢itih stanica na
koje se neki uredaj moze istovremeno spojiti. Primjer na slici ilustrira preklapanja po-
drucja pokrivenosti signalom za 4 bazne stanice s oznakama sy, 5, 53 1 54. Bazne stanice
za koje postoji podrucje preklapanja signala nazivat ¢emo susjednima. Na primjer, bazna
stanica s3 na slici [3.6) ima susjede sy, 5, i s4. Kljucno je da stanice ¢iji se dometi prekla-
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Slika 3.6: Ilustracija preklapanja podrucja pokrivenosti signalom za 4 bazne stanice.

paju imaju dodijeljene razlicite kodove kako bi uredaj koji je u dometu mogao u svakom
trenutku to¢no identificirati stanicu na koju se spaja.

Problem koji treba rijesiti je — Kako ogranicen broj kodova dodijeliti velikom broju
baznih stanica tako da susjedne stanice uvijek imaju razlicit kod?

Modeliranje problema grafom

Problem ¢emo modelirati grafom u kojem vrhovi predstavljaju bazne stanice s bridovima
medu stanicama za koje postoji podrucje preklapanja signala, tj. vrhovi su susjedni ako
predstavljaju stanice koje su susjedne. OCcito je da problem dodjele kodova baznim stani-
cama tada postaje problem bojanja odgovarajuceg grafa. Ako postoji k dostupnih kodova
koji mogu biti dodijeljeni baznim stanicama u zadanoj telekomunikacijskoj mrezi, pro-
blem dodjele kodova je ekvivalentan pronalasku dopustivog k-bojanja za graf pridruZen toj
mreZi. Za mreZzu baznih stanica na slici [3.6] pripadni graf G i optimalno bojanje nalaze
se na slici Ako je dostupan skup kodova {1, 2, 3}, baznim stanicama s; 1 s4 moZemo
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Slika 3.7: Pripadni graf G i optimalno bojanje za opisanu mreZu 4 bazne stanice.

dodijeliti kod 1, baznoj stanici s, kod 2 1 baznoj stanici s3 kod 3.

Telekomunikacijska mreza grada Zagreba

Za manje trivijalnu ilustraciju problema iskoristiti ¢emo skup podataka koji sadrzi mrezu
baznih stanica grada Zagreba. Skup podataka je dostupan u razvojnoj okolini Memgraph
Lab koja sluzi za analizu 1 vizualizaciju podataka pohranjenih u graf-bazi podataka Mem-
graphE] Skup ne sadrzi stvarne podatke o telekomunikacijskoj mrezi, ve¢ su bazne stanice
i lokacije umjetno generirane. Pri generiranju preklapanja signala, geografski i ostali ele-
menti, koji utjecu na jacinu i prostornu raspodjelu signala, modelirani su nasumi¢mo. Kod
vizualizacije podataka na geografskoj karti, Memgraph Lab koristi ©OpenStreetMapf_r]

Graf se sastoji od 200 vrhova koji predstavljaju bazne stanice. Svaka bazna stanica
ima naziv te podatke o geografskoj Sirini i duZini koji se koriste za prikaz podataka na
karti. Dvije stanice su spojene bridom ako postoji preklapanje u podru¢jima koja pokri-
vaju signalom, tj. ako su susjedne. Zbog specificnosti pohrane podataka, na raspolaganju
su nam samo usmjereni bridovi pa se efekt neusmjerenog grafa postize na nacin da se,
umjesto svakog neusmjerenog brida, koriste dva usmjerena brida suprotne orijentacije. U
promatranoj mreZi postoji 2388 usmjerenih bridova koji predstavljaju 1194 neusmjerena.
U nastavku ¢emo zanemariti specifi¢nosti implementacije i govoriti samo o neusmjerenim
bridovima. Vizualizacija podataka nalazi se na slici [3.8] Vrhovi koji predstavljaju bazne
stanice su prikazani kruzi¢ima. Graf je prikazan na geografskoj karti tako da su vrhovi
smjeSteni na odgovaraju¢im lokacijama uz pomo¢ podataka o geografskoj Sirini i duZini.
Susjedni vrhovi su povezani bridovima.

3Vise o bazi podataka Memgraph i razvojnoj okolini Memgraph Lab te koristenom skupu podataka moze
se pronaci nahttps://memgraph.com/blog/optimizing_telco_networks_with_graph_coloring_
and_memgraph_mage.

*Vise informacija o ©OpenStreetMap moZe se pronaéi na https://www.openstreetmap.org/.


https://memgraph.com/blog/optimizing_telco_networks_with_graph_coloring_and_memgraph_mage
https://memgraph.com/blog/optimizing_telco_networks_with_graph_coloring_and_memgraph_mage
https://www.openstreetmap.org/

POGLAVLIJE 3. BOJANJE GRAFOVA 26

L ] * ]
° ° [ ° ] g
® PY ® ) ® ¢
Py L ] e @ (] L
Pod L ]
Vrapée ° [ ] Maksimir e o °
o 9 O o
[ Y Gy m’ec 4 Gomirflla- " e e
' i
{ ) Meciestak ° ° ® °
. — 4 2l ) ]
[ ] ® ® Dunjs
* ) i L ] ® » @ ouvrall 'Y
. i} Zagtes @ &
. b4 oo oo ® e ®
ie
P ° » s o L ] e ¥ °
o ® Tresnjevi o o
o e ® ~sigver [ [ ] ® ° ®
g o o o° o
[ ]
pakily— ) . L ® ] AR ¥ ® L ® °
® L ° o g
® !nn.s.. L ®
b L < i ] ° i
b . ° ° ok iz L4 ° [ L ] . L ] A
O et ke ] [ ] &
[ ]
[ ] ® s o { ] L ] e® ° * o0
@ Stupakii ® ) e .«mzag«-b [ ] °
Sbre? 8 zagee etol
° PY P o L ] o o Velka °
® Luckaggy Kosnica
] bt ]

Gornji
e Mala Knsnica

Slika 3.8: Prikaz mreZe baznih stanica grada Zagreba.

Ako ovoj mreZi baznih stanica pokuSamo dodijeliti 7 razli¢itih kodova, tj, ako pokusamo
pripadni graf obojati sa 7 boja, uvijek ¢e postojati konfliktni bridovi. Na slici[3.9]prikazano
je 7-bojanje grafa, a konfliktni bridovi su naglaseni crvenom bojom i ukupno ih je 21. Za
8-bojanje, broj konfliktnih bridova je jedanaest, a za 9-bojanje imamo dva konfliktna brida.
Ovakav rezultat je posljedica postojanja klika u grafu. Postoji tocno jedanaest 9-klika 1

o
AKDAN |

Slika 3.9: Prikaz 7-bojanja mreZe baznih stanica grada Zagreba s konfliktnim bridovima
naglaSenim crvenom bojom.
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dvije 10-klike. Zbog postojanja 10-klika moZemo zakljuciti da je kromatski broj promatra-
nog grafa najmanje 10. Zaista, ako iskoristimo deset boja dobijemo dopustivo 10-bojanje
prikazano na slici Sada slijedi da je kromatski broj ovog grafa 10, a prikazano je
bojanje optimalno.
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Slika 3.10: Prikaz optimalnog 10-bojanja mreZe baznih stanica grada Zagreba.



Poglavlje 4

Mjere centralnosti

Grafove Cesto koristimo za modeliranje mreza. Identificiranje najvaznijeg ili najutjecaj-
nijeg vrha obi¢no je klju¢ni korak u analizi svojstava kompleksne mreZe. Mjeru vaznosti
nekog vrha u kontekstu odredene mreZe nazivamo centralnost.

Postoji viSe razli¢itih mjera centralnosti, svaka sa specificnim karakteristikama koje
proizlaze iz nacina na koji se definira “vaznost” vrha [12]. Bilo je mnostvo pokuSaja da
se uvede reda u podrucje mjera centralnosti, ukljucujuéi radove koje su objavili Sabidussi
[32], Koschiitzki 1 suradnici [21] 1 Borgatti i Everett [11]. Daleko najutjecajniji je rad
kojeg je objavio Freeman 1979. godine [16], od kada se centralnosti stupnja, blizine i
medupoloZenosti smatraju mjerama koje obuhvacaju najvaznije aspekte centralnosti. Jo$
jedna podjednako prepoznata mjera centralnosti, uz tri prethodno navedene, je svojstvena
centralnost koju uvodi Bonacich u svom c¢lanku [7]] iz 1972. godine.

Uz ove klasike potrebno je joS spomenuti i PageRank koji su razvili osnivac¢i Googlea,
Larry Page i Sergey Brin [13]] 1998. godine.

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se poblize sa najvaznijim mjerama centralnosti i na-
vesti neke njihove primjene, naj¢es¢e u analizi razlicitih drustvenih mreza. Detaljno ¢emo
opisati postupak racunanja PageRanka na jednostavnom primjeru i na kraju primijeniti Pa-
ageRank na mrezu citata znanstvenih ¢lanaka i usporediti rezultat sa vrijednostima koje se
dobiju za druge mjere centralnosti na istom skupu podataka.

4.1 Pregled mjera centralnosti

Kod odabira centralnosti koja Ce se koristiti u analizi konkretne mreZe treba uzeti u obzir
vrstu i strukturu mreZe te pitanja na koja se Zeli odgovorit. Sto odredeni vrh cini central-
nim, a neki drugi perifernim? U ovom poglavlju ¢emo pokusSati odgovoriti na to pitanje.

28
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Stupanj vrha

Konceptualno najjednostavnija i najintuitivnija mjera centralnosti je stupanj vrha (engl.
degree centrality).

Definicija 4.1.1. U neusmjerenom grafu, centralnost stupnja c; vrha v jednaka je stupnju
tog vrha:

cqa(v) = deg(v).

U usmjerenom grafu definiramo ulaznu centralnost stupnja v kao c;,,(v) = deg, (v) i ana-
logno, izlaznu centralnost stupnja kao c,,, = deg,, (v).

Dakle, vrh je vazan ako ima velik stupanj. Naj¢eSce mjere centralnosti interpretiramo u
kontekstu komunikacije unutar druStvenih mreza kao pokazatelj vaznosti ili utjecaja nekog
pojedinca. Za osobu koja je u direktnom kontaktu s velikim brojem pojedinaca moZemo
pretpostaviti da je u ZariStu komunikacije 1 da je na poziciji koja se vjerojatno nalazi na
glavnom toku informacija, tj. da ¢e informacije koje teku mreZzom do¢i do nje. Ta osoba
je vjerojatno bitan akter u komunikaciji koja se odvija. S druge strane, osoba koja je u
direktnom kontaktu s malim brojem pojedinaca vjerojatno je relativno izolirana od ostatka
mreze i sporedan je akter u komunikacijskim procesima koji se odvijaju u mrezi.

Centralnost stupnja djelomi¢no ovisi o veli¢ini grafa. Ponekad je korisno imati mjeru
koja je neovisna o veliini grafa da bi mogli usporedivati relativne centralnosti vrhova iz
razlicitih grafova. U grafu koji ima n vrhova, svaki vrh moZe imati najviSe n — 1 susjeda
pa utjecaj veli¢ine grafa moZemo eliminirati tako da definiramo normaliziranu centralnost
[16]:
deg(v)

n—1"

cqa(v) = 4.1)

Centralnost stupnja je lokalna mjera jer uzima u obzir samo susjedne vrhove, zanemarujuci
indirektne veze koje mogu postojati medu vrhovima. Vrh s velikim brojem susjeda je vazan
lokalno, u svom neposrednom okruZzju, ali ne mora biti globalno centralan. Vrh je globalno
centralan kada se nalazi na znacajnoj poziciji u kontekstu stukture cjelokupnog grafa.

Centralnost blizine

Jedna globalna mjera centralnosti koja se temelji na medusobnoj udaljenosti vrhova je
centralnost blizine (engl. closeness centrality). Udaljenost vrha je formalno definirana
kao suma udaljenosti od ostalih vrhova, a blizina vrha je definirana kao inverz njegove
udaljenosti. Prema tome, Sto je manja njegova ukupna udaljenost od ostalih vrhova, to ¢e
konkretni vrh biti centalniji.
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Definicija 4.1.2. Neka je G = (V,E) graftev € V neki vrh. Zau € V, u # v, s dist(v, u)
oznacimo duljinu najkraceg puta izmedu vrhova v i u, a sa n oznacimo |V|. Tada central-
nost blizine za vrh v definiramo kao:

n-1
Zuiv diSt(V’ l/t) )

Freeman [16] iznosi dvije interpretacije centralnosti blizine u kontekstu druStvenih
mreza, kao mjeru pristupacnosti ili kao mjeru neovisnosti. Prva interpretacija promatra
efikasnost, tj. brzinu Sirenja informacija. Centralna to¢ka u mreZi je ona iz koje Ce se
informacije najbrze prosiriti po ostatku mreZe, tj. ona osoba koja moZe najefikasnije ko-
municirati s ostatkom mreze. Druga interpretacija promatra u kojoj mjeri je osoba neovisna
o utjecajima drugih pojedinaca na protok informacija u mrezi. Osoba koja se mora osloniti
na mnogo posrednika u komunikaciji nije neovisna i samim time nije centralna.

Centralnost blizine je korisna za analizu povezanih grafova, medutim za nepovezane
grafove nam ne daje nikakvu informaciju o vaZnosti vrhova. Naime, u nepovezanom grafu
svaki vrh je beskonacno udaljen od barem jednog vrha pa ¢e za svaki vrh v vrijediti c.(v) =
0.

4.2)

c.(v) =

Medupovezanost vrhova

Kao i centralnost blizine, medupovezanost vrhova (engl. betweenness centrality) se zasniva
na udaljenostima medu vrhovima. Medupovezanost vrha je broj pojavljivanja toga vrha na
najkra¢im putevima medu parovima ostalih vrhova u grafu.

Definicija 4.1.3. Neka je G = (V,E) graf te u,v,k € V, u # v,u # k,v # k neki vrhovi.
Oznacimo sa g,, broj najkracih puteva od vrha u do vrha v, a s g, broj najkracih puteva
od vrha u do vrha v koji prolaze vrhom k. Medupovezanost c,(k) vrha k definiramo kao:

=y Y A 4.3)

u#k v#k,v#u Euv

Ponekad postoji viSe razlicitih najkrac¢ih puteva medu vrhovima u i v, pa % predstavlja
vjerojatnost izbora puta koji prolazi vrhom %, tj. za svaki par vrhova sumi se dodaje 1
samo ako se k nalazi na svim moguéim najkra¢im putevima medu njima [10].

Dok se centralnost blizine interpretira kao mjera neovisnosti nekog vrha od ostatka
mreze, medupovezanost mozemo interpretirati kao mjeru ovisnosti ostatka mreze o nekom
vrhu, tj. potencijal za kontrolu protoka informacija kroz mrezu. Obje interpretacije imaju
pretpostavku da se informacije ili utjecaj kroz mrezu Sire na najefikasniji nacin, tj. po naj-

kra¢im putevima. Centralnost blizine za svaki vrh u nepovezanom grafu iznosi O 1 ne daje
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Slika 4.1: Krackhardtov graf zmaja.

nam nikakvu informaciju o svojstvima grafa, a medupovezanost nema taj problem. U ne-
povezanom grafu svaki par vrhova izmedu kojih ne postoji najkraci put samo ne doprinosi
medupovezanosti ostalih vrhova.

Primjer 4.1.4. U svom radu [22|] iz 1990. godine, David Krackhardt predstavija “graf
zmaja” prikazan na slici Ovaj jednostavni graf se sastoji od samo 10 vrhova, ali za
svaku od tri prethodno opisane mjere centralnosti ima maksimalnu vrijednost u razlicitim
vrhovima.

e Vrh D ima najvecu centralnost stupnja.
e Vrhovi F i G imaju najvecu centralnost blizine.

e Vrh H ima najvecu vrijednost medupovezanosti.

Svojstvena centralnost

1972. godine Bonacich [7] je predloZio da bi svojstveni vektor matrice susjedstva (defini-
cija[I.1.10) pridruZen najvecoj svojstvenoj vrijednosti mogao biti dobra mjera centralnosti.
Svojstvena centralnost (engl. eigenvector centrality) je proSirenje centralnosti stupnja gdje
osim broja susjeda ulogu igra i koliko su ti susjedi vazni. Centralnost vrha je proporci-
onalna sumi centralnosti njegovih susjeda, tj. vaznost vrha raste ako je povezan sa drugim
vaznim vrhovima.
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Definicija 4.1.5. Neka je Ag matrica susjedstva pridruZena grafu G. Svojstvenu central-
nost x; vrha i racunamo na sljedeci nacin:

/l‘xl:Zal]x]’ i: 1,...,”; (4'4)

J=1

gdje je A najveca svojstvena vrijednost matrice Ag, a n broj vrhova grafa G.
Ako @.4) zapisemo u matri¢nom obliku:

Agx = Ax, 4.5)

svojstvena centralnost vrha i je jednaka i-toj komponenti svojstvenog vektora x pridruzZenog
najvecoj svojstvenoj vrijednosti matrice Ag.

Primjer 4.1.6. Promotrimo graf G na slici Pripadna matrica susjedstva Ag je

01000
10100
Ag=]0 1 0 11
00101
00110

Svojstvene vrijednosti matrice Ag su: A; = 1,1, = —1,43 = 1.6751, 14 = 0.5391 i A5 =
2.2143. Najveca svojstvena vrijednost je As i njoj je pridruZen svojstveni vektor:

[0.3111]
0.6888
x~ |1.2143
1

1

Ciji elementi odgovaraju vrijednostima svojstvene centralnosti odgovarajucih vrhova grafa
G.E] Ocekivano, vrh C ima najvecu vrijednost svojstvene centralnosti, a vrh A najmanju.
Zanimljivo je usporediti vrijednosti svojstvene centralnosti i centralnosti stupnja u tablici
4.5l

IKako ne bi doslo do zabune s vektorima koji su oznaceni malim slovima, u nastavku ¢emo vrhove

oznacavati velikim slovima. Treba pripaziti da se graf takoder oznacava velikim slovom, medutim iz kontek-
sta bi trebalo biti ocito na Sto se oznaka odnosi.
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D
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E
Slika 4.2: Graf G.
H Vrh Svojstvena centralnost Centralnost stupnja H
A 0.3111 1
B 0.6888 2
C 1.2143 3
D 1 2
E 1 2

Tablica 4.3: Vrijednosti svojstvene centralnosti i centralnosti stupnja za vrhove grafa G.

Vrhovi s najvecim i najmanjim vrijednostima se podudaraju. Vrhovi B,D i E svi imaju
Jednaki stupanj, ali razlicite vrijednosti svojstvene centralnosti. Ovakayv rezultat ima smisla
Jjer vazniji susjedi doprinose vise rezultatu od manje vaznih susjeda. Sva tri vrha imaju po
dva susjeda od kojih je jedan vrh C. Bitna razlika je to Sto je vrhu B drugi susjed vrh A
koji je najmanje bitan, dok su D i E medusobno susjedni. Kada promotrimo graf G odmah
moZemo zakljuciti da D i E imaju jednaku centralnost i da bi trebali biti centralniji od B,
dok je C najcentralniji vrh.

Svojstvena centralnost se interpretira kao mjera utjecaja ili statusa pojedinca u nekoj
druStvenoj mrezi. Pretpostavka je da osoba koja ima malo prijatelja ali je povezana s
utjecajnim ljudima ima veéi utjecaj ili status od neke osobe koja ima mnogo prijatelja bez
utjecaja. — “Nije bitno koliko ljudi poznaje$ nego koga poznajes.”

Varijacija svojstvene centralnosti je Googleov PageRank koji ¢emo opisati u nastavku.
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PageRank

PageRank je algoritam kojeg Google koristi za rangiranje web-stranica. Algoritam su ra-
zvili osnivaci Googlea, Larry Page i Sergey Brin [13]] 1998. godine. Oni daju interpre-
taciju PageRanka kao modela ponaSanja korisnika kojega nazivaju “slucajni posjetitelj”
(engl. random surfer). Pretpostavka je da slucajni posjetitelj kojemu je dana nasumicno
odabrana pocetna web-stranica nastavlja klikati poveznice (bez povratka natrag) dok mu
ne postane dosadno. U trenutku kad mu je postalo dosadno, slu¢ajni posjetitelj, umjesto da
klikne na neku od poveznica na trenutnoj stranici, zapocinje cijeli proces ponovno sa nove
nasumicno odabrane stranice. Vjerojatnost da slucajni posjetitelj posjeti neku web-stranicu
je upravo vrijednost njezinoga PageRanka.

Mozda joS intuitivnija interpretacija je da web-stranica ima visoki rang ako se na nju re-
ferira mnogo drugih stranica ili neke od stranica koje se referiraju na nju i same imaju
visoki rang. Logika iza ove pretpostavke je da ako web-stranicu citiraju mnoge druge web-
stranice onda je vjerojatno vrijedna paznje. Takoder, ako na web-stranicu vodi poveznica
sa neke bitne 1 pouzdane stranice, onda je vjerojatno da je njen sadrzaj relevantan. La-
gano je uociti slinost sa interpretacijom svojstvene centralnosti. Precizna definicija uz
konkretan primjer i objasnjenje nalazi se u sljedeCem nastavku.

4.2 Primjer racunanja PageRanka

Internet moZemo promatrati kao jedan veliki digraf gdje su vrhovi web-stranice, a svaka
poveznica usmjereni brid izmedu web-stranica medu kojima postoji poveznica. PageRank
je jo$ jedna metoda racunanja vaznosti vrhova u grafu, tj. mjera centralnosti. U nastavku
pratimo [29] 1 [18]].

Da bi lakse demonstrirali kako funkcionira PageRank, promotrimo jednostavan model
interneta koji se sastoji od samo 5 web-stranica prikazan na slici Vrhovi usmjerenoga
grafa D predstavljaju web-stranice Py, P,, P3, P, 1 Ps, a usmjereni brid od vrha P; do P;
postoji samo ako na stranici P; postoji poveznica koja vodi na stranicu P;. Izlazni stupanj
vrha P; predstavlja ukupan broj poveznica na odgovarajucoj stranici. Na primjer, stranica
P, ima deg,,(P,) = 2 zato Sto su na njoj poveznice na P; 1 P4,. Sada mozemo definirati
rang stranice P, tj. mjeru PageRank centralnosti, kao realni broj [29]:

v 10
= 2 T @' (&0

pri ¢emu r(P) predstavlja rang stranice P, a Bp je skup svih stranica koje imaju poveznicu
prema P. Ako je Bp = 0 tada je r(P) = 0. Definicija je rekurzivna, rang stranice P ovisi o
rangovima svih stranica Q € Bp. Doprinos svake stranice ovisi o broju deg ,(Q) poveznica
koje se na njoj nalaze. Ako stranice P i Q imaju poveznice jedna na drugu onda rang od P



POGLAVLIJE 4. MJERE CENTRALNOSTI 35

Slika 4.4: Digraf D je model interneta koji se sastoji od 5 web-stranica.

ovisi o rangu stranice Q i obrnuto. Stoga definiramo iterativni postupak za raCunanje ranga

stranice P kao [29]:
1(Q)
e (P) = —,
’ QZ deg,u(0)
gdje je ry(P) rang stranice P nakon k iteracija. U prvom koraku svim stranicama dajemo
jednak pocetni rang pa je ro(P) = % gdje je n ukupan broj web-stranica. Pocetne rangove
stranica iz primjera sa slike 4.4 moZemo zapisati kao vektor:

11111
20 = (1o(P1), 1o(P2),10(P3), 10(Ps), 10(P5)) = (—, T T —)-

4.7)

Sada moZemo izracunati prvu iteraciju (@4.7):

npy o TPD 51
YT Geg (Py) 2 10
1 1
1y (Py) = ro(Py) ro(Ps) _ 5.5 l’
deg,(P1) deg, (Ps) 3 2 6
1 1
[y (Py) = ro(P1) ro(Ps) _ 3.5 1
deg,(P1) deg.,(Ps) 3 2 6
1 1
r/(Py) = ro(P2) ro(P3) _ i.,.i _ l’
deg, (Py) deg,,(P3) 2 2 5
1 1
1y (Ps) = 1o(P1) ) s 5_1
deg, (P1) deg,(P3) 3 2 6
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Nakon prve iteracije vektor ranga jest:

1
21 = (E,g,6,§,8)~

Sljedeca iteracija nam daje:

P s 1
rz(Pl):M=g=—,
deg (P 2 12
P P L1 g
r)(Py) = ri(Py) ri(Ps) 10,6 L
deg,,(P1) deg,,(Ps) 3 2
1 1
by (Py) = ri(Py) r1(Ps) :E+§:l,
deg . (P1) deg,,(Ps) 3 2 60
1 1
1 (Py) = r1(P2) ri(P3) :§+§:l,
deg ,(Py) deg,, (P3) 2 2 6
Py NP @) %o T
deg,,(P1) deg,,(P3) 3 2 60
pa je novi vektor ranga:
(17 7 17
2=112°60°60°6° 60}

Ovo nije konacni rang stranica iz primjera koji promatramo. Konacan rang ¢emo dobiti
daljnjim ponavljanjem postupka (4.7). Postavlja se pitanje, kako izgleda konaCan vektor
ranga i postoji li uopée. Odgovore na ova pitanja lakSe ¢emo pronaci ako gornji postupak
zapiSemo u matri¢nom obliku.

Moramo mapirati internet u matricu koja reprezentira strukturu medusobno povezanih
web-stranica. Za graf D, koji predstavlja na$ jednostavan model interneta, konstruirat ¢emo
pripadnu matricu poveznica H na slican nacin kao $to to radimo za matricu susjedstva.
Opcenito, H = [h; ;] je kvadratna matrica reda n pri ¢emu je n ukupan broj web-stranica, a
hij= m vjerojatnost da korisnik koji se nalazi na stranici P; klikne na poveznicu koja
vodi na stranicu P;. Ako na stranici P; ne postoji poveznica koja vodi na stranicu P;, tada
je h;j = 0. Matrica poveznica H pridruzena grafu D je:

=

0

S O i

O W= W=
(e}
o O O o O

T
Wi
S NI
N—= =
S O == O
.
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Na primjer, sa stranice Ps postoji poveznica na P31 deg ,(Ps) =2 paje h3s = % Isto tako
na stranici Ps ne postoji poveznica na P4 pa je hys = 0. Ako je z; vektor ranga nakon k
iteracija:

1(Py)

1 (P>)
Ik = . >

rk(Pn)
tada (4.7) moZemo zapisati u matri¢nom obliku na sljede¢i nacin
1 =Hz,, k=0,1,2,... (4.8)

gdje je H matrica poveznica. Prve dvije iteracije naSeg primjera u novom matri¢nom zapisu
izgledaju ovako:

rn | Trly r 1
0Loo0 0]} [
3 000 35| |3
a=me=|o 00 i<t
1 1 1 1
0 3 3 0 0f5] |5
3 0 5 0 of{s] [§
N 1 1r 17 r 17
3000 3115l |
m=Hz=[1 000 |1|=]Z].
1 1 1 1
0 3 3 0 05 6
1 1 1 7
3 0 53 0 Of{g] Il&!

Uzastopne iteracije (4.8]) se moZe zapisati i preko pocetnog vektora z; i potencija matrice
H u obliku:
=Wz, k=1273,... (4.9)

Ovaj postupak se naziva metoda potencija i koristi se za raCunanje svojstvenog vektora
pridruZzenog najvecoj (po apsolutnoj vrijednosti) svojstvenoj vrijednosti matrice. MnoZimo
pocetni vektor z; i potencije matrice H dok se vrijednosti rezultata ne prestanu mijenjati
1 dobijemo konacni (ako postoji) vektor ranga koji je zapravo svojstveni vektor matrice
susjedstva. Dakle, ako je:

]}im Hz) = z, (4.10)
tada su komponente vektora z redom rangovi stranica Py, P, ..., P,, tj. nakon odredenog

broja iteracija vektor z; predstavlja dovoljno dobru aproksimaciju vektora z. Egzistencija i
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jedinstvenost vektora z ovise o svojstvima matrice H. U trenutnom obliku H ne garantira
konvergenciju metode potencija, ali uz nekoliko modifikacija moZemo osigurati konver-
genciju. Zelimo da H bude stohasticka, ireducibilna matrica.

Definicija 4.2.1. Za kvadratnu matricu kaZemo da je stohasticka po stupcima ako su svi
njezini elementi nenegativni i suma elemenata u svakom stupcu je jednaka 1.

Definicija 4.2.2. Za kvadratnu matricu pridruZenu usmjerenom grafu G kaZemo da je ire-
ducibilna ako je G jako povezan graf.

Ireducibilne nenegativne matrice imaju jedinstvenu, pozitivnu najvecu svojstvenu vri-
jednost kojoj je pridruZen jedinstveni nenegativni svojstveni vektor [27]. Po stupcima sto-
hasti¢ka matrica je nenegativna i ima najvecu svojstvenu vrijednost 1. Ako je H ireduci-
bilna i stohasticka matrica tada ¢e postojati (4.10) i metoda potencija ée konvergirati. Za
viSe informacija Citatelja se usmjerava na izvore [4] i [27]].

Svi elementi matrice H su nenegativni. Broj nenegativnih elemenata u svakom stupcu
jednak je izlaznom stupnju vrha pridruZenog odgovarajucoj stranici P; pa ¢e suma eleme-
nata stupca biti deg ,(P;) - m = 1. Problem predstavljaju stranice koje nemaju povez-
nice na druge stranice, tj. vrhovi bez izlaznih bridova koje nazivamo vise¢i vrhovi [18]].
Da bi H postala stohasticka, moramo eliminirati nulstupce koji predstavljaju visece vr-
hove. Jednostavna modifikacija je zamijeniti nulstupce vektorom v = (%, %, cees %) kojemu
je suma elemenata 1. Ovime dobivamo novu matricu S koja je stohasticka. Ova modifi-
kacija implicira da smo viseCem vrhu umjetno dodali izlazne bridove prema svim ostalim
vrhovima, tj. na stranicu bez poveznica smo dodali poveznice prema svim ostalim strani-
cama. Ovo moZemo opravdati ako se prisjetimo da smo element /; ; matrice poveznica H
definirali kao vjerojatnost da korisnik koji se nalazi na stranici P; klikne na poveznicu koja
vodi na stranicu P;. Po modelu sluc¢ajnog posjetitelja, ako korisnik dode na stranicu koja
nema poveznica onda svoje pretraZivanje moze nastaviti tako da upise web-adresu bilo koje
stranice na internetu, tj. tako da krene opet od neke nasumi¢ne web-stranice kao Sto je to
slucaj kad mu postane dosadno. Vjerojatnost da korisnik na ovakav nacin skoc¢i na neku
stranicu je % pa modifikacija ima smisla.

U matrici poveznica H pridruzenoj grafu D sa slike 4.4| problematican je je stupac pri-

druZen vrhu P4. Ako taj stupac zamijenimo vektorom v = (1, 1, 1, 1, %) dobivamo matricu:
0 10 L o]
30035 3
S={3 0 0 3 3|
033350
3 0 3 5 0]
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P (P

Slika 4.5: Modificirani usmjereni graf kojemu je pridruzena matrica S.

Matrica S je stohasti¢ka po stupcima i odgovara joj modificirani digraf na slici Da bi-
smo osigurali konvergenciju metode potencija, matrica S mora biti ireducibilna, tj. usmje-
reni graf kojem je pridruZena mora biti jako povezan. Graf D na slici|4.4|nije jako povezan
jer, na primjer ne postoji put izmedu vrhova P4 i P; pa inicijalna matrica H nije iredu-
cibilna. Digraf pridruzen matrici S je jako povezan jer smo dodavanjem izlaznih bridova
vrhu P, dobili puteve medu svim vrhovima grafa pa je S ireducibilna matrica. Medutim,
modifikacijom H da bi dobili stohasticku matricu ne dobijemo uvijek ireducibilnu matricu
S kao $to se dogodilo u nasem primjeru. Da bi osigurali ireducibilnost u svim slucajevima,
svakom vrhu usmjerenoga grafa kojem je pridruzena matrica S dodamo izlazne bridove
prema svim ostalim vrhovima, bez obzira postoje li ve¢. Na taj nacin smo osigurali da je
dobiveni graf nuzno jako povezan.

Matricu pridruZenu novo-dobivenom usmjerenom grafu dobijemo tako da matrici S
pribrojimo matricu E kojoj su stupci jednaki v = (%, %, cees %), gdje je v vektor personali-
zacije kojemu su svi elementi pozitivni i suma elemenata je jednaka 1 [[18]. Ova modifika-
cija predstavlja umjetno dodavanje poveznica izmedu svih stranica. Implikacija je opet da
korisnik u svakom trenutku ima opciju upisati web-adresu nasumicne stranice i skociti na
nju bez obzira postoje li poveznice na trenutnoj stranici ili ne. Izbor matrice E, tj. vektora
personalizacije v moZe znacajno utjecati na konacnu vrijednost vektora ranga. Pristup koji
se Cesto koristi, i koji smo mi izabrali, je uzeti v tako da predstavlja situaciju u kojoj je
vjerojatnost skoka na bilo koju stranicu interneta, neovisno o trenutnoj, jednaka. Tada je
PageRank uistinu globalna mjera centralnosti vrhova [17]. Ponekad visSe smisla ima pristup
gdje se v konstruira na nacin da prednost daje nekom posebno izabranom skupu stranica
ili jednoj stranici. Takav izbor moZe za rezultat imati da slucajni posjetitelj nikad ne ode
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predaleko od inicijalnog skupa stranica na koji se iznova vracéa svaki put kad napravi skok.
Tada ¢e najvee rangove imati stranice koje se nalaze u susjedstvu preferiranog skupa, a
ostatak grafa ¢e imati male vrijednosti. Ovakav pristup moze otkriti neka zanimljiva svoj-
stva nekog manjeg dijela grafa koja bi se mozda “izgubila” iz perspektive cijelog grafa. U
nasem primjeru nova matrica je:

r 1 1 h rl 1 1 1 17 1 7 1 2 17
O 2 0 5 0 5 5 5 5 5 5 10 5 5 5
Logo L if fr 1111 |8 1 1 2 2
3 5 2 5 5 5 5 5 15 5 5 5 10
_ |1 olfafr 111 1| |s 11 2 2
S +E = 3 00 5 2 + 5 5 5 5 51|15 5 5 5 10|
1 1 1 1 1 1 1 1 1 7 7 2 1
0 2 2 5 0 5 5 5 5 5 5 10 10 5 5
1 1 1 1 1 1 1 1 8 7 2 1
»30250—»55555—»15 10 5 5

Elementi matrice S + E su nenegativni i ona je ireducibilna ali sume elemenata po stupcima
viSe nisu 1 pa S + E nije stohasticka po stupcima. Ovaj problem rjeSavamo na nacin da
odaberemo neki « € (0, 1) i definiramo novu matricu G na sljede¢i nacin [18]:

G =aS+ (1 -a)E. 4.11)
Sada (@.10) moZemo zapisati:
lim G5 = z. (4.12)

Metoda potencija konvergira jer je matrica G ireducibilna i stohasticka [27]:
=G, k=1,23,.... (4.13)

Broj @ u (4.11)) nazivamo faktor prigusenja. U modelu slu¢ajnog posjetitelja,  interpreti-
ramo kao vjerojatnost da u svakom koraku korisnik nastavi nasumi¢no slijediti poveznice,
tj. da Ce kliknuti na neku od poveznica na stranici na kojoj se nalazi. S druge strane,
(1 — @) je vjerojatnost u svakom koraku da je korisniku dosadilo klikanje poveznica i da
¢e skociti na neku nasumicnu stranicu na internetu. Ovdje do izraZaja dolazi izbor ma-
trice E. MozZemo re¢i da « predstavlja vaZnost inicijalne strukture interneta u procesu
izraCunavanja ranga stranica, tj. u kojoj mjeri pocetna struktura reprezentirana matricom
S doprinosi kona¢nom rezultatu. U originalnoj implementaciji za Google, pri racunanju
ranga stranica koriStena je vrijednost @ = 0.85 [[13]]. U nasem primjeru G je:
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0.149 015718833333
0.20566666666 0.199405
2= |0.20566666666| z, 0.199405
0.234 0.24459666666
0.20566666666 | | 0.199405 |
0.15632855833] 0.15635059859]
0.20086525277 0.20064369012
= [0.20086525277| z = |0.20064369012
0.24107568333 0.24171833102
0.20086525277| 0.20064369012|
0.15636568457] 0.15636130685]
0.20066502084 0.20066491748
5= [0.20066502084| z5= |0.20066491748
0.24163925288 0.24164394071
0.20066502084] 10.20066491748 |
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Tablica 4.6: Vrijednosti vektora z; u prvih 6 iteracija metode potencija.

Prvih $est iteracija metode potencija (4.13)) nalazi se u tablici U posljednje Cetiri itera-
cije prve tri decimale elemenata se ne mijenjaju i suma im je priblizno jednaka 1, pa je za
ovaj primjer to dovoljno dobra aproksimacija. Vektor ranga z = (r(P;), 1(P5), 1(P3), 1(P4), 1(Ps))
je:

z =(0.156,0.201,0.201,0.242,0.201) .

Stranica P; je najloSije rangirana Sto ima smisla jer na nju vodi samo jedna poveznica.
P,, P31 Ps sve imaju jednaki rang, a P, je najbolje rangirana iako sve Cetiri stranice imaju
po dvije poveznice koje vode na njih. Ovaj poredak je takoder oCekivan jer na P, koja
je najlosije rangirana, ne postoji poveznica prema P, dok postoji prema preostalim strani-
cama.

4.3 Neke primjene mjera centralnosti

Prognoziranje pobjednika u sportu

PageRank se moZe koristiti u sportu za rangiranje ekipa koje sudjeluju na turniru i za
prognoziranje pobjednika u konkretnim utakmicama. Govan i Meyer [[18] su iskoristili
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PageRank za rangiranje ekipa NFL lige ameriCckog nogometa, a Mundar 1 Horvat [28] za
prognoziranje ishoda Europskog rukometnog prvenstva. Analizira se takozvana mreZa po-
bjednika, usmjereni tezinski graf u kojem je svaki vrh predstavlja jednog sudionika turnira,
a bridovi predstavljaju odigrane utakmice. Smjer brida ide od tima koji je izgubio prema
timu koji je pobijedio, a teZina je razlika u rezultatu (na primjer, razlika u broju postignutih
golova). Poredak po vrijednosti PageRanka je dobar pokazatelj relativne snage timova, ali
nije uvijek najbolja predikcija kona¢nog poretka. Rezultati turnira ¢esto ovise i o drugim
faktorima pa najsposobnije ekipe ne zavrSe uvijek na vrhu. Za prognoziranje pobjednika
konkretne utakmice to¢nost PageRanka je dosta velika. U analizi koju su napravili Mundar
1 Horvat [28]], PageRank tocno prognozira pobjednika u 71% slu€ajeva, a ako se izuzmu
utakmice koje su odigrane izjednaceno, preciznost raste na 79% [17]].

Citiranje akademskih ¢lanaka

Mozemo konstruirati graf u kojem vrhovi predstavljaju akademske Clanke, a usmjereni bri-
dovi iz jednog vrha pokazuju na sve ¢lanke koji su citirani u promatranom ¢lanku. Ovakvi
grafovi mogu imati tisuce vrhova 1 nekoliko milijuna bridova. Prilagodena verzija Page-
Ranka moZe se iskoristiti u analizi ovakvih grafova za pronalazak “prikrivenih dragulja”,
¢lanaka koji nisu citirani veliki broj puta, ali su znacajni. Klju¢na modifikacija je kod iz-
bora vektora personalizacije i faktora prigusenja. Stariji ¢lanci su obi¢no favorizirani u
sli¢nim analizama zato Sto kroz veci period mogu skupiti viSe citata nego nedavno objav-
ljeni ¢lanci. Ako vektor personalizacije konstruiramo tako da vrijednosti budu reciprocne
starosti ¢lanka, onda ¢e noviji ¢lanci biti preferirani. U analizi ¢lanaka iz podrucja fizike
objavljenih izmedu 1893. 1 2003. koju su napravili Chen i suradnici [14], pokazalo se da
su broj citata i rang Clanka pozitivno korelirani. Medutim, pojavile su se i neke iznimke s
visokim rangom unato€ relativno malom broju citata 1 to su upravo “skriveni dragulji”, tj.
dobro poznati ¢lanci medu fizi¢arima, ali sa malim brojem citata [[17].

Epidemiologija

Razumijevanje dinamike Sirenja infekcija u populaciji kljuc je prevencije 1 kontrole epide-
mije. Standardni epidemiolo$ki modeli ¢esto se baziraju na hipotezi homogenog mijeSanja
koje pretpostavlja jednaku vjerojatnost prijenosa infekcije medu svim jedinkama u popula-
ciji, bez obzira na dob, zaposlenje, lokaciju i razli¢ite uzorke ponasanja [34]. Medutim, u
stvarnim populacijama broj interakcija svake jedinke znacajno je manji od ukupnog broja
jedinki pa u takvim uvjetima ne dolazi do homogenog mijeSanja. Interakcija medu je-
dinkama u kojoj je mogu¢ prijenos odredene infekcije naziva se kontakt. Pretpostavku
o homogenom mijeSanju moguce je izbjeéi ako se Sirenje infekcije modelira grafom. U
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ovakvom modelu vrhovi grafa predstavljaju jedinke, a bridovi kontakte. Uglavnom je, u
interakcijama, prijenos infekcije mogu¢ u oba smjera pa se kontakt modelira neusmjere-
nim bridom. Medutim, u nekim sluc¢ajevima, kao na primjer kod transfuzije krvi, infek-
cija je moguca samo u jednom smjeru pa je odgovarajuci graf usmjeren. Analiza struk-
ture ovih grafova moZe pomoci u razumijevanju i predvidanju dinamike Sirenja infekcije
1 pronalaZenju efikasnih mjera suzbijanja. Prioritet je identificiranje pojedinaca koji, ako
su zarazeni, imaju potencijal proSiriti infekciju na relativno velik dio populacije. To su
obi¢no jako povezani i utjecajni pojedinci s velikim brojem kontakata, a nazivamo ih su-
persiritelji. Supersiritelji igraju kljuénu ulogu u Sirenju i odrZavanju infekcije u populaciji,
ali su 1 u vecoj opasnosti da budu izloZeni infekciji [20]]. Za identificiranje potencijalnih
supersiritelja ili najugroZenijih skupina moguce je iskoristiti mjere centralnosti.

Medupovezanost vrhova u kontekstu drustvene mreZe interpretirala se kao potencijal za
kontrolu protoka informacija kroz mrezu. U kontekstu Sirenja infekcije, medupovezanost
bi se mogla iskoristiti kao alat u nastojanjima suzbijanja epidemije. Naime, ako iz odgova-
rajuceg grafa uklonimo vrh s visokom vrijednosti medupovezanosti, brzina i vjerojatnost
Sirenja infekcije do nekog proizvoljnog vrha u grafu ¢e se znacajnije smanjiti nego Sto bi to
bio slucaj da smo uklonili neki vrh s nizom vrijednosti medupovezanosti [9]. Ovaj pristup
mogao bi se upotrijebiti za ciljanu imunizaciju u samim pocetcima epidemije kako bi se
malim brojem cjepiva postigao znacajniji efekt u suzbijanju epidemije [20].

Centralnost stupnja moZzemo tumaciti kao potencijal neke osobe za direktno Sirenje
infekcije, ali 1 kao mjeru izloZenosti infekciji, tj. vjerojatnosti da se osoba zarazi [9)]. S
brojem kontakata koje osoba ima raste i vjerojatnost infekcije, no ovakav je pristup dosta
ogranicen jer uzima u obzir samo direktne kontakte. Bolju procjenu izloZenosti pojedinca
dobit ¢emo ako iskoristimo svojstvenu centralnost.

Od pocetka pandemije virusa SARS-CoV-2 razli¢itim se mjerama, kao $to su pracenje
kontakata 1 fiziCko distanciranje, pokusSava kontrolirati Sirenje virusa u populaciji. Jedna
od preporuka je i formiranje takozvanih “drustvenih mjehuric¢a”, tj. ogranicenog broja bli-
skih osoba s kojima se ne prakticira fizicko distanciranje. Cilj “druStvenih mjehuric¢a” je
omoguditi odredenu razinu kontakta medu ljudima, a istovremeno smanjiti rizik od prije-
nosa virusa. Ova ideja ilustrirana je na slici Mjehurici se obi¢no formiraju na razini
kucanstva ili medu prijateljima i kolegama ali najceS€e nisu izolirani sustavi nego se prek-
lapaju. Osoba koja u svom mjehuri¢u ima veci broj ljudi koji se ne ponasaju rizi¢no ili
imaju jako mali broj kontakata vjerojatno e biti manje izloZena od pojedinca koji ima
samo jedan visoko-rizi¢ni kontakt. Sli¢no kao za utjecaj u drustvenoj mreZi, rizik od infek-
cije, tj. izloZenost nekog pojedinca, proporcionalan je sumi izloZenosti njegovih kontakata
1 moZemo je mjeriti svojstvenom centralnosti odgovarajuceg vrha. Stoga ovaj pristup daje
realisti¢niju procjenu rizika od centralnosti stupnja.
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Slika 4.7: Ilustracija “druStvenih mjehurica”.

4.4 Analiza mreze citata znanstvenih ¢lanaka

Razvojem nekog znanstvenog podrucja i novim otkri¢ima u tom polju raste broj objavljenih
akademskih ¢lanaka koji obraduju teme iz tog polja. Relevantnost unutar nekog polja se
mjeri razli¢itim indeksima koji imaju svoje prednosti i mane. Relevantnost ¢lanka ili autora
cesto se procjenjuje po broju tj. frekvenciji citata i to se koristi kao mjera utjecaja ili
kvalitete.

Manje trivijalna mjera produktivnosti i citiranosti autora (ili znanstvenog ¢asopisa) je
h-indeks koji se definira kao maksimalna vrijednost 4 takva da je autor objavio barem
h Clanaka od kojih je svaki citiran najmanje 4 puta. OCito ograni¢enje je Sto h-indeks
nekog autora ne moze biti veci od broja Clanaka koji je objavio. Jedan zanimljiv primjer
znanstvenika sa niskim h-indeksom ali izrazito velikim doprinosom znanosti je nobelovac
Peter Higgs. Kvaliteta znanstvenih Casopisa najcesée se kvantificira faktorom odjeka
koji predstavlja omjer broja citata i broja radova objavljenih u tom Casopisu u posljednje
dvije godine. Faktor odjeka je ponekad kritiziran u znanstvenoj zajednici jer ¢esto ne
reflektira istinsku kvalitetu Casopisa i ¢lanaka objavljenih u njemu zbog postojanja upitnih
urednickih praksi koje pokuSavaju maksimizirati faktor odjeka te brojnih drugih razloga
[1].

Konstrukcija i analiza grafa citata je joS jedan od nacina na koji se mogu identifici-
rati relevantni autori ili znanstveni radovi. Ovisno o cilju analize, grafove, tj. mreZe citata
moguce je konstruirati medu autorima, ¢lancima ili znanstvenim Casopisima. Graf se kons-
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truira tako da vrhovi predstavljaju autore ili ¢lanke, a usmjereni bridovi idu iz vrha koji je
citirao prema citiranom vrhu. Za pronalazak relevantnih vrhova u tim grafovima mogu se
iskoristiti mjere centralnosti. Jedna od mjera utjecaja koja koristi graf citata i mjere central-
nosti za rangiranje znanstvenih ¢asopisa je SCImago Journal Rank (SJR). SJR ¢asopise
rangira uz pomo¢ PageRanka i upotrebljava se kao alternativa faktoru odjeka. Osim za ran-
giranje Casopisa, SJR se koristi 1 za rangiranje institucija i drZzava u razli¢itim kategorijama
[33]].

U nastavku ¢emo iskoristiti mjere centralnosti za identificiranje znacajnih ¢lanaka iz
skupa podataka CORD-19 te usporediti rezultate za razliCite mjere.

CORD-19 skup podataka

2020. godina je obiljeZzena globalnom borbom protiv pandemije virusa SARS-CoV-2.
Znanstvenici diljem svijeta su naporno radili na otkrivanju lijekova i cjepiva u cilju suzbija-
nja pandemije i kao rezultat toga rada objavljene su tisuce znanstvenih radova i istrazivanja.
CORD-19 [36] je otvorena baza podataka koja objedinjuje znanstvene Clanke 1 istrazivanja
povezana s virusom SARS-CoV-2. Inicijalni set podataka je sadrZavao preko 28 tisuca
znanstvenih ¢lanaka, a taj broj je narastao na preko 500 tisu¢a od ¢ega preko 200 tisuca sa
punim tekstom. U setu podataka se nalaze ¢lanci koji u naslovu, sazetku ili tekstu imaju
neku od klju¢nih rije¢i navedenih u tablici 48]

Kljucne rijeci ‘
COVID

COVID-19

Coronavirus

Corona virus

2019-nCoV

SARS-CoV

MERS-CoV

Severe Acute Respiratory Syndrome
Middle East Respiratory Syndrome

Tablica 4.8: Kljucne rijeci koriStene za dohvacanje relevantnih znanstvenih ¢lanaka.

Prepoznati uistinu relevantne podatke u tako velikom skupu nije jednostavno. Mi ¢emo
pokusati identificirati najvaZznije znanstvene radove koriStenjem mjera centralnosti u analizi
grafa citata. Graf, odnosno mreZza citata, preuzeta sa [2], konstruirana je tako da svaki vrh
mreze predstavlja ¢lanak iz CORD-19 skupa podataka. Usmjereni bridovi idu od ¢lanka
prema svim ¢lancima koji su u njemu citirani. Mreza sadrzi 1398451 vrh i 2554291 brid.
Njen manji dio, samo 1500 vrhova i pripadnih bridova, prikazan je na slici[4.9]
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Slika 4.9: Podgraf mreZe citata koji sadrzi 1500 nasumicnih vrhova i pripadne bridove.

Rezultati

Najjednostavnije je krenuti od centralnosti stupnja. U sluaju mreZe citata, ulazni stupanj
vrha je broj citata tog ¢lanka. Ovo je standardna mjera relevantnosti i koristan podatak
za dobivanje pocetne slike o tome u kojem rasponu se kre€u osnovne vrijednosti u ovom
skupu podataka. Petnaest najcitiranijih ¢lanaka navedno je u tablici[4.12]

Najcitiraniji ¢lanak u ovom skupu podataka ima ulazni stupanj 1151, tj. citiran je 1151
put. Ta vrijednost se zamjetno smanjuje za ¢lanke kako se spuStamo prema dnu tablice, te
posljednji ¢lanak u tablici ima ulazni stupanj 440. Ovako znacajna razlika najvece 1 najma-
nje vrijednosti, za iznimno malen raspon rezultata koje promatramo, mogla bi upucivati na
to da centralnost stupnja uistinu identificira relevantne ¢lanke. Medutim, ona Ce izdvojiti
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samo nekolicinu najznacajnijih ¢lanaka koji bitno odstupaju od ostatka. Za vecinu ¢lanaka,
centralnost stupnja nam nece otkriti mnogo o njihovoj relevantnosti ili posluziti kao dobra
mjera za usporedbu. Potvrdu ove slutnje moZzemo dobiti ako promotrimo vrijednosti za
neke raspone niZe rangiranih ¢lanaka. U tablici [4.10| nalaze se vrijednosti ulaznog stupnja
za razlicite raspone rangova. Lagano je uociti da centralnost stupnja ne uspijeva naglasiti
razlike za veinu Clanaka 1 to postaje sve ocitije za niZe rangove. Na primjer, za 1000
Clanaka koji se nalaze u rasponu rezultata od 1001 do 2000, vrijednosti ulaznog stupnja su
izmedu 58 i 41. Ovakav rezultat sugerira da je broj citata vjerojatno dobar alat za identi-
ficiranje ¢lanaka koji postavljaju temelje novih ideja ili istraZivanja u nekom podrucju te
su baza za daljnji razvoj 1 napredak. Medutim, iznimno veliki doprinosi znanosti ili re-
volucionarne ideje koje pokrecu istraZivanja u novim podrucjima su rijetki dogadaji, pa je
oc¢ekivano da je najveci broj citata koncentriran na relativno mali skup ¢lanaka.

Raspon rangova Raspon vrijednosti
centralnosti stupnja
1001 — 2000 58 —41
10 001 — 20 000 17-11
50 001 — 100 000 6-4
100 001 — 1 000 000 4-3

Tablica 4.10: Rasponi vrijednosti centralnosti stupnja.

Takoder je bitno spomenuti da broj citata, kao mjera relevantnosti, favorizira starije
Clanke koji imaju prilike biti citirani kroz duZi vremenski period. Ako promotrimo najbolje
rangirane Clanke po ovom kriteriju moZemo primijetiti da se u samom vrhu ne nalazi niti
jedan c¢lanak koji je objavljen u razdoblju od pocetka pandemije virusa SARS-CoV-2. Za
15 najcitiranijih ¢lanaka raspodjelu po godini objavljivanja mozemo vidjeti na slici 4.11]
Razumna je pretpostavka da Ce se neki od ¢lanaka objavljenih 2020. 1 2021. godine naci na
vrhu liste zbog Cinjenice da je najviSe istraZivanja i novih otkri¢a upravo iz toga razdoblja.
Medutim, od 15 najcitiranijih ¢lanaka u ovom skupu podataka, najveci broj je objavljen
2003. godine. Ovaj naizgled ¢udan rezultat postaje jasan kada se prisjetimo da je 2002.
godine izbila epidemija virusa SARS-CoV-1 koja je trajala do 2004. godine. Kad rezultat
interpretiramo u tom kontekstu, pretpostavka da je broj citata dobar alat za identificiranje
Clanaka, koji su baza za istrazivanja koja ¢e uslijediti, pokazuje se opravdanom. U nastavku
¢emo promotriti kakve rezultate ¢e producirati svojstvena centralnost i PageRank na istom
skupu podataka.

Deset ¢lanaka s najve¢im vrijednostima svojstvene centralnosti nalazi se u tablici[4.13]
U posljednjem stupcu tablice nalaze se vrijednosti izlaznog stupnja za odgovarajuce ¢lanke.
Iako nisu u istom redoslijedu, moZemo primijetiti da je vecina ¢lanaka koja je rangirana
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Slika 4.11: Raspodjela najcitiranijih ¢lanaka po godini objavljivanja.

visoko po vrijednosti svojstvene centralnosti takoder na vrhu i po centralnosti stupnja. Po-
javile su se samo dvije iznimke, tj. dva ¢lanka koja se nisu nasla izmedu petnaest najboljih
po centralnosti stupnja. Clanci koji odstupaju po broju citata (ne pojavljuju se u tablici
4.12)) su ¢lanak 8 koji ima ukupno 122 citata i ¢lanak 10 koji ima 331. Moglo bi se pret-
postaviti da ¢e ¢lanci mozda odudarati po godini objavljivanja od skupine ¢lanaka koju
smo ranije promatrali, ali to je samo djelomiéno to¢no. Clanak 8 je objavljen 1987. go-
dine, medutim Clanak 10 je objavljen 2003. godine, kao i vecina ¢lanaka koji su rangirani
visoko u proSlom slucaju. Zanimljivu poveznicu pronaci ¢emo ako promotrimo ¢ime se
Clanci bave. Fokus oba ¢lanka je na sekvenciranju i svojstvima genoma virusa iz skupine
koronavirusa. Podudaranje u tematici je zanimljiv rezultat koji implicira da bi problematika
kojom se ¢lanci bave mogla biti znacajna. Zaista nije teSko povjerovati da su raniji rezul-
tati sekvenciranja genoma virusa iz ove skupine bili referentna tocka i temelj za brojna
istraZivanja koja su provedena u posljednje dvije godine.

Promotrimo sada tablicu[4.14u kojoj je nalaze rezultati rangiranja PageRankom. Poja-
vila su se znacajnija odstupanja od centralnosti stupnja nego je to bio slu¢aj kod svojstvene
centralnosti. U PageRank rangiranju odstupaju ¢ak Cetiri Clanka: 5, 6, 91 10. Zbog sli¢nosti
svojstvene centralnosti i PageRanka razumljivo je pretpostaviti da ¢e ¢lanci koje favorizi-
raju biti na neki nacin povezani, medutim, ispostavilo se da to nije slucaj. Ipak, postoji
sli¢nost. Kao kod svojstvene centralnosti, favorizirani ¢lanci imaju medusobnu poveznicu
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1 obraduju temu koja je bitna za razumijevanje pandemije bolesti COVID-19. Sva Cetiri
Clanka koja odudaraju zbog relativno manjeg broja citata su objavljena na pocetku 2020.
godine. Stovise, sva Cetiri ¢lanka fokusirana su na istu temu, rane stadije pandemije i
prve slucajeve zaraze koji su se pojavili. Ocekivano je da ¢e ¢lanci objavljeni na samom
pocetku pandemije koji se bave ovom tematikom biti znacajni za brojna istrazivanja koja
su uslijedila.

MozZemo zakljuciti da su mjere centralnosti koristan alat u analizi mreZe citata 1 dobar
indikator vaznosti nekog ¢lanka. Ovisno o odabranoj mjeri poredak poprili¢no varira stoga
je u analizi pozeljno upotrijebiti viSe razli¢itih mjera i usporediti dobivene rezultate. Re-
zultati koje smo dobili su zanimljivi 1 mogu se smisleno interpretirati kao Sto je pokazano
u ovom odjeljku, no valja naglasiti kako kompletna interpretacija iziskuje dulje vrijeme
proucavanja i sveobuhvatno istraZivanje problematike obradene u radovima.
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Rang Naslov Normalizirani | Stupanj
stupanj
%x10000

1 isolation of a novel coronavirus from a man with | 8.231 1151
pneumonia in saudi arabia (2012)

2 identification of a novel coronavirus in patients | 7.723 1080
with severe acute respiratory syndrome (2003)

3 a novel coronavirus associated with severe acute | 7.58 1060
respiratory syndrome (2003)

4 coronavirus as a possible cause of severe acute | 5.842 817
respiratory syndrome (2003)

5 characterization of a novel coronavirus associated | 5.37 751
with severe acute respiratory syndrome (2003)

6 bats are natural reservoirs of sars-like coronaviru- | 4.362 610
ses (2005)

7 angiotensin-converting enzyme 2 is a functional | 4.319 604
receptor for the sars coronavirus (2003)

8 isolation and characterization of viruses related | 4.198 587
to the sars coronavirus from animals in southern
china (2003)

9 global trends in emerging infectious diseases | 3.711 519
(2008)

10 a major outbreak of severe acute respiratory syn- | 3.704 518
drome in hong kong (2003)

11 the molecular biology of coronaviruses (2006) 3.64 509

12 the genome sequence of the sars-associated coro- | 3.633 508
navirus (2003)

13 identification of a new human coronavirus (2004) | 3.368 471

14 severe acute respiratory syndrome coronavirus- | 3.254 455
like virus in chinese horseshoe bats (2005)

15 characterization and complete genome sequence | 3.146 440
of a novel coronavirus, coronavirus hkul, from
patients with pneumonia (2005)

Tablica 4.12: Prvih petnaest ¢lanaka sa najveéim vrijednostima centralnosti stupnja.
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Rang Naslov Svojstvena cen- | Stupanj
tralnost x100

1 a novel coronavirus associated with severe | 16.127 1060
acute respiratory syndrome

2 identification of a novel coronavirus in pati- | 15.065 1080
ents with severe acute respiratory syndrome

3 characterization of a novel coronavirus asso- | 14.4 751
ciated with severe acute respiratory syndrome

4 the molecular biology of coronaviruses 13.738 509

5 coronavirus as a possible cause of severe | 12.81 817
acute respiratory syndrome

6 the genome sequence of the sars-associated | 11.463 508
coronavirus

7 isolation and characterization of viruses rela- | 9.651 587
ted to the sars coronavirus from animals in
southern china

8 completion of the sequence of the genome | 9.641 122
of the coronavirus avian infectious bronchi-
tis virus

9 angiotensin-converting enzyme 2 is a functi- | 8.901 604
onal receptor for the sars coronavirus

10 unique and conserved features of genome and | 7.588 331
proteome of sars-coronavirus, an early split-
off from the coronavirus group 2 lineage

Tablica 4.13: Prvih deset ¢lanaka sa najveéim vrijednostima svojstvene centralnosti.
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Rang Naslov PageRank| Stupanj
x100000

1 isolation of a novel coronavirus from a man with pne- | 2.299 1151
umonia in saudi arabia

2 identification of a novel coronavirus in patients with | 2.268 1080
severe acute respiratory syndrome

3 a novel coronavirus associated with severe acute res- | 2.202 1060
piratory syndrome

4 coronavirus as a possible cause of severe acute respi- | 1.777 817
ratory syndrome

5 early transmission dynamics in wuhan, china, of novel | 1.574 390
coronavirus-infected pneumonia

6 a novel coronavirus from patients with pneumonia in | 1.516 351
china

7 characterization of a novel coronavirus associated with | 1.469 751
severe acute respiratory syndrome

8 a major outbreak of severe acute respiratory syndrome | 1.361 518
in hong kong

9 clinical features of patients infected with 2019 novel | 1.157 284
coronavirus in wuhan

10 epidemiological and clinical characteristics of 99 ca- | 1.145 322
ses of 2019 novel coronavirus pneumonia in wuhan,
china: a descriptive study

Tablica 4.14: Prvih deset ¢lanaka sa najveéim vrijednostima PageRanka.
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Sazetak

U ovom radu obradene su tri primjene teorije grafova. Nakon pregleda osnovnih koncepata
teorije grafova slijedi kratka analiza problema najkraceg puta i primjer rjeSenja Dijkstrinim
algoritmom te se navode neke primjene. U nastavku je detaljnije obraden problem bojanja
grafova kojem je cilj minimizirati broj boja potrebnih da susjedni vrhovi grafa budu obojani
razli¢itim bojama. Dan je pregled tri primjene bojanja grafova s naglaskom na primjeru iz
telekomunikacija. Posljednje i najopSirnije poglavlje obraduje mjere centralnosti Cija je
svrha odrediti vaznost nekog vrha u grafu. Opisuje se nekoliko razli¢itih primjena mjera
centralnosti, ukljucujuci analizu mreZe citata akademskih ¢lanaka koji obraduju temu pan-
demije bolesti COVID-19.



Summary

This thesis is a study of three topics on the application of graph theory. After a review of the
central concepts of graph theory, we first give a brief analysis of the shortest path problem
and an example of its solution via Dijkstra’s algorithm, together with some applications of
this approach. We then proceed to give a more detailed analysis of the problem of graph
colouring, which aims to minimise the number of colours needed to ensure that adjacent
graph vertices are always coloured differently. Here we review three applications of graph
colouring, focusing on an application in telecommunications. The main and final chapter
is a discussion of graph centrality measures, which seeks to measure the “importance”
of a vertex in a graph. We describe several different applications of centrality measures,
including an analysis of citation networks for academic articles on the topic of the COVID-
19 pandemic.
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