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Uvod

U ovoj radnji bavimo se razvijanjem tehnika potrebnih za dokaz Bourgainovog teorema o
simpleksu. Moglo bi se re¢i da ovaj rezultat pripada takozvanoj ,.kombinatorici euklidskih
prostora”. Naime, rijec je o klasi rezultata koji, za danu konfiguraciju tocaka, traze odgovor
na pitanje kada se dilatati te konfiguracije nalaze u nekom dovoljno velikom izmjerivom
podskupu promatranog euklidskog prostora.

U Bourgainovom teoremu konfiguracije tocaka koje se promatraju su takozvani n-
dimenzionalni simpleksi u prostoru R"*!, dok za ,.dovoljno velike” izmjerive skupove pro-
matramo izmjerive skupove strogo pozitivne gornje Banachove gustoce. Pokazat ¢emo da
za proizvoljan n-simpleks A u R"*! i proizvoljan A C R"*! pozitivne gornje Banachove
gustoce, postoji skalar 4y € R takav da za sve skalare 1 > A, skup A sadrzi skup vrhova
neke izometri¢ne kopije skaliranog simpleksa AA. Tokom dokaza bit ¢e jasno zaSto mo-
ramo n-simplekse uloZiti u prostor za jedan vece dimenzije, medutim za n > 2 joS uvijek
je otvoreno pitanje je li to zaista i nuzno.

Cak za n = 1, ova tvrdnja nije nimalo trivijalna, jer 1-simpleksi u R? su duZine, a sku-
povi A mogu biti poprili¢no ,,neregularni”. Na primjer skup A mozemo intuitivno zamisljati
kao uniju ,;malenih kuglica” oko todaka s cjelobrojnim koordinatama na R?; pogledajte
sliku Medutim, ne moramo nuZno promatrati ,,malene kuglice”, ve¢ oko svake cijelo-
brojne to¢ke moZzemo promatrati i ,,puno nepravilnije malene skupove”. Teorem u ovom
slucaju tvrdi da postoji realan broj A, takav da za svaki realan broj A veéi od njega postoje
dvije tocke skupa A udaljene to€no za A.

Spomenuti poseban slucaj su neovisno dokazali Furstenberg, Katznelson 1 Weiss [S]]
te Falconer 1 Marstrand [3]. Njihovi dokazi su poprilicno kompleksni i zahtijevaju dobro
poznavanje ergodske teorije, odnosno geometrijske teorije mjere. Bourgain 1986. godine,
na svega 3 stranice u Clanku [[1]], daje vrlo sazeti dokaz opcenitijeg teorema sluzeéi se
tehnikama iz elementarne Fourierove analize. Bourgainov pristup pokazao se izuzetno
pogodnim za proucavanje problema ovog tipa te je vodio brojnim poopéenjima.

Dokaz koji predstavljamo u ovom radu, modifikacija je dokaza iz ¢lanka [6] koji se
nastavlja na rad iz Clanka [2]]. Prije samog dokaza ponavljamo neke poznate rezultate.
Kreéemo s ponavljanjem osnova funkcionalne analize i teorije mjere, buduéi da te grane
¢ine temelj suvremene matematicke analize te su nuZne za razvoj tehnika koje koristimo.



2 Sadrzaj
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Slika 0.1: Jedan moguci izgled skupa A.

Nakon toga dajemo pregled osnovnih ideja i ¢injenica iz Fourierove analize te potom uvo-
dimo standardne n-dimenzionalne gaussovske funkcije te dokazujemo neka njihova os-
novna svojstva.

U drugom poglavlju krecemo s preciznom formulacijom teorema te iskazujemo tako-
zvanu kompaktnu verziju teorema te pokazujemo da, ako nju uspijemo dokazati, automat-
ski smo dokazali Zeljeni teorem. Prijelaz na kompaktnu verziju je izvanredan Bourgainov
uvid koji mu je omoguéio uporabu tehnika Fourierove analize. Potom uvodimo sfericne
mjere i brojece forme. Pokazat ¢emo da, ukoliko pokaZzemo da je brojeca forma odredenog
izmjerivog skupa strogo pozitivna, onda vrijedi tvrdnja kompaktne verzije teorema.

Trece poglavlje posvecujemo dokazu kompaktne verzije. Zapocinjemo jos jednim iz-
nimno vaznim Bourgainovim uvidom: o dekompoziciji ocjene brojece forme na 3 dijela:
strukturirani dio, dio-greSku i uniformni dio. Svakom od tih dijelova posvecujemo posebni
odjeljak te, na kraju, kombiniramo sve tri ocijene i dovrSavamo dokaz.



Poglavlje 1

Preliminarni rezultati

1.1 Osnove funkcionalne analize

U ovom odjeljku definiramo osnovne pojmove te se bavimo osnovnim rezultatima funk-
cionalne analize. Kroz Citav odjeljak fiksiramo vektorski prostor V nad poljem skalara
F = R ili C, koji je tipicno beskonaénodimenzionalan, buduéi da su zanimljivi rezultati u
kona¢nodimenzionalnom slucaju Cesto trivijalni. Izostavljene dokaze je moguce naci u [[7].

Definicija 1.1.1. Preslikavanje || - ||: V — [0, +c0) zovemo norma, ukoliko je zadovoljeno
sljedece.

(N1) Za proizvoljan x € V vrijedi ekvivalencija ||x|| = 0 & x = 0.
(N2) Za proizvoljan x € V i proizvoljan A € F vrijedi ||Ax|| = |A]||x]|.
(N3) Za proizvoljne x,y € V vrijedi ,nejednakost trokuta”, odnosno

[l + Yl < {1l + [lyll -

Uredeni par (V,|| - ||) nazivamo normiranim prostorom.

Postojanje norme na vektorskom prostoru omogucéava da preko nje vrlo lako dodemo
do topologije na V u kojoj su operacije zbrajanja 1 mnozenja skalarom na V neprekidne. Za
nase potrebe, postojanje norme nam omogucéava da govorimo o konvergentnim i Cauchyje-
vim nizovima te o neprekidnim funkcijama. Stovige, normom uvijek moZemo inducirati
1 metriku pa moZemo govoriti i o uniformno neprekidnim funkcijama. Lako je provjeriti
da je funkcija apsolutna vrijednost | - |: R — R norma na R pa sljedece definicije direktno
poopcuju definicije iz teorije realnih funkcija jedne realne varijable.

3



4 Poglavlje 1. Preliminarni rezultati

Definicija 1.1.2. Neka su (V,|| - |lv) i (W, || - llw) proizvoljni normirani prostori. Za funkciju
f: V. — W kaZemo da je neprekidna u tocki x € X ukoliko vrijedi

Ve>0,36>0,¥yeV, llx—yllv <d=If(0)-fOWlw <e.
Ukoliko je f neprekidna u svakoj tocki x € V, kaZemo da je f neprekidna.

Definicija 1.1.3. Neka su (V,|| - |lv) i (W, || - llw) proizvoljni normirani prostori. Za funkciju
f: V. — W kaZemo da je uniformno neprekidna ukoliko vrijedi

Ve>0,36>0,Yx,yeV, [x—ylly <é=I[f(x) - fODlw <e&.

Propozicija 1.1.4. Neka su (V,|| - |lv) i (W, || - |lw) proizvoljni normirani prostori te neka je
A:V — W linearan operator. Tada je ekvivalentno:

(1.) A je neprekidan,
(2.) A je neprekidanu (0 €V,

(3.) A je ogranicen, odnosno, postoji C > 0 takav da za svaki x € V vrijedi

A lw < Clixlly .

Ispostavlja se da skup svih neprekidnih linearnih operatora sa V u W uz operacije za-
dane po tockama Cini vektorski prostor. Nadalje, ako je || - ||y normana V, a | - ||y norma
na W, na tom operatorskom prostoru mozemo zadati normu kao

lAllop := sup{llA(llw | x € V,|Ixl| < 1} = inf{C > O | [A(X)llw < ClIxlly, Yx € V}.

Definicija 1.1.5. Preslikavanje {-,-): VXV — F koje je linearno u prvom argumentu i an-
tilinearno u drugom argumentu zovemo skalarnim produktom ako je zadovoljeno sljedece.

(S1) Za proizvoljan x € V vrijedi da je (x,x) € Ri{x,x) > 0.
(S2) Za proizvoljan x € V vrijedi ekvivalencija

(x,x) =0 x=0.
(S3) Za proizvoljne x,y € V vrijedi {x,y) = (y, X).

Uredeni par (V, -, -)) nazivamo unitarnim prostorom.
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Propozicija 1.1.6 (Cauchy-Schwarzova nejednakost). Neka je V unitaran prostor sa ska-
larnim produktom (-, -). Tada za proizvoljne x,y € V vrijedi

G WP <€, )0, ) -

Pritom jednakost vrijedi ako i samo ako su x iy linearno zavisni

Na unitarnom prostoru (V, (-, -)) definiramo preslikavanje || - ||: V — [0, +o0) zadano sa
|lx]] = V{x, x). Koristeci definiciju skalarnog produkta i Cauchy-Schwarzovu nejednakost,
jednostavno se pokazuje da je || - || norma na V, za koju kazemo da je inducirana skalarnim
produktom.

Osnovni primjer unitarnog prostora je vektorski prostor uredenih n-torki realnih brojeva
R" na kojem je skalarni produkt zadan kao

n

(X, y) = Z XiYi -

i=1

Pritom su x = (x1, x3,...,x,) 1y = (V1,¥2, ..., Y,) proizvoljni elementi iz R". Ovaj skalarni
produkt kra¢e oznaCavamo kao x - y, a pripadnu induciranu normu sa [-|.

Definicija 1.1.7. Za niz (x,),en na normiranom prostoru V kaZemo da je konvergentan ako
postoji x € V takav da vrijedi

Ve>0,dneN,VmeN, m>2n=|x—x,l<e.

Kazemo da je x limes niza (x,),en, 0dnosno da niz (x,),en konvergira k x te pisemo x, — x
il lim,_,00 X, = X.

Definicija 1.1.8. Za niz (x,),en na normiranom prostoru V kaZemo da je Cauchyjev ako
vrijedi
Ve>0,dneN, Vm,my e N, my,my>n=||x, —x,ll <e.
U normiranim prostorima vrijedi da je svaki konvergentan niz Cauchyjev, dok obrat
ne vrijedi opéenito. Ukoliko u normiranom prostoru V vrijedi da je svaki Cauchyjev niz

konvergentan, kazemo da je V Banachov prostor. Ako je V joS 1 unitaran, onda kazemo da
je V Hilbertov prostor.

Definicija 1.1.9. Neka V ima strukturu normiranog prostora. Za proizvoljan x € Vir >0
definiramo otvorenu kuglu radijusa r sa sredistem u x kao skup

Kx,r):={ye VI]lx-yl<r}.
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Definicija 1.1.10. Neka V ima strukturu normiranog prostora. Za proizvoljan x € V i
r > 0 definiramo zatvorenu kuglu radijusa r sa sredistem u x kao skup

K(,r):={yeV|lx-yl<r}.

Definicija 1.1.11. Neka V ima strukturu normiranog prostora. Za podskup U C 'V kaZemo
da je otvoren, ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je

K, r)CU.

1.2 NeKki rezultati teorije mjere

U ovom odjeljku definiramo osnovne pojmove iz elementarne teorije mjere koje koristimo
u daljnjem tekstu. Mnoge rezultate navodimo bez dokaza, buduéi da se zasnivaju na do-
kazima 1 konstrukcijama koji nam nece biti od direktne koristi u dokazu Bourgainovog
teorema, no moguce ih je potraziti u [4].

Polazni zadatak teorije mjere je formalizirati intuitivne pojmove duljine, volumena i
povrsine te njihovih viSedimenzionalnih analogona za podskupove nekog zadanog skupa
X. Prvi veliki problem takve konstrukcije je odrediti kojim skupovima uopée mozemo
,~mjeriti” volumen, jer ispostavlja se da opcenito ne postoji konzistentan nacin da se to
napravi za sve podskupove od X. Dapace, to sigurno nije moguce za X = R". Stoga je
potrebno definirati familiju podskupova od X koje ¢emo mo¢i ,,mjeriti”.

Definicija 1.2.1. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Familiju ¥ podskupova od X,
nazivamo o-algebrom na X ako vrijedi sljedece.

(A1) 0,X e F.
(A2) Za proizvoljan A € F vrijedi X \ A € F.

(A3) Ako je (Ap)nen proizvoljan niz skupova iz ¥, onda je | ),y An € F. Uredeni par
(X, ) nazivamo izmjerivim prostorom.

Iz definicije je jednostavno vidjeti da je presjek proizvoljnog broja o-algebri na skupu
X ponovno o-algebra na X. Stoga za proizvoljnu familiju S podskupova od X presjek svih
o-algebri na X koje sadrze S zovemo o-algebra generirana sa S 1 ozna¢avamo ju sa o (S ).

Definicija 1.2.2. Neka je U familija svih otvorenih skupova u R". Tada o-algebru o(U)
zovemo Borelovom o-algebrom na R" i oznacavamo ju B(R").
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Definicija 1.2.3. Neka su (X1,%1) i (Xo,F2) proizvoljni izmjerivi prostori. Za funkciju
f: Xy = X, kaZemo da je izmjeriva u paru o-algebri (¥, F>) ako za proizvoljan A € >
vrijedi

[ A) e T

Ukoliko je iz konteksta jasno koje o-algebre promatramo, re¢i cemo samo da je f izmjeriva.

Napomena 1.2.4. Ukoliko za n,m € N proizvoljne promatramo funkciju f: R" — R™ koja
Jje neprekidna, jednostavno se pokaZe da je f izmjeriva u paru odgovarajucih Borelovih
o-algebri.

Definicija 1.2.5. Neka je (X, F) izmjeriv prostor. KaZemo da je funkcija yu: F — [0, +o0]
mjera na (X, ) ukoliko vrijedi sljedece.

M1) u(@) = 0.

(M2) Ako je (Ap)nen proizvoljan niz skupova iz ¥ takav da za sve n,m € N medusobno
razlicite imamo A, N A,, = 0, tada vrijedi

M(OAH) = iu(An).
n=1 n=1

Uredenu trojku (X, ¥, n) zovemo prostor s mjerom.

Napomena 1.2.6. Ako je (X, F, ) prostor s mjerom te je S(x) neko svojstvo koje za dani
x € X ili vrijedi ili ne vrijedi, ali ne i oboje, tada kaZemo da svojstvo X vrijedi gotovo
svuda, odnosno krace g.s., ako postoji skup A € F takav da S(x) vrijedi za svaki x € A te
Jje u(X\A) =0.

Definicija 1.2.7. Neka je u proizvoljna mjera na izmjerivom prostoru (R", B(R")). Promo-
trimo familiju skupova S definiranu sa

S={AeBR")|YU CR"otvoren, UNA #0 = ulUNA)>0}.

Za skup US kaZemo da je nosac mjere u i oznacavamo ga supp(u).

Napomena 1.2.8. Primjetimo da nosac mjere moZemo promatrati kao komplement najve-
Ceg (u smislu inkluzije) otvorenog skupa mjere 0.

Napomena 1.2.9. U praksi, Borelova o-algebra sadrZi skupove koji su najcesce od inte-
resa te sadrZi sve skupove koje cemo u nastavku teksta promatrati. Ona je pak sadriana
u jos Siroj o-algebri koju nazivamo Lebesgueova o-algebra, no njezina konstrukcija je
tehnicki znacajno zahtjevnija. Medutim konstrukcija Lebesgueove o-algebre na R" ujedno
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je i konstrukcija jedne posebne mjere na R" koju zovemo standardnom n-dimenzionalnom
Lebesguevom mjerom na R" te ju oznacavamo sa A. Isticemo da za proizvoljan skup oblika
lai, b1] X [az, bo] X -+ - X [ay,, by, gdje su a;,b; € R, a; < b;, za sven € {1,2,...,n}, vrijedi

n

A@hMXW%N~%Mﬁﬂ=§%—@-

n

U daljenjem tekstu, kad god govorimo o R" u kontekstu teorije mjere, govorimo o prostoru
mjere (R", B(R"), ).

Jednom kad smo formalizirali ideju mjere, vrlo je prirodno definirati integral izmje-
rive funkcije. Ispostavlja se da je ovaj pristup mnogo pogodniji od standardne definicije
Riemannovog integrala preko gornjih i donjih Darbouxovih suma. Naime, tehnika koju
¢emo sada opisati rezultira Sirom klasom integrabilnih funkcija te omogucava razmjerno
jednostavne dokaze nekolicine vaznih teorema o konvergenciji integrala.

Osnovna ideja je krenuti od indikatorskih funkcija. Za proizvoljan skup X te za neki
njegov podskup A, definiramo indikatorsku funkciju od A kao 14: X — {0, 1} danu formu-

lom
1Ly(x) 1, xe€A,
X) =
A 0, x¢A.

Ako je (X, F, u) prostor mjere, vrijedi da je 1, izmjeriva ako i samo ako je A € ¥ . Integral
najprije definiramo za izmjerive indikatorske funkcije kao

jiﬂmmur:mm.
X

Konac¢ne linearne kombinacije indikatorskih funkcija nazivamo jednostavnim funkci-
jama. Za nenegativne izmjerive jednostavne funkcije proSirimo definiciju integrala po li-
nearnosti. Iduci korak je definirati integral nenegativnih izmjerivih funkcija, $to je moguce
jer se svaka takva funkcija moze aproksimirati rastu¢im nizom nenegativnih jednostavnih
izmjerivih funkcija koji po tockama konvergira polaznoj funkciji. Konacno, proizvoljnu
izmjerivu funkciju prikazemo kao razliku dvije nenegativne izmjerive funkcije te integral
prosSirimo po linearnosti. Ovdje nismo naveli neke klju¢ne suptilnosti u definicije inte-
grala, no, za naSe potrebe, dovoljno je znati da integral postoji, da ne ovisi o spomenutim
prikazima funkcija, da je linearan i monoton, to jest da za proizvoljne izmjerive funkcije
f,g: X — Rvrijedi

wGKfmsamzfﬂwwmsfﬂmwm,
X X
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te da zadovoljava nejednakost trokuta, odnosno za svaku izmjerivu funkciju f: X — R

vrijedi
[ o)< [ i,
X X

Napomenimo jo$ da nije svaka izmjeriva funkcija integrabilna te da je integrabilnost od
f ekvivalentna integrabilnosti od |f|. Ukoliko promatramo R” sa Borelovom ili Lebesgu-
eovom o-algebrom te standardnom n-dimenzionalnom Lebesgueovom mjerom, upravo de-
finiran integral nazivamo Lebesgueovim integralom.

Teorem 1.2.10 (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji). Neka je (X, T, w) pros-
tor s mjerom te neka je (f,)nen niz izmjerivih funkcija X — R te je g: X — R integrabilna
izmjeriva funkcija takva da za svaki n € N gotovo svuda vrijedi |f,| < g. Akoje f: X - R
izmjeriva funkcija za koju je gotovo svuda f = lim,_. f,, tada je f integrabilna te je za
svaki n € N f, integrabilna i vrijedi

lim f Ju(x) du(x) = f Sf(x) du(x).
n—e Jx X

Teorem 1.2.11 (Fubinijev teorem). Promatramo prostor mjere (R", B(R")) sa standardnom
n-dimenzionalnom Lebesgueovom mjerom A,. Neka su my, my proizvoljni prirodni brojevi
za koje je my + my = n te neka su A € B(R™) i B € B(R™) proizvoljni skupovi. Sa A,
i A, 0znacimo redom standardnu m,-dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru i standardnu m;-
dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru. Ako je f: R" — [0, +oo] izmjeriva ili je f: R* — C
integrabilna na A X B obzirom na mjeru A,, tada vrijedi

FOdA() = f ( f f(x,y>damz<y>)dzml<x> _ f ( f f(x,y>daml<x>)dﬂmz<y>.
AXB A B B A

Napomena 1.2.12. Fubinijev teorem se obicno iskazuje u puno vecoj opcenitosti, na pro-
izvoljnim o-konacnim prostorima s mjerom. Medutim, tada je potrebno uvesti pojmove
produktne o-algebre i produktne mjere.

Propozicija 1.2.13. Neka je (X, F ,u) prostor mjere te neka je f: X — R izmjeriva i
nenegativna funkcija. Ako je fX Jf(x)du(x) > 0, onda je u({x € X | f(x) > 0}) > 0.

Teorem 1.2.14. Neka su (X, 7)) i (Y,G) izmjerivi prostori te neka je u mjera na (X, F).
Neka je f: X — Y izmjeriva funkcija. Promatramo preslikavanje fi: G — [0, +o0], fi(A) =
u ( f ‘I(A)). Tada je i mjera na (Y, G) te za proizvoljnu izmjerivu funkciju g: Y — R vrijedi
da je integrabilna obzirom na mjeru fi ako i samo ako je funkcija g o f integrabilna u
odnosu na mjeru u. U tom slucaju je

f (i) = f (g 0 HEI).
Y X
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Napomena 1.2.15. Ukoliko je A C R" te je « € R, onda sa aA oznacavamo skup
{aa|a € A}.
Analogno za h € R" sa h + A ili sa A + h oznacavamo skup
{a+h|aecA}.

Ako je jos A € B(R"), onda vrijedi aA ,h + A € B(R"). Spomenimo jos da je standardna
n-dimenzionalna Lebesgueova mjera na R" translacijski invarijantna, odnosno

Ah+ A) = AA).

Jos vrijedi i
A(aA) = |a|" AA).

Definicija 1.2.16. Neka je u konacna mjera na izmjerivom prostoru (R*, B(R")). Za pro-
izvoljni h € R" definiramo preslikavanje t,u: B(R") — [0, +o0] sa

Tait(A) = (A = h).
Preslikavanje t,u zovemo translacijom mjere u za vektor h.

Propozicija 1.2.17. Neka je u konacna mjera na izmjerivom prostoru (R", B(R")). Za
proizvoljni h € R" vrijedi:

(1.) Tpu je mjera na (R", B(R")),

(2.) za svaku f: R" — C izmjerivu vrijedi

§ Jdr,u(x) = fR S+ hydu(x),

(3.) supp(tpu) = supp(u) + h.
Dokaz. (1.) Vrijedi
Tpu(0) = (@ — h) = u(@) = 0.

Ako je (A,)uen niz u parovima disjunktnih skupova iz B(R"), onda vrijedi da je pro-
izvoljan x € R" element skupa |,y A, — h ako 1 samo ako postoji n € N takav da je
X =a,—hzanekia, € A,. Dakle,

erAn—h@HneN,xeAn—h.

neN
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Zbog proizvoljnosti od x je onda pokazano

rg(An—h):(gAn)—h.

Pritom su obje strane gornje jednakosti dobro definirane jer je Borelova o-algebra
zatvorena na translacije. Kona¢no, imamo

[ee)

T ( U An) - u(( U An) - h) - u( .- h)) - nZ:u<An —h)= ) np(A).

neN neN neN n=1

Dakle, po definiciji je pokazano da je 7,u mjera.

(2.) Promotrimo funkciju 7,: R* — R”, 7,(x) = x + h. Elementarnim metodama se
provjeri da je 7, neprekidna funkcija pa je onda prema napomeni |1.2.4|1 izmjeriva.
Primjetimo da su sada zadovoljeni uvjeti teorema |1.2.14| te je za proizvoljan skup
A € B(RY)

f(A) = 1 (7" (A)) = (A — h) = Ty(A)

pa onda imamo

fR f)dryulx) = 5 J(x+ hydu(x) .

(3.) Za proizvoljan x € supp(t,u) postoji otvoren skup A € B(R") takav da za sve otvo-
rene U C R" takveda UNA # 0, vrijedi T,u(UNA) >0 & u(U-h)Nn(A—-h)) > 0.
Buduc¢i da se svaki otvoren skup moze dobiti kao translacija otvorenog skupa, te je
translacija Borelovog skupa ponovno Borelov skup, pokazali smo

x € supp(tp) © x — h € supp(u) & x € supp(u) + h.

Zbog proizvoljnosti od x vrijedi tvrdnja.
O

Definicija 1.2.18. Sa SO(n, R) oznacavamo specijalnu ortogonalnu grupu koja je kao skup
Jjednaka
(U e M,®R) | UU" =T, detU =1} .

Pritom M,(R) oznacava skup svih realnih kvadratnih matrica reda n.

Napomena 1.2.19. Intuitivno, SO(n, R) predstavija grupu svih linearnih rotacija prostora
R".
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Definicija 1.2.20. Neka je u konacna mjera na izmjerivom prostoru (R*, B(R")). Za pro-
izvoljni U € SO(n,R) definiramo preslikavanje Ryu: B(R") — [0, +o0] sa

Ryp(A) = (U™ (4)).
Preslikavanje Rqu zovemo rotacijom mjere u za U.

Propozicija 1.2.21. Neka je u konacna mjera na izmjerivom prostoru (R", B(R")). Za
proizvoljni U € SO(n, R) vrijedi:

(1.) Ry je mjera na (R", B(R")),

(2.) za svaku f: R" — C izmjerivu vrijedi

J(X)dRyu(x) = fR (f o U)(x) dulx),

Rn

(3.) supp(Ryp) = {U(A) | A € supp(u)} .

Napomena 1.2.22. Dokaz propozicije|l.2.21|analogan je dokazu propozicije te ga
stoga izostavljamo.

Definicija 1.2.23. Neka je u konacna mjera na izmjerivom prostoru (R*, B(R")). Za pro-
izvoljan a € R, a # 0 definiramo preslikavanje u,: B(R") — [0, +oo] sa

Ha(A) = p(a™'A).

Preslikavanje u, zovemo dilatacija mjere u s koeficijentom « ili mjera u skalirana s fakto-
rom a.

Propozicija 1.2.24. Neka je u konacna mjera na izmjerivom prostoru (R*, B(R")). Za
proizvoljni @ € R, a # 0 vrijedi:

(1) uq je mjera na (R*, B(R")),

(2.) za svaku f: R" — C izmjerivu vrijedi
[ et = [ e ducn.
Rn R"

(3.) supp(u,) = a supp(u).

Napomena 1.2.25. Dokaz propozicije analogan je dokazu propozicije[l.2.17)te ga
stoga izostavljamo.
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Definicija 1.2.26. Neka je (X, ¥, u) proizvoljan prostor s mjerom. Na skupu svih izmjerivih
funkcija X — R definiramo relaciju ~ kao

f~gef=g gs
Napomena 1.2.27. Relacija ~ iz definicije Jje relacija ekvivalencije.

Definicija 1.2.28. Neka je (X, F, ) proizvoljan prostor s mjerom. Za p € [1,00) defi-
niramo skup LP(X) koji se sastoji od svih klasa ekvivalencije [f] po relaciji ~ iz defini-
cije takvih da je za njihove reprezentante

W ey = (fx|f(x)|p)Pdﬂ(x) < +00.

Definicija 1.2.29. Neka je (X, F, i) proizvoljan prostor s mjerom. Definiramo skup L™ (X)
koji se sastoji od svih klasa ekvivalencije [ f] po relaciji ~ iz definicije takvih da je
za njihove reprezentante

1f1lz0x) := inf{c € [0, +o0] [ |f] < ¢ g.5.} < +o0.

Napomena 1.2.30. Za proizvoljan p € [1, 0] vrijedi da su prostori LP(X) iz definicija
i vektorski prostori, gdje su zbrajanja i mnoZenja skalarom definirana po re-
prezentantima, a zbrajanje i mnoZenje skalarom reprezentanata je definirano po tockama.
Nadalje, u obje definicije je preslikavanje ||ll.»x, norma na LP(X). Stovise, prostor LP(X)
Jje uz tu normu Banachov, a za p = 2 ¢ak i Hilbertov, sa skalarnim produktom zadanim sa

(f.8) = f JF(0g(x) du(x) .
X
U daljnjem tekstu ¢emo, kao sto je uobicajeno, pomalo neprecizno koristiti oznaku
fel’(X),

a da pritom mislimo da je f reprezentant neke klase ekvivalencije po relaciji ~ iz defini-
cije[1.2.26i da je ta klasa sadriana u LP(X).

1.3 Osnove Fourierove analize

Definicija 1.3.1. Neka su f i g izmjerive funkcije na R". Konvoluciju od f i g, u oznaci
f * g, definiramo kao

(f % 9)(x) = fR = g0y,

Pritom se domena od f * g sastoji od svih tocaka x € R" za koje gornji integral konvergira.
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Propozicija 1.3.2. Neka su f, g i h izmjerive funkcije na R" za koje je konvolucija svake
dvije dobro definirana. Tada vrijedi

(L) fxg=gx*f,
(2) (fxgxh=fx(gxh).

Propozicija 1.3.3 (Youngova nejednakost). Neka je f € L' (R") proizvoljna te je za pro-
izvoljan p € [1,+o0] dana funkcija g € LP (R"). Tada (f * g)(x) postoji za gotovo svaki
xeR"teje f*xge L’ (R")ivrijedi

IIf = g”LP(R”) < ”f“Ll(R") ”g”LP(R") .

Teorem 1.3.4. Neka je ¢ € L'(R") proizvoljna funkcija te je fRn ¢(x)dx = a € R. Za
p € [1,00), neka je f € LP(R") proizvoljna. Tada vrijedi

}Bg& f = ¢ — af”Lp(Rn) =0.

Pritom je ¢,(x) = ti,,qﬁ(f).
Dokaz. Vidjeti [4] O

Definicija 1.3.5. Neka je f izmjeriva funkcija na R", a u konacna mjera na (R*, B(R")).
Konvoluciju od f i u, u oznaci f * u, definiramo kao

(f * p)(x) = fR = ).

Definicija 1.3.6. Neka je u € L' (R") proizvoljna. Definiramo Fourierovu pretvorbu od u
kao funkcijuu: R" — C zadanu sa

wE) = f e xEy(x)dx .
R}‘I
Uocimo da je definicija dobra, naime za proizvoljan & € R” vrijedi
@) < f | *€u(x)| dx = f ()| dx = a1 gy < 00 (L.1)
R7 R?

Propozicija 1.3.7. Neka je u € L' (R") proizvoljna. Tada vrijedi da je w uniformno nepre-
kidna funkcija na R".
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Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan te neka su x, 2 € R" proizvoljni. Tada vrijedi

< |e—27n'x-z
RV!

(e—zm‘(x+h)-z - e—2”ix‘z)u(z)dz
Rn

< f |e—27rih-z _ 1| |U(Z)| dz.
Rl’l

Zbog neprekidnosti kompleksne eksponencijalne funkcije imamo da vrijedi

[aCx + h) = u(x)| =

|e—2m’h-z _ 1| lu(z)| dz

lim [e™™"< — 1] = 0.
h—0

Nadalje, vrijedi ocjena
|e—27rih~z _ 1| <2uz) .

Budu¢i da je u € L' (R"), za proizvoljan niz (h,),ey iz R”, koji konvergira u 0, po Lebesgu-
eovom teoremu o dominiranoj konvergenciji vrijedi

lim sup [ul(x + h,) = u(x)| = 0

N—00 yeRn
pa, buduci da je (h,),cy bio proizvoljan, vrijedi

lim sup [u(x + h) - u(x)| = 0.

=0 xepr

Stoga za promatrani € postoji & > 0O takav da za sve h € R” za koje je |h| < ¢ i za svaki
x € R" vrijedi

[aCx + hy) —u(x)| < &
Dakle, ukoliko su x,y € R" proizvoljni te je [y — x| < d, uz h := y — x imamo, po upravo
dokazanom, da vrijedi

[i(y) — )| < &
Zato je po definiciji pokazano da je u uniformno neprekidna funkcija. O

Propozicija 1.3.8. Preslikavanje F : L' (R") — L* (R") zadano sa ¥ (u) = U je ogranicen
linearan operator Cija operatorska norma je jednaka 1.

Dokaz. Neka je u € L' (R") proizvoljna. Uzimanjem supremuma po svim & € R” u nejed-
nakosti (I.T)) dobivamo

(I P—— T P (1.2)

pa je ¥ zaista dobro definirano preslikavanje. Linearnost od ¥ je direktna posljedica
linearnosti integrala, dok iz (1.2)) slijedi da je ¥ ogranien operator te da vrijedi || F || < 1.
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Promotrimo skup K = [0, 1] x [0,1] X --- X [0, 1] te funkciju u: R* — R, u = Ig.

n

Vrijedi
= [ @ = [ 1e0da) = e,
K R7

te

u0) = f e 0 g (x)dx = f Ig(x)dx = 1.
R7 R”
Stoga je, zbog ogranicenosti od F,
1= [0 < ||| gy < IF Ml ey = I -
Time je pokazano da vrijedi ||F|| = 1. O

Definicija 1.3.9. Neka je V proizvoljan vektorski prostor te neka je f: R" — V proizvoljna
funkcija. Za proizvoljni h € R" definiramo translaciju funkcije f za vektor h kao funkciju

Tf R >V, 7 f(x) == f(x—h).
Lema 1.3.10. Neka je u € L' (R") proizvoljna. Tada vrijedi
}}_{%”Thf - f”Ll(R") =0.
Dokaz. Vidjeti [4]] O

Definicija 1.3.11. Definiramo skup funkcija koje ,trnu” u beskonacnosti, u oznaci Co(R"),
kao podskup od L™ (R") koji se sastoji od svih neprekidnih funkcija f koje zadovoljavaju

Me>0)AR>0)(VEeRY) [E|>R=|f(6) <e.

Propozicija 1.3.12 (Riemann-Lebesgueova lema). Neka je u € L' (R") proizvoljna. Tada
jeu € Co(R").

Dokaz. Za proizvoljan & € R" \ {0} ozna¢imo

3
h = .
217

Koristeci invarijantnost Lebesguevog integrala na translacije dobivamo

u¢) = f e ey (x)dx = f e I Ey( — pydx = 7™ f ey (x — h)dx.
Rn n

Rn
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Zbrajanjem dva integrala u gornjoj jednakosti dobivamo

ué) = % f e (y(x) — u(x — h))dx.
Rn

Odavde slijedi

1 1
u)| < 5 f lu(x) — u(x — Wl dx = S [lTpu — ullp gy -
2 Jgn 2
Sada iz leme|1.3.10]1 teorema o sendvicu sljedi
lim )] = 0

pa za proizvoljan € > 0 postoji » > 0 takav da za svaki 7 € R" koji zadovoljava |h| < r,
vrijedi [u(&)| < e.

Stavimo R = % pa onda za proizvoljan ¢ € R" za koji je |£] > R, za h kao s pocetka
dokaza vrijedi

1
hl = — <r
21¢]
paondai |’LZ(§)| < &. Time je po definiciji pokazano da vrijedi u € Co(R"). O

Propozicija 1.3.13. Neka su u,v € L' (R") proizvoljne. Tada vrijedi
s v(é) =uEME) .

Dokaz. Primjenjujuci Fubinijev teorem, raCunamo

u*v(&) = f e (y x v)(x)dx = f e mixE f u(x — y)v(y)dydx
Rn R# R#

= f f ey (x — y)v(y)dxdy = f f e T EY(x — y)dxe T Ey(y)dy .
R* JR" R? JR2

Koristeéi invarijantnost Lebesgueovog integrala na translacije, dobivamo

u*v() = f f e e y(x)dxe S u(y)dy
R JRo

= ( f e‘z””'fu(x)dX)( f e‘z”iy'§V(y)dy) =uWEVE) .
\ -

Napomenimo da smo mogli primjenjivati Fubinijev teorem zato Sto je

f f (o)l vl dxdy = [lullp o VIl ey < 00 O
R}l R}l
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Propozicija 1.3.14. Neka je u € L' (R") proizvoljna te neka je h € R" proizvoljan. Defini-
rajmo v(x) = e " y(x). Tada vrijedi:

(1) T(€) = e *u(¢),
(2.) V&) = Tpul).

Dokaz. (1.) RaCunamo, koristeci definicije 1 invarijantnost Lebesgueovog integrala na
translacije:

ﬂl\u(é_‘) f e—27rix-§u(x _ ]’l)dx — e—2ﬂih-§-’f e—2ﬂi(x—h)-fu(x _ h)d.x
n R”

— e—Zn’ihf f e—27z’ix'§u(x)dx — e—Zﬂi/’lf’u‘(é‘:) .
Rl‘l
(2.) Racunamo, po definiciji,

WE) = f e T EN () dx = Tu(E) . O
Rn

Definicija 1.3.15. Za proizvoljnu funkciju f: R" — R te za proizvoljan @ € R, @ # 0
definiramo funkciju f ,skaliranu” za a kao f,: R" = R, f,(x) := |(xl|"f(£)'

a

Propozicija 1.3.16. Za proizvoljnu u € L' (R") te proizvoljan a > 0 vrijedi
wag) = ua(é).
Dokaz. Po definiciji je
w(af) = f e~y (x)dx .
Rn

Uvodimo zamjenu varijabli y = ax paje x = 2 te dy = |o|" dx. Stoga zbog linearnosti
integrala vrijedi

| ' . _
n f 3_2”’x’§”(z)dy - f e Ty, (y)dy = Ua(€) . H
lal” Jpn @ R

Naredne rezultate iskazujemo bez dokaza koji se mogu pronaci u [4]].

u(ag) =

Propozicija 1.3.17. Neka je u € L' (R") proizvoljna. Tada vrijedi

(1.) Ako je za svaki j € {1,2,...,n} funkcija v;(x) := =2mix;u(x) u prostoru L' (R"), onda
jeu klase C' te vrijedi
(9]"1:{\ = \T] .
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(2.) Ako je u klase C' te za proizvoljan j € {1,2,...,n} vrijedi d;u € L' (R"), onda je
bu(€) = (2rig )

Definicija 1.3.18. Neka je u € L' (R") proizvoljna. Definiramo inverznu Fourierovu pre-
tvorbu od u kao funkciju it: R" — C zadanu sa

W) = f ey (x)dx .
Rn

Teorem 1.3.19. Neka je u € L' (R") proizvoljna funkcija za koju je w € L' (R"). Tada
postoji neprekidna funkcija uy: R" — C koja je gotovo svuda jednaka u te vrijedi

v —
=

Up=u=1.
Teorem 1.3.20 (Plancherelova formula). Neka su u,v € L' (R") N L*>(R"). Tada vrijedi
w,v e L*R") ivrijedi

(u,v) = u,vy.

Za kraj napominjemo da se pojam Fourierove pretvorbe mozZe prosiriti na Siru klasu
objekata od L' funkcija te takva proSiranja vode do bogate teorije. Za nase potrebe bit ¢e
klju¢no proSirenje na konacne mjere na (R”, B(R")).

Definicija 1.3.21. Ako je u proizvoljna konacna mjera na (R", B(R")), definiramo njezinu
Fourierovu pretvorbu kao funkciju i: R" — C,

fix) = f e (x)

Propozicija 1.3.22. Neka je u proizvoljna konacna mjera na (R", B(R")) te su h € R”",
U € SO(n,R) i @ € R, a # 0 takoder proizvoljni. Tada vrijedi, za proizvoljan &€ € R",

(1) @)@ = e 74(e),
2) Ru)@) = (U'E),
(3.) (&) = Hag).

Dokaz. (1.) Koristeci propoziciju[l.2.17|dio dobivamo:

@@ = [ e dnue = [ O = e o).

n Rn
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(2.) Koristeci propoziciju [1.2.17 dio [(2.)| te Cinjenicu da je inverz ortogonalne matrice
njoj transponirana matrica dobivamo:

Rup)(@) = f ¢ dRyyu(x) = f
R R
=m(u'e).
(3.) Koriste¢i propoziciju[l.2.24] dio dobivamo:
B© = [ e au = [ e iqun = [ e
R R R
= w(aé). O

e—ZRi%{x-f d/,l(X) — f e—27ri xUE d/l(X)
Rn

Napomena 1.3.23. Lako se vidi da i za konvoluciju funkcije i mjere vrijedi analogon pro-
pozicije[l.3.13]

Napomena 1.3.24. Dilataciju mjere u s faktorom —1 ponekad pisemo u. Dakle, u = u_, te
onda i za a > 0 vrijedi u, = {_,. Naime, ponekad u indeksu Zelimo pisati samo pozitivne
faktore skaliranja.

1.4 Gaussovske funkcije

Definicija 1.4.1. Za prirodan broj n funkciju g: R" - R, g(x) = e nazivamo standard-
nom n-dimenzionalnom gaussovskom funkcijom.

Uvodimo posebne oznake za parcijalnu derivaciju gaussovske funkcije te za Laplaceov
operator primjenjen na gaussovsku funkciju:

W =0, Vie{l,2,...,n},
k:=Ag= Z &g.
=1
Propozicija 1.4.2. Za standardnu n-dimenzionalnu gaussovsku funkciju g vrijedi

geL'(RY)i f g(x)dx=1.
-

Dokaz. Najprije pokazujemo da tvrdnja vrijedi u dimenziji n = 1. Zbog parnosti funkcije
g vrijedi

+00

f e dx =2 f ™ dx.
R

0
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" +oo 2 ” . . . o
Oznacimo [ = fo e dx. Budu¢i da promatramo integral nenegativne funkcije, primje-
nom Fubinijeva teorema dobivamo

+00 +00 +00 +00
I = ( f e‘”zdx)( f e_”yzdy) = f f e_”("2+y2)dxdy.
0 0 0

0

Integral na desnoj strani gornje jednakosti je integral po prvom kvadrantu u R? pa prela-
skom na polarne koordinate dobivamo da vrijedi

72’r +0o0 1 +00 1
I’ = ff re ™ drdg = gﬂ fe_tdt =1
0 0 0

Dakle, I = % pa onda i
f e™dx=1.
R

Za proizvoljnu n-dimenzionalnu standardnu gaussovsku funkciju g, zbog nenegativnosti
mozemo primjeniti Fubinijev teorem i svojstva eksponencijalne funkcije da zaklju¢imo

n
2 2
f e ™ dy = | | fe_’”‘i dx;=1. |
R i JR

Propozicija 1.4.3. Za Fourierove pretvorbe gaussovskih funkcija vrijedi:
(1) g(&) = g©)
(2. i/z@(f) = 2nige™ " pri demu smo oznacili £ = (&,,&,...,&) € R,
(3.) k(&) = —4r? ¢ ™,

Dokaz. (1.) Najprije pokazujemo da tvrdnja vrijedi u slu¢aju n = 1. Primjetimo da je
g'x) = —27xe™ . Koristeéi propoziciju|l.3.17|dobivamo

(8)(6) = (-2nix)g)" = i(g)'(€) = —2n£5(é).

Promotrimo funkciju G: R — C, G(¢) = eﬂng?(g). Uocimo da je G neprekidno
derivabilna te da za njezinu derivaciju vrijedi

d 2 2
d_gG(f) = 2née™ g(¢) - 2née™ g€) = 0.
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Dakle, G je konstantna funkcija te iz propozicije[1.4.2] vrijedi
G(0) =2(0) = f e™dx=1.

R
Stoga za proizvoljan & € R vrijedi et g(6) = 1, a odavde pak slijedi
&) =" = 5.

Neka je sada g proizvoljna standardna n-dimenzionalna gaussovska funkcija. Zbog
nenegativnosti od g moZemo primjeniti Fubinijev teorem pa dobivamo, uvazavajuci
upravo dokazano,

n n

?(f) — f €—27ri§‘xe—7r|x|2dx _ 1_[ fe—ZRixifie—ﬂxfdxi — l_[ e—nf[.z — e_n‘§|2 _ g(é‘:) .

i=1 YR i=1

(2.) Tvrdnja sljedi primjenom propozicije [1.3.17| na standardnu n-dimenzionalnu ga-
ussovsku funkciju g.

(3.) Koristimo propoziciju definiciju Laplaceovog operatora te tvrdnju [(I.)] ove
propozicije da zaklju¢imo

k) = (Z 6%g)<§) = > 52(&) = D (-Am)ETE) = —4n’ |6 3&)
=1 =1 =1

= 47 | e O

Propozicija 1.4.4. Neka su o, > 0 proizvoljni. Tada za standardnu n-dimenzionalnu
gaussovsku funkciju vrijede sljedeci konvolucijski identiteti:

(1) ga*gp= 8 \faTat
nop0 0 _
Q) Bl = ik o

() ka* 8 = gk

Dokaz. (1.) Prema propoziciji [[.3.13] te propoziciji [I.4.3] dio imamo da vrijedi, za
proizvoljan ¢ € R",

87 85(&) = Ta(OZH(E) = Fad) G(BE) = g(ad)g(BE) = e @I
= e—ﬂ' \/02+,32§‘ = g( Va? +,82§) = ?( Va? +,82§) = g\//az\Tﬁz(f)’

Primjenom inverzne Fourierove transformacije dobivamo da vrijedi

ga*gﬂ:gW'
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(2.) Koristimo propoziciju |1.3.13|1 propoziciju te linearnost Fourierove transfor-
macije kako bismo zakljucili da za proizvoljan £ € R” vrijedi

( o h;’))(sf) =
=1

2RO = 30T
=1 =1
Z((Z27Ti§[)e_mz\§|2 (ﬁzﬂ.i&)e—ﬂ[,ﬁmz
I=1
B - ‘ )
a2 + 2 L (mel \/m) 8(\/m§)

Cﬂ“—fﬁz (2mig Vo2 + 52) Big (Va2 + p¢)
> e (Ve 7

a? +,6’2

(e mg)) R (Va7 %)

ap
T G

Primjenom inverzne Fourierove transformacije dobivamo da vrijedi

0] 0 _

(3.) Analogno kao i ranije, koristimo propoziciju|l.3.13|i propoziciju|l.3.16|te linearnost
Fourierove transformacije kako bismo zakljucili da za proizvoljan ¢ € R” vrijedi

ke * 85(6) = k()33(6) = Mad) () = Za S(E)FBE)

o+ 3 +,82

- (V) -

2

z(zmm ) 7(Ve %)
gk (Vo + )

a,2

o+ N
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Propozicija 1.4.5. Neka je g standardna n-dimenzionalna gaussovska funkcija. Funkcija
g rjeSava jednadZbu provodenja topline, odnosno

1
9,8:(x) = %k,(x), V>0, VxeR.

Dokaz. Racunamo, koristeCi propoziciju |1.4.3| 1 Leibnitzovo pravilo za derivaciju pro-
dukta:

1 (x -n _x.p 127X _zp 1 _xpp 27 |x?
- ) |xI 7 T2 X _ = 2 Ixl= [ _
D) = (t”g(t)) — it T ¢ — ot o

Takoder vrijedi

n

k(x) = Z &g = Z o ((-2mxpe ) = 3 e (<2 4 4x )

I=1
= o (—27m + 477 |x| )

o 2m|xf?
t( )_tn+1 II (_n+ t2 )

Usporedivanjem pokazanih jednakosti dobivamo da funkcija g zaista zadovoljava jedna-
dzbu provodenja topline. O

paonda i

Definicija 1.4.6. Neka su A, B: R" — R proizvoljne funkcije. Kazemo da B dominira A, u
oznaci A < B, ukoliko postoji konstanta C takva da za sve x € R" vrijedi

A(x) < CB(x).

Ukoliko Zelimo istaknuti da C ovisi o nekim parametrima P, pisemo A <p B. Ako pak
vrijedi A < Bi B < A, pisemo A ~ B.

Propozicija 1.4.7. Za standardnu n-dimenzionalnu gaussovsku funkciju g vrijedi, za pro-
izvoljan x € R",
gy s (L +[xh™ .

Dokaz. Promotrimo funkciju ®: Rj — R, ®(r) = (1;—)21“ Matematickom indukcijom,
koriste¢i L'Hopitalovo pravilo, lako se pokaze
1+1¢ n+l1
lim d+o =0.

t—0o0 eﬂtz



1.4. Gaussovske funkcije 25

Dakle, postoji R > 0 te M > 0 takvi da za sve x € R" za koje je |x| > R vrijedi

(1 + !

ent2

<M.

Nadalje, zatvorena jedini¢na kugla K (0, R) je kompaktan skup, a @ je neprekidna funkcija
pa je ogranicena i odozdo i odozgo na kompaktima. Dakle, ®@ je odozgo ograni¢ena na R”,
no buduéi da nam konkretna gornja ograda nije od interesa, imamo da vrijedi O(¢) < 1.
Posebno, za proizvoljan x € R”, vrijedi ®(|x|) < 1, odnosno

g s (A +xh™ ", O
Propozicija 1.4.8. Za proizvoljan n € N i standardnu n-dimenzionalnu gaussovsku funk-
ciju g vrijedi sljedeca ocjena:

[

d
A+ )™ < f gy<x>y—Z.

1

Dokaz. Promotrimo funkciju ®@: Rj — R,

R
feyz dy

y2+n
Ox)= — .
W)= T

Supstitucijom x = % u gornjem integralu dobivamo

o0 1
= d’)/ 2,2
fe v = | xX'e™dx <
2+n
Y
1 0

pa je @ dobro definirana. Uo¢imo da je ® neprekidna te da vrijedi

[e9)

CI)(O):fdy =l 0,100y

Y+ on+1

1

Nadalje, vrijedi

. ‘ 1 iy n+l
lim ¢(¢) = lim | —
t—oo t—o0 t
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. . 2 . | — 1l =3 . .
Uz supstituciju s = ’% jey=tnis2,dy = 71t7rz s2 ds pa vrijedi

a2

n+2  n+2 1

) 1 ‘ =3
lim ¢(¢) = lim 5 e 2T s 2 tn2s 2 ds
t—o00 —00

(o]
N nl _ | n=l _
=lim-n 2 s2e’ds=—-m : s2e'ds.
t—o0 2 2
0

Primijetimo da je posljedn;ji integral zapravo jednak I' (%), Sto je pozitivna konstanta.

Dakle, ® je odozdo omedena nekom pozitivnom konstantom pa je posebno za proizvo-
ljan x € R", @ (|x]) = 1, odnosno

(9]

d
A+ ™" < f gy<x>y—Z. O
1



Poglavlje 2

Formulacija problema, sfericne mjere i
brojece forme

2.1 Formulacija problema

Najprije definiramo geometrijske pojmove koji ¢e nam biti nuZni za iskaz Bourgainovog
teorema, a zatim se odlu¢ujemo za konkretnu definiciju gustoce podskupa euklidskog pros-
tora. Napominjemo da nam u cijelom radu | - | oznacava standardnu Lebesgueovu mjeru na
R".

Definicija 2.1.1. Za tocke ay, ay,...,a; € R" kaZemo da su geometrijski nezavisne, ako su
vektori a; — ag, ar — ay, . . ., ax — Ao linearno nezavisni u R".

Definicija 2.1.2. Ako su ay, ay,...,a, € R" geometrijski nezavisne, onda skup

k k
o= {Zaiai Qp, aq,...q; € [0,1], Zai = 1}
i=0

i=0
nazivamo nedegeneriranim, k-dimenzionalnim simpleksom u R", a tocke ag,ay,...,a; € o
nazivamo vrhovima od o.

Cesto simpleks zadan nekim vrhovima ay, ay, .. .,a; € R" oznacavamo kao [ay, ay, ..., a;].
Primijetimo da u ovom zapisu poredak vrhova nije bitan. U daljnjem tekstu sami simpleksi
nam nece biti od interesa, ve¢ njihovi skupovi vrhova.

Definicija 2.1.3. Za izmjeriv skup A C R" definiramo gornju Banachovu gustocu od A kao

- AN 0, R]"
0(A) := limsup sup | (x+ [0, RIV)I .

R—oco  xeR” R"

27
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Uoc¢imo da u gornjoj definiciji R" predstavlja volumen ,kocke” [0,R]" u R" . Limes
superior nam tada govori da je potrebno promatrati sve vece kocke, dok nam supremum po
x € R" govori da je potrebno promatrati sve moguce translate kocke dane duljine stranice,
prilikom racunanja gustoce.

Za preslikavanje R" — R" kazemo da je izometricno ukoliko za svake x,y € R" vrijedi

|u(x) = u(y)l =[x =yl .

Elementarnim linearno-algebarskim metodama moguce je pokazati da je svako izome-
tricno preslikavanje kompozicija nekog ortogonalnog operatora i neke translacije. Za dva
skupa A, B € R" re¢i ¢emo da su izometri¢ni ili sukladni, u oznaci A = B, ako postoji
f: A — Bizometrija. Sada smo spremni iskazati rezultat koji nam je od glavnog interesa.

Teorem 2.1.4. Neka je A skup vrhova nekog nedegeneriranog n-simpleksa u R, Za svaki
A C R"™! izmjeriv i takav da je 5(A) > 0 postoji realan broj ay takav da za svaki realan
broj a veci od a, skup A sadrZi izometricnu kopiju skupa aA.

Ovaj rezultat prvi su dokazali Falconer 1 Marstrand [3], u posebnom sluc¢aju kada je
n = 1. Bourgainov pristup svodi se na dokazivanje sljedece ,kompaktne verzije” gornjeg
teorema.

Teorem 2.1.5. Neka je A skup vrhova nekog nedegeneriranog n-simpleksa u R™'. Neka
je 6 > 0 proizvoljan. Tada postoji prirodan broj J koji ovisi o 6 i A takav da za sve
A1, Az, ..., A €40, 1] za koje je A/’;l < % za sve j € {1,2,...,J} te za proizvoljan izmjeriv
B C [0, 11" koji zadovoljava |B| > 6, postoji i € {1,2,...J)} takav da je izometri¢na kopija
od ;A sadriana u B.

Pokazimo sada da Teorem [2.1.5| povlaci Teorem [2.1.4] Dokaz provodimo pretpostav-
ljajudi suprotno. Neka je A skup vrhova nekog nedegeneriranog n-simpleksa u R"*! te neka
je A C R™! Borel-izmjeriv skup takav da je 6(A) > 0, ali takav da za svaki realan broj a
postoji realan broj @ veci od a takav da A ne sadrZzi niti jednu izometri¢nu kopiju od @A.
Tada postoji strogo rastuci niz strogo pozitivnih realnih brojeva (a;)ren takav da je

fim s = v

1 da A ne sadrzi izometri¢nu kopiju od a;A niti za koji k € N. Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da vrijedi

(0738

>2, VkeN, 2.1
(075

jer u suprotnom pocetni niz zamjenimo nekim njegovim podnizom koji ima traZeno svoj-
stvo.
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Neka je sada ¢ proizvoljan realan broj za koji vrijedi 0 < 6 < min{l,g(A)}. Neka
je J prirodni broj ¢ije postojanje je tvrdnja teorema[2.1.5] Iz definicije gornje Banachove
gustoce slijedi

AN (x+[0,R]"!
inf sup sup| (x+[0.R] )|>5.

M=0 R>M ycRn+!1 Rl’l+1

1z definicije infinuma slijedi da je, za svaki realan broj M > 0,

0.

JA N (x+[0,R]"H)
sup sup : >
R=M xeRn+1 R

Posebno, uzmemo li M = «a;, iz definicije supremuma dobivamo da postoji R > «; takav
da vrijedi
AN (x+[0,R]")
sup >

xeRn+! RI’H- 1

0.

Kona¢no, ponovno iz definicije supremuma, dobivamo da postoji x € R"*! takav da je

|A N (x +[0,R]"D)
>
Rn+1

S. (2.2)

Buducdi da je translat Borel-izmjerivog skupa ponovno Borel-izmjeriv te buduci da skalira-
njem Borel-izmjerivog skupa pozitivnim realnim brojem ponovo dobivamo Borel-izmjeriv
skup, zakljuCujemo da je B := Il?((A — x) N [0, R]™*") Borel-izmjeriv skup. Primjetimo da
vrijedi
1
B= E(A - x)N [0, 11" c [0, 17",

Nadalje, buduci je Lebesgueova mjera invarijantna na translacije te je homogena obzirom
na pozitivne realne brojeve, zahvaljujuci (2.2)

|A N (x + [0, R]"™D)] S

0.
Rn+]

|B| =

Definirajmo joS za svaki j € {1,2,...,J} broj 4; := % Iz Cinjenice da je a1 < a; <
- <ay<R,slijjedidaje d; <--- <A, < Ay < 1. Nadalje, za proizvoljan j € {1,2,...,J}
radi (2.1) vrijedi,

Aj1 @y

L
/lj Aj-j+1 2
Teorem [2.1.5|nam sada garantira da postoji i € {1,2,...,J} takav da B sadrZi izometri¢nu
kopiju 4;A” od 4;A. Dakle,

i 1
a.]-i-l A/ g B - _
R

(A-x)Nn[0,11"" ¢ %(A - X).
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Translatiranjem za x i1 skaliranjem sa R, slijedi
CU]+1_J'A’ +xCA.

Buduc¢i da su translacije izometrije, vrijedi da A sadrzi izometri¢nu kopiju od a .- ;A" =
a;+1-jA, no to je kontradikcija s izborom od a.-;. ZakljuCujemo da Teorem zaista

povlaci Teorem [2.1.4]

2.2 Sferi¢ne mjere

Definicija 2.2.1. Za prirodni broj n definiramo S"~', standardnu jedini¢nu sferu u R", kao
S ={xeR"||x =1}.

Definicija 2.2.2. Preslikavanje o : B(R") — [0, +o0] definirano sa

T n2n
r(z
o(E) = (2) ff~-ff]lE(cosg)],singolcosgoz,singolsingozcosgo3,...,singpl~--
00 00

n
22

-+ $i0 9, 2C08 1, SiN @y + - - SiN @, _o8iN @, ) SIN" 7y SIN" 7 ;- -+ sin s

dg,-1dg, 2 -+ - dprdg;
nazivamo sfericnom, a u slu¢aju n = 2 kruZnom, mjerom.

Napomena 2.2.3. Na promatranoj domeni integracije u definiciji funkcija sinus je

nenegativna pa je Citava podintegralna funkcija takoder nenegativna, a izmjeriva je kao

produkt izmjerivih funkcija. Iz teorije mjere je zato poznato da je preslikavanje o uistinu

mjera na (R", BR") . Bududi da je sin"* @, sin" > @, - - - sin @,_, zapravo apsolutna vri-

jednost jakobijana odgovarajuée parametrizacije od S"~', mjera o je zapravo plosna mjera

te joj je nosac S™ . Element(arnim racunom se provjeri da je o(S"") = 1, §to je posljedica
I'(s

normalizacije konstantom Py
T

Napomena 2.2.4. Definicija 2.2.2] ¢e se pokazati operativnom u nadolazeéim dokazima.
Medutim, moguce je pokazati da se mjera o moZe ekvivalentno definirati kao restrikcija
(n — 1)-dimenzionalne Hausdorffove mjere na (R", B(R")). Za definiciju i svojstva vidjeti
[4]. Iz svojstava Hausdorffove mjere (koja ovdje ne navodimo) izmedu ostalog slijedi i
intuitivno prihvatljivo svojstvo invarijantnosti sfericne mjere na rotacije sfere:

(U (E)) = o(E), VE € BR"), YU € SO(n,R).
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Lema 2.2.5. U slucaju n = 2, za Fourierovu transformaciju kruzne, odnosno sfericne mjere
o vrijedi

&) < min (1,17} .

Dokaz. Neka je & € R? proizvoljan. Zbog normalizacije o-(S') = 1 vrijedi

o) = | fR e do(x)

Da dobijemo ostatak ocjene, posluzit ¢emo se polarnim koordinatama. ZapiSimo & =
(é1,&) kao & = [€|(cos 6, sin 0), za neki 6 € [0, 27r). Tada je

< f e ¢|do(x) = c(®R?) = 1.
R2

21 o0
b\-(é:) — %T fe—zm(cos H,sin@)-fdw — %T fe—2ﬂi|§|(COS¢COS 9+sin¢zsin6)d¢
0 0
2r T
= ZL fe_2”i|§ COS(SD—Q)dSD — i fe—Zm'lfl cos cpdgo .
Q 2r
0 -

Pri tom smo u posljednjoj jednakosti napravili zamjenu varijabli ¢—6 — ¢ te smo iskoristili
2n-periodi¢nost funkcije kosinus i ¢injenicu da je integral periodi¢ne funkcije jednak na
svakom segmentu ¢ija je duljina jednaka njezinom periodu. Nadalje, koriste¢i parnost
funkcije kosinus te definiciju kompleksne eksponencijalne funkcije, dobivamo

1 /e X b/
6(8) = — f cos(27 €] cos @) dg — — f sin 277 €] cos ¢ dg .
T T
0 0
Provedimo zamjenu varijabli ¢t = cos¢. Budu¢i da integriramo po segmentu [0, 7],

vrijedi ¢ = arccos(?) te dy = \/_1‘% pa dobivamo,

. _l 1cos(271|§|t) l s1n(27r|§|t) dr = 2 cos(27r|§|t)
A B N B A

Pritom smo iskoristili parnost funkcije kosinus i neparnost funkcije sinus.

Ukoliko za dani & vrijedi |£] < 1, imamo |§|_7l > 1 pa vrijedi trazena ocjena. Stoga
promatramo one ¢ za koje je |£| > 1. Gornji integral tada rastavljamo na dva integrala i to
na segmentima [O, 1- |§|‘1] te [1 — &, lf

Iz Newton-Leibnitzove formule lako slijedi

m fu—u2>z
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Stoga imamo

1-jg! 2 |§| ) 1-j¢! t
cos(2m|élt
= 1+ f du) cos(2n|élt) dt
V1 -1¢2 of ( . (1 - u)?
- 1! 1!
= f cos(2r|élt) dt + f L}( f cos(2r|&|t) dt)du
(1-u)?
0 0 u
114 1! 114
_ sinaniély [~ f w__sinCrgn"
2rél L, J —u?):  2xlEl |,
1!

1 1
s|§| |§|f 1—u2)z If_l 1—(1 -1

= ——— <.
\/2|§|

Drugi integral jednostavnije ocijenimo kao

f Cos(2ﬂ|§|t) f
1-lg! - 1-jg-1 (+ t)(l - 1! L=

=1 )
= _§ .
RS-

Konacno, dobivamo

¢! 1

o < cos(27r|§|t)dt fcos(2ﬂ|§|t)dt < 1o _§< s
(&)l < 0 Ve + Ve €172 + 2|¢] €1 m|

-l
U daljnjem tekstu od interesa ¢e nam biti kruZne mjere, ali ¢iji nosaci su proizvoljne
kruznice u R". Prisjetimo se joS notacije iz linearne algebre. Ako je H proizvoljan potpros-

tor unitarnog prostora V, onda za proizvoljan vektor v € V sa Pyv oznaCavamo ortogonalnu
projekciju vektora v na potprostor H.

Napomena 2.2.6. Primjetimo da je integral u definiciji plosni integral po S\
Medutim, znamo da za m € N koji je manji od n, a veéi ili jednak od 1, sferu S™!
moZemo uloZiti u R". Modificiramo li definiciju tako da integriramo po S™ ! te stavimo
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da su prvih m koordinata argumenta funkcije 1 vrijednosti koje dobivamo koordinatizaci-
jom S™! polarnim koordinatama, dok su preostalih m—n jednake 0, onda mozZemo govoriti
o ,niZedimenzionalnim sfericnim mjerama” u R".

Lema 2.2.7. Neka je H dvodimenzionalni potprostor od R", a xy € R" proizvoljan. Neka
Jje o kruZna mjera ¢iji nosac je {x € xo + H | |x — xo| = 1}. Tada za svaki & € R" vrijedi

— 1
)] < {1 1Puél?),
pri cemu je Py ortogonalna projekcija na H.

Dokaz. Primjetimo da je o zapravo translacija za xy, u smislu definicije kruzZne
mjere na R” iz napomene [2.2.6] Stoga je nosa¢ od o jedini¢na kruZnica u ravnini xo + H
sa srediStem u xy. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je H = R? x {0},
jer u suprotnom djelovanjem rotacijama na o mozemo postici upravo to. Dakle, nosa¢ od
o je skup
{(cosp,sinp,0,0,...,0) | ¢ € [0,2m)}.
—

Ozna¢imo sa ™ kruZnu mjeru na R? kao u definiciji Tada vrijedi

2n

- 1 —2nti (cos i Y
Tl s ) = ﬂfe 2miCossl GED 4y = T (E, £,
0

Koriste¢i lemu [2.2.5] zaklju¢ujemo

@) < min{l, |(§1,§2)|—%} - min{l, |PH'§:|_%} ' .

2.3 Brojece forme

U ovom odjeljku, cilj nam je definirati klju¢ne objekte za dokaz teorema brojece
forme. One ,,broje” koliko puta se u skupu pojavljuje trazeni ,,uzorak”. Pritom ,brojenje”
ne treba shvatiti doslovno, u odnosu na brojecu mjeru, ve¢ obzirom na neku pogodnu ge-
ometrijski definiranu mjeru. Prije definicije u punoj opéenitosti, koja je razmjerno sloZena,
promatramo specijalne slucajeve u dimenzijama 1 i 2.

Uzmimo najprije da je n = 1 te neka je A skup koji se sastoji od dvije tocke u R?
medusobno udaljene za b > 0. Za A > 0 te fy, fi: R? — [0, 1] izmjerive funkcije koje
iS¢ezavaju izvan [0, 1]?, promatramo izraz

NOGi ) = fR z fR FOAG+ ) dau .
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Pritom je o kruZna mjera na (R?, B(R?)).
Ukoliko za neki B € B(R?) vrijedi N{(1g, 1) > 0, onda iz propozicije |1.2.13|slijedi

da je
{x€R2

paonda i postoji x € R? za koji je fRz 15(x)1g(x+y)doy,(y) > 0, Stovise, ima ih neprebrojivo
mnogo. Ponovnom primjenom propozicije [I.2.13| zaklju¢ujemo

>0

f 1p(x0)1p(x + y)do(y) > 0}
RZ

o ({y € R? | 150 15(x +3) > 0} ) > 0,

a bududi da je nosa¢ od oy, kruznica u R? s centrom u 0 i radijusom Ab, zakljucujemo da
postoji y iz spomenute kruZnice takav da vrijedi 15(x)1z(x+y) > 0. Dakle postoje x,y € R?
takvidaje x,x +y € B1i|y| = Ab. Drugim rijeCima, B sadrZi izometri¢nu kopiju od AA.
Naime, oba su segmenti jednake duljine pa se eventualno razlikuju za translaciju i rotaciju.

Neka je sada n = 2 te neka je A skup koji se sastoji od tri nekolinearne toc¢ke u R?, to
jest, A je skup vrhova nekog nedegeneriranog trokuta. Neka je H neki netrivijalni vektorski
potprostor od R? te neka je xo € R? proizvoljan. Sa o oznadimo plo$nu mjeru na
(dim H — 1)-dimenzionalnoj sferi {x € xo+ H | |x — xo| = 1} sadrzanoj u ,,ravnini” xo + H C
R3. Napomenimo da je o definirana na (R, B(R?)), ali joj je nosa spomenuta sfera,
odnosno kruZnica.

U daljnjem koristimo i sljede¢u poznatu notaciju iz linearne algebre. Za S proizvoljan
podskup nekog vektorskog prostora sa span S oznacavamo linearnu ljusku skupa S, a sa
S+ ortogonalni komplement skupa S . Jednostavno se pokaze i da vrijedi S+ = (span §)*.

Oznac¢imo A = {Py, Py, P,}. Te tri tocke u potpunosti odreduju jedan trokut, a samim
time 1 duljine svih njegovih stranica 1 visina te polozaje noziSta svake visine. Oznalimo
onda sa b > 0 duljinu stranice PyP;, sa v > 0 duljinu visine na tu stranicu te sa N noZiSte
te visine; vidjeti sliku Kako se N nalazi na stranici PyP;, moZzemo udaljenost od N do
Py pisati kao Bb, za neki 8 € R.

Za proizvoljan 1 > 0 te fy, fi, fo: R® — [0, 1] proizvoljne izmjerive funkcije koje
iS¢ezavaju izvan [0, 1]°, analogno kao u slu¢aju n = 1, definiramo

NOUos fos fo) = fR 3 fR 3 fR A A ) Ao oy (23)

Pritom je
3
o=0",

oV = U%}’ls{}’l}L .
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P,

Bb N

Py

Slika 2.1: Izbor poretka integracije u (2.3)).

Gornji izraz intuitivno shvacamo kao integriranje ,,po svim trokutima” sukladnim tro-
kutu A(APy P, P,). Naime, promatrajuéi poredak integracije u gornjem izrazu, uocavamo da
za proizvoljnu tocku x ,,prolazimo po” toCkama y; takvim da je segment [x, x+y;] sukladan
segmentu APy P,. Dalje, za toCku x + By, koja odgovara nozistu N, promatramo ravninu
koja je sadrZi te je okomita na pravac koji sadrzi segment [x, x + y;]. Sada ,,prolazimo po”
toCkama y, te ravnine koje su od x + By, udaljene za Av.

Primijetimo da smo za dani simpleks fiksirali jedan poseban poredak njegovih vrhova
te smo potom definirali izraz N¥. Ozna¢imo sa b’ > 0 duljinu segmenta PyP,, sa v’ > 0
duljinu visine na tu stranicu te sa N’ noZiste te visine; pogledajte sliku Kako se N’
nalazi na stranici PyP,, moZemo udaljenost od N’ do P, pisati kao 5'b’.

Alternativno, ,,zamjenom uloga” to¢aka P, i P, moZemo definirati

NOUos fis f2) 1= fR 3 fR 3 fR FORGE AG+ y) da (a)doy, de . (24)

Pritom je

3
o=,

ol = O-/%yl,{yl}l

Intuitivno je jasno da bi se dva razliCita integralna izraza 1 za Ng( Jos f1, f2)
trebala podudarati, jer u oba slucaja se ista funkcija integrira ,,po svim trokutima” suklad-
nim trokutu A(APy P, P,). Za formaliziranje ove intuitivne slutnje potrebno je uvesti pojam
Haarove mjere na grupi rotacija SO(3,R), no ta konstrukcija bi nas previSe odvela u te-
oriju mjere, a ne bi nam pruzila dodatne uvide u dokaz Bourgainovog teorema pa je ovdje
1zostavljamo.
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Slika 2.2: Izbor poretka integracije u (2.4).

Analogno kao u sluéaju n = 1, moZemo pokazati da, ako za B € B(R?) proizvoljan,
vrijedi N9(1p, 15, 15) > 0, onda postoje x, yi,y> € R? takvi da vrijedi x, x + yi, x + y, € B
te je

[X, X + y1, X + y2] = [0, y1, y2] = [AP1, AP, AP3],

odnosno B sadrZzi izometri¢nu kopiju od AA.

Motivirani specijalnim slu¢ajevima n = 11 n = 2, prelazimo na definiciju u opem
slucaju. Neka je, za uy,u,,...,u, € R"*! linearno nezavisne, A skup vrhova simpleksa
[0, u1,u,,...,u,]. Ovaj simpleks fiksiramo do kraja odjeljka. Buduci da nam je u inte-
resu naci izometri¢nu kopiju zadanog simpleksa u nekom skupu, mozemo bez smanjenja
opcenitosti pretpostaviti da je jedan vrh promatranog simpleksa 0, jer u suprotnom proma-
tramo odgovarajucu translaciju, koja je svakako sukladna polaznom simpleksu.

Fiksirajmo sljedecu notaciju. Za svaki k € {2,3,...,n} neka su Bi1,Br2.-- - Brik-1 €
R jedinstveni skalari takvi da se ortogonalna projekcija tocke u; na vektorski potprostor
span {uy, u, . . . u;_1 } prikazuje kao

Braui + Biauy + -+ + Bro—1Uk-1 -

Postojanje tih skalara je jednostavna posljedica linearne nezavisnosti skupa {uy, uy, . . ., u,}.
Neka v, oznacava udaljenost tocke u; od potprostora span {uy, us, . . . uy_1}.
Za vektorski potprostor H od R" te za xy € R", neka 0 oznacava sfericnu mjeru
na jedini¢noj (dimH — 1)-dimenzionalnoj sferi {x € xo + H | |x — xo| = 1} u hiperravnini
xo + H € R". Primijetimo da je 0¥ dobivena odgovarajuom rotacijom i translacijom

mjere iz napomene
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Definicija 2.3.1. Uz ranije fiksirane oznake uzmimo jos n € N te A > 0 proizvoljne. Nada-
lje, neka su fy, fi,. .. f,: R™ — [0, 1] proizvoljne izmjerive funkcije koje is¢ezavaju izvan
[0, 11". Definiramo brojecu formu NY(fy, fi, - .., f») kao

NiGocfiveooatri= [ ROAG s i) o )

n+1

.. day " (ya)doy)! (v2)doy, (y)dx,

pri cemu su

n+1
o=0c",

1 , 1L
oV = O.,lvz(ﬂz,l}l)a{}l} ,

1

s L , n
oV = g 3 Ba1#B322), nyad

b

0—)’1&2 ----- Yn o— 0—ﬁ(ﬂn,lyl+;8n,2y2+"',8n,n—lyn—l)» {yl’st--wYH—l}L

Napomena 2.3.2. Analogno kao i u slucaju n = 1, moZemo i za proizvoljan n € N lako
pokazati, koristeci se propozicijom da ako za neki B € B(R™") vrijedi da je forma
Ng(]l g, 1p,..., 1) strogo pozitivna, onda B sadrZi izometricnu kopiju simpleksa &iji su
vrhovi iz skupa A, skaliranog za A.

Naime, zbog stroge pozitivnosti od N/?(IL 8 1p,...,1p), iz propozicije slijedi da
posotji x € B takav da je

f f f 1O L5 + Y1) - - Lp(x + y,) Aol (y,) .
R’“" Rn+| R""'] "

.. day, 2 (v3)doy) (v2)day, (1) > 0.

Neka je T translacija koja prevodi vrh O u x. Ponovnom primjenom propozicije [1.2.13)
zakljuc¢ujemo da postoji y, € R™! takav da je x + y, € B te je |0 —y| = Av; = |0 — Auy].
Stoga |x — (x + y1)| = |x — (x + Auy)| pa postoji izometrija R, takva da je R\(x) = x te je
Ri(x+Auy) = x+yy. Dakle, [0, Auy] i [x, x+y;] su sukladni, jer je preslikavanje ® := R;oT
izometrija izmedu njih. Takoder vrijedi

f f e f ﬂB(x)ILB(X + yl) e ﬂB(x —+ yn) doiil’}'Z,...,y»—l(yn) .
R+l Rr+l Rn+l1 !
n-1

) ..da’fv’;’yz(%)doﬁ(yz) >0.
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Ponovnom primjenom propozicije|l.2.13|dobivamo da postoji y, € R""! takav da je x+y, €
Bi |)’2 —ﬁ2,1y1| = Av, te vrijedi

f f f Ly Lp0x + y1) -+~ LpCx + ) oy 222 (y,)do) 2 (y3) > 0.
Rn+l R’”l RVHI n

n-2

Primijetimo da vrijedi

|0(Aus) — DB 1u1)| = [Aus = ABoun| = Ava = |y2 = Boai||x +y2 = (x + Boy)] -

Bududi da je ®(0) = xi O(Au;) = x+y,, vrijedi da je O(AB,1u;) = x+B2.1y1. To znaci da se
obje tocke x+y, i ©(AB,.1y1) nalaze u sferi sa sredistem x+[3, 1y, radijusa Av, u potprostoru
{y1}+. Stoga postoji izometrija R, koja fiksira tocke x + y; i x te zadovoljava R (¢(Auy)) =
X + yo. Dakle, Ry o @ je izometrija izmedu [0, Auy, Aus] i [x,x + y1, x + y,]. Uzastopnom
primjenom propozicije[l.2.13|i zakljucivanja analognog gornjem, zakljucujemo da postoje
Vi, Y25+ Yn € R" za koje je x+y1, X+ V2, ..., xX+Yy, € Bteje simpleks [x,x+y1,...,X+V,]
sukladan simpleksu [0, Auy, . .., Au,].

Napomena 2.3.3. Analogno kao i u slu¢aju n = 2, moZemo vidjeti da smo za definiciju
od Ng( Jfos fis -, fn) imali n! izbora. Kao Sto smo ranije komentirali, koriste¢i Haarovu
mjeru na SO(n + 1,R), moZe se pokazati da svi ti izbori dovode do iste vrijednosti pa je
definicija2.3.1] zaista neovisna o poretku vrhova.

Definicija 2.3.4. Uz ranije fiksirane oznake uzmimo josn € N, 1 > 0 te € > 0 proizvoljne.
Nadalje, neka su fy, fi,. .. f,: R™ — [0, 1] proizvoljne izmjerive funkcije koje isCezavaju
izvan [0, 11". Definiramo zagladenu brojecu formu N5(fo, fi,. .., f) kao

NEfo fiseeos ) i= NOfos i * Geas - s [ * 8ea) »

gdje je g standardna (n + 1)-dimenzionalna gaussovska funkcija.

Lema 2.3.5. Neka su A, € € {0, 1] proizvoljni. Nadalje, neka su fy, fi, ... f,: R™! — [0, 1]
proizvoljne izmjerive funkcije koje iscezavaju izvan [0, 1]". Tada vrijedi

Jim N3Cfos fio- oo fo) = NY(fos fis oo )

Dokaz. Oznacimo za proizvoljne yi, ya,...,y, € R"+1

FOW1, Y2, 9m) 1= - Jo)fiCx +y1) -+ fulx + yn) dx
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te

FOQ,yas. s y) = fR U * 800+ 3+ (i * ga)(x + ) dx.

Primijetimo da su oba gornja izraza dobro definirani budu¢i da fi, f>,..., f, i8Cezavaju
izvan [0, 17!,

Uvazavajuéi da za sve i € {1,2,...,n} te za sve z € R"! vrijedi |fi(z)|, |f; * goa(2)| < 1,
dobivamo ocjenu

|F(9)(y1’y2’ oo ’)’n) - F(O)(ylayZa .. ayn)

< f U % 200k + 310 (% 8o+ ) = fik +31) - fulk + )l dx
Rn+]

<

: Lm (l(fl * go) (X + y1)(f2 * go)(x + ¥2) - - (fu * o) (X + yn)

= filx + yD)(f2 * goe)(x + y2) - - - (fu * o)X + y,)|
+f1i(x + y)(f2 * ge)(x + y2) - - (fu * o) (x + ¥)

Ay AG ) flx +yn>|)dx
< f (I(ﬁ * 8o + 1) — fi(x + )|
R"“
F 10 % 8o (X + y2) S % gaa(x + y) — Fox 4 y2) -+ ol + )] )dx.

Analogan postupak nastavimo na drugom sumandu posljednjeg integrala. Tada dobivamo

IFO01y2 o v) = FOOL Y2 90)

< ; fR 1 g0 ) = filxo+ yold

< Z I fx * goa — SillLi ety -
=1

Buduci da funkcije fi, f>,. .., f, 18Cezavaju izvan [0, 1]", svakako vrijedi da su sadrZane
u L'(R™"). Iz teorema sada lako slijedi

911,%1 Il fk * goa — fk”Ll(RnH) =0, Vke{l,2,...,n}.
Iz teorema o sendvicu sada odmabh slijedi

Tim FOGLy2, 30 = FOO1L Y20
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Uoc¢imo da su FO(y,,ys,...,y,) 1 FOy1,y2,...,y,) po apsolutnoj vrijednosti odozgo
ograni¢eni konstantom 1. Buduéi da su mjere O'ﬁny Bl ,oﬂz, o, konaéne za zadane
Y1, Y2, - - - » Yu, Uzastopnom primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji,

zakljuCujemo da vrijedi

lim f f A f F(O)(Yl,yz, . ’yn) doﬁn,yz,---,ym(yn) o dO:g}l (yZ)dO:h;l(yl)
050" Jpnt1 Jrott Rn+l1 n 2

n
0 5250000 Yn— )
:f lf 1f FOG1 e 3o ). de 52, ()
Rn+ R+ R+
n

Drugim rijecima, vrijedi
Jim N{(for fio- oo fi) = NG fis o ). E

Lema 2.3.6. Neka su 0 < o < 8 < 1. Tada za A > 0 proizvoljan te za fy, fi,..., fn: R" =
[0, 1] proizvoljne izmjerive funkcije koje isCezavaju izvan [0, 11", vrijedi

Nios fisvoo £i) = NS fiseoos ) = D LYo oo o).
m=1

gdje je, za svakim € {1,2,...,n},

B
-1 n
£ Gofosfri= g [ [ [ ke [ [ g+ 0
n+l n+1 n+l k=1

il k+m

: dr
do:lzlll,yz,...,yn—l ) - - dO:lz]z(yz)do;lvl (yl)dx7 .

Dokaz. Koristeéi formule za derivacije produkta te konvolucije te koristeéi bilinearnost
konvolucije i propoziciju|l.4.5, dobivamo, za xi, x,, . . ., X, € R"*! proizvoljne:

01 "9 n
E D(fk * gl/l)(xk) = £ &(fm * gt/l)(xm) l:l(fk * gk)(xk)

k#m
n P .
= ;(fm * a—tgm)(xm) ll;l(fk % gk)(xk)
k+m

n 1 n
_ ;( f* 5= i) ];[(fk % g(X)

k#m
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Iz Leibnitz-Newtonove formule i upravo pokazanog slijedi

B
0
Nf(fo,fl,---,fn)—Nf(fo,fl,---,fn):—fgth(fo,fl,---,ﬁl)df

f f fR e f = (fo(x) ]_[(fk . gmxxk)] doy > (3, ... o, (y1)dxds

f | Z(fm*—kmxxm)ﬂ(fk*gkxxk)dqz;” ). e, ()
Rn+l)n+1

k:#m

= ZLZ’B’m(f(bfl’“"fm)' O
m=1

Napomena 2.3.7. U dokazu leme [2.3.6|uveli smo pokratu za k uzastopnih integrala po R"
f(Rn)k koju ¢emo u daljnjem takoder koristiti.






Poglavlje 3

Dokaz Bourgainovog teorema

Sada prelazimo na dokaz teorema[2.1.5] Najprije uvodimo oznake koje ¢emo koristiti kroz
Citavo poglavlje. Fiskirajmo n € N, n-simpleks 7 = [0, u;,us, ..., u,] u R"! te, kao u
odjeljku brojeve vi,va,...,v, > 0 te Bri1,Bras----Prk-1 € Rzasve k € {2,3,...,n}.
Takoder fiksiramo neki § > 0 te B € B(R"!), BC [0, 1]"'i|B| > 6.

Cilj nam je pronaéi J € N takav da za J skalara A;, A5, ..., 4; € (0, 1] koji zadovolja-
vaju Aﬁ—jl < % zasve j € {1,2,...,J} skup B sadrzi vrhove simpleksa koji je izometriCan
A;T za barem jedan i € {1,2,...,J}. Vidjeli smo u odjeljku [2.3] da je dovoljno pokazati
Ng(]lg, 1g,...,15) > 0 za bar jedan i € {1,2,...,J}. Klju¢ Bourgainovog pristupa je
sljedeca dekompozicija za neki € € (0, 1]:

Ny =N+ (NS = N+ (NG = NS (3.1
Primjenjujuéi obrnutu nejednakost trokuta, dobivamo

0 1 & 1 0 &
Ni = Ny = NG = No| = [NG = 3

Idudi cilj nam je ocijeniti svaki od ovih ¢lanova posebno.
e N; zovemo strukturirani dio i njega éemo ocijeniti odozdo.

e N¢ — N, zovemo dio-greska i njega ¢emo ocjenjivati odozgo, ali tek nakon sumi-
1 1
ranja po i.

e NV =N % zovemo uniformni dio 1 ocjenjujemo ga odozgo.

3.1 Strukturirani dio

Oznacimo sa R dijametar simpleksa 7. Dakle,

R=sup{|x—yl[x,yeT}.

43
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Neka je A € (0, 1] proizvoljan. Prije nego krenemo ocjenjivati N; (1, 1g, ..., 1) dokazu-
jemo neke pomoc¢ne rezultate.

Lema 3.1.1. Neka je v vjerojainosna mjera na izmjerivom prostoru R, BR™Y)) &iji
nosac je zatvorena kugla K (0, R). Tada po tockama vrijedi ocijena

g*xvzy,
. . . 1
gd]e.]e 90 T |E(0’1)|II‘E(O,1)'

Dokaz. Neka je x € K (0, 1) proizvoljan. Po definiciji je

(g *v)(x) = f glx—y)dv(y).

K(0,R)

Buduéi da je y € K (0, R), slijedi da je x — y € K(0, R + 1). Vrijedi

= 1
(g V() 2 f e dv(y) = e ® Y (K (0.R)) = Rome ™ 2 1 2
KO.8) | K, 1)]
Kako je g * v nenegativna funkcija te jer je x bio proizvoljan, dobili smo
gxvzey. m]

Skaliranjem dobivamo da vrijedi i sljedeca posljedica.

Korolar 3.1.2. Neka je v vjerojatnosna mjera na izmjerivom prostoru R, BR™Y)) &iji
nosac je zatvorena kugla K (0, AR) te je za A > 0. Tada po tockama vrijedi ocjena

a*V 2P,

. . . 1
gdje je ¢ := Ron] §(0’1)|1E(0,1)-

Prisjetimo se da je

Ni(lg, 1p,...,15) = f 1s(x)(1p * g)(x +y1)---(Lp* g)(x + yn)
(Rn+l)n+l

doﬁl,yz,...,yn-l (Yn)doﬁi; (yz)dohv] (y1dx.
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Uocimo da ,unutra$nji” integral po mjeri o= "> "' moZemo shvatiti i kao konvoluciju
I
(IL B gLx O 2""’)’”") (x). Koristeéi korolar [3.1.2|dobivamo
n

(1 gax 1) (x) = f Lp(x = 2)(ga * 6" ") (2) dz

n

. f 10k = a2 dz = (L * €)(X)
N

Odavde slijedi da je

N Lo 1) 2 f( L i) = 20 )L )
Rn+1

Ao 22 (1) . Ao (), (y)dx

Sada pak moZemo ,,unutrasnji” integral shvatiti kao (]l B*gak O ”’2) (x), za §to kao i
ranije mozemo pokazati da je odozdo dominirano sa (1p * ¢,)(x). Ponavljanjem ovakvih
ocjena, u n koraka dolazimo, uvazavajuéi da je B C [0, 1]"*!, do

N (L, L, 1g) 2 f 1(0((Lg * (X)) dx.

[0,1]"*1

Buduci da je \/% € (0,1) te bududi da je funkcija R — (0, 00), z — 2° bijekcija,

mozemo pronaci m € N takav da vrijedi

27 < < 7

n+1

Segment [0, 1] moZemo particionirati na 2™ segmenata duljine 27". Stoga skup [0, 1]**!
moZemo particionirati na 2"+ kockica” ¢iji bridovi su duljine 27". Ozna¢imo sa C tu
particiju. Budu¢i da se radi o konac¢noj particiji, zbog disjunktnosti imamo

N L) 2 Y [ 1L ) dx.
QeC 0

Za Q € C proizvoljnu te za x € Q proizvoljan, vrijedi da je Q C K (x, 1). Naime, mate-
matickom indukcijom se jednostavno dokaze da je diam(Q) = 27" Vn + 1. Stoga je prema
izboru od m, diam(Q) < A pa tvrdnja vrijedi.



46 Poglavlje 3. Dokaz Bourgainovog teorema

Nadalje, ocjenjujemo za proizvoljan Q € Cix € Q

1
(Ip = )(X)=f ————— g (x —»1p(y)dy
B * ¥ -~ /l”+1|K(0, 1)| K(0,2) B

1 1
= — T W1 (y)dyzf ——————1o(M1s(y)dy
me /ln+l|K(0’1)| K> B Ri+1 /ln+1|K(0,1)| e B

1 NB NB NB
- [ ety = 200 BRE[8
et 11K (0, 1) | KO, D] @™ 101
Uocimo da za proizvoljan Q € C vrijedi | Q| = m Stoga vrijedi
|QﬂB|n+l 1 |QmBln+l
Ni(lg, 1g,...,15) 2 ( 1(x)dx = .
S QZ; ] 0" card(@% ]

Buduéi da je funkcija [0, o) — R ¢ — **! konveksna, zbog Jensenove nejednakosti vrijedi

1 |Q N B
card (C) 52 10|

n+l1
N,{(I]-Ba]]-B’---’]]-B)Z( ) :|B|n+1 >é~n+l'

Dakle, postoji konstanta cg, > 0 koja ovisi o n i 7, takva da vrijedi

Ni(lg, 1p,...,15) = cyd™ . (3.2)

3.2 Dio-greska

U ovom odjeljku nam je za proizvoljan & € (0, 1), uz ranije uvedene oznake u ovom po-
glavlju, cilj ocijeniti izraz

J
(N;j(]]-Ba ]]-B’ ey ]]-B) - N/},./(I]-B? ]]-Ba L] ]]-B)) .
j=1

Iz nejednakosti trokuta i leme[2.3.6|slijedi

J n J
P NE A 1) = N T )| < 3 Y £ T )
=1

m=1 j=1

Zbog simetrije u definiciji izraza Lj’l”"(]l 8> 1p,...,1p), dovoljno je provesti ocjenu za vri-
jednost m = n, dok Ce za ostale m vrijediti potpuno analogna ograda.
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Oznacimo 6 := ILOe' Vrijedi

eotd;
eb1); ds
oy 5
0ia;

1 =loge = logx

. . . 1 .
Ovim izrazom pomnozZimo Lj’_ "(1g, 1g, ..., 1p) te dobivamo
J

1 eftd;

-1
l:s Y(1p, 1p,...,1p) = f f f 1p(x) l—[(ﬂB * g12,)(X + Vi)

£ 91,1] (Rn+l)n

: ds dr
(L # 07 kg JOOT L ) o, () (e

Oznacimo r = r(j, s, 1) := +/(tA;)> — s* te primijetimo da vrijedi s ~ f4; ~ r. Nadalje,
koriste¢i poznati identitet za konvoluciju gaussovske funkcije, propoziciju dio |(2.)}
dobivamo

2 n+l
PRIECRS sk, = (t/lj) Z G2 Ynel h(l) " h(l)
J

/ljvn Ajvy,
r j
s =1

pa, uvazavajuéi da je konvolucija komutativna operacija, ocjenjujemo

1 eftd;

n—1
L5 (g, 1, 113)‘ fo fﬂg(x)]—[l(h*gm,-)(x+yk)l
=1 k=1

£ 9[/1] (Rn+l)n

ds dr
dO}fL;y_zl""’y"fz()’n—l) -day. ', (n)doy, " ()’1)dx—s—

']13 « hD & ﬂ;iz,...,ym « O (x) :

1 ebtd;

ff f 15(x)| ILB*h(l))(x+y)||(0‘”” I x b))

& (ﬁ,l/ (Rn+1)n+1

—_

n+

~
Il

1
ds dr
Ao (3m0) .. Ao, (), () dxdy=—.

U daljenjem ocjenjivanju trebamo sljedeci rezultat o realnim brojevima

Lema 3.2.1. Neka su a,b € R proizvoljni te neka je n € N proizvoljan. Tada vrijedi

(I+la—=b)™" < (1 +la)™(1 + |b])".
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Dokaz. 1z obrnute nejednakosti trokuta slijedi 1+|a — b| > 1+|a|—|b|. Odavde zakljucujemo
IL+al<1+]a=>bl+ bl < +1la-b])(1+1b]).

Dakle vrijedi (1 + |a — b))~ < (1 + |a])~!(1 + |b]) pa potenciranjem sljedi

A+la=-bD)" <A +a)™( +B])". O

Nadalje, za proizvoljan s > 0O vrijedi:

<
Ln-#l
= f h(l) /1_ do_yl7y2’_..’yn71 (y)
S S Vn
+l /7.
f h(l) (_x _ _y) do;i’l,yz,...,yn_l (y)
Rn+|
I’l+1 —n=2
Rn+l n
n+1 -n-2 A n+2
f |X|) (1 + |y|) o211 (y)
R+l r -

1 n+2
Sk (1 + [x)™2 (;) Y12 (Rnﬂ)

V2seeesYn— )
‘O_VAI/WZ n—1 %« h[v (x)
s

h(l)(x y)‘ do_ylyz )n—l(y)

A vn
s

K 4;
“x— Ly
r r

A

N

(o)

—n— —n— —n— d
se 1+ )" se zfgy(X)y—Z

1

Pritom smo koristili definicije skaliranih mjera i skaliranih funkcija te propoziciju [[.4.§]i
lemu [3.2.1] Skaliranjem upravo pokazane nejednakosti za faktor s, lako dobivamo

(o9

e dy
oz o) s [

1

Sada, buduci da promatramo nenegativne funkcije, primjenom Fubinijevog teorema te ko-
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riste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost, dobivamo

oo 1 e@t/l_,-

n+1
£ A g Lp)| S 6772 ) f f f f 150 |15 + A?) (x+ ) £,0)
=1

1 ¢ gt/lj (Rn+l)n+1

dsdtdy

Aoy One) - 0, (0)dar, (r)dady =223

oo 1 th/lj

n+1
ST [l

1 e Qt/ljRnHRnH

wl A ds dr dy
—-n—2 [
I | I L P
=198 oy ot
1eé)t/lj
n+l
ds dr
-n—2 [
so2 3 [ uent), S5
=% o

Jo§ jednom primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti dobivamo

ntl 1 eftd; ntl 1 eftd;
2 o 2 dsdt ds dr
VoGP PR 1 I U I I PR el O I IR e §
J s t s t
=% o =% o

Drugi faktor na desnoj strani ocijenimo kao

n+l1 L bl dsd n+l 1
s at 1

fo P——=) logt| = 1+ Dlog—.

=1%o, ’ =1 ¢

Primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti u R’, dobivamo ocjenu

J J 3
e, 1L,n 1 e, 1L,n 2 ’
DL, s, 1) < 12(2 |5, 1, 1) )
=1 j=1
1 % na 1691/1]' d d %
t
<& (log=| J2 ff 15+ hO|2, == .
€ ( gg) (IZZI || B * M 12 st

&€ 9[/11'
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Primijetimo da za fiksni ¢ € [g, 1], zbog Cinjenice da za sve j € {1,2,...,J} imamo
Ajr < %, vrijedi da segmenti [614;,e6tA;], j = 1,2,...,J, svaki broj s € (0, co) pokrivaju
najvise dva puta. Stoga vrijedi sljedeca gruba ocjena

S

edtd d P d
Zf 15 =12, SS 2f||ILB>x<hS 227-
0

Primjenom Fubinijevog teorema dobivamo

1 1
2

1% 1 n+1 5, ds
8ln(]13’ ]13’”.’]13)‘ SS_"_Z(IOgg) J2 [f ] [lel]l _]

n+l1 ds
g2 log — J2[f2||]l * hy ; —]

Iz Plancherelove formule slijedi

n+l n+l1

n+l
) = =3 [ I el ae =
n+1
-y f [Ta@f 45 kg e
=1

—ar [ [Tef Siep e
Rn+l

pa je onda

8=

J
=

g,1,n e 1 | s ds
-L,l;]’ (]lBa]lBa---,]lB)‘SS 2(10g—)]£ ff|13(§)| 5 |§|2 2 2§2d§S]

0 Rnr+l
1

=& (log—)ﬂ f PGl f sleP ez’”zfzdsdf]
R}Hl 0
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Supstitucijom u = 275> |£|* za integral ,,po s”, dobivamo

f|ﬂ@)|d§] fe”du]

0

=

J
1
DLW T, Tp)| s 672 log - |
! £

J=1

<o (log L) s [T, = (logé)ﬁ gl

—-n—2

<eg

_
Q
ga
o |
-

Dakle, pokazali smo da postoji konstanta ¢, > 0 takva da vrijedi

J

L\ .
DN L 1) = N (R L L) € ™ (1og ;) Jio 63
j=1

3.3 Uniformni dio

U ovom odjeljku nam je cilj za proizvoljne 4, € € (0, 1] ocijeniti izraz
INY(1p, 1p,..., 1g) = N§(1p, 1p,..., 15)| .
Primjenom leme [2.3.5]dobivamo da je

IMY@p. Lp.... 1p) = Ni(Lp. Lp... 1p)| = Jim [N](Lp..... 1p) = Ni(Lp..... 1p)| -

Za dovoljno malene 6, primjenom leme dobivamo

n

N,(l)(ﬂB, Ip,...,1p) — Nj(1p,1p,...,1p) = leﬁ’g””(]lg, 1g,...,1p).

m=1

0,e,m

Kao i u odjeljku dovoljno je zbog simetrije u definiciji ocijeniti samo L7™" zam = n,
dok ¢e za preostale m vrijediti potpuno analogna ocjena.
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Iz definicije od Li’s’”(ﬂ 8> Lp, ..., 1p) te Cauchy-Schwarzove nejednakosti slijedi

&
|-£i’&n(13, 1g,..., ]13)| Sf me(x)l ‘(13 * d_ﬁ]v,,,yz’m’yn_l * k”l) (x +yn)

2] (le )n

n—1
[ EATDEEED
k=1

dO}zL:ylz""’)"’_z On-1) - .. doy,) ()’2)d01vl O )

8=

£

Sf f “]13”L2d/1i:,);2 }niz(yn—l)“'do:lvl(yl)

2] (Rn+l)n—l
1
2
dr
~V1,Y25e5Yn-1 Y1,Y25-45Yn-2 _
[ s e alf oG dn )| &
(Rn+1)n—l

Prvi faktor ocijenimo sa 1, a na drugi primjenimo Plancherelov teorem pa dobivamo da
vrijedi
&

L5, T, )| Sf ( f [T 102 o, o]

4] (R”” )n
1

: *dt
déday 2 (y,m0) dq’v;(yz)d%l(yl)) —

- [ ( | el P&mg)jzjuvnf)dg) <,

9 R+l
gdje smo oznacili

J (&) = f |62 @) do 2 () oy (r)dar, On) -
(R"+])"]

Lema 3.3.1. Uz ranije uvedene oznake vrijedi

Py o] o2y, 0) L doy) (v2)day, () < &l

(Rnﬂ)n—l

Dokaz. Tvrdimo da je promatrani integral zapravo jednak integralu

f | V1.y250Yn-11 lf
(Rr+1)" !

ooy Br-1a01 +Bu-12Y2+ HBn-1.a-2Yn-2){Y1.Y20- Y2}
%, n=t1) - -

,321,V1 it

. do? (y2) A" (y1).
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Naime, kada integriramo po mjeri o,,, zapravo integriramo po mjeri o,,, ali je varijabla
integracije skalirana za faktor A, no potprostor {yi, y2,...,y,_1}* ostaje nepromijenjen ako
je vektor y; skaliran za faktor 4. Analognim argumentiranjem za mjere o, . . . , 04y, slijedi
tvrdnja.

Intuitivno se ovaj integral moZe shvatiti kao prosjek veli¢ine [Py£|™! po svim (n — 1)-
dimenzionalnim potprostorima H od R™*!. Zaista, prisjetimo se da su y,ys, ..., y,_; vek-
tori bridova simpleksa dobivenog proizvoljnom rotacijom simpleksa 7. Radi simetrije
span {y1,y2,...,Ys—1} uniformno prolazi svim (n — 1)-dimenzionalnim potprostorima od
R™!. Medutim, umjesto da fiksiramo &, a ,,rotiramo potprostore”, rotiramo & te ga uvijek
projiciramo na fiksni dvodimenzionalni potprostor {(0,0, ..., 0)} x R2.

NG

n—1
U (n + 1)-dimenzionalnim sferi¢cnim koordinatama:

& = |€|(cos @1, Sin ¢ COS ,, SIN Y1SIN YCOS Y3, ..., SINEP -« -+ sin ¢,_1COS ¢,

Sin‘pl -+ -sin Qon—lSin Qon) >

pritom su @1, ¢, ..., ¢, € [0, 7] te je ¢, € [0, 27). UoCimo joS$ da vrijedi

Poo...onxz2é| = |l sin@ysin g, - - - sin @,y [(cos @,, sin @,)|

= gl singsing; - - - sing,_; .

Gornji integral je stoga jednak

dedes ... de, <& . O

f i sin" 'y sin" 2, - - - Sin @,
ox1x[02m [§l - Singsing; -+ - sing,_;

Sada, koriste¢i lemu mozZemo provesti ocjenu:

Rao)| T < fare)] 2, e

2202 _
<, t4/14 |§|4€ 2mt= A |€| 1 1 |'f| 1

2
<t sup we ™
u€l0,00)

<t.

~

Pritom smo u prvoj nejednakosti iskoristili lemu [3.3.1} u drugoj propoziciju [[.4.3] a u
posljednjoj ¢injenicu da gaussovske funkcije u beskonacnosti trnu brze od svih polinoma.
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Konacno, imamo da vrijedi

&

d
L2571, ]13,...,13)|sf(f|13(§)| fdf) f||ﬂB||Lz_t

Rn+1
f”ILB”LZ_ <2( 2 _9§>S 7

Dakle, postoji konstanta c,,; > 0 takva da vrijedi

INMO(Lg, L, .., L) = No(Lg, L, ..., 1p)| < Cumit? . (3.4)

3.4 Dokaz teorema2.1.5

Neka je A skup vrhova nekog proizvoljnog nedegeneriranog n-simpleksa 7 u R**!. Nadalje,
neka je 6 € (0, 1) proizvoljan te neka je B proizvoljan izmjeriv podskup od [0, 1]"*! koji
zadovoljava | B| > ¢. Odaberimo neki € € (0, 1) koji zadovoljava

1
Cuni‘g% < gcstrénﬂ . (3.5)

Za taj € odaberemo dovoljno velik prirodan broj J koji zadovoljava

[S—

1
Care€" (log —)J‘Z < =cd" (3.6)
&

Neka su A, 45, ..., 4; €0, 1] proizvoljni skalari za kQ]C_]C A1 <1lza sve je{l,2,...,J}.
Iz odjeljka[3.2] zakljucujemo da postoji j € {1,2,...,J} takav da vrijedi

ne 1)
NG (U, T 1) = N (L L 1) < et 2(1og )Jé

Naime, u suprotnom bi vrijedilo

J
1\ .
Z 'N;j(]]-Ba ]]-B’ D) ]]-B) - N/{j(I]-B’ ]]-B’ ceey ]]-B)‘ > Cgreg_n_2 (log ;) Jz .
=1
$to je u kontradikciji s ocjenom (3.3) iz odjeljka[3.2] Za ovaj j po ocjeni (3.4) iz odjeljka[3.3]
vrijedi
|N/?_,(13, lg,...,1p) = Nj (g, 1p,..., 13)‘ < Cuni? .
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Takoder, po ocjeni (3.2) iz odjeljka 3.1 dobivamo da je
N,}j(:H-Ba ]]-37 L] I]-B) = Cstr6n+l .

Konacno, iz klju¢nog rastava (3.1)) brojece forme na strukturirani dio, uniformni dio i dio-
gresku te odabira (3.5) i (3.6) dobivamo

N (s, T 1) 2 N (L, T, 1) = NG (L T L) = N3 (L T )
NS, T ) = NG (L, T, 1)

| ) 1
> e — cgres_”_z log ;J‘2 — Cyuni€?
> 5n+l 1 5n+l 1 5n+1 _ 1 6n+l O
2 Cyir - gcstr - gcstr - gcstr > V.

Bududi da je N/?j(]l B 1p,...,1p) > 0, prema razmatranjima iz odjeljka slijedi da B
sadrzi vrhove simpleksa koji je izometrican sa ;7. Ovime je dovrSen dokaz teorema[2.1.5]

Kao $to smo ve¢ bili spomenuli u uvodnom poglavlju, navedeni dokaz je modifika-
cija dokaza iz Clanka [6]. Originalni Bourgainov pristup je sli¢an, ali ne koristi gaussovske
funkcije. U tom ¢lanku dokazano je i svojevrsno poopéenje Bourgainovog rezultata na sim-
plekse Ciji bridovi iz istog vrha su rastegnuti za faktore A”', A%, ..., A%, za neke, moguce
razlicite, eksponente ay, a,, ..., a, > 0.
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Sazetak

U ovoj radnji dokazan je Bourgainov teorem o simpleksu. Teorem tvrdi da za proizvoljan
n-simpleks A u R**! te za proizvoljan izmjeriv skup pozitivne gornje Banachove gustoce
A C R"™! postoji realan broj Ay, koji ovisi 0 A i A, takav da za svaki A > A, skup A sadrZi
vrhove neke izometri¢ne kopije od AA.

Dokaz pociva na elementarnim tehnikama Fourierove analize, stoga je prvo poglav-
lje posveceno ponavljanju analitickih tehnika koje se susrecu na diplomskom studiju te
osnovnim rezultatima o Fourierovoj pretvorbi i gaussovskim funkcijama. Potom, u dru-
gom poglavlju, uz preciznu formulaciju problema, uvedeni su pojmovi sferi¢nih mjera 1
broje¢ih formi. Konac¢no, trece poglavlje kompletira dokaz rastavljajuéi brojecu formu na
strukturirani dio, dio-gresku i uniformni dio.






Summary

This thesis contains the proof of the so-called Bourgain’s simplex theorem. The theorem
states that, for a given n-simplex A in R"*! and for a given measurable set of positive upper
Banach density A C R™!, there exists a real number Ay, which depends on A and A, such
that for every real number 1 > Ay, the set A contains the vertices of an isometric copy of
AA.

The proof used techniques from elementary Fourier analysis. Therefore the first chapter
is dedicated to a recollection of basic tools from analysis encountered during the undergra-
duate studies and to basic results concerning the Fourier transform and Gaussian functions.
The second chapter contains the precise formulation of the theorem, as well as introduction
to spherical measures, and counting forms. Finally, in the third chapter, complete proof of
Bourgain’s theorem is given, by decomposing the counting form into a structured part, an
error part, and a uniform part.
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