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Uvod

Markovljevi lanci su jedna od najvaznijih i najjednostavnijih klasa slucajnih procesa. Va-
Znost slucajnih procesa, pa i teorije Markovljevih lanaca, oCitava se u svestranosti primjena
unutar Sirokoga spektra podrucja, od fizike pa do financijskih vremenskih nizova. Jedna
od prvih motivacija razvoja teorije slu€ajnih procesa bilo je izumiranje aristokratskih pre-
zimena u viktorijanskoj Engleskoj, koja je rezultirala Galton-Watsonovim procesom. U
danaSnja vremena, moZzda najzanimljiviji primjer koriStenja teorije Markovljevih lanaca
jesu Markovljevi modeli kojima se Google Koristi za rangiranje internetskih stranica. Te-
oriju Markovljevih lanaca zapoceo je ruski matematicar Andrei Markov, u ¢iju je Cast te-
orija i dobila ime.

Modernu teoriju diskretnih Markovljevih lanaca zapoceo je u 30-im godinama 20. sto-
lje¢a Wolfgang Doeblin. Njegova prerana i tragi¢na smrt u II. svjetskom ratu sigurno je
usporila razvoj teorije. Ipak, veéina teorije razvijena je do kraja 50-ih godina proSloga
stolje¢a. Ovaj ¢e se rad baviti teorijom Markovljevih lanaca na opéenitom skupu stanja.
Temelji teorije postavljeni su 40-ih godina 20. stolje¢a. U ovom ¢emo se radu baviti
proSirenjem pomo¢u atoma. Takav je pristup izrazito intuitivan jer omogucava razvoj te-
orije analogno diskretnom slucaju i predstavlja najjednostavniji nacin proSirenja teorije
Markovljevih lanaca na opéeniti skup stanja.

Rad je podijeljen u Cetiri poglavlja. U prvom se poglavlju, koncizno i bez dokaziva-
nja tvrdnji, iznosi saZetak rezultata teorije Markovljevih lanaca na diskretnom skupu stanja.
Drugo je poglavlje iskoriSteno za uvodenje osnovnih elemenata teorije Markovljevih lanaca
na opcenitom skupu stanja, kao Sto su Markovljeve jezgre 1 njithova kompozicija. Poglav-
lje ¢e zavrsiti dokazivanjem jakog Markovljevog svojstva i iskazom nekih rezultata koji
iz njega slijede. Nakon toga ¢e se u treCem poglavlju uvesti pojam atoma. Pojam atoma
1 tvrdnje iz prethodnih poglavlja omogucit ¢e dokaz raznih rezultata kao Sto su ergodski
teorem 1 centralni grani¢ni teorem za Markovljeve lance na opcenitom skupu stanja. Za
kraj ¢e se, u Cetvrtome poglavlju, pomocu primjera G1/G/1 repa prikazati koriStenje rezul-
tata koje smo dokazali. Takoder ¢e se pokazati nacin konstrukcije mnogobrojnih primjera
Markovljevih lanaca na opéenitom skupu stanja. U dodatku e biti iskazani neki rezultati
1z teorije mjere i teorije vjerojatnosti koji su bili koriSteni u radu.






Poglavlje 1

Markovljevi lanci na diskretnom skupu
stanja

Ponavljanjem u ovome poglavlju prisjetit ¢emo se osnovnih definicija i rezultata vezanih
uz Markovljeve lance na diskretnome skupu stanja. Kasnije ¢emo pokusati poopditi teoriju
ovoga poglavlja nadajuéi se sli¢nim ili potpuno analognim rezultatima. Tvrdnje ovoga
poglavlja ne¢emo dokazivati, ali se dokazi mogu pronaci u [3] ili [S]. Zapocinjemo de-
finicijom slucajnoga procesa i definicijom Markovljevoga lanca na prebrojivom prostoru
stanja.

Definicija 1.0.1. Neka je S skup. SluCajan proces s diskretnim vremenom i prostorom
stanja S je familija X = (X, : n > 0) sluc¢ajnih varijabli (ili elemenata) definiranih na
nekom vjerojatnosom prostoru (, F,P) s vrijednostima u S .

Definicija 1.0.2. Neka je S prebrojiv skup. Slucajan proces X = (X, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u S je Markovljev lanac ako vrijedi

PXpr1 = J 1 Xy =0, X1 = lp1, ..., Xo = 10) =P Xy = j [ Xy = 1) (1.1)

za svakin > 0 za sve iy,...,i,-1,i,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Svojstvo iz relacije (I.1)) naziva se Markovljevim svojstvom. Intuitivno, Markovljevo
svojstvo nam govori da ponaSanje Markovljevoga lanca u neposrednoj buduénosti ovisi
samo o sadaSnjosti, a ne i o proSlosti. VaZnu ulogu je igrao pojam stohasticke matrice.

Definicija 1.0.3. Matrica P = (p;; : i,j € §) naziva se stohastickom matricom ako je
pij>0zasvei,je S, te

Zpij: 1, zasvei€S. (1.2)

jes



4 POGLAVLIJE 1. MARKOVLJEVI LANCI NA DISKRETNOM SKUPU STANJA

Prisjetimo se da je teorija bila gradena za homogene Markovljeve lance. Lance kod
kojih prijelazna vjerojatnost nije ovisila o vremenu.

Definicija 1.0.4. Neka je 1 = (A; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S i neka je P =
(pij : i,] € §) stohasticka matrica. Slucajan proces X = (X, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi

1. PXog=i)=A,zasvei €S te

2.
PXpr1 = jI Xy = i, X1 = ip—1,..., X0 = lp) = Pij (1.3)
za svakin > 0izasveiy,...,i,_1,i,j €S.
Takvi lanci ponekad se nazivaju (A, P)-Markovljevi lanci. A priori nije jasno da je

homogeni Markovljev lanac zaista Markovljev lanac. Ta tvrdnja se lako dokazuje kao
posljedica sljedeceg teorema, a izvod se moze naci u [3]].

Teorem 1.0.5. Neka je X (A, P)-Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i za sva stanja
io, il, ey in—la ln vrijedi

P(Xo = i0, X1 = i1,..., X1 = ln=1, X = 1) = AigDPigiy ** * Pin_rin- (1.4)

Obratno, pretpostavimo da je X = (X,, : n > 0) sluc¢ajan proces s konacnodimenzionalinim
distribucijama danim formulom (1.4), gdje je A neka vjerojatnosna distribucija na S, a P
neka stohasticka matrica na S. Tada je X (A, P)-Markovljev lanac.

Primijetimo da ovisno o S stohasti¢ka matrica moZe biti konacna matrica ili beskonacna.
MnoZenje beskonacnih stohastickih matrica definira se analogno kao kod kona¢nih. Ako
suP=(p;:i,je€S)10 = (qg;:1,j€S) matrice, onda definiramo PQ = (r;; : i, j € S) sa
Yij = Dres Pikqkj- Primijenimo li to sada na n-tu potenciju dobivamo

pf;l) = Z o Z piilpiliZ o .pl’nfﬂlnflpinflj' (1‘5)

ies in—1€S

Gdje je P" = (pg’) 2 i, j € §). Dodatno iz (T.4) i (I.3)) dobivamo

P(X, =)) = Z Z - Z AigDigiy = * iy j

ipeS i1€S in-1€S

= > dupi = (AP"; .

ipeS



Takoder definiramo uvjetnu vjerojatnost P; formulom P;(A) = P(A | Xy = i),A € F pa
dobivamo
Pi(X, = j) = p, zasve n 2 0. (1.6)

Dakle, vjerojatnost da se lanac u trenutku n nalazi u stanju j, a krenuo je iz stanja 7, jednaka
je ij-tom elementu n-te potencije prijelazne matrice P. Vrlo je vazan rezultat poznat pod
nazivom Chapman-Kolmogorovljeva jednakost:

Pi(Xpin = J) = Zpgz)p,(;?), zasvem,n>0isvei,jeS. (1.7)
keS

Intuitivno, izraz tvrdi da lanac koji kree iz stanja i, te se u trenutku n + m nalazi u stanju j,
mora u trenutku 7 biti u nekom stanju k € §, te iz tog stanja k u preostalih m koraka treba
sti¢i u stanje j.

Nekaje X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prostorom stanja S 1 prijelaznom matricom
P. Za B C § definiramo prvo vrijeme pogadanja toga skupa kao

Tg=min{n >0: X, € B}, (1.8)

uz konvenciju min) = oco. Kada je B jednocClan skup, pisat cemo T';. Za podskup C C S
skupa stanja kazemo da je zatvoren ako za svako stanje i € C vrijedi Pi(Tg\¢ = o) = 1,
tj. skup C je zatvoren ako lanac ne moze izaci iz C. Za stanje j € S kazemo da je
apsorbirajuce ako je {j} zatvoren skup. Vaznu ulogu imaju i vremena zaustavljanja.

Definicija 1.0.6. Slucajna varijabla T: Q — {0,1,2,...} U {oo} zove se vrijeme zaustav-
ljanja ako je za sve n > 0
{T < l’l} € O-(X()’Xl" .. ’Xn),

tj. dogadaj {T < n} ovisi samo o Xy, X1, ..., X,.

Sa &' éemo oznacavati distribuciju koncentriranu u jednom stanju. Dakle &' = (6;;: j €
S) gdje je ¢;; Kroneckerova delta. Za dano vrijeme zaustavljanja 7' definiramo sluc¢ajnu
varijablu X7 formulom
Xr(w) = X, (w), ako je T(w) = n.

Sada mozemo iskazati jako Markovljevo svojstvo.
Teorem 1.0.7 (Jako Markovljevo svojstvo). Neka je X = (X, : n > 0) (4, P)-Markovljev
lanac na prostoru stanja S te neka je T vrijeme zaustavljanja. Tada je uvjetno na Xr =i

slucajni proces (Xr., : n > 0) (6', P)-Markovljev lanac nezavisan od slu¢ajnih varijabli
Xo, X150, X701

S Tl.(l) oznacavat ¢emo prvo vrijeme povratka u stanje i definirano sa Tl.(l) =min{n > 0:
X,, = i}, uz konvenciju min () = oo.
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Definicija 1.0.8. Stanje i € S je povratno ako vrijedi P; (T i(l) < oo) = 1. Stanjei € S
Jje prolazno ako vrijedi P; (Tl.(l) < oo) < 1. Stanje i € S je pozitivno povratno ako vrijedi

E; (Tl.(l)) < oo te nul-povratno ako je povratno i vrijedi E; (T l.”)) = 0.

Oznacimo sa N; broj posjeta stanju i € S. Preciznije, N; = }," L(x,-;. Iduéim teore-
mima iskazuju se vazne karakterizacije povratnosti i prolaznosti.

Teorem 1.0.9. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
1. i €S je povratno;
2 T2opy = oo
3. E;N; = oo;
4. Pi(N; =) = 1.
Teorem 1.0.10. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
1. i €8S je prolazno;
2 S py < oo;
3. E;N; < o0;
4. Pi(N; < ) = 1.

Ako vrijedi jedna od gornjih tvrdnji, N; ima geometrijsku distribuciju s parametrom Pi(Tl.(l) =
00) (uz vjerojatnost P;).

Prisjetimo se da je stacionarna distribucija Markovljevoga lanca vjerojatnosna distri-
bucijar = (7; : i € §) koja zadovoljava 7 = nP. Ako za pocetnu distribuciju Markovlje-
voga lanca uzmemo stacionarnu distribuciju, lanac Ce biti stacionaran proces. Netrivijalna
mjera A = (4; : i € §) je invarijantna mjera Markovljevoga lanca X ako vrijedi 4 = AP.
U nastavku slijede dva vaZna rezultata vezana uz ove pojmove. Za stanja i, j € S kazemo
da je j dostizno iz i ako vrijedi Pi(T; < o) > 0, a to ¢emo oznacCavati sa i — j. Kazemo
da stanja i, j € § komuniciraju ako vrijedi i — ji j — i. Lanac je ireducibilan ako sva
stanja medusobno komuniciraju.

Propozicija 1.0.11. Neka je i € S povratno stanje. Za j € S definiramo

)

vi=E Z L= -
n=0



Tada je v invarijantna mjera. Ako je stanje i pozitivno povratno, tada je

J .
= ———m—m, J €D,
TOE(T™Y)

stacionarna distribucija.

Teorem 1.0.12. Neka je X = (X, : n > 0) ireducibilan i povratan Markovljev lanac. Tada
Je v iz propozicije|l.0.11|invarijantna mjera, takva da vrijedi v; > 0 za sve j € S. Ako je A
neka druga invarijantna mjera za X, tada postoji ¢ > 0, takav da je A = cv.

Primijetimo da iz ovih dvaju rezultata slijedi da ¢e pozitivno povratni, ireducibilni lanci
imati jedinstvenu stacionarnu distribuciju. Za kraj ovoga poglavlja iskazujemo ergodski
teorem.

Teorem 1.0.13 (Ergodski teorem). Pretpostavimo da je Markovljev lanac X = (X,, : n > 0)
ireducibilan i pozitivno povratan te neka je m njegova jedinstvena stacionarna distribucija.
Pretpostavimo da je f nenegativna ili ogranicena realna funkcija definirana na S. Tada
vrijedi
n—1
.1 .
Pllim~ > f(X0 =) f(m|=1. (1.9)
=0

Jjes






Poglavlje 2

Markovljevi lanci na op¢enitom skupu
stanja

2.1 Osnovne definicije

Za pocetak ¢emo uvesti opCenitiju definiciju slu€ajnoga procesa. Zatim ¢emo uvesti pojam
filtracije i adaptiranosti slu¢ajnoga procesa.

Definicija 2.1.1. Neka je (QQ, F,P) vjerojatnosti prostor, (X, X) izmjeriv prostor i T skup.
Familija sluc¢ajnih varijabli s vrijednostima u X i indeksirana po T zove se slu€ajni proces
indeksiran po T s vrijednostima u X.

Definicija 2.1.2. Neka je (2, F) izmjeriv prostor i T skup.

1. Rastuci niz o-podalgebri {F; : k € T} od F zove se filtracija izmjerivoga prostora
(Q,F).

2. Vjerojatnosni prostor s filtracijom (Q, F ,{F : k € T}, P) vjerojatnosni je prostor na-
dopunjen s filtracijom.

3. Slucajan proces {X; : k € T} zove se adaptirani s obzirom na filtraciju {F; : k € T}
ako je za svaki k € T, X; Fr-izmjeriva. Sa {(Xy, Fr) : k € T} emo oznacavati da je
proces {Xy : k € T} adaptiran s obzirom na filtraciju {¥; : k € T}.

4. Za slucajan proces {X; : k € T} filtraciju zadanu sa 7:kx =0X;:j<k jeT)zvat
¢emo prirodnom filtracijom procesa {X; : k € T}.

Primijetimo da je slucajan proces adaptiran s obzirom na svoju prirodnu filtraciju te je
ona najmanja s obzirom na koju je adaptiran. Intuitivno, ; moZemo shvacati kao dostupnu
informaciju u vremenu k, a adaptiranost znaci da se vjerojatnost dogadaja vezanih uz X;

9



10 POGLAVLIJE 2. MARKOVLJEVI LANCI NA OPCENITOM SKUPU STANJA

moZe izraCunati na temelju informacije u vremenu k. Uvedimo sada definiciju Markovlje-
voga lanca na vjerojatnosnom prostoru s filtracijom.

Definicija 2.1.3. Neka je (Q,F ,{F; : k € T}, P) vjerojatnosni prostor s filtracijom. Adap-

tirani slucajni proces {(Xy, 1) : k € T} je Markovljev lanac ako za svakik € T i A € X
vrijedi

PXi € A1 F) =P (X1 €A X) 5. 2.1)

Ova je definicija zaista proSirenje definicije Naime, zadavanjem prirodne fil-

tracije slu€ajnoga procesa u slucaju prebrojivoga skupa X, prethodnu definiciju svodimo

na definiciju U nastavku ¢emo na sljedeci nacin oznacavati ove skupove funkcija i
mjera:

e F(X) - vektorski prostor izmjerivih funkcija sa (X, X) na (R, B(R));
e F (X) - konus izmjerivih funkcija sa (X, X) na ([0, o], B([0, 0]));
o F,(X) - podskup ogranicenih funkcija od F(X);
o M., (X) - skup mjera na (X, X);
e M, (X) - skup vjerojatnosnih mjera na (X, X).
Primijetimo da je uvjet (2.1)) ekvivalentan sa
E[fXe) | Fil = E[f X)) | X g5, zaVf € FL(X) UFy(X). (2.2)

Naime, uvjet (2.1)) se moze zapisati kao E [14(Xy41) | Fxl = E[14(Xi11) | Xi]. Dakle, (2.2))
povladi (2.1). Obratno, proizvoljna f € F,(X) moZe se zapisati kao limes jednostavnih
nenegativnih funkcija pa primjenom teorema o monotonoj konvergenciji slijedi tvrdnja za
f € F.(X). Ako je, pak, f € F,(X), tvrdnja slijedi zbog linearnosti uvjetnoga ocekivanja i
rastava fna f*i f~.

U diskretnom slucaju vidjeli smo da je teorija bila gradena za homogene Markovljeve
lance te da je srediSnju ulogu imala matrica prijelaza. Ideja je da sada poopéimo ideju
prijelazne matrice za skup stanja koji nije diskretan. Takav matemati¢ki objekt nazivat
¢emo jezgra 1 definiramo ga u iducoj definiciji.

Definicija 2.1.4. Neka su (X,X) i (Y,Y) dva izmjeriva prostora. Jezgra N na X X Y je
preslikavanje N: X x Y — [0, oo] koje zadovoljava sljedecée uvjete:

1. za svaki x € X, preslikavanje N(x,-): A — N(x,A) je mjerana Y,

2. za svaki A € Y, preslikavanje N(-,A): x — N(x, A) je izmjeriva funkcija sa (X, X) u
([0, o], B([0, o2])).
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Posebno, N je ogranic¢ena ako sup,.x N(x,Y) < oo. N je Markovljeva jezgra ako N(x,Y) =
1, vrijedi za sve x € X.

Primijetimo da, u diskretnom slucaju, moZemo povezati jezgru i matricu prijelaza sa
N(i,{j}) = pij. Dakle, zaista moZemo govoriti 0 svojevrsnom proSirenju pojma prijelazne
matrice. Takoder, proizvoljna se o-kona¢na mjera v na prostoru (Y, Y) moZe promatrati
kao jezgra na X X Y, definiranjem N(x,A) = v(A) za sve x € X.

Neka je N jezgrana X X Y i f € F.(Y). Tada definiramo funkciju Nf: X — R, za
x € Xizrazom

Nf(X)=LfU)N(x,dy)- (2.3)

Ovakvu funkciju mozemo definiratii za f € F(Y) kad god Nf* i N f~ nisu obje beskonacne
na nekom skupu mjere jedan. Tada definiramo Nf = Nf™ — Nf~. Posebno Nf je dobro
definirana za sve f € F,(Y). Cesto éemo N f(x) oznacavati sa N(x, f). Primijetimo da za
A € Y vrijedi N14(x) = fA N(x,dy) = N(x,A). Iduca propozicija pokazuje da ¢e ovakve
funkcije biti nenegativne X-izmjerive.

Propozicija 2.1.5. Neka je N jezgrana X x Y. Tada za sve f € F,.(Y) vrijedi Nf € F,(X).
Stovise, ako je N Markovljeva jezgra, tada je INf|., < |fl. (|- | je esencijalni supremum).

Dokaz. Neka je f proizvoljna jednostavna nenegativna funkcija, tj. f = >,;; B 1p, za
konacnu kolekciju nenegativnih S; i skupova B; € Y. Tada za proizvoljni x € X, zbog
linearnosti integrala i ¢injenice da je integral karakteristicne funkcije jednak mjeri skupa,
vrijedi N f(x) = X;c; BiN(x, B;). Nadalje, N f je izmjeriva kao linearna kombinacija izmjeri-
vih funkcija. Uo¢imo, N(x, B;) su izmjerivi po definiciji jezgre. Za svaku f € F,(Y) postoji
rastuci niz {f, : n € N} nenegativnih jednostavnih funkcija, takvih da lim, f,(y) = f(y)
zasvey € Y. Zbog teorema o monotonoj konvergenciji za svaki x € X vrijedi

Nf(x) = lim Nf,(x).

Dakle, Nf je izmjeriva kao limes niza izmjerivih funkcija. Stovise, ako je N Markovljeva
jezgrai f € F,(Y), tada za svaki x € X imamo

Nf(x) = f FOINCx,dy) < Ifl,, f N(x,dy) = [l N(x. Y) = |fl
Y Y
O

Prethodna propozicija nam omogucuje da jezgre promatramo kao operatore sa F,(Y)
u F, (X), formulom N(f) = Nf. Ovdje zlorabimo notaciju oznaCavajuci sa N jezgru i pri-
padni operator. Primijetimo da je tako promatrani operator aditivan i pozitivno homogen,
Sto slijedi iz analognih svojstava integrala. Takoder za rastuci niz {f, : n € N} c F,(Y) iz
teorema o monotonoj konvergenciji slijedi lim, ., Nf, = N(lim,_ f,). Zanimljivo je da
vrijedi 1 obrat koji je dan idu¢om propozicijom. Dokaz propozicije moze se naci u [[1]].
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Propozicija 2.1.6. Neka je M: F.(Y) — F.(X) aditivan i pozitivno homogen operator
takav da je lim,_,., M(f,) = MIim,_ f,) za svaki rastuci niz funkcija iz F,(Y). Tada
vrijedi:

1. funkcija N definirana na X x Y sa N(x,A) = M(1,)(x),x € X,A € Y, je jezgra;
2. M(f)=Nfzasve f € F . (Y).

Jezgre mogu djelovati i na mjere. Neka je u € M (X), za A € Y, definiramo

,uN(A):fXN(x,A),u(dx). 2.4)

Propozicija 2.1.7. Neka je N jezgrana X x M i u € M, (X). Tada je uN € M (Y). Ako je
N Markovljeva jezgra, tada je uN(Y) = u(X).

Dokaz. Primijetimo da je uN(A) > 0 zasve A € Y i uN(0) = 0 bududi da je N(x,0) = 0
za sve x € X. Dakle, treba joS pokazati da je uN o-aditivna. Neka je {A; : i € N} c VY
niz medusobno disjunktnih skupova. Znamo da je za svaki x € X, N(x, -) mjera na (Y, V),
dakle N (x, U2, A;)) = X N(x,A;). Bududi da je funkcija x — N(x,A;) nenegativna i
izmjeriva za sve i € N, po Beppo Levijevom teoremu imamo

uN(OA,-]= fx N[x,[]A,-)u(dx):i fx NG A = 3 A,
i=1 i=1 i=1 -1

Za Markovljevu jezgru imamo

uN(Y) = fX N(x, Y)u(dx) = fX p(dx) = p(X).
O

Prisjetimo se da je mnoZenje matrica zapravo komponiranje linearnih operatora, ana-
logno uvodimo pojam kompozicije jezgri sljede¢om propozicijom.

Propozicija 2.1.8. Neka su (X, X), (Y,Y), (Z,22) tri izmjeriva prostora i neka su M i N
dvije jezgre na X X Y i Y x Z. Tada postoji jezgra na X X Z, koju é¢emo zvati kompozicija
ili produkt od M i N i oznacavati ju sa MN, takva da za sve x € X, A € Zi f € F.(2)
vrijedi:
MN(x,A) = f N(y, A)M(x,dy) (2.5)
Y
MNf(x) = M [Nf](x). (2.6)

Nadalje, komponiranje jezgri je asocijativna operacija.
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Dokaz. Kao Sto je ve¢ bilo komentirano, jezgre moZzemo promatrati kao operatore. Stoga
moZemo definirati novi operator M o N, gdje je o prirodna kompozicija operatora. Sada
zelimo pokazati da taj operator zadovoljava uvjete iz propozicije[2.1.6] Aditivnost i pozi-
tivna homogenost slijede iz svojstva kompozicije i analognih svojstava operatora koje kom-
poniramo. Ako uzmemo proizvoljan rastu¢i niz {f, : n € N} C F,(Z), primjenom teorema
o monotonoj konvergenciji dva puta dobivamo lim,_,., M o N(f,) = M o N(lim, f,).
Dakle, po propoziciji postoji jezgra koju mozemo oznaciti sa MN, takva da za sve
x € X1i f € Fi(Z) vrijedi

MNf](x) = Mo N(f)(x) = fzf(z)MN(x, dz) = MN f(x).

Nadalje, za sve x € X1 A € Z vrijedi

MN(x,A) = M(N 14)(x) = fN]lA(y)M(x, dy) = fN(y,A)M(x, dy).
Y Y

Asocijativnost je posljedica asocijativnosti kompozicije operatora. O

Sad za Markovljevu jezgru N na X X X moZemo definirati n-tu potenciju iterativno. Za
x € XiA € X definiramo N°(x, A) = §,(A), gdje je 6, Diracova mjera. Zan > 1 induktivno
definiramo N" sa

Mmm:jﬁMQMMmm 2.7)
X

Za k,n > 0, iz definicije dobivamo poopéenu Chapman-Kolmogorovljevu jednakost

Nm@m:fwmmmm®) (2.8)
X

Zaista u sluéaju diskretnog skupa stanja X, izraz (2.8)) postaje (1.7)). Idu¢om propozicijom
uvodimo tenzorski produkt jezgara, koji ¢e se pokazati presudnimn za proSirenu definiciju
homogenih Markovljevih lanaca. X ® Y oznacava produktnu o--algebru.

Propozicija 2.1.9. Neka su (X, X), (Y,Y) i (Z, Z) tri izmjeriva prostora, te neka su M i N
dvije jezgre na XxX Y i Y X Z. Tada postoji jezgra na Xx (Y ® Z), koju éemo zvati tenzorski
produkt od M i N i oznacavati sa M ® N, takva da za sve x e Xi f e F.(Y X Z, Y ® )
vrijedi

M®Nf(x) = fy‘[zf(y, 2N (y, dz)M(x, dy). (2.9)

e Ako su M i N ogranicene, onda je M ® N ogranicena.

e Ako su M i N Markovljeve, onda je M @ N Markovljeva.
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o Tenzorski produkt je asocijativan.

Dokaz. Primijetimo da gornji integral zbog Fubinijevoga teorema moZemo pisati u bilo
kojemu obliku. Definiramo preslikavanje /: F.(Y X Z) — F,(X) sa

If(x) = f f f(»,2N(y, dz)M(x, dy).
Y Jz
Preslikavanje je aditivno i pozitivno homogeno zbog analognih tvrdnji za integral. Takoder
zbog teorema o monotonoj konvergenciji I(lim, ., f,) = lim, . I(f,) za svaki rastuéi niz

{f. : n € N}. Dakle, iz propozicije [2.1.6 slijedi postojanje takvoga operatora. Neka su
M i N ogranicene. Tada imamo

xeX xeX xeX

supM @ N(x,Y X Z) = supM & N(Lyxz)(x) = sup f fN(y, dz)M(x,dy) < co.
v Jz
Dakle, M ® N je ograni¢ena. Ako su M i N Markovljeve, imamo
MONx,YXZ)=M®QN(lyyz)(x) = ffN(y, dz)M(x,dy) = fM(x, dy) = 1.
Y Jz Y

Dakle, M ® N je Markovljeva. Neka je (U, U) joS jedan izmjeriv prostor i P jezgra na
Z x U. Imamo

(M®N)®Pf(x) :f

YXZ

= f f f Sz, w)M(x, dy)N(y, dz) P(z, du) =
Y JZ JU
= f S,z u)M(x,dy)N ® P(y,d(z,u)) = M ® (N ® P)f(x).
Y JZxU

ff(y, z, )M ® N(x,d(y, 2))P(z, du) =
U

Dakle, tenzorski produkt je asocijativan. O

Zan > 1 n-ta tenzorska potencija P*" jezgre P na X X X je jezgra na (X, X®") definirana
sa

P f(x) = f(x1,.. ., x)P(x,dxy) - - - P(x,_1, dx,). (2.10)
Xn

Ako je v o-konacna mjera na (X, X) i N jezgra na X x Y, tada definiramo tenzorski produkt
od vi N, koji éemo oznacavati sa v ® N i koji ¢e biti mjera na (X X Y, X ® V) definirana sa

v®N(A><B):fN(x,B)v(dx), zasveAe X,Be V.
A

Sada smo u prilici definirati homogene Markovljeve lance. U nastavkuje 7T = Z, ili T = Z.
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Definicija 2.1.10 (Homogeni Markovljevi lanci). Neka je (X, X) izmjeriv prostor i neka
je P Markovljeva jezgra na X x X. Neka je (QQ, F ,{Fi : k € T}, P) vjerojatnosni prostor s
filtracijom. Adaptirani slucajni proces {(Xy, 1) : k € T} se zove homogeni Markovljev
lanac s jezgrom P ako za svaki A € X i k € T vrijedi

P(Xir1 € A | Fi) = P(Xi, A) g.5. (2.11)
Ako je T = Z,, onda se distribucija od X, naziva poCetnom distribucijom.

Prvo primijetimo da je prethodna definicija poopcenje definicije[I.0.4] Kao i kod Mar-
kovljevoga lanca izraz (2.11) je ekvivalentan sa

E[f(Xe) | Fil = PF(X0) gs. zaVf € Fu(X) UF(X). (2.12)

Naime uvjet (2.11) mozZe se zapisati kao E [14(Xy+1) | Fx] = P 1a(Xy) g.s. Dakle, jedan
smjer slijedi iz Cinjenice 1, € F,(X) U F,(X). Obratno, (2.12) vrijedi za jednostavne
nenegativne funkcije zbog aditivnosti 1 pozitivne homogenosti uvjetnoga ocekivanja i P-
a. Nadalje, po teoremu o monotonoj konvergenciji (2.12)) vrijedi za sve f € F.(X). Za
f € Fu(X) tvrdnja slijedi zbog linearnosti uvjetnoga o€ekivanja i nacina na koji smo u
ovom slucaju definirali Pf.

Ako je {(Xi, Fr) : k € T} homogen Markovljev lanac, tada je {(Xk,ﬂx) : k € T} takoder
homogen Markovljev lanac. Naime, vrijedi 7 C % za sve k € T jer je po definiciji
Tkx najmanja o-algebra takva da su slucajne varijable {X; : j < k, j € T} izmjerive.
U nastavku ¢emo podrazumijevati prirodnu filtraciju, ako drugacije nije navedeno. Sada
jednostavnije mozemo pisati da je {X; : k € T} homogeni Markovljev lanac. Takoder,
ako nije drukcije navedeno, T = Z,. Akosu f: X — Rig: Y — R dvije funkcije,
onda ¢emo sa f ® g oznacavati funkciju sa X X Y u R definiranu za sve (x,y) € X X Y sa
f ®g(x,y) = f(x)g(y). Naravno oznaka se prirodno proSiruje za veci broj funkcija. Iduéi
teorem je poopcenje teorema|l.0.5

Teorem 2.1.11. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X i v vjerojatnosna mjera na (X, X).
Slucajan proces {X;. : k € Z.} s vrijednostima u X je homogeni Markovljev lanac s jezgrom
P i pocetnom distribucijom v ako i samo ako je v ® P** distribucija od (X, ..., Xy) za sve
keZ,.

Dokaz. Neka je {X; : k € Z.) homogeni Markovljev lanac i fiksirajmo k > 0. Zelimo
dokazati da vrijedi

E[f(Xo,...,X0)] = v® P*(f), zaVf e F,X! xekh), (2.13)

Znamo da je v® P®* mjera na (X!, X***+D) pa y ® P®*(f) oznacava integral od f nad X**!
s obzirom na mjeru v ® P®. Takoder primijetimo da nam je dovoljna i slabija tvrdnja od

213)
E[f(Xo,...,X)] = v P(f), zaVf =14, Aec X3*D, (2.14)
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Bududi da je integral karakteristine funkcije upravo mjera skupa na kojemu je karakte-
risti¢na funkcija definirana, jasno je da (2.14) povlaci tvrdnju teorema. Da bismo dokazali
(2.13)), posluzit ¢emo se teoremom i to tako da ¢emo za H uzeti sve ograniene
funkcije koje zadovoljavaju (2.13). Neka je {f, : n € N} rastuéi ograniCeni niz funkcija
iz H. Rastavimo taj niz na f,; — f,, time dobivamo dva rastua, ograni¢ena i nenega-
tivna niza. Teorem o monotonoj konvergenciji pokazuje da ta dva niza konvergiraju prema
f*,f~ € H. Jasno je da je H vektorski prostor kao potprostor F(X) pa linearnost povlaci
prvi uvjet teorema Pokazimo i drugi uvjet teorema Dakle, pokazujemo da H
sadrzi funkcije oblika

fo(xo) - fillxw),  fi=T14,,Ai € X. (2.15)

Dokaz provodimo indukcijom. Za k = 0 tvrdnja vrijedi buduéi da je v iz pretpostavke
distribucija od Xy. Za k > 1 pretpostavljamo da (2.13) vrijedi za k — 1 i f oblika kao iz

(2.13)). Tada imamo

E

k [ k-1
| [£ixp|=E|] | £ixpELAXO | ﬂ_u}
J=0 L j=0

[ k-1
=E|[ [ Ax)PAXD)

L j=0
=y PPV ®---® il Pf)
=vePHMfyH® - ® fi-1® fi)

U drugom smo koraku iskoristili svojstvo homogenoga Markovljeva lanca, a u treCem ko-
rak indukcije. U zadnjem smo koraku iskoristili

P(fPg) =P P(f®g), (2.16)

naime za svaki x € X imamo
P(fPg)(x) = fxf(xo)Pg(xo)P(X, dxo)
= fff(xo)g(xl)P(x» dxo)P(xo,dx;)
x Jx
= f ff ® g(xo, x1)P(x, dxo)P(xop, dx;)
x Jx

= P® P(f ® g)(x).

Time je kompletiran prvi smjer. Obratno, pretpostavimo da se radi o istim distribucijama.
Tada vrijedi
E[f(Xo, ..., X0)] =v® P*(f), (2.17)
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zasve f € F(X*!, X®*+D) kad su integrali dobro definirani. Ako uzmemo k = 0, dobivamo
da je v distribucija od X,. Za k > 1 dokazat ¢emo da za proizvoljnu f = 14, A € X i svaku
Y =15, Be FX, vrijedi

E[fX0Y] = E[Pf(Xi-1)Y]. (2.18)

Oznacimo sa Gy skup svih ograni¢enih F*  -izmjerivih slu¢ajnih varijabli koje zadovolja-
vaju (2.18)). Jasno je da se radi o vektorskome prostoru. Ako uzmemo rastuéi i ograni¢en
niz {Y, : n € N} C Gy, ponovnim razdvajanjem na dva niza, primjenom teorema o mo-
notonoj konvergenciji i koriStenjem linearnosti od G, dobivamo prvi uvjet teorema [5.0.1
Nadalje, za ¥ = []1%) 15(X,), gdje je Bi € X zai € {0,...,k — 1}, imamo

k-1

E[fX0Y] =E|fX0 | [ 1s(0)|=ve P fie- @ fir®f) =
i=0

=y PV f® - ® i, Pf)=E =E[Pf(Xe1)Y].

k—1
[ [rxoProxn
j=0

Sad smo u prilici jo§ jednom se pozvati na teorem [5.0.1] ¢ime je dokaz zavrSen. i

Pokazimo sad kako su homogeni Markovljevi lanci zaista Markovljevi lanci. Primije-
timo da je dovoljno dokazati da za f = 14, A € X, k € T vrijedi

E[f(Xie1) | Xi] = Pf(Xe). (2.19)

Da bismo to pokazali, uzmimo Y = ]_[fzo 15,(X;), gdje je By € X proizvoljan, a B; = X za
i €{0,...,k—1}. Primijetimo da je zapravo ¥ = 1 (X;). Sada imamo

2L, @ ot (f @ ® fi ® fi ® f) =

E[f(X)Y] =E

k
&) | 15X
i=0

ve P*(fe- o fiPf)PE R = B[Pf(Xy)Y].

k
[ [rxpPrxo
=0

Zbog proizvoljnosti B, € X slijedi (2.19).

Korolar 2.1.12. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X i v vjerojatnosna mjera na (X, X).
Neka je {X; : k € Z,} homogeni Markovljev lanac na X s jezgrom P i pocetnom distribu-
cijom v. Tada je za sve n,k > 0, vP" ® Pek distribucija od (X,, . .., X,x). Takoder, za sve
n,m,k > 0 i sve ogranicene izmjerive funkcije f definirane na X**! vrijedi

E [fKnems - Xuume) | Fi| = P @ PF(X,).



18 POGLAVLIJE 2. MARKOVLJEVI LANCI NA OPCENITOM SKUPU STANJA

Dokaz. Fiksirajmo n > 0 te odredimo distribuciju od X,,. Za proizvoljni A € X imamo

PX,€A)=PXyeX,...,X,.1 € X,X, eA)m: VR P'(X X -+ X X XA) =
N—————
n puta

= LPQ’"()CO,X X - X X XA)(dxg) =

n—1 puta

= fP®n Lxtsexcxtxa (X0)v(dxg) =

X
= f .. f fV(dXQ)P(X(), dX1)' : 'P(xn—hd-xn) =
X X JA

N——
n puta

= f .. f v(dxo) P(xo, dxy) - - - P(x,—1, dX,)0a(X,) =
X X

n+1 puta

ZfP”(XO,A)V(dXo)
X
= vyP"(A).

Dakle, vP" je distribucija od X, ako sada promatramo novi lanac gdje je T = {n,n +
1,...}. Ponovno se radi o homogenom Markovljevu lancu jer sve varijable zadovoljavaju
definicijsko svojstvo buduci da su dio homogenoga lanca. Pocetna je distribucija novoga
lanca distribucija od X,,. Dakle, po teoremu slijedi da je vP" ® P®* distribucija od
(Xn’ R Xn+k)-

Po veé pokazanome, v ® P20 jest distribucija od (X, . . ., X,smsr)- Dakle, vrijedi

E [f(XO, ce ’Xn+m+k)] =R P®(n+m+k)(f)

za sve f € F(Xrmkel x@mtmtktl)) kada su integrali dobro definirani. Trebamo dokazati
da za proizvoljnu izmjerivu i ograni¢enu f i svaku Y = 1, B € F* vrijedi

E [fKusms - - Xneme) Y] = B[ P" ® P f(X,)Y .

Zarazliku od prije, sada ¢emo funkcijom smatrati zajedno f 1 Y. Oznaimo sa G, .« Skup
svih ograni¢enih #X  -izmjerivih sluCajnih varijabli koje imaju takav oblik i zadovolja-
vaju prethodno svojstvo. Jasno je da se radi o vektorskome prostoru. Ako uzmemo rastuci i
ogranicen niz {g, : n € N} C G,, ponovnim razdvajanjem na dva niza, primjenom teorema
o monotonoj konvergenciji i koriStenjem linearnosti od G, dobivamo prvi uvjet teorema

Nadalje, za ¥ = [T, 15(X), gdje je B; € X i f = [T 1, gdie je A; € X,
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imamo

[ n+m+k

B [fKnims - Xnemd V] = B[ | | 14, (X)H]lB(X>

| j=n+m

[ n+m+k n+m—1

=B| || 1,0 | ] 1x<Xk)ﬂ13<X>

| j=n+m k=n+1

=v® P®(n+m+k)(f0 ® - ® f;l+m+k)
=rv® P®n(f0 PO ®f;1pmﬁz+mpfn+m+lp' o an+m+k)

=B|[ | 15 XDP" fusnP Fromei P+ Pf,,+m+k(xn)]

i=0

I

[ [1sxoP" e P®"f<Xn)]
i=0
=E|P" & P*f(X,)Y|.
Primjenom teorema slijedi tvrdnja. m|

U nastavku definiramo invarijantnu mjeru i pokazujemo da je Markovljev lanac staci-
onaran ako i samo ako mu je pocetna distribucija invarijantna mjera, $to je analogon istoga
rezultata u diskretnom slucaju. Prisjetimo se da je slucajan proces {X; : k € Z,} stacionaran
ako za sve k, p > 0, distribucija slu¢ajnoga vektora (X, ..., Xi,), ne ovisi o k.

Definicija 2.1.13. Neka je P Markovljeva jezgra na X x X.
e Netrivijalna mjera u je podinvarijantna za P ako je u o-konacna i uP < p.
e Netrivijalna mjera u je invarijantna za P ako je u o-konacna i uP = pu.
e Netrivijalna realna mjera u je invarijantna za P ako je uP = pu.
Markovljeva jezgra P pozitivna je ako za nju postoji invarijantna vjerojatnosna mjera.

Teorem 2.1.14. Neka je (Q, F ,{F« : k € Z,},P) vjerojatnosni prostor s filtracijom i neka
je P Markovljeva jezgra na X X X. Markovljev lanac {(Xy, Fr) : k € Z.} definiran na
(Q,F ATk : k € Z,},P) s jezgrom P je stacionaran ako i samo ako je pocetna distribucija
invarijantna za P.

Dokaz. Neka m oznaCava pocetnu distribuciju. Ako je lanac stacionaran, onda X, i X;
imaju iste distribucije. A to znadi da je 7 = wP. Obratno, ako je 7P = &, tadajei nP" = n
za sve h > 0. Prema korolaru je nP" ® P*" = 1 ® P®" distribucija od (X, . .., Xjin),
Sto ne ovisi o 4. O
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2.2 Jako Markovljevo svojstvo

Definicija 2.2.1 (Koordinatni proces). Neka je Q = X%+ skup nizova w = (wo, w1, Wy, . ..)
koji sa X®%+ &ini izmjeriv prostor. Koordinatni proces {X; : k € Z,} definira se sa

Xi(w) = wy, w € Q. (2.20)
Kanonskim prostorom nazivat ¢emo (X%, X*%+), a w € Q nazivat éemo trajektorija ili put.

Za svaki n € Z, definiramo F*° = o(X,, : m < n). Skup A € F*° moZze se zapisati kao
A = A, X X%, gdje je A, € X®™D. Funkcija f: Q — R je F*-izmjeriva ako ovisi samo
o prvih n koordinata. Posebno preslikavanje koje vraca n-tu koordinatu je F*°-izmjerivo.
Familiju {F* : n € Z,} éemo nazivati kanonskom filtracijom. Zapravo se radi o prirodnoj
filtraciji koordinatnoga procesa. Definiramo algebru A = U™ FX. Skup A € A zove se
cilindar ako vrijedi

A= ﬁAn,An €X,

n=0

gdje je A, # X za samo kona¢no mnogo n-ova. Konacno, sa # oznacavamo o-algebru
generiranu sa A. Po konstrukciji, vrijedi ¥ = o(X,, : m € Z,). Takoder, prisjetimo se
da se X®%+ definira kao o-algebra skupa svih cilindara. Buduéi su X; upravo projekcije,
slijedi X®% = F.

Teorem 2.2.2. Neka je (X, X) izmjeriv prostor te neka je P Markovljeva jezgra na X X X.
Za svaku vjerojatnosnu mjeru v na X, postoji jedinstvena vjerojatnosna P, na kanonskom
prostoru (Q, F) = (X%, X®%+), takva da je koordinatni proces {X, : n € Z,} Markovljev
lanac s jezgrom P i pocetnom distribucijom v.

Dokaz teorema moZe se pronaci u [[1]. Ovaj je teorem vazan jer nam daje egzistenciju
Markovljevoga lanca za proizvoljnu jezgru i pocetnu distribuciju. Takoder, indirektno ¢e
nam omoguciti iskaz i dokaz jakoga Markovljevog svojstva.

Definicija 2.2.3 (Kanonski Markovljev lanac). Kanonski Markovljev lanac s jezgrom P
na X x X je koordinatni proces {X, : n € Z,} na kanonskome prostoru s filtracijom
(X5, X5 {FF0 « k € Z,}) nadopunjen s familijom vjerojatnosnih mjera {P, : v € M;(X)}
danih teoremom

Ako jezgra P ima invarijantnu mjeru 7z, onda po teoremu [2.1.14] je kanonski lanac
{Xi : k € Z,} stacionaran s pocetnom distribucijom P,. Sada uvodimo pojam operatora
pomaka koji ¢e igrati vaznu ulogu u nastavku.
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Definicija 2.2.4. Neka je (X, X) izmjeriv prostor. Preslikavanje 0: X*+ — X%+ definirano
sa
w = (Wo, W, Wy, ...)~ 0(w) = (W, ws,...) (2.21)

naziva se operator pomaka.
Propozicija 2.2.5. Operator pomaka 6 je X®*+-izmjeriv.

Dokaz. Zan € Ni H € X®" promatrajmo cilindar H x X%+
HxX* ={weQ: (wy,...,w) € H}. (2.22)

Tada je
O HXxX>)={weQ: (wy,... w)eXXH) =X xHxX%*

jo$ jedan cilindar. Buduéi da cilindri generiraju X®%, tj. da je X*** = o(C), gdje je C
polualgebra cilindara, slijedi tvrdnja. O

Nadalje, sa 6, oznaCavat ¢emo identitetu. Za k > 1 induktivno definiramo
O = Or_1 0 6.
Neka je {X; : k € Z,} koordinatni proces na X%+, Tada za j, k € Z, vrijedi
Xi00; =X (2.23)
Takoder, za sve p,k € Z, 1 Ao, ..., A, € X vrijedi
6;'{Xo € Ao, ..., X, €A} = (X, € Ag, ..., Xpsp € Ap).

Dakle, 6, je (O'(X jij=k), X®Z+)-izmjeriva. Primijetimo da se ovo ne kosi s prethodnom
propozicijom jer uzimanjem vece o-algebre u domeni ne gubimo svojstvo izmjerivosti.

U nastavku ¢emo promatrati (Q, 7, {F; : k € Z,},P) vjerojatnosni prostor s filtracijom
i adaptirani proces, {(X,,7,) : n € Z,}. Definiramo ¥ = \ ez, Fi, o-podalgebru F
generiranu sa {¥; : k € Z,}. Sada uvodimo proSirenu definiciju vremena zaustavljanja.
Budu¢i da naziv dolazi iz kockarskoga Zargona, intuitivno, vrijeme zaustavljanja moZzemo
shvacati kao vrijeme u kojemu igra¢ napusta igru prema nekom pravilu na temelju trenutno
dostupnih informacija.

Definicija 2.2.6 (Vrijeme zaustavljanja). Neka je (Q, F ,{F« : k € T},P) vjerojatnosni pros-
tor s filtracijom.

1. Slucajna varijabla t: Q — Z, U {oo} se zove vrijeme zaustavljanja ako za sve k € Z,
vrijedi {T = k} € 7.
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2. Familija ¥, dogadaja A € F, takvih da za svaki k € Z, vrijedi A N {t = k} € Ty,
nazivat ¢emo o-algebra dogadaja koji prethode vremenu T.

Zaista, radi se o prosirenju definicije[I.0.6] Naime u toj definiciji presutno je koriStena
prirodna filtracija te takoder treba primijetiti da je {r = n} = {r < n}\{r < n-1}. Za
svako vrijeme zaustavljanja T dogadaj {T = oo} pripada ¥, jer se radi o komplementu unije
dogadaja {tr = n}. Slijedi da je BN {r = oo} € F za sve B € ¥, §to pokazuje da je T
F-1zmjeriva.

Definicija 2.2.7 (prvo vrijeme pogadanja i povratka). Za A € X i proces {X,, : n € Z,},
prvo vrijeme pogadanja T4 i prvo vrijeme povratka o4 skupa A definirani su sa
T4 =inf{n > 0: X, € A}, (2.24)
oa=inf{n >1:X, € A}, (2.25)
uz konvenciju inf () = co. Induktivno definiramo n-to vrijeme povratka sa 0'20) =0 te za sve

k>0
a§“>:infpz><r§>:xne/q. (2.26)

Zaista se radi o vremenima zaustavljanja, naime za sve n € Z, vrijedi

S
—_

{ta=nl=| |[{Xr € A)'N{X, € A} € F,,

T
- o

n} = (X, e A Nn{X, €A}l € F,.
=1

{04

=~

Kao 1 u diskretnom slucaju definiramo X (w) = Xy,)(w). U sluaju 7(w) = oo uzimamo
proizvoljnu F-izmjerivu varijablu. Primijetimo da je slucajna varijabla X, #.-izmjeriva
budué¢idaza A € Xik € Z, vrijedi

(X;eAin{r=kl={X €A} n{Tt =k} € F;.
Neka je 7 slucajna varijabla s vrijednostima u Z, U {oco}. Definiramo 6, na {T < oo} sa
0:() = O (). (2.27)

Dakle, sada imamo X, = X; na {t = k} 1 X; 0 6, = X4, na {t < oo}. Iduca propozicija ¢e
nam omoguciti zbrajanje i komponiranje nekih od novouvedenih pojmova.

Propozicija 2.2.8. Neka je {F*° : n € Z,} kanonska filtracija. Neka su T i o vremena
zaustavljanja s obzirom na {F*° : n € Z,}. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:
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1. Za sve n,m € Z,, vrijedi 0;'(F*°) = 0(X,., . . ., Xosm)-
2. Slucajna varijabla definirana sa
oc+T106, na{o < oo}
p= {oo inace
Jje vrijeme zaustavljanja. Na {o- < oo} N {1 < oo} vrijedi, X 0 0, = X,,.
Dokaz. Zasve A € X1isve k,n € Z, imamo
01X € A} = (X, 00, € A} = (X € A).

Buduéi da je o-algebra FX° generirana dogadajima oblika {X; € A}, gdje je A € X i
k € {0,...,m}, onda je o-algebra 6, (¥,,) generirana dogadajima oblika {X;,, € A}, gdje je
AeXikel{0,...,m}. Podefiniciji ti isti dogadaji generiraju o-algebru o°(X,,, ..., X,1m),
Sto kompletira prvu tvrdnju.

Nadalje, pokazujemo da je za k € Z,, k + 7 o 6, vrijeme zaustavljanja. Budu¢i da je
7 vrijeme zaustavljanja, vrijedi {r = m — k} € Tnﬁfk. Zbog prve tvrdnje vrijedi 9,;1{7' =
m — k} € F*°. Sada imamo

k+tob=m={tob=m-k}=6{r=m—k} €T,
Dakle, k + T o 6, je vrijeme zaustavljanja. Nadalje, zbog definicije p-a imamo

p=mi={o+700,=m=| Jik+Tob=m o=k
k=0

= U{k+7’o6’k:m}ﬂ{0'=k}
k=0
Bududi da su o i k + 7 o §;, vremena zaustavljanja, dobivamo {p = m} € F*°, §to pokazuje
drugu tvrdnju. Ako su 7(w) i o(w) konacne, imamo
XT © 90’((1)) = XTOHJ(W)(HO'((U)) = XO’+T09(,—((‘L))'
O

Iduca propozicija izravna je posljedica prethodne, a njeni rezultati bit e vaZni tijekom
nastavka.

Propozicija 2.2.9. Za izmjerive skupove A € X, n-ta vremena povratka su vremena zaus-
tavljanja u odnosu na kanonsku filtraciju. Dodatno vrijedi ocpn = 1+ 1400, tezan € Z,
vrijedi

1
O'XH ) = O'X’) +0p 00,0 na {O‘XL) < oo}. (2.28)
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U nastavku iznosimo glavni rezultat ovoga poglavlja. Takoder c¢emo se Kkoristiti sljede¢im
oznakama. Pripadno o¢ekivanje od P, oznaCavat ¢emo sa E,. Nadalje, za svaki x € X krade
¢emo oznacavati Ps_ 1 Es saP,1E,.

Teorem 2.2.10 (Markovljevo svojstvo). Neka je P Markovljeva jezgra na X X X i v €
M (X). Za svaku F -izmjerivu pozitivau ili ogranicenu slucajnu varijablu Y i k € Z,
vrijedi

E,[Y 0 0 | Fi] = Ex, [Y] Py-g.s. (2.29)

Napomena 2.2.11. Desna strana relacije (2.29) je kompozicija funkcije x — E,[Y] i X;.

Dokaz. Da bismo dokazali (2.29), posluzit ¢emo se teoremom tako da ¢emo za H
uzeti sve ograniCene slucajne varijable koje zadovoljavaju (2.29). Neka je {Y, : n € N}
rastuéi ograniceni niz slu¢ajnih varijabli iz . Rastavimo taj nizna Y, — Y, , time dobivamo
dva rastuéa, ogranicena i nenegativna niza. Teorem o monotonoj konvergenciji pokazuje
da ta dva niza konvergiraju prema Y*,Y~ € H. Jasno je da je H vektorski prostor pa
linearnost povlaci prvi uvjet teorema Pokazimo i drugi uvjet teorema Za
proizvoljne Ay, ..., Ay € XiBy,...,B; € X imamo

k J
[ [ra ] [ st
i=0 z=0

=f]le(xo)V(dxo)fﬂAl(xl)P(xo,dxl)'"f]lAk(xk) 15, i) P(xg—1, dxg)- -«
X X X

E, L

"'f1Bj(xk+j)P(xk+j—1,dxk+j)=fﬂAO(XO)V(dXO)'“f]lAk(xk)P(xk—l,ka)f]lBo(yo)(Sxk()’o)"‘
X X X X

j k
ﬁ LX) || ] 14X
7=0 i=0

Sto dokazuje drugu tvrdnju teorema[5.0.1] Primijetimo da gornji integral zbog Fubinijevoga
teorema moZemo pisati u bilo kojem obliku. Tvrdnja slijedi primjenom teorema[5.0.1] O

Ey,

]

fx L. ()1, dy,) = E,

Idué¢im teoremom ovaj rezultat proSirujemo u jako Markovljevo svojstvo.
Teorem 2.2.12 (Jako Markovljevo svojstvo). Neka je P Markovljeva jezgra na X X X i
v € My(X). Za svaku F -izmjerivu pozitivnu ili ogranicenu slucajnu varijablu Y i vrijeme

zaustavljanja t vrijedi

E,[Y o 0; ]l{‘r<oo} | Fel = EXT[Y] ]l{‘r<oo} P, - 8-S. (2.30)
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Dokaz. Treba pokazati da za svaki A € ¥ vrijedi
Ev[]lA Yo 67' ]l{T<OO}] = Ev[]lA EXT[Y] ]l{'r<oo}]~ (231)
Zasvaki k € Z, je AN {1 = k} € F;. Iz prethodnoga teorema dobivamo

Ey [Langr=iy Y © 6:] = E, [Lanje=r ¥ 0 6]
=E, [Langr=i Ex,[Y]] = B, [Lange=n Ex.[Y]].

Dalje imamo
Ej1pY 06l 1jrceq)] = Z E, [Langr=r; Y © 6]
=0

= Z Ey [Lange=i Ex,[Y]] = Ey[14 Ex, [Y] Ljr<co)]-

k=0

O

Sada mozemo primijeniti jako Markovljevo svojstvo na n-ta vremena povrataka. Jako
Markovljevo svojstvo nam zapravo govori da ako po¢nemo gledati ispoCetka lanac u nekom
vremenu zaustavljanja 7, tada uvjetno na ¥, dobivamo ponovno Markovljev lanac s istom
jezgrom i po¢etnom distribucijom koncentriranom u X,.

Propozicija 2.2.13. Neka je C € X.

1. Ako je za sve x € C, P(0¢c < o) = 1, onda za sve x € C i n € N vrijedi PX(O'(C") <
o) = 1.

2. Ako je za sve x € C¢, P (0¢ < o) = 1, onda za sve x € X vrijedi P,(0¢ < 00) = 1.
Dokaz. Prvu tvrdnju dokazujemo indukcijom. Baza indukcije je trivijalno zadovoljena.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Zbog jakog Markovljevog svojstva za
x € C imamo

P og™) < 00) = Py(oy) < 00,00 06w < )
C

= Ex [E[]l{ag)<oo} ]l{U'C°90,(n)<°°} | 7:0'(5‘)]]
C

=B []l{a(c”)@o} PXAC'% (oc < OO)] = Py(og) < o0) = 1.
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Budu¢i da je P,(cc < o) = 1 za sve x € C, onda je Px , (0¢c < o0) = 1, $to objasSnjava
7c

predzadnju jednakost u prethodnome izvodu. Za x € X, imamo

Poc<0)=P(X;€C)+P(X; €C, 0c00< )
=P.X;€C)+P(X; €C) =1,

¢ime je dokazana i druga tvrdnja. O
Prisjetimo se da se restrikcija o-algebre na proizvoljan skup C € X definira sa
Xc={AnC:AeX} (2.32)

Definicija 2.2.14 (Restringirana jezgra). Za sve C € X, restringirana jezgra Q¢ na C X X¢
definira se sa
QOc(x,B) =P(Xy. € B,oc <), x€C,B € X. (2.33)

Uvedimo pojam dostiznosti skupa koji €e igrati vaznu ulogu u idu¢em poglavlju.
Definicija 2.2.15 (DostiZan skup). Neka je P Markovljeva jezgra na X X X.

1. Skup A € X je dostizan ako je P (o4 < 00) > 0 za sve x € X.

2. Kolekciju svih dostiznih skupova oznacavat ¢emo sa X7,

U iducoj lemi dane su karakterizacije dostiZnosti.

Lema 2.2.16. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X. Za proizvoljni A € X sljedece
tvrdnje su ekvivalentne:

1. A je dostiZan.

2. Za svaki x € X postoji n € N, takav da je P"(x,A) > 0.

3. Za svaku pu € M, (X) postoji n € N, takav da je uP"(A) > 0.
4. Za svaki x € A vrijedi P,(04 < 00) > (.

Dokaz se moze pronaci u [1]. Ovaj rezultat je poopéenje propozicije koja se nalazi u
[S]. Definiramo joS neke pojmove koji su nuzni za daljnji razvoj teorije.

Definicija 2.2.17. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X. Domena privlacnosti C, ne-
praznoga skupa C € X je skup stanja x € X, takvih da vrijedi

C,={xeX:P(oc <o) =1}. (2.34)

Ako je C, = X, onda se skup C naziva privlacnim skupom.



2.2. JAKO MARKOVLJEVO SVOIJSTVO 27

Definicija 2.2.18 (Broj posjeta, potencijalna jezgra). Neka je P Markovljeva jezgra na
XxX.

1. Broj posjeta Ny skupu A € X definira se sa
Na= ) 14X, (2.35)

2. Za sve x € X i A € X ocekivani broj U(x, A) posjeta skupu A s pocetkom u x definira
se sa

U(x,A) = E,[N,] = Z Pr(x, A). (2.36)

Jezgra U se naziva potencijalna jezgra od P.

U nastavku iznosimo teorem 1 lemu koji ¢e igrati vaznu ulogu u idu¢em poglavlju. Prije
toga definiramo dvije posebne mjere. Za proizvoljnu mjeru u € M, (X) i C € X definiramo
mjere ug. i ug- sa

[oc-1 o
He(B) = f B | D 1p(Xo)|u(do) = ) f By [Tjeoy 1s(X0)] (), (237)
¢ k=0 =0 YC
p-(B) = fc E. ZIB(X,» TEEDY fc E. [1son) 15(X0)] (d). (2.38)
k=1

Rezultati u nastavku bit ¢e nuzni za dokaz postojanja invarijantne mjere u idu¢em poglav-
lju. Iznosimo ih bez dokaza. Dokazi tvrdnji mogu se naci u [1]].

Lema 2.2.19. Neka je P Markovljeva jezgra na X x X, C € X i u € M(X). Tada je
pe = HEP.
Teorem 2.2.20. Neka je C € X, P Markovljeva jezgra na X X X, n¢ vjerojatnosna mjera

na Xc i n definirana sa 237) za p = nc. Tada je restrikcija nl na skup C nc. Takoder
vrijedi 7r0C = ﬂgP ako i samo ako je nc = ncQc.






Poglavlje 3

Markovljevi lanci s atomima

3.1 Osnovne definicije

Definicija 3.1.1 (Atom). Neka je P Markovljeva jezgra na X X X. Podskup a € X zove se
atom ako postoji v € M(X), takva da je P(x,-) = v za sve x € a.

Primijetimo da je jednocClan skup trivijalno atom. Nazalost, takvi atomi nece biti od
prevelike koristi jer ¢e za opceniti skup stanja biti rijetko dostizni. Ipak, lanac iz iduceg
primjera definiran je na R, i posjeduje jednoclan dostiZzan skup.

Primjer 3.1.2 (Reflektirana slu€ajna Setnja). Promatramo slucajnu Setnju na R, reflekti-
ranu u nuli definiranu sa X;, = (X;_1 + Zy)*, gdje je {Z; : k € N} niz nezavisnih jednako
distribuiranih realnih slucajnih varijabli i X, = 0. Skup {0} je atom. Neka je v distribucija
od Z, i pretpostavimo da postoji a > 0, takav da vrijedi v({(—oco,—a)) > 0. Tada za sve
n € Nix < navrijedi

P'(x,{0}) >P(Z, < —a,...,Z, < —a) = v({—o0,—a))" > 0.
Zbog korolara i Arhimedovoga aksioma slijedi da je atom {0} dostiZan.

U nastavku uvodimo notaciju za funkcije koje su konstantne na atomu «@. Za funkciju
h koja je konstantna na a, pisat ¢emo h(a) umjesto h(x) za sve x € . Sljedeca definicija je
svojevrsno poopcenje definicije jer su jednoclani skupovi atomi. Takoder primijetimo
da je zbog definicijskoga svojstva atoma U (x, o) konstantna za sve x € . Dakle, moZemo
krace pisati U(a, @).

Definicija 3.1.3. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X i neka je a atom. Atom « je
povratan ako vrijedi U(a, @) = oo, a prolazan ako vrijedi U(a, @) < oo.

29
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Kao i u diskretnom slu€aju, iznosimo karakterizacije povratnosti i prolaznosti. Za-

pravo, radi se o poopcenju teorema i[1.0.10

Teorem 3.1.4. Neka je P Markovljeva jezgra na X x X i neka je a € X atom.
1. Atom « je povratan ako je zadovoljeno jedno od ovih ekvivalentnih svojstava:
a) Po(og <o0)=1;
b) Po(Ny = o0) = 1;
c) Ula,a) = co.
U tom slucaju, za sve x € X, P, (0, < ) = P (N, = o0).
2. Atom « je prolazan ako je zadovoljeno jedno od ovih ekvivalentnih svojstava:

a) P(oy < 00)<1;
b) P,(N, < ) =1;
c) Ulr,a) < co.

U tom slucaju, broj posjeta N, ima geometrijsku razdiobu s parametrom P, (o, = o)
uz vjerojatnost P,,.

Dokaz. Primjenom jakog Markovljevog svojstva i definicije n-tog vremena povratka, za
n € N imamo

Py (O'g’) < oo) =P, o-g’—l) < 00,0, 0 Qaf{’") < oo)

Fa [E[l{aff‘”@o} Lot oy <ot | 7:055"”]]

= B Py 00 < o0)|
=P, (047 < 00) By (04 < ),

gdje smo u prvom koraku koristili propoziciju [2.2.9) u drugom koraku svojstvo uvijet-
noga ocekivanja, a u treCem jako Markovljevo svojstvo. Buduéi da je @ atom vrijedi
Px ,,(0¢ < 00) = Py(0y < ), Sto objaSnjava zadnju jednakost u prethodnome izvodu.

Dalje, indukcijom dobivamo
Po(0y < 00) = (Bo(0y < 0))". 3.1)
To povlaci
Po(No = 00) = lim By (N, 2 1)

= lim P, (0™ < o) = lim (P,(0, < o))" (3.2)
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Ule, @) = By[Na] = ) o0 < 00) = Y (Po(ory < 00))". (3.3)
n=0 n=0

Za x € X zbog jakog Markovljevog svojstva vrijedi

Px(Na/ = OO) = PX(N(Y © 00'0, =00,0, < oo)
=P.(0, < ®0)P,(N, = o). (3.4)
Zbog (3.2) vrijedi P,(0, < o0) = 1 ako i samo ako je P,(N, = o0) = 1. Nadalje, zbog (3.3)
vrijedi P,(0, < o0) = 1 ako i samo ako je U(e, @) = co. Izraz (3.4)) povlaci, za sve x € X
vrijedi P, (0, < 00) = P, (N, = o).
Sli¢no, zbog (3.2) vrijedi P, (o, < ) < 1 ako i samo ako je P,(N, = o) < 1. Nadalje,
zbog (3.3) vrijedi P,(0, < o0) < 1 ako i samo ako je U(a, @) < oco. Dodatno, zbog izraza

(3.1) imamo

P(Z(N(l > I’l) = Pa(UEf) < OO) = (Pa(o_a < OO))n

Dakle, N, uz vjerojatnost P, ima geometrijsku distribuciju sa p = P,(0, = o0). Dakle,
Ula,a) = 1/ Py(0, = ). |

3.2 Invarijantna mjera i nezavisnost izleta

Definicija 3.2.1. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X. Atom a € X jest:
1. pozitivan ako vrijedi B,[0,] < oo,
2. nul-povratan ako je povratan i E,[o,] = oo.
Primijetimo da E,[o,] < oo povlac¢i P,(0, = o) = 0, §to je ekvivalentno sa P,(o, <

oo) = 1. Dakle, pozitivni atom je i povratan. Definiramo mjeru 4, na X sa

1,(A) = E, [Z 1.X)|, AelX. (3.5)

Idu¢i rezultat poopcuje propoziciju(l1.0.11} teorem|1.0.12|1 komentar ispod njih.
Teorem 3.2.2. Neka je P Markovljeva jezgra na X x X i neka je a dostiZan atom.
1. Atom « je povratan ako i samo ako je A, invarijantna za P.

2. Ako je a povratan, tada je svaka podinvarijantna mjera A za P invarijantna, propor-
cionalna sa A, zadovoljava A(a@) < © i za sve B € X vrijedi

oo—1

A(B) = Aa)A4(B) = A(a) f E, Z ]lB(Xk)} Ao (dx).
a k=0
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3. Neka je a povratan. Tada je a pozitivan ako i samo ako P dopusta jedinstvenu inva-
rijantnu vjerojatnosnu mjeru. Ako je a pozitivan, tada je jedinstvena vjerojatnosna
mjera dana sa m = A,/ Bylo,].

Dokaz. Ako je a povratan, primijetimo da je A,(@) = P,(0, < 00) = 1. Zbog povratnosti
1 dostiZnosti atoma a A4, je o-konacna, detalji se mogu naci u [1]]. Definiramo mjeru v,, na
Xosavy(B) =P,(X,, € B, 0, < ) zaB e X,. Neka je Q, restringirana jezgra na skup a.
Bududi da je @ atom vrijedi:

Q.(x,B) =P(X,, € B,0y <) =v,(B), x € @,B € X,.

Ako je P,(0, < o) = 1, onda je v,(a) = 1. Dakle, ako je a povratan, v, je vjerojatnosna
mjera. Takoder, zbog toga §to je a atom, v, je invarijantna za Q,. Naime, za B € X,, vrijedi

Vo Qu(B) = an(X, B)Va(dx) = Qq(a, B) fva(dx) = Qul@, B) = v4(B).

Primjenom teorema 2.2.20[za C = a dobivamo da je mjera ° definiran za B € X sa

oe—1
v(B) = f E, [Z 13<Xk>} Va(dx)
@ k=0

invarijantna za P. Primjenom leme [2.2.19] za sve B € X, imamo

YU(B) = VoP(B) = vA(B) = f E. [Z 1B<Xk>] Vo(dx) = A,(B).
@ k=1

Dakle, 4, je invarijantna za P. Dokaz obrata i druge tvrdnje teorema mogu se pronaéi u

(L]

Ako je a pozitivan, tada je 1,(X) = E,[0,] < 001 4,/1,(X) = A,/ E,[0,] je jedinstvena
invarijantna vjerojatnosna mjera. Obratno, neka je @ povratan i P dopusta jedinstvenu
invarijantnu vjerojatnosnu mjeru xr. Tada je, po drugoj tvrdnji teorema, & proporcionalan
sa A,. Bududi da je 7(X) = 1 < co, imamo

1
Eoloel = /la(X) = @ < oo,

Sto pokazuje da je « pozitivan. O

U nastavku promatramo Markovljeve lance s povratnim atomom «. Povratnost atoma
¢e nam garantirati da ¢e se lanac u atomu naci beskona¢no mnogo puta ako krene iz @. To
nam omogucava da proucavamo izlete izmedu izlaska i povratka u «. Iduca propozicija i
korolar pokazuju da Ce takvi izleti biti nezavisni i jednako distribuirani. Ve¢ su u [3] bili
pokazani analogni rezultati za Markovljeve lance s diskretnim skupom stanja.
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Propozicija 3.2.3. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X te a povratni atom. Neka su
2y, ..., Zx Fo -izmjerive slucajne varijable, takve da je za i € {1, ..., k} funkcija x — E,[Z;]
konstantna na a. Tada za svaku pocetnu distribuciju A € M (X), takvu da je P (o, < 00) =
1, vrijedi

E,

k k
[[zo 90.59] = BulZ] | | EalZ. (3.6)
i=0 =1

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom. Za k = 1 pretpostavka da je x — E,[Z,] konstantna
na « 1 jako Markovljevo svojstvo daju

EalZoZ, 0 05,1 = EalZo Ex,, [Z11] = EalZo EolZ1]1] = Eil[Z0] EolZ1].
Pretpostavimo da (3.6)) vrijedi za neki k > 1. Iz definicije operatora 6 i definicije n-tih vre-

mena povrataka dobivamo 6 y® = 0, 60065, na {6, ® < oo}. Prethodna tvrdnja, pretpostavka
koraka indukcije 1 jako Markovljevo SVOj stvo daju

k [ k
]—[ Zi0,0|=E,|Z [l_[ Zio HUg-l)) o 9%}
i=0 | i=1
k
H Zi0 0, 1>” = E,[Z] ]—[ E,[Z].
i=1

i=1

E,

= Ea|Zo Ex,,

O

Sada za f € F(X) definirao & (a, f) = zjl f(Xi) 11induktivno proSirujemo nan € N sa

(n+l)

Eu(@.f) = i@ ol = Y fXo). (3.7)

k=" +1

Korolar 3.2.4. Neka je P Markovljeva jezgra te a povratan atom. Tada je, uz vjerojatnost
P,, {E.(a, f),n € N} niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli. Za svaku
1 € M(X), takvu da P,(0, < o0) = 1, slucajne varijable E,(a, f),n € N su nezavisne, a
varijable E,(a, f),n > 2 su nezavisne jednako distribuirane.

Dokaz. Budu¢i da je a povratan, vrijedi P,(0, < o0) = 1 pa po teoremu [3.2.3| slijedi
nezavisnost, dok je jednaka distribuiranost posljedica jakog Markovljevog svojstva. Neza-
visnost se u drugoj tvrdnji ponovno dobiva primjenom teorema[3.2.3] & («, f) nije jednako
distribuirana kao ostale varijable jer ima drukciju pocetnu distribuciju. O
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3.3 Ergodski teorem

U ovom poglavlju poucavati ¢emo g.s.-konvergenciju sljedecih izraza

1 ¢ Sy f(X0)
— Xy, —/———.
n;f S A

Prvo iskazujemo i dokazujemo pomoc¢nu tvrdnju.
Lema 3.3.1. Neka je P Markovljeva jezgra na XXX te neka je a povratni atom. Za konacnu

Aq-integrabilnu funkciju f i za svaku pocetnu distribuciju p, takvu da je P,(0, < 00) =1,
vrijedi

. i1 S(Xi)
lim = D———= = A,(f) P,-gs (3.8)
noo 3y Lo(Xi) !
Dokaz. Prvo pokazujemo sljedecu tvrdnju
i J(X
fim = 2=t /KD L(f) P,-gs. (3.9)

oo S0 14X

Neka je f joS dodatno i1 nenegativna. Promatramo niz {&E(a, f) : kK € N}. Po korolaru
promatrani niz je nezavisan i jednako distribuiran uz P,. Dodatno, sluajna varijabla
&Ei(a, f) je o -izmjeriva. Po definiciji od 4, imamo

T

D FXo)

k=1

Ea[al (CZ, f)] =E, = /la(f)

Primjenom teorema dobivamo

()

13 Ei(a, f) + -+ Ela, f) Paes.
LY pony = AT O @D ey
k=1

n

U prethodnom izrazu n moZemo zamijeniti proizvoljnim slu¢ajnim nizom prirodnih bro-
jeva koji konvergira u beskona¢no P,-g.s. Za n € N definiramo v, = >7_; 1,(X;). Bududi
da je @ povratan, slijedi da je v, = oo P,-g.s. Imamo

b

Vn

SO A S ( - 1) r f
Vn B ZZ:l ]la(Xk) B Vp + 1

pa po teoremu o “’sendvi¢u” i zbog rastava f = f* — f~ slijedi (3.9).
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Neka je sada u pocetna distribucija, takva da je P (0, < o0) = 1. Budu¢i da je «
povratan, vrijedi P,(N, = o) = 1. Dakle, lim, o v, = o0 P,-g.s. pazan > o, moZemo
napraviti sljedeci rastav

S SIS B S0 .10
Zkzl 1,(Xp) Vn 1+ Zk:o'(y+] 1,(Xx)
Zbog P,(0y < o) = 11lim,_,o, v, = 00 P,-g.s. vrijedi
(% X
lim Zin S _ 0 P,gs. (3.11)
n—oo Vi
Buduci da je P, (o, < o) = 1, jako Markovljevo svojstvo i (3.9) daju
DI 0.3 L X
Plu llm O]—C—+l¢y+] k — ﬂa(f) — Pa (llm Zlk—l f( k) — /la(f)) — 1.
[0 k;’0'0+1 ]la(Xk) [0 Zk:] ]la/(Xk)
Konac¢no, zbog prethodne tvrdnje imamo
. ZZ:%H F(Xe) . ZZ:a(,H JF(X) . ZIZI;H J(Xe)
lim - =lim o————~ = lim —————— = () P,gs.
n—oo | + Zk:a’,]+l ]la(Xk) n—oo Zk20a+1 ]]-(Z(Xk) [=00 ZZ:(;,+1 ]l(l(Xk)
]

Teorem 3.3.2. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X. Neka je a povratan i dostiZan
atom. Neka je A podinvarijantna mjera za P. Tada za svaku pocetnu distribuciju u, takvu
da je P,(0, < o) = 1, i sve konacne u-integrabilne funkcije f,g, takve da je A(g) # O,
vrijedi

i B/ D)

oo S g0 Ag)

Dokaz. Po teoremu imamo A = A(a@)4,, 4 je invarijantna za P10 < A(@) < oo. To
povlaci da su iste funkcije integrabilne s obzirom na A, i 4 te

() _ )

(g) A’

Sada moZemo primijeniti lemu [3.3.1]na funkcije f i g i uzeti omjer dobivenih limesa. O

Iduéi se korolar bavi oblikom funkcije g = 1, ali ¢e limes biti razli¢it ovisno o tome je
li atom pozitivan ili nul-povratan.

Korolar 3.3.3 (Ergodski teorem). Neka je P Markovljeva jezgra na X X X te a dostiZan i
povratan atom. Neka je u vjerojatnosna mjera, takva da vrijedi P, (o, < o0) = 1.
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1. Ako je a pozitivan i r jedinstvena vjerojatnosna invarijantna mjera, tada za svaku
konacnu r-integrabilnu funkciju f vrijedi

1 < 8.5,
W AR P))
n k=1

2. Ako je a nul-povratan i A podinvarijantna mjera za P, tada za sve konacne A-
integrabilne funkcije f vrijedi

1 & Py-g.s.
= fX) 5S0.
n k=1

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi izravno primjenom teorema i uz g = 1. Pretposta-
vimo sad da je & nul-povratan. Po teoremu [3.2.2]imamo A = A(a)A, i 4 je invarijantna za
P. Tada je A(X) = A(@)1,(X) = A(a) E,[0,] = 0. Neka je f nenegativna funkcija, takva
da vrijedi A(f) < co. Buduc¢i da je A o-konacna, za svaki € > 0, moZemo odabrati skup
F tako da vrijedi 0 < A(F) < o0 1 A(f)/A(F) < &. Primjenom teorema[3.3.2)za g = 1
dobivamo

= <e P,-g.s.,
o S LX) A(F) C R

gdje prvi limes u izrazu postoji zbog teorema uz g = 1. Zbog proizvoljnosti ¢ slijedi
druga tvrdnja. O

lim %Zf(xk) < lim Zit SX)Af)
=1

3.4 Centralni grani¢ni teorem

Neka je P Markovljeva jezgra s invarijantnom vjerojatnosnom mjerom 7 i neka je f € F(X)
funkcija, takva da vrijedi (| f]) < co. KaZemo da niz {f(X}) : k € Z.} zadovoljava centralni
grani¢ni teorem ako postoji konstanta o>(f) > 0, takva da vrijedi

L UKD =) 2 o 525y
\Vn

uz vjerojatnost P, za svaku pocetnu distribuciju p € M;(X). DopuStat ¢emo i slucaj kada
je o*(f) = 0. U tom ¢emo slu¢aju imati i konvergenciju po vjerojatnosti buduci da su
konvergencija po distribuciji 1 vjerojatnosti ekvivalentne u slu¢aju konstantnoga limesa.

Lema 3.4.1. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X, a privlacan atom koji zadovoljava
Eyloe] < oo, u € M(X) i neka je v, = Y;_, 1,(Xy). Tada za sve € > 0 postoji k € N takav
da vrijedi

supP,(n— o > k) <e.
neN
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Dokaz. Zbog Markovljevog svojstva za sve n, k € N vrijedi

Pn—o” =k) <P,(Xyt €@, 04 00y > k)
=P,(Xy—k € @) Po(0y > k) < Po(0y > k).

Bududi da je E,[o,] < oo, vrijedi

Pun=0f" >0 = Y Bun=-0f =)< ) Baloy > j) — 0.

Jj=k+1 Jj=k+1

O

Zadnja tvrdnja slijedi zbog E, [0, ] = Z;‘;l P,(o, > j). Takoder, pretpostavka privlaénosti
bila je nuZna kako bismo mogli tvrditi da ée lanac bez obzira na poc€etnu distribuciju doci
u «. Primijetimo da ako je skup privlacan, onda je skup i povratan. Sada smo u prilici
iznijeti centralni grani¢ni teorem.

Teorem 3.4.2. Neka je P Markovljeva jezgra na X X X, a privlacan i pozitivan atom.
Oznacimo sa © jedinstvenu invarijantnu vjerojatnosnu mjeru od P. Neka je f € F(X)
funkcija koja zadovoljava

n(|f]) < oo, E,

To 2
(Z(f(xu - ﬂ(f))] ] < 0. (3.12)
k=1

Tada za svaku pocetnu distribuciju pu € M, (X) vrijedi

L1 (f(X) = 7(f)) D-Ey

2
Nz N0, o“(f)), (3.13)

gdje je

o (f) = E,

o 2
o [Z(f(xn - n(f))) ] (3.14)

k=

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da je n(f) = 0. U suprotnom
promatramo {f(Xy) — n(f) : k € Z,}. Nadalje, rastavljamo };;_, f(X;) na izlete izmedu
odlazaka i dolazaka u @. Neka je kao i prije v, = Y;_; 1,(X)). Primjenom korolara[3.3.3]
za f =1, dobivamo
U B ) = = 3.15)
p — m(a) = Elo (3.

Dakle, v, — oo P,-g.s. pa moZemo samo promatrati dogadaj {v, > 2}. Tada imamo

DXy =& N+ Y Efe H+ D fX.
k=1 k=2

=" +1
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Budu¢i da je @ privlacan i pozitivan, po korolaru su&j(a, f), j = 1 nezavisne slucajne
varijable uz P, za sve poCetne distribucije u. Takoder su (e, f), j > 2 nezavisne jednako
distribuirane uz P,,. Teorem|5.0.2, (3.12) i (3.15) povlage dan™'? 3" E(a, f) konvergira

po distribuciji u N(0, o*(f)) uz P,,. Teorem Ce biti dokazan ako pokaZemo da vrijedi

,}i_{g 12 Zf(Xk) - Zé’j(a, f)l
=1 =2

D, )

iz +1

< limsupn~ 2|8 (a, f)| + limsupn~'/? =0, (3.16)

n—oo n—oo

gdje limesi trebaju vrijediti za P, za svaku pocetnu distribuciju p. Budu¢i da je a privlacan,
vrijedi P,(0, < o0) = 1. Stoga, suma &(a, f) ima P,-g.s. konaCno sumanada, stoga
lim, . n7"?& (e, ) = 0 P,-g.s. Da bismo zaklju¢ili gornju tvrdnju, trebamo pokazati da
kad n — oo, onda

n

D, fx

= +1

Pﬂ
n~1/? 0. (3.17)

Neka je &£ > 0, proizvoljan. Po lemi [3.4.1lmoZemo odabrati k € N takav da vrijedi P,(n —
O'EIV") > k) < g/2 za sve n € N. Dalje imamo

n

D Xy

jEoym+1

A, =P, [n‘/2 >

n

D, Xy

jEoam+1

<P,(n-0o >k +P, [nW

> 7, n—O'g") < k]

k Uf,v")+k
<eg/2+ Z P,|n"? Z FX) > n,n— ol = s]

="

k n—s+k
<g/2+ ZP" n~\? Z lf XD >n, Xy €, 04 00,5 > s].

s=1 j=n—s

Stoga, zbog Markovljevog svojstva, imamo A, < &/2 + 3.7, a,(s) gdje je

k
a,(s) =P, 12 Z lf(X)I >n, 0, > s] Tis<ny -

J=0
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Primijetimo da za svaki s € Z, vrijedi lim, a,(s) = 01 a,(s) < P,(0, > s). Nada-
lje, bududi da je >32, Py(0, > s) < oo, primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji
dobivamo lim,,_, Yo @,(s) = 0. Zbog proizvoljnosti konstante £ imamo

i F(X5)

0'(;")+1

. -1/2
limP,|n

n—oo

>n|=0.







Poglavlje 4
Primjeri

Prisjetimo se kako u primjeru[3.1.2|nismo pokazali da se radi o Markovljevom lancu. Iduca
lema omogudit ¢e nam da pokaZzemo da se radi o homogenom Markovljevom lancu.

Lema 4.0.1. Neka je (Q,F,P) vjerojatnosni prostor, X i Y slucajne varijable s vrijed-
nostima u (X,X). Neka je G o-algebra nezavisna sa Y i neka je X (G, X)-izmjeriva,
¢: X% = R funkcija, takva da je E|p(X,Y)| < oo i neka je g(x) = Ele(x,Y)]. Tada
vrijedi

Ele(X,Y) | G1 = g(X).

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je ¢(x,y) = 14(x) 15(y) za proizvoljne A, B € . Neka je
C € G. Tada zbog nezavisnosti Y 1 G imamo

Ele(X,Y)1c] = P(X € A}nCN{Y € B))
= P({X € A} N C)P({Y € B)).

Buducdi da je g(x) = E[14(x) 14(Y)] = 14(x) P(Y € B), imamo
P({X € A} n O)P{Y € B}) = E[g(X) 1¢].

Dakle, vrijedi E[¢(X,Y) | G] = g(X). Sada primjenjujemo teorem [5.0.3] Neka A sadrzava
sve skupove oblika A X B A,B € X. Onda je A n-sistem koji sadrzava X2. Neka je H
skup funkcija ¢ koje zadovoljavaju traZeno svojstvo. Prva pretpostavka teorema [5.0.3] je
dokazana gore. Preostale dvije pretpostavke slijede iz teorema o dominiranoj konvergenciji
1 linearnosti uvjetnoga ocekivanja. |

41



42 POGLAVLIJE 4. PRIMJERI

Sada uzimanjem G = ¥, X = X, Y = Z;, 1 1 9(x,y) = La(x+y)" za A € X. Primjenom
prethodnoga rezultata dobivamo

P(Xis1 € A | Fi) = E[1a(Xy + Zie)™ | Fil
= g(x) o X
= E[1a(x + Zis1)"] 0 X
=P((x+Zis1)" €A) o X,
= v1(Xk, A),

gdje je v; zadan sa

v((=oo,=x]) +v({A>0}-x) 0€A

Vit A) = {v({A > 0} - x) 0¢A

igdiejefA >0} —x =1{a—x:a > 0,a € A} te v distribucija od Z;. Prethodni izvod
pokazuje da se zaista radi o homogenom Markovljevom lancu. Pa se rezultati 3. poglavlja
mogu razmatrati za reflektiranu slu¢ajnu Setnju. PokaZimo da je slucajna Setnja na R?
homogen Markovljev lanac.

Primjer 4.0.2 (Slu¢ajna Setnja). Neka su &,&,, ... € RY nezavisne jednako distribuirane s
distribucijom p. Neka je Xy = x € R? i neka je X, = Xo + & + - - - + &,. Ponovno primjenom
lemed01uz G =Fi, X =Xi, ¥ =& i o(x,y) = La(x +y) za A € X imamo

P(Xis1 € A | Fi) = E[1a(Xy + Ei1) | Fil
= g(x) o X
= E[Ta(x + &+1)] 0 X
=P(x+ &1 €A) o X;
= P61 €A —x) 0 X;
= u(A - X)

gdje je A —x = {a—x : a € A}. Dakle, (X,), je homogen Markovljev lanac s pocetnom
distribucijom 6, i Markovljevom jezgrom P(x,A) = u(A — x).

Dakle, vidimo da uz pomoc¢ lema mozemo Konstruirati Sirok spektar primjera.
Takoder se primjenom leme [4.0.1] moZe pokazati da je autoregresivni proces reda jedan
takoder homogen Markovljev lanac. Dakle, lema je svojevrsni dovoljni uvjet da
procesi generirani funkcijom ¢ budu homogeni Markovljevi lanci. Zanimljivo je da se uz
dodatnu pretpostavku na X moze pokazati i obrat, koji je iskazan u iduéem teoremu koji
neéemo dokazivati.



4.1. GL/G/1 REP 43

Teorem 4.0.3. Neka je (X, X) izmjeriv prostor i neka je X prebrojivo generirana. Neka
je P Markovljeva jezgra na X X X i v vjerojatnost na (X,X). Neka je {Z; : k € Z,}
n.j.d. niz uniformno distribuiranih varijabli na [0, 1]. Tada postoje izmjeriva funkcija g
sa ([0, 1], B([0, 1])) u (X, X) i izmjeriva funkcija f sa (X X [0,1], X ® B([0, 1])) u (X, X),
takve da je niz {X; : k € Z,} definiran sa Xy = g(Zy) i Xi11 = f(Xx, Zi+1) za k > 0 homogen
Markovljev lanac s pocetno distribucijom v i Markovljevom jezgrom P.

Teorem se moZe pronaci u [1]].

4.1 GI/G/1 rep

Zamislimo da promatramo malu poslovnicu poste u kojoj radi samo jedan zaposlenik.
Kupci ulaze u poslovnicu 1 stanu u red ispred blagajne na kojoj radi jedini zaposlenik.
Naravno, red u poslovnici funkcionira na uobicajen nacin tako da osoba koja je prva usla
u red i prva dolazi do blagajne. U nastavku ¢e nam biti od interesa znati koliko je svaki
kupac ¢ekao svoju uslugu. Jasno, buduéi da je vrijeme ¢ekanja realna varijabla, nuzna Ce
biti teorija Markovljevih lanaca na opéenitom skupu stanja.

Ovakvu situaciju modelirat ¢emo Gl/G/1 repom. Neka je &, &, ... nezavisan jednako
distribuiran niz slucajnih varijabli, W,, definiramo induktivno sa W, = (W,_; + &,)" za
n > 01 W, = 0. Da bismo objasnili notaciju, neka su vremena dolazaka kupaca dana
Cistim procesom obnavljanja, to jest u viemenima 0 = 7o < T} < T,..., gdje su ¢, =
T,—-T,-1,n > 1nezavisne jednako distribuirane. Neka su 1y, 11, 172, . . . nezavisne jednako
distribuirane sluCajne varijable koje predstavljaju vremena posluZivanja n-tog kupca, neka
su takoder nezavisne sa (7,),-0. Neka je &, = 1,1 — {,- Uz ovakve definicije W, je
zaista vrijeme ¢ekanja do usluZivanja n-tog kupca. Naime, primijetimo da (n — 1)-ti kupac
pridodaje 17,-; vremena zaposleniku da odradi. Ako zaposlenik cijelo vrijeme radi tijekom
[T,-1,T,), onda smanjuje opseg svoga posla za {,. Ako je W,_ + n,-1 < {,, tada Ce
zaposlenik uspjeti zavrSiti sav posao 1 1iduci ¢e kupac biti odmah na redu.

U oznaci Gl/G/1, Gl oznacava da je proces vremena dolazaka nezavisan s proizvoljnom
distribucijom, G oznacava da je proces vremena usluZivanja nezavisan s proizvoljnom dis-
tribucijom, a 1 oznacava da e za red biti zaduZen jedan zaposlenik.

Primijetimo da je (W,),>o zapravo reflektirana slucajna Setnja, a za nju je ve¢ pokazano
da je homogeni Markovljev lanac i1 da je {0} dostizan atom ako postoji a > 0, takav da
vrijedi v({(—o0, —a)) > 0 gdje je v distribucija od &;. Primijetimo kako se W, 1S, = & +
-+ + &, podudaraju sve do N = inf{n : §,, < 0} i Wy = 0. Pretpostavimo li da je E[£] < O,
po teoremu [5.0.4]imamo
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Nadalje za g.s. w € Q je
(D))
lim
n—o0 n
Dakle, za g.s. w € Q postoji n,, takav da je S, (w) < 0. Dakle, P(S, < 0zanekin) = 1.
Pa dobivamo

= E[£1] <0.

P(W,=0zanekin) =1,

Sto pokazuje da je {0} povratan atom. Ako je E[¢,] = 0, takoder se moZe pokazati da je {0}
povratan atom, ali je dokaz zahtjevniji pa ga radi opSirnosti rada izostavljamo.
Pretpostavimo li da je E[&,] > 0, po teoremu [5.0.4]imamo

S, e
~ =S ElE] >0

Sto znaci da
g.s.
S, — oo,

Dakle, za g.s w € Q postoji n,, takav da je S,(w) > 0 za sve n > n,. Dakle, P(S, <
0 za konac¢no n-ova) = 1 pa dobivamo

P(W, = 0 za konacno n-ova ) = 1

Sto pokazuje da je {0} prolazan atom.
Dakle, u slu¢aju E[£,] < 0 primjenom teorem [3.2.2]dobivamo da je

A(A) = Eo

2 L«X@}, AeX
k=1

invarijantna mjera za pripadnu Markovljevu jezgru te je svaka druga podinvarijantna mjera
invarijantna i proporcionalna sa A,.



Poglavlje 5
Dodatak

U ovom se poglavlju nalaze neki koriSteni rezultati iz teorije vjerojatnosti i teorije mjere.

Teorem 5.0.1. Neka je H vektorski prostor ogranicenih realnih funkcija na izmjerivom
prostoru (Q, A). Takoder, neka je {X; : i € I} familija izmjerivih funkcija sa (Q, A) u
(X;, ). Pretpostavimo da vrijedi:

1. ako je {Y, : n € N} ogranicen rastuci niz funkcija u ‘H, onda sup,, Y, € H,
2. za svaki konacni podskup J od I i proizvoljne A; € Fj, j € J je
l_[ Ty,0X; € H.
jel
Tada H sadrZava sve ogranicene o(X; : i € I)-izmjerive funkcije.

Teorem se moZe pronaci u [1]. Stacionarni proces {X; : k € Z,} je m-nezavisan za
m € N ako su (Xo, ..., X;)1(X;, Xj;1...) nezavisni kad god j —i > m.

Teorem 5.0.2. Nekajem € N, {Y, : n € Z,} stacionaran m-nezavisan proces s ocekivanjem
0 i neka je {n, : n € Z,} niz slucajnih varijabli koje poprimaju vrijednost u N, takve da
vrijedi

M P

— — 9 €(0,0) (5.1

n

na (Q, F,P). Tada vrijedi
TIIZ

Zzn_o Yk D 2 k=0 Yk D
S0 0 TN, 0 0 2R DL N0, 90
M \n

gdje je 0> = E[Yy*] + 2 Y11 E[Yo Vil
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Dokaz se moZe naci u [1]].

Teorem 5.0.3. Neka je A n-sistem koji sadrZava Q i neka je H kolekcija realnih funkcija
koja zadovoljava navedeno.

1. Akoje A € A, ondaje 1, € H.
2. Akosu f,g € H,ondaje f+gicfuH za svaki c € R.

3. Ako je f, € H niz nenegativnih funkcija koje rastu u ogranicenu funkciju f, onda je

feH.
Tada H sadrZava sve o(A)-izmjerive ogranicene funkcije.
Dokaz se moZe pronaci u [2]].

Teorem 5.0.4 (Kolmogorov). Neka je (X,, n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih
sluc¢ajnih varijabli. Tada niz (% Y Xpne N) konvergira gotovo sigurno ako i samo ako
E[X,] postoji, i u tom je slucaju

g-s. 1 n

lim — Xj = E[X]]

n—oon
J=1

Dokaz se moZe pronaci u [4]].



Bibliografija

[1] R. Douc, E. Moulines, P. Priouret i P. Soulier, Markov Chains, Springer, 2018.
[2] R. Durett, Probability: Theory and Examples, Duxbury Press, 1996.

[3] J. R. Norris, Markov Chains, Cambridge University Press, 1997.

[4] N. Sarapa, Teorija Vjerojatnosti, Skolska knjiga, 2002.

[5] Z. Vondracek, Markovljevi lanci predavanja, https://web.math.pmf.unizg.hr/
~vondra/mll2-predavanja.html, (kolovoz, 2021.).

47


https://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/ml12-predavanja.html
https://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/ml12-predavanja.html




Sazetak

Ovaj se rad bavi Markovljevim lancima na opcenitom skupu stanja. Radi jednostavnosti,
bavimo se Markovljevim lancima s atomima. Takvi lanci predstavljaju vaZznu klasu slucajnih
procesa te su primjenjivi na Siroki spektar nematematickih podru¢ja. U prvom se poglavlju
1znosi saZetak osnovnih rezultata teorije Markovljevih lanaca na diskretnom skupu stanja.
Drugo poglavlje je iskoriSteno za uvodenje pojma Markovljeve jezgre te definicije Mar-
kovljevih lanaca i homogenih Markovljevih lanaca na opéenitom skupu stanja. Teoremom
[2.1.11] dokazana je vazna karakterizacija uvjeta homogenih Markovljevih lanaca. U nas-
tavku se poglavlja dokazuje jako Markovljevo svojstvo te iskazuju neke njegove posljedice
koje Ce biti koriStene u nastavku. Na pocetku trecega poglavlja, definicijom |3.1.1} uvodi
se pojam atoma. Nadalje, analogno diskretnom sluc¢aju, definiraju se i dokazuju karak-
terizacije povratnosti i prolaznosti atoma. Teoremom [3.2.2] dokazuju se nuZni i dovoljni
uvjeti za postojanje inavarijantne mjere i distribucije. Nadalje, u korolaru [3.3.3] dokazuje
se ergodski teorem. Krunu razmatranja predstavlja centralni grani¢ni teorem za homogene
Markovljeve lance, dokazan teoremom [3.4.2] U zavr$nom se poglavlju rada prikazuju neki
primjeri Markovljevih lanaca na opéenitom skupu stanja, pri ¢emu je najviSe pozornosti
dano GIl/G/1 repu.






Summary

This work deals with Markov chains on a general state space. For simplicity, we deal with
atomic Markov chains. Such chains represent an important class of stochastic processes
and are applicable to a wide range of non-mathematical fields. In the first chapter we
survey basic results of Markov chain theory on a discrete state space. The second chap-
ter is dedicated to introduction of a Markov kernel, also the definition of Markov chains
and homogeneous Markov chains on a general state space. Theorem 2.1.11 proves an im-
portant characterization of homogeneous Markov chains. Moreover, we prove the strong
Markov property and state some of its consequences which will be used in later chapters.
In the beginning of the third chapter, through definition 3.1.1, we introduce the concept
of an atom. Furthermore, in analogy with a discrete state space we define and prove the
characterization of atomic recurrence and transience. Theorem 3.2.2 proves necessary and
sufficient conditions for the existence of an invariant measure and distribution. Corollary
3.3.3 proves the ergodic theorem. In the end through theorem 3.4.2 we prove the central
limit theorem for homogeneous Markov chains. In the last chapter we present some exam-
ples of Markov chains on a general state space, where the most notable example is a GI/G/1
queue.






Zivotopis

Roden sam 11. veljace 1997. godine u Zagreb, preciznije u Petrovoj bolnici. Osnovnu
Skolu Ivana Filipovi¢a zavrSavam 2012. godine. Iste godine upisujem zagrebacku XV.
gimnaziju. Nakon zavrSene gimnazije, 2016. godine, upisujem Preddiplomski studiji Ma-
tematike na Prirodoslovno-matematickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu. ZavrSetkom
preddiplomskog studija, 2019. godine upisujem Diplomski studij Matematicka statistika
na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu.



	Sadržaj
	Uvod
	Markovljevi lanci na diskretnom skupu stanja
	Markovljevi lanci na opcenitom skupu stanja
	Osnovne definicije
	Jako Markovljevo svojstvo

	Markovljevi lanci s atomima
	Osnovne definicije
	Invarijantna mjera i nezavisnost izleta
	Ergodski teorem
	Centralni granicni teorem

	Primjeri
	Gl/G/1 rep

	Dodatak
	Bibliografija

