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Uvod

U diplomskom radu obraduje se problem stabilnog sparivanja.

Prvo poglavlje rada navodi kontekste sluzbene i nesluZzbene pojave problema stabil-
nog sparivanja te opisuje generalizaciju problema stabilnog sparivanja obradenu u radu:
problem stabilnih brakova.

Drugim poglavljem definiraju se pojmovi relevantni za pojam sparivanja.

Analiziranjem Gale-Shapleyjevog algoritma u treCem poglavlju, dokazuju se egzisten-
cija i moguénost efektivne konstrukcije stabilnog sparivanja za svaki problem stabilnog
sparivanja. Pokazuje se da je rezultat svih izvrSavanja Gale-Shapleyjevog algoritma, za
zadani problem stabilnog sparivanja, uvijek isto stabilno sparivanje te se razmatra genera-
lizacija problema stabilnog sparivanja sa zabranjenim parovima.

Cetvrto poglavlje demonstrira problem stabilnog sparivanja u praksi: svodenje opisa-
nog problema na problem stabilnog sparivanja te implementaciju algoritma za rjeSavanje
istog.



Poglavlje 1
Opis problema

Problem stabilnog sparivanja jedan je od najpoznatijih problema u podrucju oblikovanja i
analize algoritama. Radi se o pronalasku takozvanog stabilnog sparivanja dviju skupina,
¢iji ¢lanovi imaju rang-liste preferencija ¢lanova druge skupine. Sparivanje upucuje na
definiranje uredenih parova ¢iji je prvi element ¢lan prve skupine, a drugi element ¢lan
druge skupine. Pridjev stabilno oznacava zahtjev da nakon Sto su uredeni parovi kona¢no
definirani, njihovo razdvajanje nije moguce.

Poznate su dvije neovisne pojave ovog problema. Kronoloski kasnija i znacajnija veZe
se uz dva matematicara, ujedno i ekonomista, Davida Galea i Lloyda S. Shapleyja koji
su se 1962. pitali je li moguce dizajnirati proces upisa na fakultet, ili proces raspodjele
poslova, takav da interes sudionika procesa jamci stabilan rezultat procesaE]

Deset godina ranije, kao odgovor na manipulacije procesom dodjele staZista bolnicama,
nastaje National Resident Matching Program.

U potpoglavljima koja slijede opisani su koncepti vezani za problem stabilnog spariva-
nja i verzija problema stabilnog sparivanja koja se obraduje u radu.

1.1 Gale i Shapley - proces upisa na fakultet

Proces upisa na fakultet promatra se kao problem stabilnog sparivanja zadan skupinama
kandidata i fakulteta te rang-listama preferencija svih ¢lanova obiju skupina. Clanovima
prve skupine, kandidatima, mogu biti pridruZene znacCajke vezane uz prosjek, uspjeh na
maturi te uspjeh na prijemnom ispitu. Clanovima druge skupine, fakultetima, pridruZene su
znacajke koje definiraju broj slobodnih mjesta za upis i minimalne kriterije koje kandidati
moraju ispuniti da bi dospjeli na rang-listu preferencija fakulteta.

'U stranoj literaturi, za takav se proces kaZe da je self-enforcing.
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Svaki kandidat razmatra ponudene fakultete, izabire one koje bi Zelio upisati te ih ran-
gira na svojoj rang-listi preferencija ovisno o svojim Zeljama i mogucnostima. Svaki fakul-
tet ovisno o svojim kriterijima rangira kandidate za upis i onemogucuje upis nekvalificira-
nima. Pojavom novih kvalificiranih kandidata zainteresiranih za upis, fakultet ih dodaje na
svoju rang-listu preferencija.

Gale 1 Shapley osvrnuli su se na propuste procesa upisa na fakultet iz perspektive
Clanova obiju skupina. U nastavku ¢e biti jasno da osim Sto ¢lanovi skupina mogu biti
zakinuti tijekom procesa, istim mogu i manipulirati.

Svaki fakultet ima odreden broj g upisnih mjesta i cilj mu je primiti Sto kvalitetnije
kandidate. Cesto je slucaj da broj kandidata zainteresiranih za upis fakulteta prelazi upisnu
kvotu. Prva zapreka s kojom se fakulteti suoCavaju je Cinjenica da ponuda upisa samo
prvim ¢ najbolje rangiranim kandidatima nije dobra taktika za popunjavanje svih upisnih
mjesta jer nije sigurno da ¢e sve ponude za upis biti prihvacene. Dodatno, fakulteti su
shvatili da moraju ponuditi viSe upisnih mjesta nego Sto ih zbilja imaju te da je potrebno
takti¢ki odabrati kandidate kojima ¢e ponuditi upis. Za odredivanje novog broja upisnih
mjesta, ali i za odabir kandidata kojima Ce biti ponuden upis, fakulteti se djelomi¢no koriste
strategijom nagadanja. Razlog je taj Sto, za svakog razmatranog kandidata, postoje pitanja
na koja fakulteti nemaju odgovor:

— Je li kandidat istovremeno zainteresiran za upis na druge fakultete?
— Kako kandidat rangira fakultete za koje je zainteresiran?
— Koji ¢e fakulteti takoder ponuditi upis kandidatu?

U ovoj situaciji, fakulteti se mogu samo nadati da Ce stvarne upisne kvote biti priblizno
popunjene, kao i da ¢e kvaliteta studenata biti priblizno zadovoljena.

S druge strane, i kandidati se susrecu s poteskocama tijekom procesa upisa. Primjerice,
fakultet moze od kandidata zahtijevati da prilikom prijave za upis priloZi svoju rang-listu
fakulteta. Kandidat bi tada mogao posumnjati da nece dobiti ponudu za upis na taj fakultet
jer ganije rangirao dovoljno visoko na svojoj rang-listi preferencija. S vremenom su kandi-
dati shvatili da ¢e vjerojatnije ostvariti upis Zeljenog fakulteta ako ne budu iskreni prilikom
rangiranja fakulteta te su poceli kalkulirati pri sastavljanju svojih rang-lista preferencija.

Jos jedna nezgodna ideja za kandidate, osmiSljena od strane fakulteta, su liste cekanja.
Pomocu njih fakulteti informiraju zainteresirane kandidate, koje trenutno nisu primili, da
postoji Sansa dobivanja ponude za upis, u slucaju da viSe rangirani kandidati odustanu od
upisa. Ovo prividno rjeSenje uzrokuje nove nezgodne situacije. Primjerice, kandidat moze
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dobiti ponudu za upis od fakulteta koji je niZe rangirao, a istovremeno se nalaziti na listi
¢ekanja njemu prioritetnijeg fakulteta. Tada kandidat treba birati izmedu dvije opcije: pri-
hvatiti ponudenu loSiju ponudu - te time osigurati upis - ili ¢ekati nadajuci se ponudi za
upis od prioritetnijeg fakulteta - i pritom riskirati da ne bude upisan ni na jedan fakultet.

Ovakva provedba upisa uzrokovala je nezadovoljstvo upisanih kandidata i fakulteta, ali
im je i omogudila da pokuSaju poboljsati svoj rezultat - naustrb drugih sudionika. Sljedeci
primjer pokazuje neucinkovitost ovakvog procesa upisa i njegove posljedice.

Primjer 1.1.1. ZavrSetkom procesa upisa, kandidat & upisao je fakultet A, a kandidat 8
upisao je fakultet B. Rang-liste preferencija kandidata « i fakulteta B ukazuju na mogucnost
povoljnijeg upisa za oba Clana: kandidat a rangirao je fakultet B viSe od fakulteta A na
svojoj rang-listi preferencija, a fakultet B bi radije upisao kandidata @ nego kandidata 5. U
ovoj situaciji, kandidat « i fakultet B spremni su raskinuti dogovor s dodijeljenom stranom,
fakultetom A i kandidatom g, te ih pritom niSta ne sputava. Dakle, kandidat « ¢e poslati
zamolbu za upis fakultetu B, fakultet B ¢e odgovoriti potvrdno i pritom ispisati nekog
kandidata y kojeg je rangirao niZe od kandidata @ na svojoj rang-listi preferencija. Nakon
prihvadene zamolbe za upis, kandidat a ¢e se ispisati s fakulteta A. Tako e nastati novi
upis: kandidat « ¢e upisati fakultet B. Taj novi upis ¢e uzrokovati dva ispisa kojima ce
fakultet A ostati bez jednog studenta, a kandidat 8 nece biti upisan ni na jedan fakultet.

Opisani dogadaj uzrokuje domino efekt: kandidat 8 Salje zamolbe za upis ostalim fa-
kultetima sa svoje rang-liste preferencija, a fakultet A Zeli popuniti ispraZznjeno mjesto 1
Salje ponude za upis neupisanim kandidatima sa svoje rang-liste preferencija. Razvrga-
vaju se prethodno postignuti upisi i dolazi do novih. Bududi da se novi upis iz primjera
nepovoljno odrazava na jednog kandidata i jedan fakultet, te se svi ostali novi upisi uzroko-
vani njime nepovoljno odrazavaju na jednog kandidata ili jedan fakultet, mnogi kandidati i
fakulteti mogu dospjeti u ovaj zacarani krug.

Novi upis takoder moZe postati novi ispis - kandidat i dalje mozZe slati molbe za upis
drugim fakultetima, kao i fakultet ponude drugim kandidatima. Zbog svega spomenutog,
tesko je procijeniti kada ¢e novonastali proces upisa i ispisa zavrsiti.

Gale 1 Shapley dokazali su da je moguce izvrsiti upis na fakultete izbjegavanjem opi-
sanih situacija tako da rezultatom budu zadovoljni i kandidati, i fakulteti. Zadovoljnim
kandidatom, ili pak fakultetom, smatra se onaj koji nee odustati od dogovorenog upisa da
bi postigao povoljniji.

Sljedeci primjer suprotan je prethodnom primjeru, a opisuje rezultat upisa na fakultete
koji se Zeli posti¢i zavrSetkom procesa upisa.
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Primjer 1.1.2. ZavrSetkom procesa upisa, kandidat @ upisao je fakultet A, a kandidat 8
upisao je fakultet B. Kandidat « rangirao je fakultet B viSe of fakulteta A na svojoj rang-listi
preferencija pa Salje zamolbu za upis fakultetu B. Fakultet B nakon zaprimljene zamolbe
usporeduje kandidata « s upisanim kandidatima. Sve upisane kandidate rangirao je vise od
kandidata « na svojoj rang-listi preferencija zbog cega odbija zamolbu kandidata a. Dakle,
iz vlastitog interesa fakultet B nece narusSiti postignute dogovore.

Prethodni primjer mogao je opisivati situaciju u kojoj fakultet B Salje ponudu za upis
kandidatu « jer je kandidat @ na njegovoj rang-listi preferencija rangiran viSe od nekog
upisanog kandidata y. Kandidat @ razmatra ponudu fakulteta B, ali ju odbija jer je upisani
fakultet rangirao viSe od fakulteta B na svojoj rang-listi preferencija. Drugim rijeCima, opet
interes sudionika, ovaj put kandidata, $titi postignute dogovore od naruSavanja.

Sada se moZe preformulirati pitanje koje su postavili Gale i Shapley, a koje je spome-
nuto na pocetku poglavlja; ako su zadane rang-liste preferencija kandidata i fakulteta, je li
moguce upisati kandidate na fakultete, tako da za svakog kandidata « 1 za svaki fakultet B
koji kandidat « nije upisao, vrijedi barem jedna od sljedeée dvije tvrdnje:

— Fakultet B rangirao je svakog upisanog kandidata viSe od kandidata « na svojoj rang-
listi preferencija.

— Kandidat « rangirao je upisani fakultet viSe od fakulteta B na svojoj rang-listi prefe-
rencija.

Kada se postigne navedeno, rezultat upisa na fakultet bit e stabilan jer ¢e interes sudionika
jamciti da nece doci do raskida postignutih dogovora o upisima. Tada ¢e se mo¢i reéi da
je problem sparivanja zadan skupinama kandidata i fakulteta, i pripadnim rang-listama
preferencija, uspjesno rijeSen odnosno da je za njega pronadeno stabilno sparivanje.

1.2 National Resident Matching Program

National Resident Matching Program, u daljnjem tekstu NRMP, je postupak primanja di-
plomiranih studenata medicine na natjecaje staZiranja u bolnicama. NRMP nastao je 1950-
ih kao odgovor na nepravedne situacije u kojima bi se nasli studenti medicine i bolnice
tijekom, ali i nakon provedbe primanja stazista.

Poteskoce su nastale jer je broj diplomiranih studenata medicine bio manji od broja
mjesta za staziranja pa su bolnice, Zeleci se osigurati, objavljivale natjeCaje za staZiranja
nekoliko godina prije no Sto su studenti diplomirali. To je uzrokovalo da studenti, iz straha
da ne ostanu bez ikakvog staZiranja, prihvate staziranje ranije nego Sto su odlucili u kojem
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se podrucju Zele usavrSavati. Dogadalo se da mnogi studenti, bilo zbog pronalaska dru-
gog staziranja ili pak razoCaranja, odustanu od dogovorenog staZiranja. Nakon njihovog
odustajanja, bolnice Cesto nisu uspijevale na¢i novog stazista za prazno mjesto.

Navedene probleme NRMP uspjesno je rijesio koriste¢i Boston Pool algoritam.

Pojava dodatnih zahtjeva, nastala porastom broja studentica, zahtijevala je redizajn al-
goritma. Naime, postalo je uobi¢ajeno da par studenata Zeli staZirati u istoj regiji. Pritisak
su stvarale i opravdane kritike da NRMP favorizira neke bolnice. Godine 1998. algoritam
su redizajnirali Alvin E. Roth i Elliott Peranson, tako da zadovolji kompleksnije zahtjeve
studenta, ali 1 da bude otporan na manipulacije - kako studenata, tako i bolnica.

1.3 Generalizacija - problem stabilnih brakova

Iz prethodnih potpoglavlja vidljiva je prirodna motivacija za stabilnim sparivanjem, kao
1 mogucnost razliitih interpretacija skupina i ¢lanova kojima se zadaje problem stabil-
nog sparivanja. Ovisno o kontekstu problema, skupine ne moraju sadrzavati jednak broj
Clanova, iz ¢ega odmah slijedi da neki ¢lanovi jedne skupine nece dobiti svoj par iz druge
skupine. Zanimljivo je koliko odluka jednog ¢lana, bila ona prihvacanje ili odbijanje dobi-
vene ponude, moze utjecati na velik broj drugih ¢lanova obiju skupina.

Iako su problem stabilnog sparivanja isprva promatrali kroz primjere upisa na fakultet
1 raspodjele radnika po poslovima, Gale i Shapley su algoritam i matematicku pozadinu
prilagodili takozvanom problemu stabilnih brakova.

Problem stabilnih brakova osnovna je verzija problema stabilnog sparivanja. Zadaje
se disjunktnim skupinama koje se sastoje od istog broja ¢lanova, a svakom clanu po-
jedine skupine pridruZena je rang-lista preferencija svih ¢lanova druge skupine. Rang-
listom preferencija svaki ¢lan jednoznacno odreduje koji je €lan iz druge skupine njemu
prvi najpoZeljniji za sparivanje, koji je ¢lan iz druge skupine njemu drugi najpozeljniji za
sparivanje, 1 tako redom do kraja. ToCnije, ne postoje nepoZeljni ¢lanovi - ¢lanovi s ko-
jima se nikako ne Zeli biti u paru, ¢ak i pod cijenu nesparivanja. Zatim, nije dopusSteno
da dva Clana, ili viSe njih, iz druge skupine budu jednako poZeljni za sparivanje. Zahtjevi
¢lanova, odnosno kriteriji koje ¢lanovi koriste prilikom rangiranja ¢lanova druge skupine,
nisu relevantni u ovoj verziji problema stabilnog sparivanja.



Poglavlje 2

Vrste sparivanja

U poglavlju su definirani osnovni pojmovi problema stabilnog sparivanja zadanog dvama
skupovima istog kardinaliteta n: skupom muskaraca M i1 skupom Zena W. Za elemente
skupa M koristit e se oznake: m, m’, m”, m;; za elemente skupa W: w, w’, w”, w;. U ovom
poglavlju, prvi zadani skup je skup muskaraca M. Vaznost redoslijeda zadavanja skupova
1 slucaj u kojem je skup Zena W prvi zadani skup bit e objaSnjeni u treCem poglavlju.

2.1 SavrSeno sparivanje

Neka su M = {my,...,m,} skup od n musSkaracai W = {wy,...,w,} skup od n Zena, takvi
da vrijedi M N W = @. Neka je M x W skup svih mogucih uredenih parova oblika (m, w),
odnosno neka je M X W = {(m,w) : me M,w € W}.

Definicija 2.1.1. Sparivanje S je skup uredenih parova iz M X W, sa svojstvom da se svaki
muskarac iz M i svaka Zena iz W nalaze u najvise jednom uredenom paru skupa S .

Definicija 2.1.2. SavrSeno sparivanje S’ je sparivanje sa svojstvom da se svaki muskarac
iz M i svaka Zena iz W nalaze u tocno jednom uredenom paru sparivanja S'.

Primjer 2.1.3. Neka su M = {m,, m,, m3, my} skup muskaracai W = {wy, w,, wz, wy} skup
Zena. Neka su skupovi §; i S, zadani na sljedeéi nacin:

S] = {(mbWZ)’ (m1,W4), (mg,W3)}, (21)
Sz = {(my, wr), (mg, w)}, (2.2)

Skup S; nije sparivanje jer se muSkarac m; nalazi u dva uredena para skupa S;. Skup S je
sparivanje, ali nije savrSeno sparivanje jer se muskarci my, ms i Zene wj, wy ne nalaze ni u
jednom uredenom paru sparivanja S,.
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Primjer 2.1.4. Neka su M = {m;, m,, m3,my} skup muSkaracai W = {wy, wy, w3, wy} skup
Zena. Neka su skupovi S; i S, zadani na sljedeéi naCin:

S3 = {(my, wa), (ma, wa), (M3, w3), (M4, wy)}, (2.3)

Sy = {(my, wy), (ma, wy), (m3, wy), (Mg, w3)}. (2.4)

Skup S; je savrSeno sparivanje. Skup S, nije savrSeno sparivanje. StoviSe, skup Sy nije
sparivanje jer se Zena wy nalazi u dva uredena para skupa S,.

2.2 Stabilno sparivanje

Svakom muskarcu m € M, i svakoj Zeni w € W, pridruZena je rang-lista preferencija svih
Zena, odnosno muskaraca. Iduce dvije analogne definicije objaSnjavaju znacenje preferira-
nja, odnosno rangiranja na rang-listi preferencija.

Definicija 2.2.1. KaZe se da muskarac m € M preferira Zenu w € W vise od Zene w' € W,
ako je Zena w rangirana vise od Zene w' na njegovoj rang-listi preferencija.

Definicija 2.2.2. KaZe se da Zena w € W preferira muskarca m € M vise od muskarca
m’ € M, ako je muskarac m rangiran vise od muskarca m’ na njenoj rang-listi preferencija.

Rang-liste preferencija prakti¢no je prikazati matriéno, dvjema matricama preferencija.
Matrica preferencija u i—tom retku sadrzava rang-listu preferencija muskarca m;, odnosno
rang-listu preferencija Zene w;.

Primjer 2.2.3. Neka su M = {m;, m,, m3} skup muskaracai W = {w, w,, w3} skup Zena.
Matrice preferencija muskaraca m; 1 Zena w; zadane su na sljedeci nacin:

my : Wy Wiz Wi wip . ny mp; ms
m . w3 w; Wy |, Wy: m, mz; my |. (2.5)
ms : w3 Wy Wp w3 @ m; ms mp

Rang-lista preferencija muskarca mj je: ws, w,, wy, Sto znaci da je za muskarca m; Zena wj
prva najpoZzeljnija za sparivanje, Zena w, druga najpoZeljnija za sparivanje, a Zena w; treca
najpoZeljnija za sparivanje.

Napomena 2.2.4. Za uredeni par (m,w) nekog sparivanja S, kaZe se da je muskarac m
partner Zene w u tom sparivanju. Analogno, kaZe se da je Zena w partnerica muskarca m
u sparivanju S .

Iduca definicija opisuje situaciju koja se nastoji izbjeci u savrSenom sparivanju.
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Definicija 2.2.5. Neka je zadano savrseno sparivanje S. Neka su (m,w),(m’,w’) € S sa
svojstvom da muSkarac m preferira Zenu w’ vise od svoje partnerice w i da Zena w’ preferira
muskarca m vise od svog partnera m’. Tada se kazZe da je (m,w") nestabilnost u S .

Uredeni par (m, w’) iz prethodne definicije nije uredeni par sparivanja S, ali 1 muSkarac m 1
zena w’ preferiraju jedno drugo viSe od svojih partnera u sparivanju S . Cilj je da sparivanje
ne sadrzi nestabilnosti, odnosno da bude stabilno.

Definicija 2.2.6. Za sparivanje S kaZe se da je stabilno ako su ispunjena dva uvjeta:
e § je savrSeno sparivanje.
e S ne sadriava nestabilnosti.

Definicija 2.2.7. Za sparivanje S kaZe se da je nestabilno, ako nije stabilno.

Primjer 2.2.8. Neka je M = {m;, m,, m3,my} skup muskaracai W = {wy, w,, ws, wy} skup
Zena te neka su matrice preferencija muskaraca m; 1 Zena w; zadane na sljedeci nacin:

my Wiy W3z Wy Wy wip nmy my msz my

my . w3 Wq4 W1 W) 1% my ms niy mp (2 6)

ms Wwqg Wy W3 Wj ’ %I m; mygy mp; ms ' )

my . Wqg Wo Wi W3 Wy . my mp mp mj

Neka su sparivanja Ss, S 1 S7 zadana na sljedeci nacin:

Ss = {(my, wy), (ma, w3), (M3, wr), (M4, wy)}, (2.7)
S = {(m, w3), (my, wy), (M3, wa), (Mg, W)}, (2.8)
S7 = {(m1, w3), (ma, wy), (m3, w2), (ms, wa)}. (2.9)

Sparivanje Ss je stabilno. Doista, svaki muSkarac m € M 1 svaka Zena w € W nalaze se
u to¢no jednom uredenom paru sparivanja Ss iz Cega slijedi da je sparivanje Ss savrSeno
sparivanje. Nadalje, S5 ne sadrZava nestabilnosti. Iz ovih dviju tvrdnji, po definiciji [2.2.6]
slijedi da je sparivanje Ss stabilno. Navedeno vrijedi i za sparivanje S;.

Sparivanje Ss je nestabilno. Sparivanje Ss zadovoljava prvi uvjet stabilnosti: Ss je
savrSeno sparivanje. Drugi uvjet stabilnosti nije ispunjen. Analizom prvog uredenog para
(my,ws) € Sg zakljuCuje se da muskarac m; preferira Zenu w; viSe od svoje partnerice ws,
ali Zena w; ne preferira muskarca m; viSe od svog partnera m,. Nadalje, muskarac m; ne
preferira Zene w, 1 wy viSe od svoje partnerice ws pa muskarac m; nece biti u nestabilnosti.
Istim postupkom zakljucuje se da muSkarac ms 1 Zene wy, w,, ws nece biti u nestabilnosti.
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Nakon analize uredenih parova sparivanja S uoCavaju se dvije nestabilnosti: (m;, wy)
1 (mg4, wy). Muskarac m, preferira Zenu w, visSe od svoje partnerice wy, a Zena wy preferira
muskarca m, viSe od svog partnera m;. Takoder, Zena w, preferira muskarca my vise od
svog partnera mj. Dakle, sparivanje S je nestabilno.

2.3 Optimalno sparivanje

U prethodnom primjeru za dane skupove M i W definirana su dva stabilna sparivanja.
Buduc¢i da pojedini muskarac, odnosno pojedina Zena, u razliitim stabilnim sparivanjima
ima razlicite partnerice, odnosno partnere, postavlja se pitanje u kakvom su odnosu sva
stabilna sparivanja za zadana dva skupa i pripadne rang-liste preferencija.

Partnerica muskarca m, iz prethodnog primjera u stabilnom sparivanju Ss je Zena ws,
a u stabilnom sparivanju S; Zena wy. Muskarac m, preferira Zenu wj vise od Zene wy, Sto
znacli da je stabilno sparivanje Ss povoljnije za njega. MozZe se reci da je muSkarac m, u
stabilnom sparivanju Ss viSe profitirao.

Partner Zene w; iz prethodnog primjera u stabilnom sparivanju Ss je muskarac m,, a u
stabilnom sparivanju S; muskarac m;. Zena w; preferira muskarca m; viSe od muskarca
my, $to znaci da je stabilno sparivanje S; povoljnije za nju.

Zbog navedenog ni jedno od ovih stabilnih sparivanja nije moguce izdvojiti kao ’bolje”.

Ipak, stabilna sparivanja ne usporeduju se odredivanjem koje je od dva stabilna spariva-
nja “’bolje” nego se utvrduje postoji li medu svim stabilnim sparivanjima jedno stabilno
sparivanje koje je ujedno i optimalno. To je stabilno sparivanje S takvo da svi muskarci i
sve Zene u svim drugim stabilnim sparivanjima “’produ loSije” ili ”jednako dobro” kaou S .

Definicija 2.3.1. Za stabilno sparivanje S kaZe se da je optimalno ako za svaki uredeni
par (m,w) € S vrijedi:

o U svakom drugom stabilnom sparivanju S’, za uredeni par (m,w’) € S’ vrijedi jedna
od dvije tvrdnje:

— muskarac m preferira Zenu w vise od Zene w’,

— Zenaw' je Zena w.

o U svakom drugom stabilnom sparivanju S’, za uredeni par (m’,w) € S’ vrijedi jedna
od dvije tvrdnje:

— Zena w preferira muskarca m vise od muskarca n’,

— muskarac m’ je muskarac m.
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Za zadani problem stabilnog sparivanja, optimalno sparivanje ne mora postojati, no ako
postoji, onda je ono jedinstveno.

Teorem 2.3.2. Optimalno sparivanje je jedinstveno.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka su S 1.$” optimalna sparivanja. Buduc¢i da su S 18’ razli¢ita
sparivanja, partnerica nekog musSkarca m u sparivanju S je Zena w, a u sparivanju S’ je
Zena w', w # w’. MuSkarac m ne moZe jednako preferirati Zene w i w’. Bez smanjenja
opCenitosti, neka muskarac m preferira Zenu w viSe od Zene w’. Dakle, sparivanje S nije
optimalno Sto je kontradikcija s pretpostavkom da su S 1 $” optimalna sparivanja. Dakle,
optimalno sparivanje je jedinstveno. O

Napomena 2.3.3. Optimalno sparivanje sigurno postoji u slucaju kada je svaki muskarac
m prvi najpoZeljniji za sparivanje Zeni w koja je njemu prva najpoZeljnija za sparivanje.

Kada za problem stabilnog sparivanja ne vrijedi prethodna napomena, postojanje op-
timalnog sparivanja utvrduje se usporedbom svih stabilnih sparivanja tako da se za svako
stabilno sparivanje odreduje koliko je povoljno za sve muskarce i1 sve Zene. U sljedeCem
primjeru razmatra se problem stabilnog sparivanja iz primjera matrice preferencija
navode se ponovno radi preglednosti.

Primjer 2.3.4. Neka je problem stabilnog sparivanja zadan sljede¢im matricama preferen-
cija:

nmy . Wy Wiz Wi wq . ny mp ms
my . w3 WwWp Wr |, wy . mp; ms mp |. (210)
ms w3 Wy Wp w3 @ m; ms mp
Budu¢i da je |[M| = |W| = 3, slijedi da je ukupan broj savrSenih sparivanja za zadani
problem sparivanja jednak 3! = 6. Za svako od Sest savrSenih sparivanja potrebno je

utvrditi je li stabilno, sli¢no kao u primjeru PokazZe se da su dva savrSena sparivanja
ujedno i stabilneﬂ

S3 = {(ml’w2)9 (m29wl)’ (WL3,W3)}, (211)
Ss = {(my, w3), (ma, wy), (m3, wr)}, (2.12)

Promatranjem navedenih stabilnih sparivanja iz perspektive muskaraca i1 Zena, zakljuCuje
se sljedeCe: za muSkarce m; 1 m3 povoljnije je sparivanje S;, za Zene w, 1 ws povoljnije
je sparivanje Ss, dok su za musSkarca m; 1 Zenu w; sparivanja S; 1 S5 jednako povoljna.
Dakle, definicija[2.3.1]ne vrijedi ni za S; ni za S5 Sto znaci da za zadani problem ne postoji
optimalno sparivanje.

'Ovisno o tehnici popisivanja savrienih sparivanja, oznake stabilnih sparivanja mogu varirati od nave-
denih, ali ukupan broj stabilnih sparivanja je svakako dva. SavrSena sparivanja i pripadne nestabilnosti:
S1, (my, w3); Sz, (my, w3) 1 (m3, w3); Sy, (3, w2), i (m3, w3); Se, (ma, wr).



Poglavlje 3

Gale-Shapleyjev algoritam

Kontekst ostaje isti kao u prethodnom poglavlju: problem stabilnog sparivanja zadan je
skupom muskaraca M i skupom Zena W, |[M| = |W| = n te je svakom musSkarcu i svakoj
Zeni pridruZena rang-lista preferencija.

Potrebno je odgovoriti na dva konkretna pitanja:
— Postoji li stabilno sparivanje za svaki problem stabilnog sparivanja?

— Ako postoji stabilno sparivanje, je 1i ga moguce efektivno konstruirati uzimajuci
pritom u obzir rang-liste preferencija?

U navedenim pitanjima naglasak je na rang-listama preferencija jer je cilj da konstruirano
stabilno sparivanje posStuje rang-liste preferencija Sto je viSe moguée. Drugim rije€ima,
idealno stabilno sparivanje bilo bi optimalno sparivanje. U nastavku Ce biti opisano kako
je rezultat Gale-Shapleyjevog algoritma stabilno sparivanje, koje je optimalno samo za prvi
zadani skup, odnosno za skup M. Treba primijetiti da je u tom slucaju ispunjen samo prvi
dio definicije[2.3.1] zbog Cega se ne moZe reci da je dobiveno stabilno sparivanje optimalno:
za takvo stabilno sparivanje kaze se da je optimalno za mufkarceﬂ ili da je optimalno za
prvi skup.

Potvrdni odgovori na oba postavljena pitanja dani su konstruktivnim dokazom: Gale-
Shapleyjevim algoritmom. Buduci da se radi o algoritmu, njegova korektnost argumen-
tirana je 1 dokazana pripadnom matematickom analizom. U nastavku rada umjesto punog
naziva Gale-Shapleyjev algoritam koristit ¢e se skracenica G-S algoritamE]

U stranoj literaturi koristi se termin men-optimal, odnosno women-optimal ako je skup W prvi zadani
skup.
ZPreuzeto iz [5].

12
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3.1 Egzistencija stabilnog sparivanja

U ovom potpoglavlju dokazano je najvaznije svojstvo G-S algoritma: egzistencija stabil-
nog sparivanja za svaki problem stabilnog sparivanja.

Prije navodenja pseudokoda, potrebno je uvesti neformalne termine koji se pojavljuju u
G-S algoritmu ili omogucavaju jednostavnije opisivanje problema stabilnog sparivanja u
zadanom kontekstu.

Za musSkarca m i Zenu w koji ¢ine uredeni par (m,w) nekog sparivanja S kaze se da
su zaruceni ili da Cine zaruceni par. Za muskarce 1 Zene koji nisu zaruceni kaze se da
su slobodni. Slobodan muskarac m moze prositi Zenu w, bez obzira na to je li Zena w
slobodna ili zarucena, a Zena w odgovara na prosidbu muskarca m tako Sto ju prihvaca
ili odbija, ovisno o pridruzenoj rang-listi preferencija. Muskarac m koji prosi Zenu w je
prosac Zene w. Slijedi pseudokod G-S algoritma.

Algorithm 1: Gale-Shapleyjev algoritam - pseudokod

inicijalizacija: svi muskarci m € M i sve Zene w € W su slobodni;
while postoji muskarac m koji je slobodan i koji nije zaprosio svaku Zenu do
izaberi takvog muskarca m;
neka je w najviSe rangirana Zena na rang-listi preferencija muskarca m koju m
dosad nije zaprosio;
if Zena w je slobodna then
‘ muskarac m 1 Zena w postaju zaruceni;
else
neka je m’ muSkarac s kojim je trenutno zarucena zZena w;
if Zena w preferira svog partnera m’ vise od muskarca m then
‘ muskarac m ostaje slobodan;
else
muskarac m 1 Zena w postaju zarucenti;
muskarac m’ postaje slobodan;
end
end
end
return skup S uredenih parova muskaraca i Zena

Korisno je istaknuti sljedece:

— Inicijalno su svi muskarci m 1 sve Zene w slobodni, u skladu s definiranjem problema
stabilnog sparivanja.
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— Svaka Zena w uvijek prihvaca prvu prosidbu, bez obzira na rangiranje prvog prosca m
na njenoj rang-listi preferencija. Razlog za bezuvjetno prihvacanje prve prosidbe je
sljedeci: postoji mogucnost da Zena w sve sljedece prosce preferira manje od prvog
prosca m. Tako bi Zena w odbijanjem prvog prosca m kasnije prihvatila prosidbu
nekog muskarca m’ kojeg preferira manje od prvog prosca m. Buduéi da je Zena w
imala priliku zaruciti se s muskarcem m, svojim prvim proscem, takva bi odluka za
Zenu w bila besmislena. Dodatno, Zena w ¢e svakako prihvatiti potencijalnu prosidbu
muskarca m” kojeg preferira viSe od prvog prosca m. Dakle, u interesu svake Zene w
je da prihvati prvu prosidbu, bez obzira na rangiranje prvog prosca m.

— Ako je muskarac m zaruCen s nekom Zenom w, on ne prosi nijednu drugu Zenu w’
jer preferira svoju partnericu w viSe od ostalih Zena koje nije zaprosio. Nadalje,
ako je muskarac m postao zarucen tijekom neke iteracije petlje, u nekoj od sljedecih
iteracija petlje moZe ponovno postati slobodan.

— Odabir slobodnog muskarca m koji ¢e prositi neku Zenu w koju jos nije zaprosio je
proizvoljan u svakoj iteraciji petlje.

I3¢itavanjem pseudokoda G-S algoritma [[I]], lako je uociti da rezultat S zbilja jest neko
sparivanje - Sto ¢e radi cjelovitosti biti formalno iskazano i dokazano u iducoj lemi. Ipak,
nije oCito da je dobiveno sparivanje S stabilno, kao ni da je optimalno za muskarce.

Lema 3.1.1. Rezultat G-S algoritma je sparivanje.

Dokaz. Neka je skup S rezultat G-S algoritma, odnosno neka je S skup svih zarucenih
parova tijekom i nakon izvrSavanja G-S algoritma. Iz pseudokoda G-S algoritma slijede
dvije tvrdnje: svaki muSkarac m tijekom izvrSavanja svakog koraka G-S algoritma moze
biti zarucen s najviSe jednom Zenom w’; svaka Zena w, jednom zarucena, bez obzira na
broj raskinutih zaruka, ima to¢no jednog partnera m’ u svakom trenutku izvrSavanja G-S
algoritma. Dakle, tvrdnja leme vrijedi po definiciji [2.1.1] ]

Napomena 3.1.2. Skup S zarucenih parova je sparivanje u svakom trenutku izvrsavanja
G-S algoritma.

Svaki muskarac m prosi Zene redoslijedom koji ovisi o rang-listi preferencija koja mu je
pridruZzena. Muskarac m prvo prosi prvu najpozeljniju Zenu w za sparivanje, a zatim po-
tencijalno prosi drugu najpozeljniju Zenu w’ za sparivanje i tako redom, a svaku Zenu moze
zaprositi najviSe jednom tijekom svakog izvrSavanja G-S algoritma.

Svaka Zena w prihvaca ili odbija prosidbu muskarca m ovisno o rang-listi preferencija
koja joj je pridruZena, s iznimkom za prvu prosidbu. Iduce dvije leme opisuju razlike
izmedu muskaraca i Zena tijekom izvrSavanja G-S algoritma, a navedene su se bez dokaza
jer su ocite iz pseudokoda G-S algoritma 1 nacina zadavanja problema stabilnog sparivanja.
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Lema 3.1.3. Muskarac m moZe alternirati izmedu stanja slobodan i zarucen. Svakom
iduc¢om prihvacenom prosidbom, muskarac m postaje zarucen sa Zenom w' koju preferira
manje od Zene w koju je prethodno zaprosio.

Lema 3.1.4. Zena w ostaje zarucena od trenutka prve prosidbe. Prihvacanjem svake iduce
prosidbe, Zena w postaje zarucena s muskarcem m’ kojeg preferira vise od prethodnog
prosca m.

Sljedeca lema potrebna je za dokazivanje da je rezultat G-S algoritma savrSeno sparivanje,
Sto je jedan od nuzna dva uvjeta za stabilno sparivanje, po definiciji [2.2.6]

Lema 3.1.5. Neka tijekom izvrSavanja G-S algoritma postoji slobodan muskarac m. Tada
postoji Zena w koju musSkarac m nije zaprosio.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka u nekom trenutku izvrSavanja G-S algoritma postoji slobo-
dan muskarac m koji je zaprosio sve Zene. MuSkarac m nije mogao biti prvi prosac svakoj
Zeni, ali ako je zaprosio svaku Zenu, tada je svaka Zena u nekom trenutku, zaklju¢no s
pretpostavljenim, primila prvu prosidbu. Po lemi [3.1.4] svaka Zena w ostaje zarucena od
trenutka prve prosidbe iz Cega slijedi da u pretpostavljenom trenutku postoji n zarucenih
parova u skupu S. Bududi da je muSkarac m slobodan, vrijedi |M\{m}| = n — 1, Sto je
kontradikcija s tvrdnjom da je |S| = n. Dakle, tvrdnja leme je dokazana. m|

Napomena 3.1.6. U prethodnoj lemi tvrdnja ne glasi: postoji Zena koju muskarac m jos
nije zaprosio, jer nije nuzno da neki, ili pak svi, muskarci zaprose sve Zene kako bi se dobilo
stabilno sparivanje.

Teorem 3.1.7. Rezultat G-S algoritma je savrseno sparivanje.

Dokaz. Neka je skup S rezultat G-S algoritma. Po lemi|3.1.1] skup S je sparivanje. Slijedi
dokaz da je sparivanje S savrseno.

Kontradikcijom, za dva sluaja. Neka je sparivanje S rezultat G-S algoritma koje nije
savrSeno. Bududi da je skup S sparivanje, nije moguée da neki muskarac m istovre-
meno bude zarucen s viSe zena, kao ni da neka Zena w istovremeno bude zarucena s vise
muskaraca. Preostaje ispitati slu¢aj kada postoje neki muskarci, odnosno Zene, koji su slo-
bodni. Kako za muSkarce 1 Zene ne vrijede ista pravila tijekom izvodenja G-S algoritma,
radi se o dva razlicita slucaja te e za svaki slucaj biti dokazano da tvrdnja vrijedi.

Za prvi slucaj: neka S nije savrSeno sparivanje takvo da postoji barem jedan musSkarac
m koji se ne nalazi ni u jednom uredenom paru sparivanja S, odnosno koji je na kraju
izvrSavanja G-S algoritma slobodan. Buduci da je G-S algoritam izvrSen, slijedi da je
muskarac m zaprosio sve Zene - inace izvrSavanje G-S algoritma ne bi bilo zavrseno, zbog
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uvjeta petlje while. Ipak, po lemi postoji Zena w koju slobodan muskarac m nije za-
prosio, $to je kontradikcija s pretpostavkom o zavrSetku izvrSavanja G-S algoritma. Dakle,
S je savrSeno sparivanje.

Za drugi slucaj: neka S nije savrSeno sparivanje takvo da postoji barem jedna Zena w koja
se ne nalazi ni u jednom uredenom paru sparivanja S, odnosno koja je na kraju izvodenja G-
S algoritma slobodna. Buduc¢i da je G-S algoritam izvrSen, po uvjetu petlje while slijedi da
ne postoji slobodan muskarac koji je zaprosio sve Zene. Kako je Zena w slobodna, po lemi
3.1.4 slijedi da Zena w nije primila prvu prosidbu. Budu¢i da je S sparivanje i vrijedi |M| =
|W|, mora postojati barem jedan slobodan muskarac m koji nije ni u jednom uredenom
paru sparivanja S. Kako je m slobodan, a Zena w nije primila prvu prosidbu, uvjet petlje
while je ispunjen pa G-S algoritam sigurno nije izvrSen do kraja, Sto je kontradikcija s
pretpostavkom o zavrSetku izvrSavanja G-S algoritma. Dakle, S je savrSeno sparivanje. O

Napomena 3.1.8. Kako se prilikom svake iteracije petlje slobodan muskarac odabire pro-
izvoljno, G-S algoritam ce se razliCito izvrSavati za isti ulaz.E] Zbog toga se u daljnjoj
analizi u obzir uzima izvrsavanje G-S algoritma, a ne sam G-S algoritam. Iz tog razloga,
sljedeci teorem ne glasi: Rezultat G-S algoritma je stabilno sparivanje.

Iduéim teoremom dokazano je najvaznije svojstvo G-S algoritma.

Teorem 3.1.9. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma je stabilno sparivanje.

Dokaz. Neka je skup S rezultat G-S algoritma. Po definiciji treba pokazati da je
S savrSeno sparivanje i da ne sadrZi nestabilnosti. Kako iz teorema slijedi da je S
savrSeno sparivanje preostaje dokazati da S ne sadrZi nestabilnosti.

Kontradikcijom. Neka je savrSeno sparivanje S rezultat G-S algoritma i neka je (m, w)
nestabilnost u S. Tada postoje dva uredena para (m,w’), (m’,w) u S takvi da musSkarac m
preferira Zenu w viSe od svoje partnerice w’, a Zena w preferira muskarca m viSe od svog
partnera m’. Bududi da je S rezultat na kraju izvrSavanja G-S algoritma, zakljuCuje se da
je muskarac m zaprosio Zenu w’ posljednju. S obzirom na nestabilnost (m, w), postavlja se
pitanje: Je li muskarac m zaprosio Zenu w prije Zene w’? Ako je odgovor negativan, tada
muskarac m preferira svoju partnericu w’ viSe od Zene w, Sto je kontradikcija s pretpostav-
kom da je (m,w) nestabilnost u S. Ako je pak odgovor potvrdan, tada je Zena w odbila
prosidbu muskarca m u korist nekog muskarca m”. Buduci da je na kraju izvrSavanja G-S
algoritma Zena w zarucena s muskarcem m’, moguce su dvije opcije: prva je da vrijedi
m” = m’, a druga, po lemi[3.1.4] da Zena w preferira muskarca m’ vise od muskarca m”.
Oba slucaja vode do kontradikcije s pretpostavkom da Zena w preferira muskarca m viSe
od muskarca m’. Dakle, S je stabilno sparivanje ¢ime je dokazana tvrdnja teorema. O

3U stranoj literaturi koristi se termin neodreden (engl. under-specified).
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3.2 Optimalnost za prvi skup

Tijekom dokazivanja drugog vaznog svojstva G-S algoritma: rezultat svakog izvrSavanja
G-S algoritma je stabilno sparivanje optimalno za muSkarce, odgovorit ¢e se 1 na pitanje
koje se prirodno javlja iz napomene 1 teorema(3.1.9

— Je li rezultat svih izvrSavanja G-S algoritma uvijek isto stabilno sparivanje?

Bududi da se izvrSavanja G-S algoritma razlikuju za isti ulaz, za ocekivati je da Ce se razli-
kovati 1 dobiveni rezultati: odabir slobodnog muskarca m umjesto slobodnog muskarca m’
imat ¢e za posljedicu razlicite proSnje i odbijanje istih, a onda i razli¢ite zaruCene parove
tijekom razlicitih izvrSavanja G-S algoritma. U nastavku je objaSnjeno kako unatoc razli-
kama sva izvrSavanja G-S algoritma daju za rezultat isto stabilno sparivanje.

Jedan od poznatijih i jednostavnijih na¢ina za dokazivanje spomenutog je jedinstvena ka-
rakterizacija rezultata jednog izvrSavanja G-S algoritma, nakon ¢ega se dokazuje da su svi
rezultati dobiveni ostalim izvrSavanjima G-S algoritma jednaki karakteriziranom rezultatu.
Za karakterizaciju je potrebno uvesti nekoliko novih pojmova i skup S*.

Definicija 3.2.1. KaZe se da je Zena w valjana partnerica muskarca m ako postoji stabilno
sparivanje koje sadrZi uredeni par (m, w).

Definicija 3.2.2. KaZe se da je Zena w najbolja valjana partnerica muskarca m, ako je w
valjana partnerica muskarca m i ako nijedna Zena w' koju muskarac m preferira vise od
Zene w nije njegova valjana partnerica.

Skup S* definira se na sljedeci nacin: S* = {(m,b(m)) : m € M}, gdje je b(m) najbolja
valjana partnerica muskarca m. Iduci teorem povezuje rezultat G-S algoritma, stabilna
sparivanja i skup S*. Takoder, teoremom se razjasnjavaju tri znacajne tvrdnje:

— Prvo, skup S je stabilno sparivanje. S obzirom na nacin zadavanja skupa S* nije ocito
ni da je $* sparivanje. Kao opreku tvrdnji da je S* sparivanje, razumno je postaviti
pitanje: Zasto problem stabilnog sparivanja ne bi bio zadan tako da dva musSkarca m,
m’ imaju istu najbolju valjanu partnericu w?

— Drugo, rezultat svakog izvrSavanja G-S algoritma je takav da za svakog muskarca m
vrijedi da ne postoji neko drugo stabilno sparivanje u kojem bi muSkarac m mogao
biti zarucen sa Zenom w’ koju preferira viSe od svoje najbolje valjane partnerice w.

— Trece, redoslijed prosidbi tijekom izvrSavanja G-S algoritma ne utjece na konacan
rezultat, ¢cime se potvrdno odgovara na zadnje postavljeno pitanje: rezultat svih
izvrSavanja G-S algoritma je isto stabilno sparivanje.
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Teorem 3.2.3. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma je skup S*.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka je € neko izvrSavanje G-S algoritma takvo da njegov rezul-
tat nije skup S*. Tada je rezultat izvrSavanja & stabilno sparivanje S u kojem postoji barem
jedan muskarac m koji nije zaruCen sa svojom najboljom partnericom w. Tada je muskarac
m zaruCen sa Zenom w’, koja je njegova valjana partnerica po definiciji[3.2.1] Treba razmo-
triti prvi trenutak, u izvrSavanju &, u kojem je nekog muskarca m’ odbila njegova najbolja
valjana partnerica b(m’).

Neka je prosidbu muskarca m odbila Zena w”, takva da je ona prva njegova valjana partne-
rica koja je odbila njegovu prosidbu. Budu¢i da muSkarac m prosi Zene s obzirom na svoju
rang-listu preferencija, slijedi da je Zena w”’ najbolja valjana partnerica muskarca m, to jest
vrijedi: w” = b(m) = w.

Zena w odbila je prosidbu muskarca m iz jednog od sljedeéa dva razloga: ili je Zena w
bila zaru¢ena s muskarcem m’ kojeg preferira viSe od muskarca m, ili je Zena w prihvatila
prosidbu muskarca m te ga kasnije odbila u korist prosidbe muskarca m”. Irelevantno iz
kojeg od navedena dva razloga, u razmatranom trenutku tijekom izvrSavanja & Zena w je
odbila muskarca m 1 zarucena je s muSkarcem m’.

Kako je Zena w valjana partnerica muskarca m, po definiciji postoji stabilno spa-
rivanje S’ koje sadrzi zaruceni par (m,w); potrebno je odrediti partnericu muskarca m’ u
tom sparivanju. Neka je muskarac m’ u sparivanju §’ zarucen sa Zenom w’; vrijedi w’ # w
bududi da je (m,w) € §’. S obzirom na to da je u prethodno promatranom izvrSavanju G-
S algoritma, izvrSavanju &, prvo odbijanje nekog musSkarca m” od strane njegove valjane
partnerice b(m’’) bilo upravo odbijanje muskarca m od Zene w, znaci da do tog trenutka
muskarca m’ nije odbila nijedna njegova valjana partnerica. Kako je u tom trenutku m’
zarucen sa Zzenom w, slijedi da muSkarac m’ preferira Zenu w viSe od svoje konacne part-
nerice w’. 1z prethodnog dijela dokaza vrijedi da Zena w preferira muskarca m’ vise od
muskarca m. Dakle, nestabilnost (m’, w) € §’, §to je kontradikcija sa stabilnoséu sparivanja
S, Sto je kontradiktorno pocetnoj pretpostavci. Time je dokazana tvrdnja teorema. O

Napomena 3.2.4. U prethodnom dokazu, trenutci koji su od znacaja za muskarca m, a
koji su prethodili istaknutom trenutku izvrsavanja &, su trenutci u kojima su prosidbu
muskarca m prihvatile ili odbile Zene koje nisu njegove valjane partnerice, trenutak u kojem
Jje muskarac m zaprosio svoju najbolju valjanu partnericu b(m) te potencijalno trenutak u
kojem je b(m) prihvatila prosidbu muskarca m.

Napomena 3.2.5. Zakljucak iz prethodnog dokaza: w" = b(m) = w, vrijedi zbog sljedeceg.
Muskarac m prosi Zene s obzirom na svoju rang-listu preferencija. Najbolju valjanu part-
nericu zaprosit ¢e prije bilo koje druge valjane partnerice jer preferira svoju najbolju va-
ljanu partnericu b(m) vise od ostalih valjanih partnerica, po definiciji Dakle, prva
valjana partnerica koja odbija prosidbu muskarca m mora biti njegova najbolja valjana
partnerica b(m) jer je ona prva valjana partnerica koju ¢e musSkarac m zaprositi.
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Za skup Zena, to jest za drugi zadani skup problema stabilnog sparivanja, vrijedi sljedece
kada se radi o rezultatu G-S algoritma: nijedna Zena w ne moZe pro¢i gore u nekom drugom
stabilnom sparivanju no $to je prosla u stabilnom sparivanju S*. Odnosno, ne postoji neko
stabilno sparivanje u kojem bi Zena w bila zaruena s muskarcem m’ kojeg preferira manje
od muskarca m koji je njen partner u sparivanju S*. Sukladno tome, definiraju se sljedeca
dva pojma i dokazuje teorem.

Definicija 3.2.6. KaZe se da je muskarac m valjani partner Zene w ako postoji stabilno
sparivanje koje sadrZi uredeni par (m, w).

Definicija 3.2.7. KaZe se da je muskarac m najgori valjani partner Zene w, ako je m valjani
partner Zene w i ako nijedan muskarac m’ kojeg Zena w preferira manje od muskarca m
nije njen valjani partner.

Teorem 3.2.8. U stabilnom sparivanju S*, svaka Zena w je zarucena sa svojim najgorim
valjanim partnerom.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka je §* stabilno sparivanje takvo da za uredeni par (m, w) € S*
vrijedi da muskarac m nije najgori valjani partner Zene w. Tada po definicijama [3.2.6] i
3.2.7} postoji stabilno sparivanje S’ u kojem je Zena w zarucena s muSkarcem m’ kojeg
preferira manje od musSkarca m. MusSkarac m je u S’ zaruen s nekom Zenom w’ # w.
Kako je (m,w) € S*, Zena w je najbolja valjana partnerica muskarca m iz Cega slijedi da
muskarac m preferira Zenu w viSe od Zene w’, svoje partnerice u S’. Sada za stabilno
sparivanje S’ vrijedi: (m,w’), (m’,w) € §’ su takvi da muskarac m preferira Zenu w vise od
svoje partnerice w’ 1 Zena w preferira muskarca m viSe od svog partnera m’. Dakle, (m, w)
je nestabilnost u §” Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je S’ stabilno sparivanje. O

Napomena 3.2.9. U slucaju kada je problem stabilnog sparivanja definiran skupom Zena
W i skupom muskaraca M, odnosno u slucaju kada je prvi zadani skup skup Zena, a drugi
zadani skup skup muskaraca, za sve navedeno u poglavlju vrijedi obrnuta situacija te bi
rezultat G-S algoritma bilo stabilno sparivanje S;, optimalno za Zene.

Skup $* nije nuzno jedino stabilno sparivanje zadanog problema stabilnog sparivanja.
Ipak, S* jest jedino stabilno sparivanje koje ¢e G-S algoritam konstruirati prilikom sva-
kom izvrSavanja, prema teoremu [3.2.3] Slijedi primjer.

Primjer 3.2.10. Neka je problem stabilnog sparivanja zadan na sljedeéi nacin: skupom
muskaraca M = {m;,m,, ms}, skupom Zena W = {w;,w,, w3} 1 matricama preferencija
muskaraca m; i Zena w;:

mp : Wy WwWp Wz wip ny mp ms
my : w3 Wy Wy |, Wp: ms m; mp |. (3.1
ms : Wi Wy Wwj % mp; mp; msy
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Lako se uoci da je rezultat svakog izvrSavanja G-S algoritma stabilno sparivanje, optimalno
za skup M, §* = {(m, w), (my, w3), (m3, w)}.

Sukladno napomeni [3.2.9] kada bi prvi zadani skup problema stabilnog sparivanja, uz iste
matrice preferencija, bio skup Zena W, rezultat izvrSavanja G-S algoritma bilo bi stabilno
sparivanje optimalno za skup W, S; = {(w;, m), (w2, m3), (Wz, m;)}.

Ostala stabilna sparivanja za zadani problem stabilnog sparivanja - bez obzira na prvi za-
dani skup - po teoremu[2.3.2]nisu optimalna ni za muskarce ni za Zene. Jedno takvo stabilno
sparivanje je skup S = {(m, w;), (ma, ws), (m3,w,)}. Provjera da je S stabilno sparivanje
provodi se analogno kao u primjeru [2.2.§]

3.3 Vremenska slozenost

Prilikom odredivanja vremenske sloZenosti algoritma - vremena potrebnog za izvrSavanje
algoritma - u obzir se uzimaju veli¢ina ulaza i relevantne operacije. Citanjem pseudokoda
G-S algoritma [[I]], uoCavaju se tri potencijalno relevantne operacije: prosidba, prihvacanje
prosidbe s pripadnim posljedicama te odbijanje prosidbe s pripadnim posljedicama. Ope-
racija prosidbe u pseudokodu ukljucuje odabir slobodnog muskarca m te pronalazak Zene w
koju muskarac m nije zaprosio, a koju preferira viSe od svih ostalih Zena koje nije zaprosio.

Iz navedenih operacija slijedi da je, za odredivanje vremenske sloZenosti, potrebno tijekom
izvrSavanja G-S algoritma brojiti jednu od triju mjera: parove (m,w), gdje je m muskarac
koji je zaprosio Zenu w, zarucene parove (m’, w’) ili slobodne muskarce. Usporedbom nave-
denih mjera uocava se da je jedina moguca mjera napretkcﬂ par (m, w), gdje je m muskarac
koji je zaprosio Zenu w. Naime, to je jedina mjera koja tijekom izvrSavanja G-S algoritma
konstantno raste: svakom iteracijom petlje povecava se tocno za jedan.

Napomena 3.3.1. Za mjeru napretka par (m,w), gdje je m muskarac koji je zaprosio Zenu
w, nije vazno kako je Zena w odgovorila na prosidbu muskarca m.

G-S algoritam pronalazi stabilno sparivanje u vremenu O(n?), dakle izvr§ava se u polinom-
nom vremenu. Slijedi pripadni teorem.

Teorem 3.3.2. G-S algoritam zavrsava nakon najvise n* iteracija petlje while.

Dokaz. IzvrSavanje G-S algoritma ovisi o uvjetu petlje while. Operacija prosidbe izvrSava
se prilikom svake iteracije petlje while pri ¢emu se broj parova (m, w), gdje je m musSkarac
koji je zaprosio Zenu w, povecava za jedan. Za svaki zadani ulaz, broj muskaraca iznosi

“Pronalazak mjere napretka (engl. measure of progress) je strategija za odredivanje gornje granice
izvr§avanja algoritma.
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n, kao 1 broj Zena, iz ¢ega slijedi da moguci broj parova (m,w), gdje je m muskarac koji
je zaprosio Zenu w, iznosi najvise n? jer je moguce da tijekom izvr$avanja G-S algoritma
svaki od n muskaraca zaprosi svaku od n Zena najvise jednom. Kako je n* ujedno i najveéi
moguci broj iteracija petlje while, tvrdnja teorema je dokazana. O

Napomena 3.3.3. Za probleme stabilnog sparivanja zadane rang-listama preferencija tak-
vim da za svakog muskarca vrijedi da njegova prva najpoZeljnija Zena za sparivanje nije
prva najpoZeljnija Zena za sparivanje ni za jednog drugog muskarca, prilikom svakog
izvrSavanja G-S algoritma broj zarucenih parova strogo raste nakon svake iteracije. U
primjeru[3.2.10zadan je jedan takav problem stabilnog sparivanja.

Za svaki problem stabilnog sparivanja, ulaz G-S algoritma Cine dvije matrice preferencija:
prva matrica preferencija sadrZi n rang-listi preferencija musSkaraca, a druga matrica pre-
ferencija sadrzi n rang-listi preferencija Zena. Dakle, ukupan broj ulaznih podataka iznosi
2n*. Nadalje, za svaki problem stabilnog sparivanja prostor pretrazvivanjaﬂ iznosi n!, Sto
znaci da za svaki problem stabilnog sparivanja postoji n! savrSenih sparivanja medu kojima
G-S algoritam pronalazi ono koje je optimalno za prvi skup.

3.4 Nestabilnosti

Zanimljivo je razmotriti sljedecu generalizaciju problema stabilnog sparivanja: problem
stabilnog sparivanja zadan skupom muskaraca M, skupom Zena W, skupom zabranjenih
parova F € M x W te pripadnim rang-listama preferencija, pri ¢emu je kardinalitet sku-
pova M i W isti. Rang-liste preferencija nisu potpune jer ne sadrZavaju zabranjene partnere,
odnosno zabranjene partnerice, s iznimkom za slu¢aj F = @. Formalno, rang-lista prefe-
rencija pridruzena muskarcu m sadrZi sve Zene w tako da vrijedi (m,w) ¢ F 1 rang-lista
preferencija pridruzena Zeni w’ sadrZi sve muskarce m’ tako da vrijedi (m’,w’) ¢ F.

Uz definiciju pojma nestabilnosti [2.2.5] koriStenu u dosadasnjem dijelu rada, potrebno je
definirati dodatne tri vrste nestabilnosti:

- Postoji slobodan muskarac koji je pozeljniji od partnera i nije zabranjen.
- Postoji slobodna Zena koja je poZeljnija od partnerice i nije zabranjena.

- Postoje slobodan muskarac i slobodna Zena koji medusobno nisu zabranjeni.

Sengl. search space
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Slijede formalne definicije navedenih nestabilnosti. Radi potpunosti, navodi se i ve¢ poz-
nata nestabilnost, ali u kontekstu zadanog problema stabilnog sparivanja. U svrhu jednos-
tavnijeg raspoznavanja, nestabilnostima se dodjeljuje VrstaE]

Definicija 3.4.1. Neka je zadano sparivanje S. Neka su (m,w),(m’,w’) € S sa svojstvom
da muskarac m preferira Zenu w' vise od svoje partnerice w i da Zena w’ preferira muskarca
m vise od svog partnera m'. Tada se kaZe da je (m,w") nestabilnost prve vrste u S .

Definicija 3.4.2. Neka je zadano sparivanje S. Neka je (m,w) € S i neka je muskarac
m’ slobodan. KaZe se da je (m’,w) nestabilnost druge vrste u S ako Zena w preferira
muskarca m’ vise od svog partnera m i ako vrijedi (m’,w) ¢ F.

Definicija 3.4.3. Neka je zadano sparivanje S. Neka je (m,w) € S i neka je Zena w’
slobodna. KaZe se da je (m,w’) nestabilnost treée vrste u S ako muskarac m preferira
Zenu w' vise od svoje partnerice w i ako vrijedi (m,w") ¢ F.

Definicija 3.4.4. Neka je zadano sparivanje S. Neka su muskarac m i Zena w slobodni.
KaZe se da je (m,w) nestabilnost Cetvrte vrste u S ako vrijedi (m,w) ¢ F.

Napomena 3.4.5. Za ovako zadan problem stabilnog sparivanja, stabilno sparivanje S ne
mora biti savrseno, ali ne smije sadrZavati niti jednu od Cetiriju navedenih nestabilnosti.
Dakle, prvi uvjet definicije ne mora biti zadovoljen.

Iduce Cetiri leme 1 pripadni dokazi da sparivanje S dobiveno svakim izvrSavanjem G-S
algoritma, za problem stabilnog sparivanja opisan u ovom potpoglavlju, ne sadrzi niti jednu
od navedenih nestabilnosti objedinjeni su teoremom [3.4.10}

Lema 3.4.6. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma ne sadrZi nestabilnost prve vrste.
Dokaz. Slijedi iz teorema|3.1.9 O
Lema 3.4.7. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma ne sadrZi nestabilnost druge vrste.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka je sparivanje S rezultat nekog izvrSavanja G-S algoritma
koje sadrzi nestabilnost druge vrste (m’,w) ¢ F. Tada postoje (m,w) € S i slobodan
muskarac m’ kojeg Zena w preferira viSe od svog partnera m. Bududi da je izvrSavanje
G-S algoritma zavrSeno, slijedi da uvjet petlje while nije ispunjen, odnosno slijedi da je
muskarac m’ zaprosio sve Zene, ukljuujuci Zenu w. Kako je (m,w) € §, slijedi da je Zena
w odbila muskarca m’ u korist nekog muskarca m”, §to je u kontradikciji s pretpostavkom
da je na kraju izvrSavanja G-S algoritma Zena w zaruCena s muskarcem m kojeg preferira
manje od muskarca m’, bez obzira vrijedi li m” = m ili m"” # m, Cime je dokaz gotov. O

®U stranoj literaturi nestabilnosti se navode iskljucivo opisno.
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Lema 3.4.8. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma ne sadrZi nestabilnost trece vrste.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka je sparivanje S rezultat nekog izvrSavanja G-S algoritma
koje sadrzi nestabilnost trece vrste (m,w’) ¢ F. Tada postoje (m,w) € S i slobodna Zena
w’ koju muskarac m preferira visSe od svoje partnerice w. Muskarac m je zaprosio Zenu
w’ prije svoje partnerice w. Po lemi Zena w’ nakon prve prosidbe viSe nikada nece
biti slobodna Sto je kontradikcija s pretpostavkom, bez obzira je li muSkarac m prvi prosac
zene w' ili jedan od narednih. Tvrdnja leme je dokazana. O

Lema 3.4.9. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma ne sadrZi nestabilnost Cetvrte vr-
ste.

Dokaz. Kontradikcijom. Neka je sparivanje S rezultat nekog izvrSavanja G-S algoritma
koje sadrzi nestabilnost Cetvrte vrste (m,w) ¢ F. Tada su muskarac m i Zena w slobodni.
Kako je izvrSavanje G-S algoritma zavrSeno, slijedi da je muSkarac m zaprosio sve Zene,
ukljucujuci Zenu w, koja po lemi ne moZe biti slobodna $to je kontradikcija s pretpos-
tavkom, ¢ime je tvrdnja leme dokazana. O

Teorem 3.4.10. Neka je problem stabilnog sparivanja zadan skupom muskaraca M, sku-
pom Zena W, pri cemu je |M| = |W|, skupom zabranjenih parova F C M X W te pripadnim
rang-listama preferencija. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma je stabilno spariva-
nje S.

Dokaz. Slijedi iz napomene [3.4.5]i prethodnih Cetiriju lema: 3.4.6,3.473.4.83.49 O

Dakle, za problem stabilnog sparivanja koji ukljuCuje zabranjene parove, G-S algoritam
bez ikakvih preinaka pronalazi stabilno sparivanje - koje ne mora biti savrSeno.

3.5 Primjer preinake

U ovom potpoglavlju, koriste¢i narednu generalizaciju problema stabilnog sparivanja, po-
kazat Ce se prilagodljivost G-S algoritma dodatnim zahtjevima kojima problem stabilnog
sparivanja mozZe biti zadan.

Problem stabilnog sparivanja zadan je skupom bolnica H, skupom studenata medicine
N 1 pripadnim rang-listama preferencija ¢ija se veli¢ina medusobno moZze razlikovati. Uz
pripadnu rang-listu preferencija, svakoj bolnici 4 pridruZen je broj mjesta za staziranje g.
Pretpostavka je da ukupan broj studenata premasuje ukupan broj mjesta za staziranje zbog
¢ega neki studenti nece dobiti mjesto za staZiranje pa stabilno sparivanje u ovom slucaju
sigurno nece biti savrSeno. Dakle, radi se o osnovnom problemu stabilnog sparivanja uz
dodatne zahtjeve da bolnice u pravilu Zele dobiti viSe od jednog stazista te da postoji viSak
studenata. Slijedi definicija stabilnog sparivanja za ovaj problem stabilnog sparivanja.
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Definicija 3.5.1. Za sparivanje S kaZe se da je stabilno ako vrijedi:

e Ne postoje (h, s), (W', s") € S tako da bolnica h preferira studenta s’ vise od studenta
s i da student s’ preferira bolnicu h vise od bolnice I'.

e Ne postoji par (h, s) € S i student s’ koji nema mjesto za staZiranje tako da bolnica
h preferira studenta s’ vise od studenta s.

U nastavku slijedi pseudokod G-S algoritma s preinakama koji pronalazi stabilno spariva-
nje za problem stabilnog sparivanja definiran u ovom potpoglavljuﬁ

Algorithm 2: Gale-Shapleyjev algoritam s preinakama
inicijalizacija: sva mjesta za staziranje svih bolnica 4 € H su slobodna 1 nijedan
student s € N nema mjesto za staziranje;
while postoji bolnica h koja nije popunila sva mjesta za staZiranje i koja nije
ponudila svim studentima sva svoja mjesta za staZiranje do
izaberi takvu bolnicu #;
neka je p;, slobodno mjesto za staziranje bolnice #4;
neka je s najviSe rangiran student na rang-listi preferencija bolnice / kojem A
dosad nije ponudila mjesto za staZiranje pj i koji nema neko drugo mjesto za
staziranje u bolnici A;
if student s nema mjesto za staZiranje then
student s prihva¢a mjesto za staziranje p;, u bolnici /;
broj slobodnih mjesta za staziranje bolnice # smanjuje se za jedan;
else
neka je 4’ bolnica kod koje je student s prihvatio mjesto za staziranje p;,;
if student s preferira bolnicu h' vise od bolnice h then
student s ostaje na mjestu za staZiranje p,, bolnice /’;
broj slobodnih mjesta za staziranje bolnice £ ostaje isti;
else

student s prihva¢a mjesto za staziranje p, u bolnici /;

broj slobodnih mjesta za staziranje bolnice 4 smanjuje se za jedan;
broj slobodnih mjesta za staziranje bolnice 4’ povecava se za jedan;
end

end

end

return skup S uredenih parova bolnica i studenata

"Odnosno, kaze se da je sparivanje S stabilno ako ne sadrZi nestabilnost prve vrste i nestabilnost trece
vrste (definicije 3.4.1] [3.4.3); uz promjenu koriStene terminologije.
8Dokazi se provode na sli¢an na¢in kao u prethodnim dijelovima poglavlja.



Poglavlje 4

PraktiCna primjena

Cilj poglavlja je pokazati primjenu problema stabilnog sparivanja na primjeru problema u
kojem skupovi i rang-liste preferencija nisu eksplicitno zadani.

4.1 Opis problema

Jedna tvrtka posjeduje n brodova 1 pruza usluge u n luka. Za neki period, svakom brodu
dodjeljuje se raspored posjeta lukama u danima perioda. Za broj dana perioda, u oznaci m,
vrijedi m > n. Tijekom perioda svaki brod s posjecuje svaku luku p na to¢no jedan dan;
ako u nekom danu brod s ne posjecuje nijednu luku, tada plovi. Svi rasporedi brodova,
zadani za neki period, ispunjavaju uvjet:

Nikoja dva broda ne smiju se nalaziti u istoj luci istog dana. 4.1)

Tvrtka Zeli obaviti odrzavanje na svim brodovima tijekom nekog perioda koristeci pri tom
skraceni raspored za svaki brod: brod s pristat ¢e u neku luku p te nece posjetiti preostale
luke sa svog rasporeda, ako takve postoje. Dakle, skraceni raspored broda s sastoji se od
prvotnog rasporeda broda s zaklju¢no s nekim danom u kojem brod s posjecuje luku p;
luka p je odrediSte broda s u kojoj on ostaje ostatak perioda.

Treba pokazati da za svaki zadani skup rasporeda uvijek postoji skup skracenih ras-
poreda tako da navedeni uvjet ostane ispunjen te konstruirati algoritam koji pronalazi
skradene rasporede.

Napomena 4.1.1. Svaki skraceni raspored mora zavrsiti lukom - ne plovidbom - i sve
odredisne luke skracenih rasporeda moraju biti razlicite. Svaki prvotni raspored je duljine
m. Svaki skraceni raspored je duljine najvise m — 1, inace nije skracen.

25
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Primjer 4.1.2. Neka se period sastoji od Cetiri dana i neka su za brodove sy, s, 1 53 zadani
sljedeci rasporedi za posjete lukama py, p, 1 ps:

- zabrod s;: py, plovidba, p;, p3

- zabrod s,: p,, p3, plovidba, p;

- za brod s3: plovidba, py, p3, p».

Skraéeni rasporedi brodova su:

- zabrod s;: pi, plovidba, p,
- zabrod s,: py, p3

- za brod s3: plovidba, p;.

Prvog dana brod s, posjeéuje luku p;, brod s, posjecuje luku p,, a brod s53 plovi. Dru-
gog dana brod s; plovi, brod s, posjecuje luku p; koja je njegovo odrediSte, a brod s3
posjecuje luku p; koja je njegovo odrediSte. Brodovi s, i s3 ostaju u svojim odrediStima
ostatak perioda, to jest treceg 1 Cetvrtog dana. Tre¢eg dana brod s; posjecuje luku p, koja
je njegovo odrediste i ostaje u njoj do kraja perioda, to jest Cetvrti dan.

Sljedeci rasporedi nisu primjer trazenog skracivanja rasporeda:

- zabrod s;: p;
- zabrod s,: p;

- za brod s3: plovidba, py, ps.

Odredisne luke brodova su razli¢ite, no brod s; drugog dana posjecuje luku p; koja je
odredisSte broda s; od prvog dana. Dakle, drugog dana brodovi s; 1 s3 nalaze se u luci p,
pa traZeni uvjet 4. 1| nije ispunjen.

4.2 Analiza problema, egzistencija rjesenja

Sadrzavanje svih luka u rasporedu svakog broda i1 postojanje n-Clanih skupova brodova i
luka, S = {s1, s2, ..., sy} 1 P = {p1, p2, ..., pu}, naznake su za mogucnost svodenja opisanog
problema na problem stabilnog sparivanja. Potrebno je odabrati koji ée skup biti prvi, od-
nosno drugi, te kreirati rang-liste preferencija; oboje je potrebno uciniti u skladu s ciljem
problema: skracivanje rasporeda, odnosno pronalazak odrediSta za svaki brod tako da za-
dani uvjet 4.1 ostane ispunjen.
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U tre€em poglavlju dokazano je da G-S algoritam, za svaki problem stabilnog spari-
vanj;ﬂ, daje rezultat kojim najviSe profitira prvi skup (teorem , dok je drugi skup
zakinut najviSe moguce (teorem [3.2.8)). Navedeno su smjernice za odredivanje redoslijeda
skupova i kreiranje pripadnih rang-listi preferencija.

S obzirom na nacin zadavanja rasporeda, za prvi zadani skup odabire se skup brodova,
a za drugi skup skup luka. Kreirane rang-liste preferencija trebaju omoguciti skradivanje
rasporeda brodova: prednost pri odabiru odrediSta pojedinog broda imaju luke koje bi brod,
po svom rasporedu, posjetio ranije.

Rang-lista preferencija svakog broda kreira se iz njegova rasporeda zanemarivanjem
plovidbe ¢ime redoslijed posjeta lukama ostaje isti. Rang-liste preferencija luka trebaju biti
takve da svaka luka ima Sto manje Sanse postati odrediSte onim brodovima koji bi ju kasnije
posjetili - svaka luka treba najviSe preferirati brod koji bi ju, po zadanim rasporedima
brodova, posjetio posljednji. Dakle, rang-lista preferencija luke kreira se prema nacelu:
Sto je dan posjete broda luci kasniji, to luka viSe preferira brod.

Primjer 4.2.1. Rasporedi brodova zadani u primjeru mogu se prikazati matri¢no, uz
zamjenu oznake za plovidbu nulom radi preglednosti:

§1: D1 0 P2 D3
8§ P2 p3 0 pi|. 4.2)
§3: 0 p1 p3s p

Skupovima brodova i luka, S = {s1, 52, 53} 1 P = {p1, p2, p3}, pridodaju se matrice prefe-
rencija brodova i luka kreirane iz matrice rasporeda brodova 4.2}

AV P1r P2 D3 P1: $2 8§38
$2: p p3 pr |, D2: §3 51 82 . (4.3)
§3 ! Pt P3 P2 p3: ST 853 82

Rang-liste preferencija brodova odgovaraju prvotnim rasporedima brodova - uz izbaci-
vanje oznaka plovidbe, odnosno nula. Rang-liste preferencija luka sadrzavaju brodove u
obrnutom redoslijedu njihova posjeéivanja. Primjerice, rang-lista preferencija luke p,: na
prvom mjestu nalazi se brod s3 koji bi luku p, trebao posjetiti Cetvrtog dana, na drugom
mjestu nalazi se brod s; koji bi luku p, trebao posjetiti treeg dana, a na treCem mjestu
nalazi se brod s, koju bi luku p, trebao posjetiti prvog dana.

Odredivanjem prvog i drugog skupa te kreiranjem pripadnih rang-listi preferencija, zadan
je osnovni problem stabilnog sparivanja koji se rjeSava G-S algoritmom. RjeSenje, to jest
stabilno sparivanje §’, ¢ini n uredenih parova (s, p) gdje je s brod, a p luka koja je odrediSte
broda s.

'Odnosi se na osnovni problem stabilnog sparivanja.
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Napomena 4.2.2. Odredivanjem odredista p broda s odredeno je skracivanje prvotnog
rasporeda broda s, to jest skraceni raspored broda s.

Uvjet [.1] iz opisanog problema moguce je promatrati kao nestabilnost svojstvenu ovom
problemu stabilnog sparivanja. Slijedi definiranje uvjetne nestabilnostﬂi stabilnog spari-
vanja u kontekstu ovog problema stabilnog sparivanja.

Definicija 4.2.3. Neka je zadano sparivanje S’. Neka su (s,p),(s’,p’) € S’ sa svojstvom
da za skracene rasporede brodova vrijedi: brod s je prije pristanka u svoje odrediste p
posjetio luku p’ koja je odrediste broda s’ u koje je brod s’ pristao ranije ili istog dana.
Tada se kaze da je (s, p’) uvjetna nestabilnost u S'.

Napomena 4.2.4. Za postojanje uvjetne nestabilnosti nuZno je postojanje nestabilnosti
(definicija . Nastavno na definiciju ' brod s pokusat ce pristati u luku p’ prije
nego pristane u svoje odrediste p ako luku p’ preferira vise od svog odredista p. Nadalje,
ako je brod s' vec pristao u svoje odrediste p’, pristanak broda s u luku p’ bit ce moguc¢
samo ako luka p’ preferira brod s vise od broda s'.

Zbog prethodne napomene, stabilno sparivanje ovog problema stabilnog sparivanja definira
se bez koriStenja pojma uvjetne nestabilnosti. Buduci da se radi o osnovnom problemu sta-
bilnog sparivanja, vrijedi definicija[2.2.6] koja se ponovno navodi radi cjelovitosti analize
problema.

Definicija 4.2.5. Za sparivanje S’ kaZe se da je stabilno ako je savrseno i ako ne sadrZi
nestabilnosti.

Sada tvrdnja da je rezultat G-S algoritma, za problem stabilnog sparivanja kreiran iz pro-
blema opisanog na pocetku poglavlja, stabilno sparivanje slijedi iz teorema 3.1.9]

Teorem 4.2.6. Neka je problem stabilnog sparivanja zadan skupom brodova S, skupom
luka P, pri ¢emu je |S| = |P| i rang-listama preferencija kreiranim iz zadanih rasporeda
brodova. Rezultat svakog izvrsavanja G-S algoritma je stabilno sparivanje S’.

Dokaz. Slijedi iz teorema|3.1.9 O

2Sli¢no su u potpoglavljima i definirane nestabilnosti potrebne za analizu opisanih problema
stabilnog sparivanja.

3Za prilagodbu definicije problemu stabilnog sparivanja opisanom u ovom poglavlju potrebno je promi-
jeniti koriStenu terminologiju.

“Promatra se pseudokod G-S algoritma [/1] na skupovima brodova i luka te se umjesto izraza “zaprositi”
koristi izraz "traziti dozvolu za pristanak”, a umjesto izraza “prihvatiti prosidbu” koristi se izraz ~dodijeliti
dozvolu za pristanak”.
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Napomena 4.2.7. Ne postoji dodatni uvjet koji rang-liste preferencija ispunjavaju, unato¢
tome Sto rasporedi brodova ispunjavaju uvjet Rang-liste preferencija, bilo brodova
bilo luka, mogu se u potpunosti, djelomicno ili nimalo podudarati - razlog je broj dana
perioda m za koji vrijedi m > n, gdje je n broj brodova, odnosno luka.

Primjer 4.2.8. Nastavno na primjer problema, odnosno problem stabilnog sparivanja, opi-
san u primjerima {.1.2) i B.2.T} u sparivanju S” = {(s;,p;). (52, p2), (s3,p3)}, uredeni par
(53, p1) je nestabilnost, Sto znaci da S§” nije stabilno sparivanje. Odnosno, po napomeni
4.2.2 sparivanjem S” nisu odredeni skraceni rasporedi brodova. KoriStenjem G-S al-
goritma, dobiva se stabilno sparivanje S’ = {(s;, p2), (s2, p3), (s3,p1)}, kojim su odredeni
skraceni rasporedi brodova navedeni u primjeru

Za potpuno rjeSenje prvog dijela opisanog problema, potrebno je dokazati da su rezul-
tatom G-S algoritma svi odredeni rasporedi brodova zbilja skraéeni - nije ocito da stabilno
sparivanje S” odreduje rasporede brodova takve da nijedan brod sigurno za svoje odredisSte
ne dobije luku koju bi, po prvotnom rasporedu, trebao posjetiti m-tog dana. Slijedi dokaz da
je opisani problem uvijek svediv na problem stabilnog sparivanja rjesiv G-S algoritmomﬂ

Teorem 4.2.9. Svi rasporedi brodova odredeni rezultatom svakog izvrsavanja G-S algo-
ritma su skraceni.

Dokaz. Promatraju¢i odnos traZzenja dozvola za pristanak u luku i rasporede brodova tije-
kom bilo kojeg izvrSavanja G-S algoritma, zakljucuje se sljedece: prije nego se svaki brod
nade u situaciji da treba traziti dozvolu za pristanak u luku koja se nalazi u m-tom danu
njegova rasporeda, ve¢ se od svih n luka traZila dozvola za pristanak. Naime, u m-tom
danu svakog broda moZe biti navedena najviSe jedna luka, Sto znaci da je svaki brod prije
traZzenja dozvole za pristanak od luke iz m-tog dana traZio dozvolu za pristanak od najma-
nje n — 1 luke. Kako se u m-tom danu, po uvjetu sve luke moraju razlikovati, vrijedi
da je od svih n luka zatraZena dozvola za pristanak prije nego brodovi zatraze dozvolu za
pristanak od luke iz m-tog dana svog rasporeda. Po lemi vrijedi: dozvola za pris-
tanak luke p ostaje dodijeljena od trenutka prvog traZzenja dozvole za pristanak. Dakle,
izvrSavanje G-S algoritma bit ¢e zavrSeno pa nijedan brod nece traziti dozvolu za pristanak
od luke iz m-tog dana. Time je dokazano da ¢e duljina svih skracenih rasporeda iznositi
najviSe m — 1. O

Napomena 4.2.10. U primjeru duljina skracenog rasporeda broda s3 iznosi m — 1.
Kada bi prvotni raspored broda s; bio takav da brod s; prvog dana posjecuje luku ps, a
da treceg dana plovi, tada bi duljina svih skracenih rasporeda iznosila 1. Dakle, duljine
skracenih rasporeda brodova ovise o prvotnim rasporedima brodova, a sigurno nijedan
skraceni raspored nece biti duljine m.

3Vrijedi fusnota
Uz promjenu koritene terminologije.
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4.3 Implementacija algoritma

Drugi dio rjeSavanja problema odnosio se na konstruiranje algoritma za pronalazak skrac¢enih
rasporeda. Ship-Port algoritarrﬂ sastoji se od tri dijela:

- kreiranja rang-listi preferencija brodova i luka iz rasporeda brodova
- odredivanja odrediSta brodova; pomocu G-S algoritmeﬁ (pseudokod )

- skradivanja rasporeda brodova.

Slijedi pseudokod Ship-Port algoritma.

Algorithm 3: Ship-Port algoritam - pseudokod

inicijalizacija: zadani rasporedi brodova ispunjavaju uvjetd.1]i nijedan brod s € S
nema odreden skraéeni rasporecﬂ

iz n zadanih rasporeda brodova kreiraj n rang-listi preferencija brodova
zanemarivanjem oznaka plovidbe;

iz n zadanih rasporeda brodova kreiraj n rang-listi preferencija luka prema nacelu:
Sto je dan posjete luci kasniji, to luka viSe preferira brod;

primjeni G-S algoritam na kreiranim rang-listama preferencija brodova i luka;

kreiraj skradene rasporede brodova koriStenjem rezultata G-S algoritma;

return skrac¢ene rasporede brodova;

“Uvjet da nijedan brod nema odreden skraéeni raspored vrijedi po napomeni m

Prije opisa implementacije S-P algoritma, slijedi kratko objasnjenje Pythonove kolek-
cije rjeCnik (engl. dictionary). Rje€nik je promjenjiva neuredena kolekcija. Svaki element
rjeCnika sastoji se od kljuca (engl. key) 1 vrijednosti (engl. value) koja je dodijeljena kljucu.
Ova kolekcija podobna je za opis problema stabilnog sparivanja jer svaki klju¢ u rjecniku,
za razliku od vrijednosti, mora biti jedinstven; prilikom zadavanja problema stabilnog spa-
rivanja elementi skupova ne smiju se ponavljati, dok se rang-liste preferencija elemenata
skupa smiju podudarati. Kljucevi predstavljaju elemente skupova, a dodijeljene vrijednosti
pripadne rang-liste preferencija. Nadalje, neuredenost rjecnika ne predstavlja prepreku jer
se elementi problema stabilnog sparivanja zadaju dvama skupovima elemenata - redoslijed
elemenata nije relevantan za zadavanje problema stabilnog sparivanja.

"Ime algoritma inspirirano je skupovima brodova (engl. ships) i luka (engl. ports) te G-S algoritmom.
8ako je G-S algoritam opisan terminologijom koja je svojstvena skupovima muskaraca i Zena, jasno je
da ¢e rezultat za bilo koja dva skupa i pripadne rang-liste preferencija biti stabilno sparivanje.
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RjeSenje problema implementirano je u dvjema datotekama: ship_port_algorithm.py
sadrzi prvi i tre¢i dio S-P algoritma te poziva drugi dio, izvrSavanje G-S algoritma na kre-
iranim rang-listama preferencija, implementiran u datoteci gale_shapley_algorithm.py.

Rje¢nikom original_ships_schedules opisan je problem zadan prvotnim rasporedima
brodova: kljucevi su vrijednosti podatkovnog tipa string i predstavljaju brodove, a vrijed-
nost svakog kljuca je lista koja predstavlja prvotni raspored broda. Dani plovidbe oznaceni
su dvjema povlakama radi citljivosti kodaﬂ Za opis pojedinih dijelova implementacije
rjeSenja koristit ¢e se problem opisan u primjeru 4.1.2] Iduca slika prikazuje zadavanje
problema koriStenjem kolekcije rjecnik.

original_ships_schedules: Dict[str, List[str]] = {
's1': ['pl*, '--", 'p2', 'p3'],
's2': ['p2', 'p3', '--", 'pl'],
's3': ['--', 'p1', 'p3', 'p2']
}
Slika 4.1: Zadavanje prvotnih rasporeda brodova za problem iz primjera m

ZaizvrSavanje S-P algoritma potrebno je pozvati metodu sp_algorithm koja prima para-
metar original_schedules; rje¢nik original_ships_schedules je argument prilikom pozvanja
metode. Za kreiranje rang-listi preferencija luka potrebno je koristiti ulazni rjec¢nik i rjecnik
koji sadrzi skracene rasporede brodova. Zbog toga nakon pozivanja metode prvo slijedi
kopiranje rje€nika original_schedules u rjeCnik ships_preferences. Vrijednosti rjeCnika nije
moguce dodijeliti drugom rjecniku klasi¢nim pridruzivanjem; rjecnik original_schedules
potrebno je kopirati koriStenjem modula copy 1 metode deepcopy. Vrijednosti kopiranog
rjeCnika ships_preferences pretvaraju se u rang-liste preferencija pripadnih kljuceva, od-
nosno brodova, uklanjanjem oznaka plovidbe. Buduéi da su vrijednosti kljuceva liste,
uredene kolekcije, nakon uklanjanja pojedinog elementa redoslijed preostalih ostaje ne-
promijenjen ¢ime se posStuje koncept kreiranja rang-listi preferencija brodova naveden u
prethodnom potpoglavlju: brod preferira luke u redoslijedu kojim su navedene u njegovom
prvotnom rasporedu.

Za kreiranje rang-listi preferencija luka potrebno je dohvatiti njihove nazive; dohvaca
se vrijednost klju€a s nultog indeksa iz rjeCnika ships_preferences. Nakon inicijalizacije
rjeCnika ports_preferences, svakom se kljucu, koji predstavlja luku, za vrijednost dodjeljuje
prazna lista. Zatim se koriStenjem triju petlji for kreiraju rang-liste preferencija luka prema
nacelu navedenom u pseudokodu S-P algoritma [[3].

U prethodnom potpoglavlju za oznaku dana plovidbe koristene su nule.
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Prije izvrSavanja triju ugnijeZdenih petlji for, potrebno je dohvatiti prvotni raspored
jednog od brodova jer je gornja ograda druge petlje for broj m, to jest duljina prvotnih
rasporeda brodova. Rang-liste preferencija luka kreiraju se jedna po jedna; rang-lista pre-
ferencija luke port dopunjuje se novim brodom ship ako je ispunjen zadani uvjet, odnosno
ako je po prvotnom rasporedu brod ship na dan i trebao posjetiti luku port. Pripadni kod
prikazan je na slici 4.2

original_schedule = original_schedules[one_ship]
m = len(original_schedule)
shortened_schedule = ships_preferences[one_ship]
n = len(shortened_schedule)
for port in ports_preferences.keys():
for i in reversed(range(m)):
if len(ports_preferences[port]) == n:
break
for ship in ships_preferences.keys():

if original_schedules[ship][i] == port:
ports_preferences[port].append(ship)
break

Slika 4.2: Kreiranje rang-listi preferencija luka

Sada rjecnik ships_preferences opisuje matricu preferencija prvog skupa, to jest skupa
brodova, a rjecnik ports_preferences opisuje matricu preferencija drugog skupa, to jest
skupa luka. Time je obavljen prvi dio S-P algoritma: kreiranje rang-listi preferencija bro-
dova 1 luka.

Slijedi izvrSavanje drugog dijela S-P algoritma: odredivanje odredisSta brodova. Ter-
minologija koriStena prilikom implementacije G-S algoritma odgovara treCcem poglavlju.
Metoda gs_algorithm prima dva parametra, rjeCnike preferences_men i preferences_-woman;
pozvana s argumentima ships_preferences i ports_preferences vraCa stabilno sparivanje
matching ¢ijim su elementima odredeni brodovi i njihova odredista.

Inicijaliziraju se kolekcije: prazni rjeCnik matching, lista free_men sa svim muskarcima
1 rjenik proposals u kojem svaki par kljuc-vrijednost predstavlja muSkarca i indeks Zene
koju ¢e muSkarac potencijalno sljedecu zaprositi. Sve vrijednosti rjeCnika proposals ini-
cijalizirane su na nulu - predstavljaju prve Zene s rang-listi preferencija muskaraca. Pse-
udokod G-S algoritma [[I]] u inicijalizaciji navodi da su sve Zene slobodne; taj zahtjev nije
potrebno inicijalizirati u kodu. Status Zene doznaje se iz rjeCnika matching u kojem se
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Zena nalazi samo ako je prihvatila prosidbu. Po lemi[3.1.4] jednom kada se nade u rje¢niku
matching, Zena ostaje u njemu do kraja izvrSavanja G-S algoritma.

Brojac iterations_counter inicijaliziran je na jedan; nije nuZan, ali je koristan prilikom
testiranja 1 analiziranja izvrSavanja G-S algoritma. Petlja while izvrSava se dok postoji
barem jedan slobodan muSkarac, odnosno dok lista free_men ne postane prazna, i dok je
ispunjen drugi uvjet. Drugi dio uvjeta iz pseudokoda [[I]], da muskarac osim $to je slobo-
dan nije zaprosio svaku Zenu, nije potrebno implementirati - zbog leme [3.1.5] Ipak, radi
potpunosti, bool vrijednoséu varijable not_propose_to_all woman provjerava se jesu li svi
muskarci sadrzani u listi free_men zaprosili sve Zene; pri cemu se Koristi metoda all. Kod
petlje while prikazan je na slici[4.3] pojasnjenje slijedi u nastavku.

while free_men and not_propose_to_all_women:
potential_fiance = random.choice(free_men)
woman_index = proposals[potential_fiance]
proposals[potential_fiance] += 1
potential_fiance_preferences = preferences_men[potential_fiance]
woman_to_propose = potential_fiance_preferences[woman_index]

if woman_to_propose not in matching.values():
matching[potential_fiance] = woman_to_propose
free_men.remove(potential_fiance)

else:
current_fiance = list(matching.keys())[Llist(

matching.values()).index(woman_to_propose)]

woman_to_propose_pref = preferences_women[woman_to_propose]
current_fiance_index = woman_to_propose_pref.index(current_fiance)
potential_fiance_index = woman_to_propose_pref.index(potential_fiance)

if current_fiance_index < potential_fiance_index:
pass

else:
matching.pop(current_fiance)
matching[potential_fiance] = woman_to_propose
free_men.remove(potential_fiance)
free_men.append(current_fiance)

iterations_counter += 1
not_propose_to_all_women = all(proposals[men] <
out_of_range_index for men in free_men)

Slika 4.3: Petlja while G-S algoritma
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Nakon dohvacanja proizvoljno odabranog muskarca potential_fiance koriStenjem mo-
dula random, indeks Zene koju ¢e muSkarac zaprositi sprema se u varijablu woman_index,
a indeks potencijalne buduée prosidbe dohvaéenog muskarca proposals[potential fiance]
inkrementira se za jedan.

Slijedi dohvacanje rang-liste preferencija proizvoljno odabranog muskarca u varijabli
potential_fiance _preferences i Zene koju on prosi u varijabli woman_to_propose. U nastavku
se odreduje ishod prosidbe. Ako se Zena woman_to_propose ne nalazi u vrijednostima
rjeCnika matching, znaci da je ovo prva prosidba koju Zena prima i prihvaca ju, sukladno
drugoj tvrdnji 3.1 navedenoj nakon pseudokoda G-S algoritma. Tada se kljuc i vrijednost,
odnosno proizvoljno odabran muskarac i Zena koju je zaprosio, dodaju u rjecnik matching
te se proizvoljno odabran muskarac uklanja iz liste free_men.

Inace, ako se Zena woman_to_propose nalazi u vrijednostima rjecnika matching, do-
hvaca se sljedeée: njen trenutni zarucnik current_fiance, njena rang-lista preferencija wo-
man_to_propose_pref s koje se dohvacaju indeks trenutnog zaruénika current_fiance_index
1 indeks potencijalnog zarucnika potential_fiance_index. Rang-liste preferencija opisane su
listama tako da se muskarci, odnosno Zene, s manjim indeksom viSe preferiraju. Dakle,
ako je vrijednost varijable current_fiance_index strogo manja od vrijednosti varijable po-
tential _fiance_index, Zena woman_to_propose preferira trenutnog zaru¢nika vise od prosca,
odnosno potencijalnog zaru¢nika, te se situacija ne mijenja - rjeCnik matching ostaje isti
kao i u prethodnoj iteraciji petlje while.

Inace, ako Zena woman_to_propose preferira prosca viSe od svog zarucnika, prosidba
se prihvaca: iz rjeCnika matching uklanja se element jedinstveno odreden kljuem cur-
rent_fiance te se dodaje element s kljuem potential_fiance i vrijednoS¢u woman_to_propose;
iz liste free_men uklanja se muskarac potential_fiance i dodaje se muskarac current,ﬁancem
Na kraju, brojac iteracija inkrementira se za jedan i provjerava se vrijedi li za sve slobodne
muskarce uvjet da nisu zaprosili sve Zene.

Iako u ovom slucaju standardna terminologija koriStena za opisivanje G-S algoritma ne
odgovara kontekstu promatranog problema, jasno je da e za argumente ships_preferences
i ports_preferences rezultat, odnosno rjenik matching, biti stabilno sparivanje.

Treci dio S-P algoritma odnosi se na kreiranje skracenih rasporeda brodova ovisno o
rjeCniku matching Cije se vrijednosti nakon pozivanja metode gs_algorithm dodjeljuju is-
toimenom rje¢niku. Nakon inicijalizacije praznog rjenika shortened_schedules, za svaki
kljuc¢ ship u rjeCniku matching dohvaca se indeks vrijednosti, to jest luke port, port_index
1z prvotnog rasporeda broda ship. U rjeCnik shortened_schedule dodaje se kljuc ship s pri-
druZenom vrijednoS€u: skracenom vrijednoS€u kljuca ship iz rjenika original_schedules
zaklju¢no s odrediSnom lukom port. Pripadni kod prikazan je na slici4.4

0Vrijedi lema m
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Metoda sp_algorithm vraca rjeCnik shortened_shedules Cime je izvrSavanje S-P algoritma
zavrseno.

for ship in matching:
port = matching[ship]
port_index = original_schedules[ship].index(port)
shortened_schedule = original_schedules[ship][:port_index + 1]
shortened_schedules[ship] = shortened_schedule
Slika 4.4: Kreiranje skracenih rasporeda brodova

Implementacisz] je zakljuCena ispisom prvotnih i skra¢enih rasporeda brodova; metodom
comparison. Radi jednostavnije usporedbe prvotnih i skra¢enih rasporeda, rjecnici su sor-
tirani prije ispisa. Na slici 4.5|prikazan je ispis prvotnih i skrac¢enih rasporeda brodova za
primjer B.1.2} odrediSne luke brodova su razli¢ite te se nikoja dva broda ne nalaze u istoj
luci istog dana.

- original schedules:
ship s1: ['p1', '--', 'p2', 'p3']
ship s2: ['p2', 'p3', '--', 'pl']
ship s3: ['--', 'pl', 'p3', 'p2']

- shortened schedules:
ship s1: ['pl', '--"', 'p2']
ship s2: ['p2', 'p3']
ship s3: ['--', 'pl']
Slika 4.5: Zadani problem iz primjera i pripadno rjesenje

ULink na potpunu implementaciju: https://github.com/KristinaUdovicic/master_thesis!
Ship-Port algoritam implementiran je u programskom jeziku Python, verzija 3.8 te je koriSteno integrirano
razvojno okruzenje PyCharm Community. Slike iz potpoglavlja prikazuju sadrzaj datoteka iz direktorija
algorithm: ship_port_algorithm.py, gale_shapley_algorithm.py i sp_example_I .txt.

Gale-Shapleyjev algoritam implementiran je zasebno radi vaZnosti te omoguéavanja samostalnog
izvr§avanja i analiziranja. Problemi su zadani u .py datotekama i linije poziva metoda su zakomentirane,
osim za prvi problem u datoteci ship_port_algorithm.py. PriloZene su .txt datoteke s pripadnim ispisima.
Datoteke direktorija algorithm_detailed sadrzavaju dodatne komentare i linije koda za ispis koje opisuju
izvrSavanje algoritama - s ciljem da uz dobivanje rjeSenja problema bude jasan i postupak dobivanja istog.


https://github.com/KristinaUdovicic/master_thesis
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Sazetak

U diplomskom radu detaljno je analiziran problem stabilnog sparivanja koji su 1962. rijesili
David Gale i Lloyd S. Shapley: problem stabilnih brakova. RjeSenje problema, Gale-
Shapleyjev algoritam, poznat i kao algoritam odgodenog prihvacanja (engl. deferred ac-
ceptance), pokazao se uspjeSnim i za rjeSavanje drugih generalizacija problema stabilnog
sparivanja, uz potrebne modifikacije.

Diplomski rad zamiSljen je kao temelj za razumijevanje problema stabilnog sparivanja
i kao motivacija za njegovo daljnje proucavanje.



Summary

The master thesis analyzes in detail the stable matching problem, which was solved by
David Gale and Lloyd S. Shapley in 1962: the stable marriage problem. The solution
to the problem, the Gale-Shapley algorithm, also known as the deferred acceptance algo-
rithm, has proven to be successful for solving other generalizations of the problem, with
the necessary modifications.

The master thesis was conceived as a basis for understanding the stable matching pro-
blem and as a motivation for its further study.
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