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Uvod

Modeliranje stvarnih procesa podrazumijeva kombiniranje matematickih modela s dostup-
nim podacima. Ukoliko su nakon definiranja modela dostupni novi podaci, poZeljno je
prilagoditi model 1 njegove parametre kako bi Sto bolje odgovarali novim informacijama.
Taj koncept nazivamo asimilacijom podataka. Prirodno se pojavljuje u brojnim primjenama
od kojih éemo za pocetak istaknuti meteorologiju, oceanografiju te epidemiologiju. Me-
teorologija proucava izuzetno velik broj parametara: temperaturu zraka, tlak, vjetar, smjer
vjetra 1 sl. Sve navedene veli¢ine mjerene su u odredenim toc¢kama na Zemlji (odnosno,
primjerice, u zraku ili oceanu), svakoga dana po nekoliko puta. Ukoliko su ti podaci, pri-
mjerice, koriSteni za vremensku prognozu, napravljena je predikcija za sljedeéih nekoliko
dana na temelju svih prethodnih podataka. Nakon odredenog vremena pristiZu nova mje-
renja koja bi prognozu mogla uliniti preciznijom. Tada je nove podatke potrebno uklopiti
u model. Oni su Cesto prirodno strukturirani u obliku vektora ili matrica. Velika koli¢ina
podataka rezultira matricama velikih dimenzija (npr. 10%). Zbog toga se &esto pribjegava
metodama numericke linearne algebre, poput aproksimacije matricama manjeg ranga. Na-
ravno, sam postupak asimilacije podataka mora se odvijati brzo i efikasno. Pretpostavimo
da predvidamo vremenske uvjete u trenutku ¢#; za trenutak #;,;. Jasno je da je vazno da
izraCun bude gotov prije nego trenutak ¢, dode, a cilj je da proces zavr§imo i joS puno
brze. Osim toga, nisu dostupna mjerenja u svakoj tocki u kojoj Zelimo raditi predikcije.
Zbog toga je potrebno na odgovarajuéi nacin upotrijebiti podatke u diskretnim to¢kama u
svrhu aproksimiranja stanja u cijeloj domeni. Pojavljuju se (moguce nelinearna) preslika-
vanja koja stvaraju problem u implementaciji. Sama veza izmedu dva stanja na susjednim
indeksima je u primjeni takoder Cesto nelinearna, Sto moZe stvoriti razli¢ite izazove u al-
goritmima.

U prvom poglavlju ovog rada formalno je zapisan problem. Uveden je operator mo-
dela; opcenito nelinearan operator, koji opisuje kako je prethodno stanje preslikano u tre-



2 SADRZAJ

nutno. Model u stvarnosti ne mora potpuno odgovarati problemu, ve¢ se pojavljuje greska
modela. Zatim je opisana veza izmedu opazanja i varijabli. NajceS¢e opazanja nisu same
vrijednosti varijabli u tom trenutku, ve¢ neka njihova funkcija. Primjerice, pretpostavimo
da promatramo djelovanje sila na neku tocku u prostoru. Opazanje nece biti svaka od kom-
ponenti u 3D prostoru, ve¢ njihova rezultanta. Ukoliko varijable definiramo kao jacinu sile
u svakom od 3 smyjera, tada je opazanje vrijednost neke funkcije te tri varijable. Opisana
funkcija naziva se operator opaZanja koji ponovno dolazi sa pripadnom greskom. Na-
kon S$to su uvedeni nabrojani pojmovi, naveden je primjer odredivanja poloZaja i brzine
objekta na temelju opazenog pribliZnog polozaja u svakom trenutku. Pripadni operatori
modela 1 opazanja bit e linearni - opisani matricom. Zatim je definiran Lorenzov sustav
koji ilustrira mogucu nelinearnost modela. Na kraju poglavlja nalazi se rezultat algoritma
asimilacije podataka primijenjenog na Lorenzov atraktor.

U drugom poglavlju opisane su varijacijske metode za asimilaciju podataka. Ideja
je u svakom trenutku pronadi vrijednosti varijabli koje uvazavaju i apriornu predikciju i
opazanja. Dakle, varijacijske metode minimiziraju funkciju cilja koja opisuje udaljenost
parametara od obje navedene vrijednosti. 3D-Var metoda najbolju predikciju nalazi ko-
ristei opaZzanja u jednom diskretnom vremenskom trenutku, dok 4D-Var optimizaciju vrsi
nad vremenskim intervalom. Osim njih, opisana je 1 inkrementalna 4D-Var metoda u ko-
joj se, kao numeri¢ko poboljSanje, umjesto nelinearne funkcije cilja iz 4D-Var algoritma
minimizira niz linearnih konveksnih funkcija.

Konac¢no, u trecem poglavlju uvodimo Kalmanov filter kao primjer sekvencijalne me-
tode asimilacije podataka. U svakom diskretnom vremenskom koraku, koriste¢i samo
predvidanje iz prethodnog koraka i novo opazanje, kreira se novo predvidanje. Sam al-
goritam podijeljen je u dva koraka - predikciju i korekciju. U koraku predikcije kreira se
apriorna procjena vrijednosti u trenutnom koraku pomocu predvidene vrijednosti u pret-
hodnom koraku. Zatim, u koraku korekcije, u odredenom omjeru uvazavaju se i nova
opazanja kako bi procjena bila to¢nija. Dva navedena dijela algoritma iteriraju u svakom
vremenskom koraku. Medutim, ukoliko u nekom trenutku nisu dostupna nova mjerenja,
korekcija se preskace, a ako je dostupno viSe opazanja (na primjer, sa viSe mjernih uredaja),
korekcija se moze obaviti za svako opaZanje. Kalmanov filter pretpostavlja da su operatori
modela i opazanja linearni Sto predstavlja veliko ograni¢enje. Ono se rjeSava u Extended
Kalman Filter algoritmu u kojem se za odredene korake algoritma koriste linearizacije tih
operatora. Matrice koje se pojavljuju u algoritmu su Cesto velikih dimenzija, Sto nega-
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tivno utjeCe na efikasnost algoritma. Stovise, buduéi da se pojavljuje invertiranje matrica
te trazenje pozitivnog korijena matrica, algoritam moze biti teSko provesti na racunalu.
Zato koristimo aproksimacije matrica nizeg ranga i dolazimo do SEEK filter te popularnog
Ensemble Kalman filter (EnKF) algoritma.



Poglavlje 1

Asimilacija podataka u diskretnom
vremenu

U ovom poglavlju formaliziramo problem asimilacije podataka. Zapisan je dinammicki
sustav koji opisuje proces te veza izmedu opaZzanja i1 promatranih varijabli. Uz odredene
pretpostavke o greSki modela i greSki mjerenja, definirani su svi elementi potrebni za iz-
vod razlicitih metoda za asimilaciju podataka. Nadalje, navedena su dva primjera - jedan
linearan te jedan nelinearan na kojima ¢emo kasnije testirati neke od metoda.

1.1 Formulacija problema

Signal x zadan je preslikavanjem

xje1 = My(x)). j € N (L.1)

X0 ~ N(m(),C()). (12)

Dakle, x, pripada normalnoj distribuciji. Vrijednost njenog medijana je my, a Cy je vari-
jacijska matrica. Dodatno, M; € C(R",R"),Vj € Ny, my naziva se pozadinski medijan,
a Cy pozadinska varijanca. U opisanom modelu nije u obzir uzet Sum. Takav model na-
ziva se deterministickom dinamikom. U suprotnom, izrazu (I.1]) dodajemo gresku modela
w; ~ N(0,X), gdje je matrica X realna pozitivno definitna matrica (X > 0):

Xjr1 :Mj(Xj)+Wj,j€N() (13)

4



1.2. POLOZAJ I BRZINA OBJEKTA 5

te govorimo o stohastickoj dinamici. Nisu poznate toCne vrijednosti x; u diskretnim vre-
menskim trenutcima j, ve¢ su poznata opazanja y;. Formalno, za j € N, dane su vrijednosti

Vie1 = Hjip1(xXj41) + vjs1, j € Ny, (1.4)

gdje je H;., € C(R",R™) opcenito nelinearna funkcija koju zovemo operator opaZanja.
OpaZanja Cesto nisu same vrijednosti varijabli u promatranom trenutku, ve¢ vrijednosti
funkcije tih varijabli, H;.;. v = {v;};av je niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih
varijabli iz normalne distribucije N(0,T'),I" > 0 koji predstavlja gresku u mjerenju. Pret-
postavke da greske w i v pripadaju normalnoj distribuciji nisu potrebne u samoj definiciji
problema, no koristit ¢e se u daljnjoj analizi. Dodatno, pretpostavljamo da su xy, w i v
nezavisne slucajne varijable.

Cilj asimilacije podataka je popravak modela koji opisuje nepoznati signal x pomocu
opazanja y koja nisu koriStena u oblikovanju postojeceg modela.

Promotrimo diskretna opazanja do trenutka ¢y i oznac¢imo ih sa yy, yi, ..., yy. Ukoliko na
temelju tih podataka Zelimo procijeniti vrijednost signala u nekom trenutku ¢ € [0, y),
nailazimo na problem interpolacije (izgladivanja). Ako je t = ty, radi se o filtriranju, a
ukoliko je ¢ > ty, bavimo se problemom predikcije.

1.2 Primjer: Polozaj i brzina objekta

Pretpostavimo da Zelimo pratiti lokaciju nekog objekta u pokretu, npr. vozila na cesti ili
pruzi. Osim pocetnog poloZaja, uredaj za pracenje lokacije svakih 7' vremenskih jedi-
nica Salje pribliznu lokaciju vozila. Dakle, varijable u trenutku ¢ su poloZaj x, i brzina
v;. OpiSimo model pomocu operatora navedenih u prethodnom poglavlju. Najprije Zelimo
vezu izmedu varijabli u dva susjedna diskretna trenutka 7, i #,_;. TraZimo sustav oblika
X, = Mx;_1 + wy, gdje je x; = [x, vil”. PoloZaj objekta promijenio se za T - v¢_;. Dobi-

vamo trazeni oblik
1 T

1+ W 1.5
0 Xp—1 + Wy (1.5)

X, = MX,_1 +w, =

GreSka modela w; ima kovarijacijsku matricu X. Prema [17], naj¢es¢i izbor X je random
acceleration (RA):

T4/4 T3/2
T3/2 T?

o (1.6)

q
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Parametre koji opisuju gresku uobicajeno je odredivati empirijski. Izbor konstante 0'5 uve-
like mijenja efikasnost asimilacije podataka. NaZalost, ne postoji generalna metoda za
odredivanje o, tako da i on takoder podilazi istom postupku. Odabir X je diskutabilan te se
u literaturi pojavljuju i druge opcije, kao Sto je npr. random velocity model koji zanemaruje
korelacije u greski pa je X dijagonalna.

Dosad smo definirali operator modela M. Osim njega, joS je potrebno izraziti operator
opazanja H. Budu¢i da dobivamo samo informaciju o poloZaju, zapiSimo

Vi = Hxp + v = [1 0% + vy, (1.7)

gdje je v, greSka opazanja s kovarijacijskom matricom I' = [B,]. Vrijednost B, je varijanca
greSke mjerenja. Ukoliko osim poloZaja, uredaj mjeri i brzinu, operator opazanja glasio bi

1 0
H = ,
[0 1
o . y o B, 0] : . y
a kovarijacijska matrica greSke mjerenja X = 0 B gdje su B, i B, varijance greske

mjerenja poloZaja i brzine, respektivno. Ovaj problem moZe se promatrati i u viSe dimen-
zija. Medutim, moZemo primijetiti da ¢e, na primjer, u 2D prostoru poloZaj na x-osi biti
ovisan iskljucivo o starom poloZaju na x-osi te 0 komponenti brzine u tom istom smjeru.
Zbog toga bismo zapravo mogli promatrati dva smjera neovisno jedan o drugome.

1.3 Primjer: Sirenje epidemije

Motivirani aktualnom epidemijom virusa n-Cov2019, modeliramo Sirenje opCenite epi-
demije u drustvu u nekom vremenskom periodu [z,7 + r]. Ako pretpostavimo da je na
promatranom podrucju veli¢ina populacije N fiksna, tj. da zanemarujemo novorodene, do-
seljene, odseljene 1 sli¢no, onda cijelu populaciju u svakom trenutku moZemo podijeliti u
tri skupine: inficirani (/), oporavljeni (R) i podloZni (S). Pritom u skupinu oporavljenih
uvrStavamo 1 sve one koji su bili zarazeni 1 preminuli (neovisno o uzroku smrti). Dakle,
oporavljeni su svi oni koji viSe ne mogu imati bolest.

Vrijeme ¢ mjerimo u danima. Funkcije koje promatramo su

s(t) = postotak podloznih
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i(t) = postotak inficiranih
r(t) = postotak oporavljenih.

VaZna informacija za model je koliko ljudi prosjecno zarazi jedna zarazena osoba svaki
dan. Ako sa b oznacimo broj kontakata koje jedna osoba ima u danu, tada ¢e svaka infi-
cirana osoba prosjecno zaraziti bs(t) osoba dnevno. Sada nije teSko vidjeti da promjena
broja podloZnih zadovoljava jednadZzbu

ds .
5 = —bs(0)i(1).

Pretpostavimo da se, kad bi infekcija trajala 5 dana, dnevno prosjecno oporavi jedna
petina trenutno zaraZenih. Oznacimo s k taj postotak. Dakle, dnevno se oporavi ki(¢) ljudi
pa imamo sljedecu jednadZbu

dr
— = ki(?).
dt i

Dodatno, pretpostavljamo da svaka osoba koja preboli bolest ima imunitet pa se nitko iz
skupine oporavljenih ne moZze vratiti u skupinu podloZnih.
Sada je iz te dvije jednadZzbe jasno kako se mijenja broj zaraZzenih. On raste kako broj
podloznih pada, a pada kako broj oporavljenih raste pa imamo
di

. = bs)i(0) = ki(®).

Kako smo na pocetku pretpostavili da se ukupna veli¢ina populacije u modelu ne mije-
nja, vrijedi da je
ds  dii dr_
dt dt dt
pa vidimo da se model slaZe s tom pretpostavkom.
Adaptivni DA-SIR model koristi nove podatke (u smislu asimilacije podataka) kako bi

poboljSao model. Ukoliko diskretiziramo jednadZbe po vremenu, dobivamo relacije

LS,

Sin = Si+b2t (1.8)
IiSi
Ii+1 :Ii+b7 (19)

R,.1 =R, + kI, (110)
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gdje smo sa S, I;, R; oznacili vrijednosti s(t,), i(t;), r(t;), respektivno. Oznacimo sa Rj’bs
opazanja varijable R;. Tada se problem asimilacije svodi na minimiziranje funkcije cilja

t+r
Iy = YIRS = R bRl car + I = 17" (1.11)

i=t+1

IPA = argmin,J(I). (1.12)

Vrijednost RP"? oznacava predikciju iz SIR modela, a matrice Cy i £ su, kao i ranije,
pozadinske kovarijance greSaka. Kako bismo rijesili problem, minimiziramo

t+r

Buve = argming, Y IR = R“UIPA Byl (1.13)

i=t+1

Uz dostupne sluzbene podatke o brojevima S, I;, R;, ovaj problem je potpuno postavljen 1
spreman za algoritme asimilacije podataka.

1.4 Primjer: Lorenzov atraktor

Lorenzov atraktor zadan je sustavom diferencijalnih jednadzbi

d

% =a(va — V1)

dv

d_tz = —avy — vy —V1v3 (114)
dv

d—; = vvy — bvy — b(r + a),

gdje su konstante a, b, r najcesée zadane s a = 10,b = %, r=28.
Ovaj sustav, uz navedene parametre, dobar je primjer buduci da je vrlo osjetljiv na pocetne
uvjete. Slika [I.1] prikazuje numericko rjeSenje sustava (I.14) uz tocne pocetne uvjete:
(x,¥,2) =(5,5,5).

U problemima iz primjene koje asimilacija podataka rjeSava, pocetni uvjeti nisu ekspli-
citno poznati ve¢ su dobiveni kao rezultat mjerenja. Zbog toga dolaze s greSkom. Pretpos-
tavimo sada da nam nisu poznate pocetne vrijednosti sustava (1.14]), ve¢ su one izmjerene.

Ovakvu situaciju moguce je simulirati tako da perturbiramo prave vrijednosti slu¢ajnim
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(c) xz-projekcija (d) 3D prikaz rjeSenja

Slika 1.1: RjeSenje Lorenz’63 sustava (I.14)) uz pocetne uvjete [5, 5, 5]

brojevima iz normalne distribucije N(0, 1). Slika [T.2] usporeduje prvu koordinatu rjeSenja
dobivenog uz perturbirane te uz to¢ne pocetne uvjete. Mozemo primijetiti da se rjeSenje
drasti¢no promijenilo. To je rezultat nestabilnosti sustava na pocetni uvjet.

Radi ilustracije, promotrimo kako jedan od algoritama koje ¢emo navesti u nastavku
rada asimilira rjeSenje novim podatcima. Na Slici [I.3] napravljena je usporedba stvarnog
rjeSenja i podataka s rezultatom algoritma za asimilaciju podataka. Jasno je vidljivo da re-
zultat dobiven asimilacijom podataka ve¢inom prati liniju stvarnog rjeSenja. Ukoliko dode
do njihovog razilaZzenja (npr. u 8. iteraciji), krivulje se ponovno priblizavaju zahvaljujuci
mjerenjima. U ovom slucaju napravljeno je 20 iteracija.



10 POGLAVLIJE 1. ASIMILACIJA PODATAKA U DISKRETNOM VREMENU
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— agrakino rieSenje
riesenje uz perturbaciju poc.uvj.

-20
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Slika 1.2: Prikaz x koordinate rjeSenja Lorenz’63 sustava uz egzaktne 1 perturbirane
pocetne uvjete. MozZemo primijetiti znacajnu razliku u vrijednostima. Otprilike do tocke
x = &, rjeSenja su bliska. Zatim se trajektorije poc¢inju znacajno razlikovati te nakon toga
njihovo ponaSanje nije ni priblizno sli¢no.

—— cgzakina fesene
e ieienie dobiveno asimiaciom podataka
20F | © mieena o

-20

Slika 1.3: x koordinata rjeSenja sustava (I.14) dobivenog asimilacijom podataka i mjerenja.
MoZemo primijetiti da je krivulja pribliznog rjesenja puno bliza egzaktnom rjeSenju nego
na Slici [[.2] One se ponovno ponekad razilaze, ali zahvaljuju¢i mjerenjima rjeSenje se
modificira i postaje preciznije.
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Slika 1.4: 3D prikaz rjeSenja sustava (I.14) dobivenog asimilacijom podataka. RjeSenje je
usporedeno s egzaktnim. Kao pocetni uvjet za asimilaciju podataka uzet je vektor [5, 5, 5]
perturbiran za slucajne vrijednosti. U svakoj iteraciji “mjerenje” se imitira perturbiranjem
egzaktnog rjeSenja. Mozemo primijetiti da ovo numericko rjeSenje ostaje na ispravnom
leptiru, Sto je 1 odlika atraktora.



Poglavlje 2

Varijacijske metode

U ovom poglavlju opisane su varijacijske 3D-Var 1 4D-Var metode. Sam izvod napravljen
je na dva nacina. Najprije intuitivno opisujemo pristup i definiramo metodu, a zatim do
istog algoritma dolazimo pomocéu Bayesove statistike.

2.1 1Izvod 3D-Var i 4D-Var metode

Promotrimo jednu diskretnu vremensku tocku #; u kojoj su nam poznate vrijednosti mje-
renja y; te vrijednost xf dobivena iz modela. Ideja 3D-Var metode je aproksimaciju iz
modela u tom vremenskom trenutku pribliZiti mjerenjima. Precizno, metoda minimizira
udaljenost izmedu svake od tih vrijednosti 1 nove aproksimacije x//* U modeliranju funk-
cije troSka vazno je u obzir uzeti greSke mjerenja i modela. Pretpostavimo da greske imaju
Gaussovu distribuciju pa ih je dovoljno opisati ocekivanjem i varijancom. Prirodno je za
distribuciju greSke prestpostaviti ocekivanje 0 pa preostaje promotriti kovarijacijsku ma-
tricu. Kovarijacijsku matricu pozadinske greSke oznatavamo sa Co, a sa R; kovarijacijsku
matricu greSke mjerenja u diskretnom trenutku #;. Ukoliko pretpostavimo medusobnu ne-
zavisnost tih dviju slu€ajnih varijabli, definiran je problem:

(1 :
Xj_‘ = argmin, (EHX - Xf”é; + 5”7{]@) - yj”fq;l) 2.1

Podsjetimo, ||x|[yy = x' Mx je Mahalanobisova udaljenost (Mahalanobis distance).
Dakle, greske (kovarijance) su uzete u obzir kao teZine u normi udaljenosti. Operator
‘H; je kao i ranije operator opaZanja.

12
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Do sada smo promatrali stacionarni problem. Umjesto jednog stanja x u fiksnom trenutku
¢, uzmimo u obzir prozor od posljednjih J + 1 vremenskih trenutaka. Dolazimo do formu-
lacije 4D-Var problema: pronaci x koji minimizira funkciju troska

. 1 ¢
X} = argmin, ||x SR 5§||%<M ) =il | (2.2)

gdje je M; operator modela: M;(x(ty)) = x(¢;). RjeSenje x‘j“ je optimalan inicijalni uvjet za
svaki vremenski interval u smislu podudaranja / sli¢nosti trajektorije modela tih J opazanja.
Primijetimo da u (2.2)) pretpostavljamo da je model savrSen, tj. da je greska modela 0.
Takvu postavku nazivamo jakom 4D-Var formulacijom (strong-constraint 4D-Var). Pro-
motrimo sada opcenitiji sluc¢aj. Kako bismo uveli §to manje uvjeta na greSku, ponovno
pretpostavljamo Gaussovu razdiobu greSke. Oznacimo sa g; greSku modela te sa Q; njenu
kovarijacijsku matricu. ProSirimo funkciju troska:

J J
) 1 1 1 -
x} = argmin, | Sl = xf 1+ 5 D IHC) =yl + 5 Dl = Mix-) =gl
:0 j:O —— e

4qj

(2.3)
te dobivamo slabu 4D-Var formulaciju (weak-constraint 4D-Var).
2.2 Bayesova formulacija
Prisjetimo se Bayesove formule za uvjetnu vjerojatnost:
Tyx (V1) x (x)
T (aly) = = oy (0 (). (24)

my(y)
X je slu€ajna varijabla na Ciju distribuciju utjeCu podatci - realizacije sluCajne varijable
Y. Podatci nisu koriSteni u raCunanju apriorne distribucije mx. Distribucija myx opisuje
vjerojatnost opazanja Y uz dostupan model - sluc¢ajnu varijablu X.

73(y) = f Ty OLOTx () dx
N

je marginalna distribucija koja ovisi samo o y. Njen znacaj je normalizacija mxy, aposte-
riorne distribucije, dobivene nakon Sto su dostupna opazanja.
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Asimilacija podataka moZe se shvatiti kao aproksimacija stvarnog stanja sustava u danom

trenutku, kombiniranjem opaZanja distribuiranih u vremenu i modela. Taj problem pri-

rodno je opisati pomocéu Bayesove statistike. X je sluCajna varijabla koja opisuje model, a

Y slu€ajna varijabla opaZanja. Apriorna distribucija jest model prije nego Sto su dostupni

novi podatci, a aposteriorna distribucija je model prilagoden novim informacijama. Prema

(2.4), za daljnju analizu najprije je potrebno izracunati funkciju gustoce my|x te mx.
Podsjetimo se dinamickog sustava koji promatramo:

Xjr1 = Mj(Vj) + Wj,j e Ny
xo ~ N(my, C),
gdjeje M; € C(R",R"), Vj, aw = {wj} ey, je n.j.d. niz sluCajnih varijabli w; ~ N(0,X),X >
0. Opazanje y zadovoljava relaciju
Yi+1 = 7-{j+1(xj+1) + Vj+l,j € Ny,

zaH; e CR",R™), Vjtev = {v;}ay. Dodatno smo pretpostavili da su xo, w i v medusobno
nezavisne.

Promotrimo signal na diskretnom vremenskom intervalu J, = {0, ..., J} kojeg nazivamo
prozor asimilacije podataka. OznaCimo x = {x;}jer,, ¥ = {yj}tjer, W = (Wjljer,, v = {Vj}jer.
Pronadimo apriori vjerojatnost P(x). RaCunamo:

P(x) = P(xy, xj-1,. .., Xo)
= P(xylxs-1, .o X0)P(xy-1, - 04 X0)
(1)
=P(xslxs—)P(xs-1, ..., Xo)

J-1
(@)
2] [PeoailxPx),
Jj=0
gdje (1) vrijedi zbog Markovljevog svojstva od x, a posljednja jednakost (2) dobiva se
induktivno. Iz pretpostavke o distribuciji varijable x, znamo da vrijedi

_1 2
P(xq) o e )
0 .

1 o .. . e .. . v .. . . .
Sa A2 oznaCavamo jedinstveni pozitivni korijen simetri¢ne pozitivno semidefinitne matrice
A € R™" n € N. Pozitivni Korijen matrice je takoder pozitivno semidefinitna matrica istog
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ranga. Zato je korijen pozitivno definitne matrice takoder pozitivno definitna matrica te

je samim time i regularna pa postoji njen jedinstveni inverz. Inverz pozitivnog korijena
. N _1 .. . q- .

matrice oznacavamo sa A~2. Iz relacije (1.3)) vidimo da je

1 2
-3 2‘?<x~+1—M~<x4»)
P(x;1]x,) = P(w)) o< e 2( oo

Oznacimo
1/ 1 A 2
I = 5 (€ o= mo)) + 3 3 (57 0xier = M)
- = 2.5)
2
= |lxo — m0||%0 + Z 5 ||xj+1 - Mj(xj)”Z-
=0
Tada je

P(x) oc e/,

To znadi da je apriori vjerojatnost P(x) = po(x) proporcionalna funkciji e=/®. Primijetimo
da ova vjerojatnost ne potjece nuzno iz Gaussove distribucije jer nismo uveli pretpostavku
o linearnosti funkcija M;.

Preostalo je odrediti funkciju vjerodostojnosti. RaCunamo

P(ylx) P(yji1lx)

= P(yj+l|xj+l)

o e P

j=0

gdje je a oc b ukoliko postoji konstanta « takva da je a = a - b. Sa ® oznacen je funkcional

neuskladenosti podataka i modela (model-data misfit),

~

-1
D(x;y) = ||y4,-+1 - Wj(&/ﬂ)”%-

J

JIy
| =

Sada vidimo da je funkcija vjerodostojnosti proporcionalna funkciji e~ ®*).

Posteriorna distribucija sada se dobiva pomoc¢u Bayesove formule:
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Teorem 2.2.1. Posteriorna izgladujuca distribucija varijable X|Y za dinamicki model (1.3)),
(T.4) je vjerojatnostna mjera yu na R¥™" &ija je vierojatnosna funkcija gustoce P(xy) = p(x)
proporcionalna funkciji e ', gdje je I(x;y) = J(x) + ®(x; y) negativni log-posterior.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Bayesove formule:

mxy(xly) oc myx (ylx)mx (xo)
o e—fb(x;y) e—J(X)

= ¢ 1)
O

Primijetimo da posteriorna distribucija opéenito nije Gaussova. Za Gaussovu razdiobu
potrebna je pretpostavka o linearnosti M i H.
SrZ varijacijskih metoda maksimiziranje je aposteriorne vjerojatnosti:

mfx (xy (xly))

Podsjetimo se strukture distribucije koju maksimiziramo u Teoremu 1.4.1 te zakljuCujemo
da traZimo

X" = argmin _ppoxal(X; ).

Iskazimo teorem o egzistenciji i jedinstvenosti minimuma x* za stohasticku dinamiku (1.3
Teorem 2.2.2. Ako je M € C'(R",R") te H € C'(R"*,R™), onda vrijedi:

1. Infimum funkcije I(-;y) postize se u barem jednoj tocki x* € R"™ Dakle, funkcija
gustoce p(x) = P(xly), odnosno aposteriorna distribucija, postiZe maksimum u tocki

*

X .

2. Oznacimo sa K(x,r) C RF™ kuglu sa sredistem u x radijusa r. Tada je:

. PH(K(x, 7))
lim————— =

I (e23y)=1(x15y)) [Jolxn
=e L Vx,x €R . 2.6
=0 PA(K (x2, 1)) b (20

Napomena 2.2.3. Tvrdnja 2 zapravo je reformulacija prve tvrdnje. Za fiksiran x,, maksi-
mum desne strane izraza (2.0) postiZe se u tocki x| koja minimizira I(-;y). Dakle, vjerojat-
nost kugle malenog radijusa sa sredistem u x;, neovisno o izboru x,, maksimizirana je u

sredistima koja minimiziraju funkciju I(-;y). Prednost ove tvrdnje je to da se u dokazu ne
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koristi Lebesgueova mjera te se stoga dokaz moZe provesti i u beskonacnodimenzionalnim
prostoroma. Dakle, zbog toga je moguce proSiriti teorem u sluc¢aj kada se promatra nepre-
kidno vrijeme.

Dokaz. Dokaz je preuzet iz [13]].
1. Prisjetimo se funkcije I:

J-1 J-1

1
106y) = @) + 1) = Y7 llyjer = HxpeIE + o = mollg, + 3 5l = M(xpIR.

J=0 J=0

Ona je ocito neprekidna i nenegativna pa je njezin infimum / kona¢an i nenegativan.
PokaZimo da se infimum postize. Uvedimo minimizirajuéi niz x* te pretpostavimo bez
smanjenja opéenitosti da

I(x™;y) < I1+1,¥YneN.

1z strukture fukcije I(-;y) jasno je da
1
X0 = my + Cé 1o

Xjr1 = M(x)) + Z%rjﬂaj VAR

gdje je %Irjl2 <1+ 1,Yj € Z*. Pomoéu ove ocjene mozemo zakljuiti da postoji K > 0
takav da |x™| < K,Vn € N. Dakle, buduéi da je taj niz ogranien, postoji konvergentan
podniz sa limesom u x*. Od sada sa x radi jednostavnosti ozna¢avamo taj podniz. Stoga,
x™ — x* te za svaki € > 0 postoji N = N(e) takav da

1< I(x(”);y) <I+e¢ zasven> N.
Buducdi da je I(-; y) neprekidna funkcija, ista ocjena vrijedi i za limes x™:
I<I(x;y)<I+e

Pustanjem limesa € — 0, zakljuéujemo da I(x*;y) = I.

Neka je s yy oznacena apriorna, a s g aposteriorna vjerojatnosna mjera pridruzena (1.3).
Neka su sa py i p oznaCene Lebesgueove funkcije gustoée pridruzene p i u, respektivno.
Iz (2.5)) znamo da je onda

1 )
-J(x) p(x) — _e—J(X)—¢(X»Y),

1
po(x) = Z_oe Z
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gdiesuZy = [y dxiZ = [, e dx. Sada odmah slijedi da je
e dx = Zopo(x) dx = Zojuo( dx)

te takoder .
u(dx) = Ze_l(x;y)dx = mxy(x; y)dx = p(x)dx,

paje x* ujedno i to¢ka maksimuma aposteriorne distribucije.
2. Funkcija I(-, y) je klase C! zbog istog svojstva funkcija M i H. Zato vrijedi:

1 .
Iwm%m:zf I g

|[x—u|<r
1 .
= > j;_ulq (e"(”’y) +e(u; x — u)) dx,
gdje je
1
e(u;x —u) = <—f D, I(u+ s(x —u);y)ds, x — u>
0

Sadaza K* >0 :

—K7|r| < e(u; x —u) < K'|r|

za |x — u| < r. Oznadimo E := /2~ § ocijenimo izraz iz iskaza:

PY(K(x1,7)) <E f|x—x1|<r eK+|r|dx - el
P#(K()Q, r)) - j|‘x_x2|<r e~ K Idx e~ Kl .

Analogno dobivamo

=F .
PH(K(xp, 7)) fl | eKId x ekl
X—Xo|<r

~K~ I K
PUKG D) et €O KT
Uz limes r — 0, slijedi tvrdnja.
m]

Napomena 2.2.4. Pretpostavke o glatkoéi funkcija M i H mogu se ublaZiti, no u tom

slucaju ne dobivaju se eksplicitne granice kao u ovom dokazu.
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Sada je posve definiran algoritam: potrebno je izracunati
X = argmin,, oL (15 y).

Funkcije troska u obje metode minimiziraju se iterativno:

+ _ (D (OF0]
Xy =xy +a’d?,
gdje je x¥ unaprijed zadan. Smjer d” ovisi o metodi. Na primjer, ako je odabran gra-

.o . . (l) _ _ ()
dijentni spust onda je d” = —VJ(x,
uvjet x; = M;_1(x;_). Kako bismo rijesili problem minimizacije, definiramo Lagrangeovu

). Funkciju troska 4D-Var metode optimiziramo uz

Sfunkciju
N-1
L(x;, 4;) = J(xo) + Z /liT+1(xi+] - Mi(x;))
i=0

1 postavljamo Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete:

OL(x, ) oHy, \' oMo,
% = Cy'(xo — x0) + (a—xo(xo)) Ry (Ho(x0) = yo) — ( axo(xo)) A4 =0
0 is /L' 0 i r 0 i g
L0 ) = ad (x)| Ri'(Hi(x) —yi) - ﬁ(xi) A+ 4;=0 di=1,...,N
ox; ox Ox
0L(x;, A; :
%:Xi_Mi—l(xi—l)zo ,i=1,...,N
Sada su jednadzbe za varijable A;,i = 1,..., N + 1 koje mjere osjetljivost funkcije troska
na promjenu x; dane sa:
An+1 =0 (2.7)
oM., \' aH; \'
A= ﬁ(xi) i1 — ﬂ(xi) R (Hi(x) = y),i=N,...,0 (2.8)
O0x 0x

Sada moZemo izracunati gradijent funkcije troSka:
vJ(x0) = =g + Cy' (xg — x5)

Gornji izvod proveden je za funkciju troska iz jake formulacije 4D-Var. Optimizacija
za slabu formulaciju puno je kompleksnija. Potrebno je minimizirati funkciju u tri pros-
torne dimenzije 1 tri dodatne dimenzije. Osim §to je taj raCun velike vremenske sloZenosti,
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vazno je naglasiti i da M; najcesce nastaje diskretizacijom nelinearne parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe.

Dodatno, vazno je napomenuti da navedeni algoritam kao rjeSenje daje samo aposteriornu
srednju vrijednost (MAP estimator). Moguce je aproksimirati 1 kovarijacijsku matricu A
aposteriorne distribucije ratunanjem inverza A = (v2J(x))~! (koji je moguée dobiti i eks-
plicitno ako je model linearan i distribucija stvarno jest Gaussova).

Algoritam 1 4D-Var

Input: Kovarijacijske matrice gresaka R; i C
Rutine za primjenu operatora modela i opaZanja, M; te H;
Linearizacije operatora M;, M;te H;, H; zai =0,...,N
Maksimalan broj iteracija /i«

I: inicijaliziraj [ = 01 x©@ = x§

2: while [|[vJ(x)")|| > e and [ < I,,,, do

3: izracunaj funkciju troska J (xg) )

4 izracunaj vJ (xf)l))

5: izratunaj smjer silaska d” odabranom metodom spusta
6: AV =10+ a0a®

7 I=1+1

8: end while

Output: Ukupan broj izvrSenih iteracija

) (L)
D P

Primjer

Promotrimo rezultate primjene 3D-Var algoritma na dinamicki sustav zadan jednadZbom
vis1 = ¢-vj(1-v;). Na2.Tjusporedeno je egzaktno rjeSenje s predvidanjima u svakoj tocki.
Dodatno su oznacena i opaZanja u svakoj tocki.



2.2. BAYESOVA FORMULACIJA 21

i
—predvidanje
——egzaktno rjeSenje

* opazanje

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iteracija
Slika 2.1: 3D-Var metoda primijenjena na dinamicki sustav v;.; = ¢ - v;(1 —v;). U svakoj
iteraciji dostupno je novo opaZanje koje utjeCe na predvidanje.

Ukoliko je H : R" — R? linearan operator reprezentiran matricom H € R”", rjeSenje
3D-Var problema moZe se odmah izracunati. Definirajmo Kalmanovu matricu (Kalman
gain) K, koju ¢emo kasnije formalno izvesti:

K = BH'(HBH" + R)". (2.9)
Sada je minimum, prema [10], dan sa:
X} =xf + K(y - H(xD)).

Iako je minimum sada zadan eksplicitno, u primjeni je problemati¢an sam izracun matrice
K. Matrice iz njene definicije su vrlo velike te je raCunanje inverza neizvedivo. Ponekad
nije moguce niti pohraniti cijele matrice.

Vratimo se 4D-Var metodi. Funkcija troSka definirana je kao:

1 1<
J@) = 3l =Xl + 5 ) IHM@) =yl
=0

gdje je xj.1 = M;(x;) opCenito nelinearna funkcija ovisna o vremenu koja opisuje evolu-
ciju dinamic¢kog sustava. Odmah primijetimo da regularizacijski izraz u J(x) sadrzi samo

informacije u trenutku .
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2.3 Inkrementalna 4D-Var metoda

Kao Sto smo vidjeli, varijacijski pristup dovodi do kompleksnog optimizacijskog problema.
Prisjetimo se, uvjeti optimizacije su parcijalne diferencijalne jednadZzbe. Moguce rjeSenje
je aproksimirati minimum pomocu jednostavnijih funkcija cilja. Uvodimo inkrementalnu
4D-Var metodu prvo opisanu u [16]. Umjesto nelinearne optimizacije, rjeSenje se aprok-
simira nizom minimizacija kvadrati¢nih funkcija cilja. Budu¢i da je kvadratna funkcija
konveksna, u svakoj iteraciji postoji jedinstveno optimalno rjeSenje. Metoda je zapravo
ekvivalentna Gauss-Newtonovoj metodi za nelinearan problem najmanjih kvadrata. Kao
Sto e biti opisano, u strukturi inkrementalne 4D-Var razlikujemo dvije petlje. Ako je xg)
aproksimacija rjeSenja u x, u /-toj iteraciji, vanjska petlja modificira vrijednost inkrementa
6xg) = xg h_ xg) pomocu tocke minimuma linearizirane funkcije cilja, koja se aproksimira
u unutarnjoj petlji. Promotrimo ilustraciju metode na Slici[2.2]

NS

\
\
\

XO X.I

Slika 2.2: Inkrementalna 4D-Var metoda

Inkrementalni 4D-Var algoritam moZze se opisati pomoc¢u vanjske i unutarnje petlje. U



2.3. INKREMENTALNA 4D-VAR METODA 23

vanjskoj petlji odreduju se linearizacijsko stanje x; u vremenskom prozoru koji proma-
tramo, [7o, #,], te inovacije 9. Linearizacijsko stanje dano je sa

x5

0

M (x5)
X = | M)

-

M (x5))]
gdje je x{ trenutna aproksimacija inicijalnog stanja. Sada je inovacija dana kao
69 =3 ~ H(xp),

tj. kao razlika izmedu opazanja i aproksimacije incijalnog stanja preslikane u prostor
opazanja. Za racunanje ﬁ(xf)) koristimo linearizacijsko stanje:

[HGS)|, = H M| = Hilx).

Cilj unutarnje petlje je minimizirati linearnu aproksimaciju funkcije troska. Nekoliko ite-
racija unutarnje petlje ilustrirano je na Slici 2.2] Plavom bojom oznacena je funkcija cilja
J(x) :

J
J(x) = (x = x")TCyl(x = x") + Z(Wj(Mj(X)) = YN R (H M) = y)).

J=0

U pocetnoj aproksimaciji xg aproksimirana je kvadratnom funkcijom (zelena boja) dobi-

venom na sljedeci nac¢in. Oznacimo sa H linearizaciju operatora opazanja, H = %{ isa
d = y—H(x") odstupanje predvidanja od opaZanja. Zapi§imo lineariziranu funkciju troska

preko 6x = x — x*':

J(6x) = 6x" Cy'6x + (Hox — d)' R (Héx - d). (2.10)

Zbog konveksnosti ove funkcije, postoji jedinstveni minimum. Oznacimo ga sa x; (po 0z-
nakama sa Slike [2.2)). U toj tocki nastavlja se isti postupak sve do kad ne dodemo do tocke
xo- Kada je zadovoljen kriterij zaustavljanja petlje, aZuriramo aproksimaciju inicijalnog
stanja

xg = xg + 0xp.
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Nakon $to vanjska petlja iskonvergira (ili nakon dovoljnog broja iteracija), vektor x; pred-
stavlja novu aproksimaciju. Detaljniji opis postupka i rezultati o konvergenciji mogu se
pronaci u [18]].

Pokazimo jo§ da je inkrementalna 4D-Var doista varijanta Gauss-Newtonove metode dane
Algoritmom

Algoritam 2 Gauss-Newtonova metoda

Input: Rutine za racunanje funkcije f(x) te njenog gradijenta G(x)
Maksimalan broj iteracija /[,
Pocetna iteracija xo

1: inicijaliziraj [ = 01 x¥ = x,

2: while |GG f(xD)|| > eand [ < 1, do

3 rijesi G(x(l))TG(x(l))éx(l) — _G(x(l))Tf(x(l))
4: 2D = xO 4 5xD

5 I=1+1

6: end while

Output: Ukupan broj izvrSenih iteracija L
K0, ..., 10

Najprije poblize promotrimo ovu metodu. Opcenit nelinearan problem najmanjih kva-
drata za f € C*(R",RY) dan je sa min®(x), gdje je

1 1
() = 5 FOT f(x) = Ellf(x)lli-

Ako, kao u algoritmu, ozna¢imo sa G(x) = f’(x) € R?" Jacobijevu matricu funkcije f,
moZzemo zapisati gradijent 1 Hesseovu matricu funkcije ®@(x) :

VO(x) = G(x)" f(x)

q
V20(x) = GG + Y f(092f()

J=1
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Iz algoritma moZemo primijetiti da Gauss-Newtonova metoda zanemaruje drugi pribrojnik
ovog izraza, koji je mnogo kompliciraniji i tezi za racunanje. Definirajmo sada
Cy' 2 (x = xB)
R, (o — H,
Flo = | Ro o 0(x0))
Ry (i = H(xw))
Ukoliko primijetimo da je u algoritmu Gauss-Newtonove metode korak
G(x(l))TG(x(l))(gx(l) — —G(x(l))Tf(x(l))
ekvivalentan rjeSavanju problema najmanjih kvadrata

min||G(x?s + £F(xD)]],
sERM

jasno je da je minimizacija iz inkrementalne 4D-Var metode zapravo varijanta Gauss-

Newtonove metode.



Poglavlje 3

Kalmanov filter

3.1 1Izvod metode

Pretpostavimo da je dinamika sustava dana sa

Xiv1 = Mix; + w; (3.1
Vi = H,-x,- +V; (32)

gdje su w; ~ N(O, Q;) greske opazanja te v; ~ N(0, R;) greSke u mjerenju i medusobno
su nezavisne. U prethodnom poglavlju vidjeli smo koliko se glavni problem pojednostavio
uvodenjem pretpostavki linearnosti. Pretpostavimo ponovno da su operatori M; € R™" i
H; € RP*P linearni. Pretpostavimo da smo u vremenskom trenutku #; pomodu tada dos-
tupnih mjerenja i informacija izracunali najbolju procjenu stanja x‘l“ Tada se proces moze
podijeliti na dva dijela. U koraku predikcije pomoc¢u modela (3.1)) izraCunamo predvidanje
xf .. U trenutku #;;| postaju dostupna i nova opaZanja y;..; pa kombiniranjem nalazimo naj-
bolji linearni nepristrani procjenitelj (Best Linear Unbiased Estimator, BLUE) x. |. Sada je

opisan 1 korak analize/korekcije.
F

Greska predvidanja u trenutku 7 (uz egzaktno stanje x! € R") danaje sael = x/' — x/, a

greSka analize e/ = x/'—x!. Sada kovarijacijske matrice tih dviju gre§aka moZemo definirati
sa
Pl = cov(el) = Elef (e)'] (3.3)
P! = cov(e?) = E[el(eM)] (3.4)

26
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U koraku predikcije ratunamo x},, = M;x!. Jasno je da nas zanimaju svojstva te greske

v .o .o o F . .o v F .
pa raCunamo kovarijacijsku matricu P;, . Najprije raspi§imo e, , :

F _ F _ .t
ir1 = Xiv1 ~ X

= 1\4136;4 —x’

i+1

e

g)Mix? — (Mix; = wi)
= Mi(x] = xj) + w

= M,-e? + w;

U (1) je uvrstena relacija (3-1)). Uvrstimo sada dobiveni izraz u definiciju P | :

P, = Elej, (el
= E[(Mie? + Wi)(Mie,A + Wi)T]
= E[(M;e! + w) (e M +w!]
= E[Met (e M + Mietw! + wi(e) M + wiw! ]

CME e IMT + ME[*wT] + Elwi(e) IMT + Elww]

DM P M + Elww! ]

EmPiM] + 0,

gdje (1) slijedi zbog linearnosti operatora modela 1 ocekivanja, (2) zbog nekoreliranosti
greSaka analize ef i modela w;, a u (3) uvrstimo znanje o distribuciji w; ~ N(0, Q;) pa
imamo Q; = E[w,w]].

U koraku analize/korekcije ratunamo a-posteriori procjenitelj x# pomoéu a-priori pro-
cjenitelja x| te opaZanja y;. Ukoliko pretpostavimo da je procjenitelj x;' vektora x! linearan
i nepristran, onda je x;' oblika

X! =x{ + Ki(y; — Hix!) (3.5)

A

K; je Kalmanova matrica. Rafunamo kovarijacijsku matricu P# = E[e?(e?)"]. Najprije
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G A
raspiSimo e’ :

A _ '

ei—x?—xi
D3 4+ Kiyi — KHxE - %
=X, + Ky — KiHix; —X;
Q2 F

=xI' + K;Hix + Kyv; — K;Hix! — x|
= KiH;(x — xF) + el + Kv;

= KiHi(—el) + el + K,

= Ki(—Hel +v;) + el

U (1) je uvrstena relacija (3.53), a u (2) relacija (3.2). IzraCunajmo sada kovarijacijsku
matricu:

P! = E[(Ki(~H;e} +v)) + e} )(K(—Hie] +v)) +e])']
= B[(-K:H;e! + Kv; + el )(—(eD)"H K + v/ K + (e/)")]
= E[KHie! (e )" H K| — KiHie! v K| — K;H;e! (el)" — Kivi(e))"H K + K] K
+ Kiv,-(ef)T - ef(ef)THiTKiT + efv,-TK,-T + ef(ef)T]
= K;HE[e! (e))"1H K — K;HE[e! v 1K — K;HE[e! (e)] — KE[vi(el) 1H K
+ KEWy! 1K + KE[vi(e!)']1 - Elef (e 1H! K + E[ef v 1K + E[ef (el)"]

OK,HE[e" (N VHT KT — K:H:E[e"(eF)] + KE[vv 1K — Elef (") 1HT KT + Elef (/)]

Qk.H P H'K” — K;H.P + KRK' — PPHTKT + PP

U (1) je uvazena pretpostavka da su e/ i v; nekorelirani pa je E[e/v]] = E[vi(e/)"] =
0. Ukoliko definiramo P¥ = E[ef (ef)"] te R; = E[vv'], dobivamo (2). Sada zapiSemo
dobiveni izraz u pogodnom obliku:

P} = (I - KH)PF(I - K:H)" + KR K} (3.6)
Kalmanovu matricu K; biramo tako da minimizira aposteriornu varijancu tr(Pf). Pronadimo
njen oblik kao rjesenje od %tr(Pf) = 0. Izvod je preuzet iz [14].
Najprije iskazimo dva matri¢na identiteta. Ozna¢imo sa diA derivaciju skalarne funkcije

po matrici A. Rezultat je matrica derivacija te funkcije parcijalno po elementima matrice:
(diA ij= % f. Za matrice A i B takve da je produkt AB kvadratna matrica, vrijedi

d _ nT
—(AB) = B'. 3.7)
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Nadalje, ako je C simetri¢na,

d
—tr(ACAT) = 2AC. 3.8
7 (. ) (3.8)

Za primjer, dokaZimo prvi. Neka su a{,al,...,al retci matrice A, a by, b,, ..., b, stupci

matrice B. Rac¢unamo:

o
T
a

w@AB) =tr||2|[by by ... b,
aT
L""'n
EalTbl alsz alTb,,
aib, alb, ... alb,

=tr

lal’by alb, ... a'b,

m m m
= Z aibi + Z arbp + -+ Z ayibin
=1 i=1 i=1

Sada je ;2-tr(AB) = b; pa slijedi

diAtr(AB) =B,
m]
Vratimo se na problem pronalaska Kalmanove matrice K; koja minimizira tr(P#). Zapi§imo
matricu P u pogodnijem obliku:
P! = (I - K;H)PF(I - K;H)" + KRK
= Pf — KHPF - PPH'K" + K(H,K;H' + R)K].

Sada je
tr(PY) = tr(PY) — te(K;H;PY) — tr(PF H K + te(Ky(H;K;H + R)K])
= tr(PF) — tr(K;H;PF) — t(K;H,PY) + t(K,(H;K;H! + R)K]),
jer je tr(A") = tr(A), YA. Sada koriste¢i identitete [3.7]13.8| te distributivnost traga matrica

prema zbrajanju dobivamo:
d

e tr(PY) = —2(H;PF)" + 2K,(H;K;H] +R)).
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Uvjet diK’_tr(P?) zadovoljen je za
K, = PFH (HPFH" + R)™". (3.9)
Uvrsavanjem [3.9u[3.6)i dobivamo
P! = (I - K;H;)PF. (3.10)

Intuitivno, malen P implicira i malen P%, §to zna¢i da ¢e x? biti blizu predikcije x”.
Sada mozZemo zapisati kompletan algoritam.

Algoritam 3 Kalman filter

Input: Kovarijacijske matrice gresaka R;, Q;
Operatori M;, H;
Opazanjay;,i =0,...,N
Pocetno stanje x;, i pripadna kovarijacijska matrica greske P{

1: fori=0,... N

2: izra¢unaj Kalmanovu matricu K; = PFH! (H;PYH" + R;)™!

3 izratunaj predvidanje x! = xI' + K;(y; — Hi(x]))

4:  izratunaj kovarijacijsku matricu greske P* = (I — K;H,)PF

5 izraGunaj predvidanje x- | = M;(x')

6: izra¢unaj kovarijacijsku matricu greske predvidanja Pf,, = M;PAM! + Q;
7: end for

Output: Vektori xj, ..., x}, te matrice P, ..., Py

s F F . F F
Vektori x|, ..., xy,, te matrice P, ..., Py,

Primjer

Prisjetimo se dinamickog sustava[l.7)za pradenje kretanja objekta. Svi elementi algoritma
definirani su u uvodnom poglavlju. Pocetni poloZaj je 0, a brzina 10. Na slikama [3.1]i[3.2]
nalaze se rezultati. Na slici prikazana je greSka po iteracijama. MoZemo primijetiti da
se rjeSenje asimptotski priblizava pravim vrijednostima.
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Polozaj objekta
T

15 T T T

T
stvarna vrijednost
predvidanje

\|_° opaZanje

10 *\l

10 I I 1 I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

iteracija

Slika 3.1: Na slici je prikazana prva komponenta rjeSenja. Graf obuhvaca prvih 20 iteracija
od ukupno izracunatih 100. Pocetna pozicija je 0, a brzina 7. Za vrijednost parametra
T iz[1.7) odabrano je T = 0.1. Na slici plavom linijom prikazano je stvarno rjesenje, a
ljubicastom bojom rjeSenje dobiveno pomocu navedenog algoritma. Dodatno, oznacena su
1 diskretna opaZanja te varijanca.

Brzina objekta
T T

25 T

——stvarna vrijednost
—predvidanje

151 .

10~ e A

L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iteracija

Slika 3.2: Na ovoj slici prikazana je druga komponenta rjeSenja. Graf obuhvacéa prvih
20 iteracija od ukupno izracunatih 100. Pocetna pozicija je 0, a brzina 7. Za vrijednost
parametra 7T iz odabrano je 7 = 0.1. Na slici je plavom bojom prikazano stvarno
rjeSenje, a ljubicastom bojom rjeSenje dobiveno pomoc¢u navedenog algoritma. Dodatno je
na grafu i odgovarajuca varijanca.
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Greska
T

45 T
40 - B
35+ -
il |
25 %‘ N

20| i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 3.3: Greska po iteracijama. Prikazano je svih 100 iteracija. Pocetna pozicija je 0,
a brzina 7. Za vrijednost parametra 7 iz odabrano je T = 0.1. Greska je, naravno,
najvecéa u pocetnoj iteraciji. Medutim, greska ve¢ u nekoliko iteracija pada prema nuli.

3.2 Nelinearni slucaj

Prethodni algoritam konstruiran je za slucaj da su operatori M; i H; linearni. Prosireni
Kalmanov filter (Extended Kalman Filter, EKF) izvedenica je iz navedenog algoritma
prilagodena problemima u kojima nisu zadovoljene navedene pretpostavke. Sustav je
oblika
Xie1 = Mi(x;) + w;
yi = Hi(x) +vi.

Neka su sa M; i K; oznaCene linearizacije operatora M; te H;. Nelinearizirani operatori i
dalje se koriste pri racunanju vektora x te x| pa dobivamo Algoritam

Pocetni primjer Lorenzovih jednadZbi sustav je povezanih nelinearnih diferencijalnih
jednadzbi.

Kalmanovi filteri, iako jednostavni za implementaciju i koriStenje, ograniceni su na pri-
mjenu samo na modele malih dimenzija. Kao S$to smo vidjeli, algoritam prvotno kreiran
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Algoritam 4 Extended Kalman filter

Input: Kovarijacijske matrice greSaka R;, Q;
Operatori M;, H; te njihove linearizacije M;, H;
Opazanjay;,i =0,...,N
Pocetno stanje x;, i pripadna kovarijacijska matrica greske P{

1: fori=0,...,N

2: izratunaj Kalmanovu matricu K; = PFH' (H;PYH! + R))™

3: izralunaj predvidanje x!' = xI' + Ki(y; — Hi(xF))

4:  izratunaj kovarijacijsku matricu greske P = (I — K;H;)PF

5 izratunaj predvidanje x©, | = M(x")

6: izraCunaj kovarijacijsku matricu greske predvidanja Pf | = Min‘MiT + O;
7: end for

Output: Vektori xj, ..., x}, te matrice P, ..., Py

Vektori x!, ..., xk | te matrice Pf,..., Pk

N+1

za linearne modele mozZe se prosiriti 1 na nelinearan slu¢aj ukoliko dozvolimo lineariza-
ciju operatora za raCunanje Kalmanove matrice i kovarijacijskih matrica greSaka. Sada joS
preostaje problem velikih dimenzija sustava. U primjenama nailazimo na modele velikih
dimenzija (npr. reda veli¢ine 10®) na koje je gotovo nemoguée primijeniti opisan proces.
Ukoliko promotrimo naveden algoritam, vidimo da jedan korak petlje zahtijeva nekoliko
evaluacija operatora na vektoru, mnoZenje matrica dimenzija jednakih dimenziji modela te
invertiranje izrazito velikih matrica. Zbog toga je sljedeci zadatak prilagoditi algoritam ve-
likim dimenzijama. Generalni pristup je aproksimirati model u prostoru manje dimenzije
ili reducirati prostor stanja ili prostor greSaka.

3.3 Kalmanovi filteri i aproksimacije niZeg ranga

Navedimo neke algoritme koji koriste aproksimacije matrica niZeg ranga. Najprije izvo-
dimo tzv. SEEK filter algoritam (Singular evolutive extended Kalman filter) koji koristi
aproksimacije kovarijacijskih matrica Pf" i P# faktorizacijom oblika P = SS7, gdjeje S €
R™" matrica ranga r << n (znacajno manjeg od n). Jedan od mogucih nacina dobivanja
ovakve faktorizacije je skracena svojstvena dekompozicija. ZapiSimo Kalmanovu matricu
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i ostale izraze iz algoritma koriste¢i faktorizacije Pf = ST(SHT 1 P4 = SASHT:

K; = PFH' (HPFH' + R)™
=STSHNHH (HSESHHH! +R)™
=STHSHTHSFHSHT +R)™!

Pomoc¢u Sherman-Morrison-Woodbury identiteta za matrice
A+U0VH=A""—Alug+viaA~'u)ytvTA™!
Kalmanovu matricu moZemo zapisati i kao
Ki=SE[1+ @SR HST| " (HST) R (3.11)

Kovarijacijska matrica R; Cesto je blok-dijagonalna pa je ovaj izraz povoljniji za raCunanje.
Znamo da je inkrement jednak x! — xI' = K;(y; — Hi(xF')), a iz oblika Kalmanove matrice
vidimo da je to linearna kombinacija stupaca matrice S . Uvrstimo dobivenu Kalmanovu

matricu u jednadzbu 3.10
P =(STUL+ (HSD' R HSITV?) (S 1, + (Hisf)TR;IHiSf]—l/z)T = SASHT
uz S* = SFL + (H:SH)'R7'H;S F]17'/2. U koraku predikcije ratunamo

F A ANT GF (GF \T
Pi+1 = (MiSi )(MiSi) + 0= Si+1(Si+1) + 0;

gdje smo sa § F | oznatili matricu M;S#. Ukoliko je model nelinearan, matrica se aproksi-

mira konacnim diferencijama te po stupcima ozacenima sa [-]; imamo

[SE0 = MG + 1S4, - MixeD, 1= 1,7

Matrica Q; mora zadovoljavati odredene pretpostavke kako bi vrijedilo Pf,, = ST (ST )T

i+1
te kako bi rang ostao r (naglasak je na tome da se rang ne poveca). Opisani algoritam naziva
se Singular Evolutive Extended Kalman filter algorithm (SEEK algoritam) te u nastavku

navodimo konkretan Algoritam [5]preuzet iz [10].
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Algoritam 5 SEEK filter

Input: Kovarijacijske matrice greSaka R;, Q;
Rutine za primjenu operatora modela i opazanja M; te H;,i =0,...,N
Linearizacije operatora M; i H;,i =0,...,N

Opazanjay;,i =0,...,N
Pocetno stanje x{ i pripadna kovarijacijska matrica greske niskog ranga P, = S[(S{)”

1: fori=0,... N
2: izraCunaj Kalmanovu matricu niskog ranga
Ki=SE[1+ @@SH R HST] (HST) Ry
3: izradunaj predvidanje x? = xI + Ki(y; — Hi(xI))
: izralunaj kovarijacijsku matricu greske P! = S4(SH)T uz
4 =871+ @HSHRIHSE|
5. izralunaj predvidanje x©,, = M(x?)

6:  izratunaj kovarijacijsku matricu greske predvidanja PX | = §F (ST )T + 0, uz
[SF 1= Mi(x! + [S2, 1 — Mi(x})
matricu zadanu po stupcima [-];,, [ =1,...,r
7: end for

Output: Vektori xj, ..., x}, te matrice P, ..., Py

Vektori x|,..., x4, | te matrice P{,..., P},

N+1

Ensemble Kalman filter (EnKF) jos je jedna metoda koja koristi aproksimacije matrica
nizeg ranga. Postoje brojne verzije ovog algoritma, od kojih ¢emo istaknuti stohasticki
EnKF te ensemble transform Kalman Filter (ETKF). Ponovno zanemarimo vremensku

dimenziju te pretpostavimo da je zadano r apriornih uzoraka x%, ..., x!. Kovarijacijsku
matricu predvidanja aproksimiramo empirijskom kovarijancom
1 r
P = D =30 - = X"y (3.12)
r—1 —

—F . “ . —F . . .. veee .
Sa X" je oznaCena sredina X = % Yot X;» a sa X" matrica dimenzija n X r &iji su stupci

xﬁ—%F . v . . v
(X7, = ‘—ﬁ Nakon izracuna predvidanja za svaki ¢lan ansambla,
=

X =xf + K@y —H(xp),
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dobivamo posteriorni ansambl X*,

—A

(X4 = 5 (3.13)
r—1

Preostaje izraunati kovarijacijsku matricu P4 = X*4(X*)T. Pokazuje se da je kovarijanca

u takvoj matrici manja nego je ona stvarno. RjeSenje je perturbacija vektora opaZanja:
Y =Y + Vi, vk ~ N(0, R). Definirajmo
Hxf{ — HX = (v, = V)

Vr—1

MoZe se pokazati (detalji u [[14]) da je za [X*], = [XF]x — K[LF )i precizno aproksimirana

[L7 ) =

PA = XA(X*)T. Kalmanova matrica moZe se izratunati pomocu relacije
K = XF(LF)T(LF(LF)T)_I.

Slijedi cijeli algoritam preuzet iz [10]. Indeks k odnosi se na indeks u ansamblu, a i je
vremenski indeks.

OpiSimo joS 1 Ensemble Transform Kalman Filter (ETKF) algoritam. Kovarijacijska
matrica greSke predvidanja ponovno je aproksimirana empirijskom kovarijancom,

F FyvFN\T [vF x{—)_cF
P =X"X"),[X"lk=

Vi1

Pretpostavimo da je vektor predvidanja x* oblika
=3+ XA,

uz ansamble {x{ }/_, vektor koeficijenata w* iz potprostora ansambla R” (r je mala dimen-

zija), te X¥ € R™. Znamo da je x* = X" + K(y — H(xX")) pa uvrstimo u prethodnu relaciju:
X+ Ky -HE)) =3 + X,

Uvrstimo i aproksimaciju kovarijacijske matrice P* = X(X")T te kao u (3:11) uz nove
oznake dobivamo:
wh = (XK - HE)
= XX [1 + (HXDY R HXD)| (HX R (v - HE)
Qln+ @R @R - HE)

2w LR (v - HE)),
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Algoritam 6 Ensemble Kalman Filter (EnKF)

Input: Kovarijacijske matrice greSaka R;

Rutine za primjenu operatora modela i opazanja M; te H;,i =0,...,N
Opazanjay;,i =0,...,N
X o F
Poletna stanja x, o,k = 1,...,r
1: fori=0,...,N
2: perturbiraj opaZzanja yy; = y; + i, ik ~ N(O,R)), k =1,...,r
3: izracunaj sve aritmeticke sredine
—F _ 1 F = _ 1 <F _ 1 F
X =5 Xt X V= Yo Vi Vi =7 Zi=1 Hilx)
4: izraCunaj normalizirane matrice ansambla
F _=F FN_<F =
F1  _ Xei ™% F1 . _ %(xk,i)_yi =)
) 5 [X ]k,l _ \/ﬁ [L ]k,l - ‘ V-1
5: izraCunaj aproksimativnu Kalmanovu matricu:
Ki = X (LY (LE(LEYT)!
6: korak analize:
)Cf’i = x/‘::i + Ki(yk,i - %(X]};l)),k = 13 e

7: korak predvidanja:
xllj,m = Mi(xﬁ,i),k =1,...,r
8: end for

. . - A
Output: Vektori xj, ..., xy te matrice Py, ..., P4

Vektori x{, ..., xk, te matrice P},..., Py

N+1

gdje smo u (1) uvrstili LF L HxF au@ W1+ (LHYTR'LF. Primijetimo da su

matrice u posljednjem izrazu reda r Sto smo htjeli i posti¢i zbog racunanja. Kovarijacijsku
matricu X* ra¢unamo kao

XA — XF(Ir + (LF)TR—ILF)—I/ZV — XFW_I/Z‘/,

gdje je V proizvoljna ortogonalna matrica za koju vrijedi V1 = 1 (na taj nacin je i dalje
ispunjen uvjet X*1 = 0 koji opravdava da su perturbacije centrirane u x*). Ova formula
dolazi iz Reduced rank square root filter (RRSQRT) algoritma. RacCunamo posteriorne
Clanove ansambla

=+ Vr = IXT WPV =3 xE (W VTP ).
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Primijetimo da su sve invertirane i korijenovane matrice malih dimenzija r X r, a upravo to
smo i htjeli posti¢i. Osim toga, operatori M; i H; se primjenjuju samo r puta. Istaknimo da
je mana algoritama koji koriste ovakve potprostore zadrZzavanje inkrementa unutar prostora
razapetog stupcima matrice reda r. Medutim, postoje rjeSenja tog problema koja koriste
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lokalizaciju i mogu se pronaci npr. u [14].

Algoritam 7 Ensemble Transform Kalman Filter (ETKF)

Input: Kovarijacijske matrice greSaka R;

Rutine za primjenu operatora modela i opazanja M; te H;, i =0,...

Opazanjay;,i =0,...,N

Ortogonalna matrica V € R™" koja zadovoljava V1 = 1

Pocetna stanja x; ,k = 1,...,rzai = 0. Definiramo E" = [x], ...
1: fori=0,... N
2:  izraCunaj sredinu i matricu X*
x =1EF X' = Z=(E7 =317)
3: izraCunaj sredinu opazanja
y =711, gdjeje ¥ = H(E")
4: izraCunaj normalizirani ansambl opaZanja
LF = =R (v - 317)
5: izracunaj normalizirani vektor inovacije d = Rl._l/ %(y; — y) i matricu W
W=, +LHTLH!
6: izratunaj vektor koeficijenata w?
wh = W(IH'd
7: izracunaj ansambl analize
EA =317 + XFwA1T + Vr— TW'2V)
8: izracunaj ansambl predvidanja

EF = M,(EA)

9: end for




Dodatak A

MATLAB kodovi

U ovom dijelu nalaze se MATLAB kodovi koji rekonstruiraju grafove iz cijelog rada.

A.1 Lorenzovi atraktori

t = 0:0.01:20;
sigma = 10;
beta = 8/3;
rho = 28;

x0 = [5 5 5]; % egzaktni pocetni uvjet
[t, x_egz] = ode45('lor_rhs', t, x0, [], sigma, beta, rho);

x_true = x_egz(:,1);
y_true = x_egz(:,2);
x_egz(:,3);

Z_true

% perturbirani pocetni uvjeti
sigma_pert = 1;
xic = x0 + sigma_pert * randn(l,3); % perturbirani x0

%%
% opazanja kreirana kao perturbirane egzaktne vrijednosti
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t_opazanja = t(l:25:end);
n = length(t_opazanja);

sigma_error = 4;

xdata = x_true(l:25:end) + sigma_error * randn(n,1);
ydata = y_true(l:25:end) + sigma_error * randn(n,1);
zdata = z_true(l:25:end) + sigma_error * randn(n,1);
% data vs the truth for x

figure(l), plot(t_opazanja, xdata, 'ro', t,
x_true, 'k', 'linewidth', [2])

hold;grid;xlabel('iteracija');

legend('opazanje', 'stvarna vrijednost');

title('Usporedba opazanja i stvarne vrijednosti prve koordinate')

%% Kalman filter

x_kalman = []; % rjesenje iz asimilacije podataka
for j = 1:length(t_opazanja) - 1
tspan = 0:0.01:0.25;
[tspan, x_sol] = ode45('lor_rhs', tspan,
xic, [], sigma, beta, rho);
xic® = [x_sol(end,1); x_sol(end, 2); x_sol(end, 3)];
xdat = [xdata(j+1); ydata(j+1); zdata(j+1)]; % mjerenje
K = sigma_pert / (sigma_pert + sigma_error);
xic = xic® + (K * (xdat - xic®));
x_kalman = [x_kalman; x_sol(l:end-1, :)];
end

x_kalman = [x_kalman; x_sol(end, :)];

figure(2), plot(t, x_true, 'm', t, x_kalman(:,1), 'g',
'linewidth', [2])
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figure(3), plot3(x_true, y_true, z_true, '-m', 'linewidth', [4]);

hold on

plot3(x_kalman(:,1), x_kalman(:,2), x_kalman(:,3), '-g',
'linewidth', [4])

plot3(xdata, ydata, zdata,

ro', 'linewidth', [4])

grid on

legend('egzaktno rjesenje', 'rjesenje dobiveno asimilacijom podataka',
'mjerenja')

figure(4), plot(t, x_true, 'm', t, x_kalman(:,1), 'g',
ro', 'linewidth', [3])
legend('egzaktno rjesenje', 'rjesenje dobiveno asimilacijom podataka',

t_opazanja, xdata,

'mjerenja')

A.2 3D-Var metoda

J=1e3; % broj koraka

r=4;

gamma=1le-1;% korijen varijance greske opazanja
sigma=0;% korijen varijance greske modela
sd=10;rng(sd);

m=zeros(J, 1) ;v=m;y=m;

v(1)=rand;% inicijalna "istina" u [0,1]
m(1l)=rand;% inicijalno predvidanje u [0,1]
eta=2e-1;

C=gamma”2/eta; % kovarijanca

H=1;

K=(C*H') /(H*C*H'+gamma”2); % Kalmanova matrica (u 1D slucaju broj)
%% metoda

for j=1:]
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v(j+D=r*v(j)*(1-v(j)) + sigma*randn; % istina
y(j)=H*v(j+1)+gamma“randn; % opazanje

m_p=r*m(j)*(1-m(3));

d=y(j)-H*m_p; % inovacija
m(j+1)=m_p+K*d; % update
end

n_plot=20;

figure(l)

plot([0:n_plot-1],v(l:n_plot), 'linewidth', [2]);

hold on;

plot([0:n_plot-1],m(l:n_plot), 'm', 'linewidth', [2]);
plot([1:n_plot-1],y(l:n_plot-1), 'kx"');
hold;grid;xlabel('iteracija');

legend('predvidanje', 'egzaktno rjesSenje', 'opazanje');
title('3DVAR")

A.3 Kalmanovi filteri (polozaj i brzina objekta)

J=1e2; % broj koraka

N=2;

I=eye(N);

gamma=0.5;

sigma=1;

CO=eye(N); % apriorna varijanca
m0=[0;7];

rng('default’');

sd=10;rng(sd); % random number seed

T=0.1;
(1, T; 0, 11;

=
1l



A.3. KALMANOVI FILTERI (POLOZAJ I BRZINA OBJEKTA) 43

sigma_q = 0.1;
Q=1I[T4 /4, T°3/2; T 3/2, T 2] * sigma_q 2;

m=zeros(N, ]) ;v=m;y=zeros(J, 1) ;c=zeros(N,N,]);
v(:, 1)=m0+sqrtm(CO) *randn(N, 1) ;
m(:,1)=10*randn(N, 1);

c(:,:,1)=100%CO; % inicijalna kovarijanca
H=[1,0]; % operator opazanja

%% asimilacija

for j=1:]
mu = [0,0];
w = mvnrnd(mu,Q, 1)’

v(:,j+1)=M*v(:,]j) + sigma*w; % stvarna vrijednost
y(j)=H*v(:,j+1)+gamma*randn; % opazanje

m_p=M*m(:,j); % predikcija
c_p=M*c(:,:,j)*M"+sigma”"2*I; % predikcija kovarijance

d=y(j)-H*m_p;
K=(c_p*H") /(H*c_p*H'+gamma”2); % Kalmanova matrica
m(:,j+1)=m_p+K*d;
c(:,:,j+1D)=(I-K*H)*c_p;
end

n_plot = 21;

figure;plot([0:n_plot-1],v(l,1:n_plot));hold;

plot([0:n_plot-1],m(1,1:n_plot), 'm");

plot([0:n_plot-1], y(l:n_plot), 'ro');

plot([0:n_plot-1],m(1,1:n_plot)+reshape(sqrt(c(l,1,1l:n_plot)),
1,n_plot), 'r--");
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plot([0:n_plot-1],m(1l,1:n_plot)-reshape(sqrt(c(l,1,1:n_plot)),
1,n_plot), 'r--");

hold;grid;xlabel('iteracija');

title('Polozaj objekta');

x1im([0 n_plot]);

legend('stvarna vrijednost', 'predvidanje', 'opaZanje');

figure;plot([0:n_plot-1],v(2,1:n_plot));hold;

plot([0:n_plot-1],m(2,1:n_plot), 'm");

plot([0:n_plot-1],m(2,1:n_plot)+reshape(sqrt(c(2,2,1:n_plot)),
1,n_plot), 'r--");

plot([0:n_plot-1],m(2,1:n_plot)-reshape(sqrt(c(2,2,1:n_plot)),
1,n_plot), 'r--");

hold;grid;xlabel('iteracija');

title('Brzina objekta');

x1im([0 n_plot]);

legend('stvarna vrijednost', 'predvidanje');

figure;plot([0:]],sum((v-m)."2));
hold;xlabel('iteracija');
title('Greska');
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Sazetak

Asimilacija podataka je skup matematickih metoda uskladivanja modela s podacima. Me-
tode obuhvacene ovim radom mogu se podijeliti u dvije kategorije: varijacijske te sek-
vencijalne. Varijacijske metode minimiziraju funkciju cilja koja mjeri to¢nost predikcije u
odnosu na model i opazanja, unutar odredenog vremenskog intervala. Dva najpoznatija al-
goritma su 4D-Var algoritam te 3D-Var kao njegov poseban slucaj. Inkrementalni 4D-Var
algoritam umjesto nelinearne funkcije cilja minimizira niz linearnih konveksnih funkcija.
Sekvencijalne metode asimilacije podataka opazanja uvazavaju ¢im ona postanu dostupna.
Jedan takav algoritam je Kalmanov filter, u kojem se pretpostavlja da su operatori koriSteni
u definiciji modela linearni, a greSke normalno distribuirane. Ovo ograniCenje rjeSava se u
Extended Kalman filter algoritmu koji za neke korake koristi linearizaciju opratora. Osim
toga, zbog numerickih performansi, matrice koriStene u metodi mogu se aproksimirati ma-
tricama manjeg ranga te tako dolazimo do sasvim novog skupa metoda. U ovom radu
predstavljena je i na prakticnim primjerima ilustrirana samo nekolicina iz ogromnog skupa
algoritama za asimilaciju podataka.



Summary

Data assimilation is a group of mathematical methods aimed at adjusting a model of inte-
rest with available data. The methods covered in this thesis can be divided into two catego-
ries: variational and sequential methods. Variational methods minimize the cost function
that measures the accuracy of the prediction compared to the model and observations, in
a specified time interval. Two most commonly used algorithms are 4D-Var algorithm and
3D-Var as its special case. Incremental 4D-Var algorithm minimizes a sequence of linear
convex cost functions, instead of a nonlinear one as in 4D-Var. Sequential methods for data
assimilation make use of observations as soon as they become available. One such sequen-
tial algorithm is the Kalman filter, in which the operators used in the model definition are
assumed to be linear, and errors are assumed to be normally distributed. These limitations
are dropped in Extended Kalman filter algorithm which uses linearizations of those opera-
tors for some steps. Furthermore, the matrices used in the method can be replaced by their
low-rank approximations, for better numerical performance. That leads to a completely
new set of methods. In this thesis only a small part of a rather large set of algorithms for
data assimilation is introduced and illustrated on practical examples.
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