Racunalni mis kao senzor pomaka s primjenom na
torziono njihalo

Medunié, Maja

Master's thesis / Diplomski rad

2021

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:575431

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-20

§TE U 2
\Bt\\_,'\s é,q G

»
< £,
& %
o % . .
& % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% T
< SN
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:575431
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:10228
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:10228
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:10228

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

Maja Meduni¢

RACUNALNI MIS KAO SENZOR POMAKA S
PRIMJENOM NA TORZIONO NJIHALO

Diplomski rad

Zagreb, 2021.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

INTEGRIRANI PREDDIPLOMSKI I DIPLOMSKI SVEUCILISNI
STUDIJ FIZIKA; SMJER NASTAVNICKI

Maja Medunié

Diplomski rad
Racunalni mis kao senzor pomaka s

primjenom na torzijsko njihalo

Voditelj diplomskog rada: izv.prof.dr.sc.Mario Basleti¢

Ocjena diplomskog rada:

Povjerenstvo: 1.




Datum polaganja:

Zagreb, 2021.



Zahvale po potrebi. Ako zahvala nema ostaviti praznu stranicu.



Sazetak

Kruzno ili torzijsko njihalo je tijelo ucévrséeno tako da moze rotirati oko jedne osi.
Najvazniji dio kruznog njihala je spiralna opruga, koja skupa sa kotacem sacinjava
harmonijski oscilator. Cilj rada je nadodavanje eksperimentalnom postavu kruznog
njihala element koji prati i biljezi pomake kota¢a u vremenu te na taj nacin sluzi kao
precizan mjerni uredaj za proucavanje oscilacija. Za ovu svrhu koristili smo racunalnog
misa. U radu su objasnjeni najvazniji dijelovi eksperimentalnog postava. Opisano je
kako je racunalni mis uklopljen u postav koristenjem racunalnog programa. Navedena

su mjerenja koja su radena i dani su njihovi rezultati.

Kljuéne rijeci: harmonijski oscilator, kruzno njihalo, racunalni mis, rezonancija, rezo-

nantna frekvencija, faktor prigusenja



Computer mouse as displacement sensor with
application to torsion pendulum

Abstract

The torsion pendulum is a body fixed so that it can rotate about one axis. The
most important part of the torsion pendulum is the coil spring, which together with the
wheel forms a harmonic oscillator. The aim of this paper is to add to the experimental
setup of a torsion pendulum an element that monitors and records wheel movements
over time and thus serves as a precise measuring device for studying oscillations. We
used a computer mouse for this purpose. The paper explains the most important parts
of the experimental setup. It is described how a computer mouse was incorporated
into the setup using a computer program. The measurements that have been made are

listed and their results are given.

Keywords: harmonic oscillator, torsion pendulum, computer mouse, resonance, reso-

nant frequency, attenuation factor
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1 Uvod

U ovom dijelu objasnit ¢emo glavne pojmove i fizikalne zakonitosti ¢ije je poznavanje
baza za razumijevanje eksperimenta i interpretaciju dobivenih rezultata. Na kraju
¢emo dati neke primjere kako se ova znanja koriste u izumima koji su u svakodnevnoj

upotrebi.

1.1 Opcenito o harmonickom oscilatoru

U klasiénoj mehanici, harmonijskim oscilatorom smatra se svaki sustav na koji, kad
je pomaknut iz ravnoteznog polozaja, djeluje linearna sila koja je proporcionalna s
pomakom u odnosu na taj ravnotezni polozaj. Ukoliko promatramo gibanje u jednom
smjeru, taj pomak mozemo oznaciti sa Az, a izraz za silu koja djeluje na sustav mozemo
zapisati kao: F = —kAx, gdje je k konstanta koja je uvijek pozitivna. Silu za koju
vrijedi ovaj izraz nazivamo povratna sila. Ona vraca tijelo u ravnotezni polozaj. Smjer
povratne sile uvijek je suprotan od pomaka, oznaceno u formuli s minusom [1].

Oscilatorno gibanje je gibanje koje se odvija oko ravnoteznog polozaja. Periodicko
gibanje je ponavljajuce gibanje, ¢ije se jedno ponavljanje dogodi u vremenskom inter-
valu 7', nazvanom period. Vazno je naglasiti da je svako harmonijsko gibanje ujedno
i periodi¢no i oscilatorno. Svako oscilatorno gibanje je periodicko, no obrat ne vrijedi
nuzno. Primjer gibanja koje je periodicko ali nije oscilatorno, zbog ¢ega ne spada pod
harmonijska gibanja, je kruzenje Zemlje oko Sunca. Isto vrijedi i za pomicanje kazaljke
na satu [2].

Navest ¢emo neke od primjera harmonijskih sustava iz svakodnevnog zivota [3].

e Dijete na ljuljacki koje je izvuceno iz ravnoteznog polozaja za mali kut i pusteno

da se slobodno njise.
e Dijeli¢ zice na muzickim instrumentima.

e Bungee jumping pri kojem covjek zakacen na elasticnu traku skace s mosta te u
vise¢em polozaju oscilira oko ravnoteznog polozaja gore dolje zbog elasti¢nosti

uzeta.

e Bubnji¢ uha je elasticna opna koja prima zvucne signale iz okoline i titra, te

informacije Salje prema unutarnjem uhu [4].



Primjer gibanja koje nije harmonijsko, a sli¢i harmonijskom gibanju:

e Savrseno elasticni sudar loptice bacene o pod vertikalno koja zatim odskace. Tako
ovo gibanje zadovoljava uvjet da je brzina u ravnoteznom polozaju najveca a u
maksimumu nula, odnosno najmanja, ovo gibanje se ne odvija oko ravnoteznog
polozaja (pod), niti je sila koja ga uzrokuje proporcionalna pomaku obzirom da

se radi o gravitacijskoj sili [2].

Povratna sila ne mora biti jedina sila koja sudjeluje u formiranju oscilatornog giba-
nja, pa tako razlikujemo vise vrsta oscilacija: jednostavni, guseni i tjerani harmonijski

oscilator.

1.2 Jednostavni harmonicki oscilator

Glavno obiljezje jednostavnog harmonijskog oscilatora je da na njega ne djeluju disipa-
tivne sile, kao sto su npr. otpor fluida. Sila koja uzrokuje ovakvo gibanje je povratna
sila, odnosno, povratna sila koja je proporcionalna s pomakom i koja je ujedno ukupna
sila na tijelo. Mehanicka energija, koju ¢ine zbroj potencijalnih i kineticke energije, je
ocuvana. Kada je potencijalna energija najmanja, tada je kineticka najveca, odnosno za
jednostavne harmonijske oscilatore vrijedi da je brzina gibanja najveé¢a u ravnoteznom
polozaju, dok je akceleracija najveca u amplitudnim polozajima. Energija pohranjena
u deformaciji jednostavnog harmonijskog oscilatora je oblik elasti¢ne potencijalne ener-
gije. Opisana je formulom Fq = kz?/2, za oprugu, gdje je k konstanta opruge, a x
pomak tijela na opruzi od ravnoteznog polozaja, odnosno formulom E. = mgL6§?/2,
za njihalo, gdje je L duljina njihala, a 6 kut otklona njihala. Slika 1.1 prikazuje zakon

ocuvanja energije u jednostavnom harmonijskom oscilatoru.
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Slika 1.1: Graf mehanickih energija za jednostavni harmonijski oscilator [5]



Amplitude jednostavnog harmonijskog oscilatora jednake su s obje strane rav-
noteznog polozaja, te je period svake oscilacije jednak [6].

Primjeri jednostavnih harmonijskih oscilatora su sustav tijela na opruzi i njihalo.
Tijelo na opruzi je najjednostavniji primjer sustava na koji djeluje povratna sila. Na
jedan kraj opruge je zakacena masa dok je drugi kraj u¢vrséen. Moze biti postavljena
vertikalno, te u tom slucaju u obzir moramo uzeti gravitaciju, ili horizontalno, na

glatkoj podlozi s jako malim trenjem. Opruga slijedi Hookeov zakon:
F = —kzx, (1.1)

gdje je k konstanta opruge koja opisuje kako se opruga opire stiskanju ili produljivanju.
Sto je k opruge veéi, to se ona opire viSe, odnosno, teze ju je rastegnuti. Na slici 1.2

prikazana je opruga bez mase, te sustav opruge s jednim i dva utega.

Slika 1.2: Prikaz sustava tijela na opruzi [7]

Bitno je naglasiti da Hookeov zakon vrijedi samo za one pomake z, koji su mali u
usporedbi s maksimalnom mogué¢om deformacijom opruge. Ukoliko su oscilacije velike,
one postaju anharmoni¢éne, odnosno nelinearne [8]. Pokazat ¢emo zasto Hookov zakon

vrijedi samo za male pomake [10].
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Slika 1.3: Graf potencijalne energije sustava tijela na opruzi [9]

Funkciju koja opisuje potencijalnu energiju sustava s oprugom prikazanu na slici

1.3 razvijamo Taylorovim razvojem oko ravnoteznog polozaja:

dU(x)

N 1 ,d*U(x)
dx

1. 1 ,d3U(z)
0 2 dx?

+ =

U(@) = Unin + 2 o I da3

T (1.2)

Na slici 1.3 prikazan je ravnotezni polozaj u tocki z = 0, te ¢emo to u izvodu uzeti razvoj
oko nule. Prvi ¢clan ovog razvoja, U(z) = Umpi, je s fizikalnog gledista proizvoljan,
zato ga proglasavamo nulom i pojednostavljujemo izraz. Drugi ¢lan, xdU(x)/dz|,,
predstavlja prvu derivaciju funkcije potencijala u nuli. Sa slike 1.3 vidimo da funkcija
ima lokalni minimum u z = 0, stoga ovaj ¢lan takoder iscezava. Vise clanove Taylorova
razvoja zanemarimo uzimajuci u obzir pretpostavku da su oscilacije oko ravnoteznog

polozaja male. Sada funkciju (1.2) mozemo pisati skraceno:

x 1.3
2! d?x (13)
Silu dobijamo preko potencijalne energije primjenjujuci funkciju gradijenta na slijedeci
nacin:

F=_VU. (1.4)

Za titranje u jednoj dimenziji, izraz za silu glasi: F(x) = —dU(z)/dx. Sada, defini-

rajué¢i konstantu opruge

k= 1.
| (15)
dobijamo:
dU (z)
F(x)=-— ~ —k 1.6
(0) = -2~ (16)



odnosno relaciju (1.1). Obzirom da smo zanemarili vise ¢lanove Taylorova razvoja
potencijalne energije u izvodu za silu, slijedi da je Hookeov zakon aproksimacija prvog
reda pravog odgovora elasti¢nih tijela na primijenjenu silu, stoga zakon ne vrijedi nakon
sto sila prede odredenu granicu [10].

Hookeov zakon vrijedi, do neke mjere, i u mnogim drugim situacijama gdje dolazi

do deformacije elasticnog tijela. Takva tijela nazivaju se linearno-elastic¢na.

F M
Lomna évrstoda /\ Plastiér.m
L podrucje
Granica elasticnosti
E
Elasti¢no
. . . podrucje
Dopustena ¢vrstoca
0 AL

Slika 1.4: Dijagram naprezanja za meki celik [11]

Vidimo na slici 1.4 kako je sila linearna za male pomake koji su tu naznaceni sa AL.
Tocka E predstavlja granicu elasti¢nosti, odnosno granicu nakon koje kad se opruga

produljiva ili sabija vise ne vrijedi Hookeov zakon.

Promotrimo gibanje tijela pod utjecajem linearne sile opisane jednadzbom (1.1).

Drugi Newtonov zakon nam daje jednadzbu gibanja:

ma = —kx (1.8)
Za akceleraciju, a, vrijedi:
k
=i=—-—— 1.9
a=27 3 (1.9)
To se jos pise kao:
i+ w?r =0, (1.10)



gdje smo uveli pokratu:

k
w>=—>0 (1.11)
m

Jednadzba (1.10) je diferencijalna jednadzba drugog reda i njena rjesenja su:

x(t) = Cy coswt + Cysinwt (1.12)

gdje su C i C5 konstante koje se odreduju iz pocetnih uvjeta. w jos nazivamo kruznom

frekvencijom i ona je povezana s periodom 7' i frekvencijom f putem relacija:

w=2rf=" (1.13)

Osim sustavom tijela na opruzi, harmonijsko gibanje se moze realizirati i njihalom
- fizikalnim tijelom koje se njise oko ravnoteznoh polozaja. Kod opruge smo analizi-
rali polozaj u vremenu jer je linijsko gibanje bilo pravilno sinusoidalno. Kod njihala
umjesto ovisnosti polozaja o vremenu promatramo ovisnost kuta otklona # o vremenu.
Najjednostavnije njihalo je jednostavno matematicko njihalo, koje je prikazano na slici

1.5.

.'*blli".'

Slika 1.5: Prikaz jednostavnog matematickog njihala [12]

Za ovo njihalo koristimo slijede¢e aproksimacije:

1. Nit na kojoj je ovjeseno tijelo je bezmasena i nerastezljiva.
2. Tijelo ovjeSeno na nit je tockasta masa

3. Otpor zraka je zanemariv

4. Gravitacijsko polje je uniformno



Njihalo je izvuceno iz ravnoteznog polozaja i pusteno da se giba pod utjecajem gravi-

tacijske sile. Rastav sila prikazan je na slici 1.6.

i

A~ F ooz

Slika 1.6: Dijagram i rastav sila na matematickom njihalu [13]

Iz rastava sila, prikazanog na slici 1.6, vidimo da je suma svih sila jednaka tangen-

cijalnoj komponenti sile teze, Fy,, -
Y F=F,, =-mgsinf (1.14)
Za opisivanje gibanja koristimo (1.7) i pisemo:
Mgan = —Mgsin b, (1.15)
gdje je asan tangencijalna komponenta akceleracije, za koju vrijedi:

Gran = L0 (1.16)

Sada iz (1.15) i (1.16) dobijamo diferencijalnu jednadzbu koja opisuje gibanje:
mLO = —mgsin 6 (1.17)

Ova jednadzba nije rjesiva, pa koristimo aproksimaciju malih kutova:

sinf ~ 6 (1.18)



i uvodeci pokratu:

W= % (1.19)

dobivamo:

4w =0 (1.20)

Ova jednadzba je istog oblika kao (1.10), stoga ima sinusoidalno rjesenje.

Za fizikalno njihalo ne mozemo reé¢i da je velina mase smjeStena u jednoj tocki
njihala, ve¢ je masa rasporedena cijelom duljinom njihala. To je ¢vrsto tijelo koje
rotira oko osi definirane tockom ovjesista. Za ¢vrsto tijelo koje rotira oko neke osi za
opisivanje gibanja, osim jednadzbe (1.7), koristimo i kutni oblik drugog Newtonova
zakona:

Y M=Ia=1If (1.21)
momenti sle
gdje je I moment tromosti krutog tijela oko osi rotacije, gdje je a kutna akceleracija
tijela.
Moment sile opisan je sa:

M=rxF (1.22)



Slika 1.7: Dijagram i rastav sila na fizikalnom njihalu [13]

Na slici 1.7, prikazan je rastav sila, L je udaljenost osi rotacije O od tezista tijela C.
Ukupna sila na tijelo je tangencijalna komponenta sile teze, stoga je ukupni moment
sile na tijelo:

M| =|rxF = —Lmgsinf (1.23)

Ztan ‘

Sada iz relacija (1.21) i (1.23) dobijamo izraz za diferencijalnu jednadzbu gibanja:

10 = —mgLsind (1.24)

Ova jednadzba nije rjesiva, pa opet uzimamo aproksimaciju malih kutova (1.18). Uvodeéi
pokratu:
W= — (1.25)

dobijamo:

4w’ =0 (1.26)

Ova jednadzba je istog oblika kao (1.10), stoga ima sinusoidalno rjesenje.
U oba slucaja uzeli smo u obzir bitnu aproksimaciju, aproksimaciju malih kutova.
Ukoliko ne bismo aproksimirali sinus kuta samim kutom (a to ne mozemo kada je rije¢

o ve¢im kutovima), rjesavanje diferencijalne jednadzbe gibanja za njihalo bilo bi puno

slozenije te za vete kutove rezultat vise ne bi davao harmonijski oscilator. To bi se

10



direktno odrazilo na period oscilacija, koji u izrazu sadrzava dodatne ¢lanove s kutom,
koje viSe nebismo mogli zanemariti. Period bi s pove¢anjem kuta otklona postojao sve

viSe ovisan o tom kutu.

1.3 Guseni harmonijski oscilator

Titranjem se energija gubi zbog otpora sredstva u kojem tijelo titra, trenja na objesistu
ili ako nit nije potpuno nerastezljiva. Kod tijela na opruzi najvazniji gubitak energije je
zbog otpora sredstva. Ako na sustav postoji neko trenje (otpor) koje uzrokuje disipaciju
energije, tada ¢e oscilacije trnuti. Ovakve oscilacije nazivamo prigusenima [14].

U realnom slucaju, fluid u kojem se sustav nalazi i eventualno podloga na kojoj lezi
uvijek uzrokuju neki otpor gibanju, pa titranje nikad nece biti skroz nepriguseno. Kao
primjer mozemo promotrit tijelo na opruzi u fluidu, ¢iji otpor nije zanemariv, kao sto

je prikazano na slici 1.8.

Slika 1.8: Sustav tijela na opruzi u fluidu [15]

Opet se jednadzba gibanja dobiva iz Newtonova zakona, medutim sada ukupna sila
na tijelo nije samo elasti¢na sila opruge ve¢ i sila otpora fluida. Otpor fluida veéi je sto
je brzina gibanja kroz fluid veéa. Sila otpora fluida je priblizno proporcionalna v*, gdje
je k konstanta za koju vrijedi da je 1 < k < 2. Promotrimo najjednostavniji slucaj

gdje je k = 1. Jednadzba (1.7) daje:
ma = —bv — kx (1.27)

Sto se moze svesti na oblik

¥+ 2y% 4+ wiz = 0, (1.28)

11



gdje smo stavili v = b/2m i w2 = k/m.

Jedno od rjesenja dano je izrazom:

x(t) = zmoe " cos(Qt — @) (1.29)

gdje je kruzna frekvencija oscilacija, €2, dana sa:

Q=1/wid —~% (1.30)

Pocetne uvjete mozemo zadovoljiti prikladno odabranim konstantama x( i ¢. Graficki

prikaz ovakve funkcije dan je na slici 1.9.

envelopa

Slika 1.9: Graf vremenske ovisnosti polozaja kod gusenog titranja [16]
Ovisnost envelope o vremenu mozemo pisati kao:
A(t) = zpe ™, (1.31)
gdje je v koeficijent prigusenja.
Tri su vrste prigusenih oscilacija:
1. Podkriti¢no guSenje postize se kada: wg — % > 0
2. Kritiéno gusenje postize se kada: w2 =2
3. Nadkriti¢no gusenje postize se kada: wi —~* < 0
Grafovi prigusenog titranja ovisno o faktoru gusenja za tri slucaja prikazani su na

slici 1.10.

12



, x(t) NADKRITIENO GUSENJE

/ 2(t) = Cre™ Mt 4 Che™ 2t

KRITIENO GUSENJE
x(t) = (Cl + Cgt)ei’yt

PODKRITICNO GUSENJE
x(t) = zoe " cos(U — @)

Slika 1.10: Graf vremenske ovisnosti polozaja za tri vrste prigusenih oscilacija

1.4 Tjerani harmonicki oscilator

Kada na sustav djeluje vanjska periodicka sila, koja tjera sustav na titranje, titranje

se naziva prisilno titranje. Periodicku silu mozemo zapisati na slijede¢i nacin:
Foobuda = F coswt, (1.32)

gdje je w frekvencija vanjske pobude. Sile koje djeluju na ovaj sustav su: periodicka

sila, povratna sila, te sila prigusenja. Koristeéi (1.7) dobijamo:
ma = —bv — kx + F coswt (1.33)
Diferencijalna jednadzba koja opisuje ovaj sustav je:
. . 9 F
T+ 2vT + wyr = - CoS wt. (1.34)
Rjesenje za gibanje ovog sustava je:
2(t) = Tnom(t) + A cos(wt — ¢yp), (1.35)

gdje je Thom(t) rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe koje je dano izrazom (1.29).
S obzirom da ovo rjeSenje trne, nakon dovoljno dugo vremena preostaje nam samo
nehomogeni dio rjesenja

x(t) = Acos(wt — ¢p). (1.36)

13



Konstante A i ¢ nisu odredene pocetnim uvjetima veé¢ parametrima problema; npr:

Aw) = Ffm (1.37)

V(@10)® + (08 - w?)?

Kako u ovakvom titranju takoder dolazi do gusenja zbog otpora sredstva ili trenja u
tockama dodira, amplituda bi trnula da joj vanjska periodicka sila ne daje energiju

kojom kompenzira gubitke, te tako dobijamo stalnu amplitudu oscilacija.

1.5 Rezonantna krivulja

Promotrimo izraz za amplitudu prisilnih oscilacija, (1.37). Vidimo da je ovo funkcija
frekvencije pobude. Zelimo pronaéi takvu frekvenciju pobude, za koju ée amplituda
oscilacija biti najveéa. Funkcija (1.37) ima maksimum u tocki (na frekvenciji) u kojoj
nazivnik ima minimum. Kako bismo odredili ovu tocku, nazivnik izraza (1.37) je

potrebno derivirati i izjednaciti s nulom:

O((2yw)” + (wi — w?)?)

D o= 4 (27 — W+ w?) = 0 (1.38)

Da bi ovo vrijedilo, izraz unutar zagrada mora biti jednak nuli. Sada je izraz za

frekvenciju koja daje maksimum amplitude jednak:

Wy =/ wg — 292 (1.39)

Postojanje frekvencije pobude, opisane s (1.39), nazivamo pojavom rezonancije, a
pripadnu frekvenciju rezonantnom frekvencijom. Ovo znaé¢i da, ukoliko primijenimo
silu i zatitravamo sustav na rezonantnoj frekvenciji, amplituda koju ¢e sustav postici
biti ¢e veca nego kad bismo zatitravali sustav na bilo kojoj drugoj frekvenciji primjenom
jednake pobudne sile. Zbog ovog fenomena primjenom relativno male periodi¢ne sile na
rezonantnoj frekvenciji mozemo proizvesti oscilacije velikih amplituda zbog skladistenja
vibracijske energije. Izraz za rezonantnu frekvenciju za sve prigusene tjerane oscilatore
je isti ovaj, s tim da ¢e faktori v i wy ovisiti o konkretnom sustavu [17].

Slika 1.11 prikazuje rezonantne krivulje za razli¢ita prigusenja.
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Slika 1.11: Graf rezonantnih krivulja za razli¢ite jakosti prigusenja [18]

Na slici 1.11 vidimo da postoji maksimum funkcije koja opisuje ovisnost amplitude
titranja o frekvenciji pobude. Taj maksimum se postize na rezonantnoj frekvenciji.
Razlicito obojene krivulje prikazuju rezonantnu krivulju za razlic¢ite faktore gusenja.
Primjec¢ujemo da je rezonantna frekvencija u blizini vlastite te da,sto je vece gusenje, to
je rezonantna frekvencija manja i manje bliska vlastitoj. Takoder, sto je faktor gusenja
vedi, to je maksimalna amplituda, koju se postize na rezonantnoj frekvenciji, manja i

rezonantna krivulja je Sira.

1.6 Primjer prisilnog i prigusenog titranja

Amortizeri su uredaji na motornim vozilima, zrakoplovima i strojevima, koji sluze za
prigusivanje vibracija i ublazavanje udaraca, na primjer kada vozilo prelazi preko ne-
ravnina ili kada zrakoplov dodirne tlo prilikom slijetanja. Kao amortizeri sluze opruge,
gibnjevi, gumeni ulosci, hidraulicki i pneumatski uredaji. Ideja amortizera je da apsor-
bira vibracijsku energiju opruge i pretvori ju u drugi oblik energije, najc¢esé¢e toplinsku.
Koristenje opruge: Sacinjena je od dva dijela, opruge i prigusivaca. Opruga ima ulogu
preuzimanja energije tresnje. U automobilima je spojena na kotac, te kad auto naide
na neravninu energija tresnje prenese se na oprugu i opruga pohrani tu energiju tako
Sto se sabije. Prijenos energije sa kotaca na oprugu dogada se putem prisilnog titranja,
gdje kota¢ ima ulogu pobude. Dalje, opruga prenosi pohranjenu energiju prigusivacu,
koji pretvara kineticku energiju u toplinsku koja se zatim disipira. Prigusiva¢ funkci-
onira gurajuéi klip kroz ulje koje ima veliko trenje. Ovo je oblik prigusenog titranja.

Na taj nacin je energija opruge kontrolirano ispustena, ¢ime je smanjena tresnja auto-
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mobila [19].

Slika prikazuje pojednostavljeni prikaz prigusivaca:

Slika 1.12: Prikaz viskoznog prigusivaca [20]

Prikaz koristenja zavojnice i prigusivaca u automobilu zajedno kao jednog dijela:

AMORTIZER

Slika 1.13: Prikaz amortizera u autu [21]
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2 Eksperimentalni postav

Ideja diplomskog rada je nadogradnja eksperimentalnog postava, koji se koristi za
izvodenje mjerenja povezanih sa slobodnim, prigusenim i prisilnim titranjem. Osnovu
postava, koja se sastoji od kruznog njihala, generatora napona, ampermetra i zica,
nismo mijenjali. Na postojec¢i postav nadodali smo laserskog misa, kojeg smo povezali
s laptopom. Za popisivanje rezultata mjerenja u datoteku posluzio nam je racunalni
program. Cilj nadogradnje mjernog uredaja s praktikuma je ostvarivanje moguénosti

preciznije analize razlicitih oscilacija, slobodnih, prigusenih i prisilnih.

2.1 Kruzno njihalo

Kruzno njihalo je tijelo ucvrséeno tako da moze rotirati oko jedne osi i oko te osi ima

moment tromosti /. Sastoji se od elemenata prikazanih na slici 2.1

elektromagnet

skala

bakreni kota&

spiralna opruga

poluga za prijenos

kazaljka njihala

fino namjestanje

-1 @G 0) broja okretaja

= - grubo namje Stanje

- ? broja okretaja

/| 9- utiénice za

s napajanje motora
10-mjerne uticnice
11-radilica i ekscentar
12-pobudna Sipka
13-utor za namjestanje

\ amplitude

REL RN

o

-t .'.(.P@.P

Slika 2.1: Dijelovi kruznog njihala [22]

Najvazniji dio kruznog njihala je spiralna opruga uc¢vrséena jednim krajem na oso-
vinu koja nosi tijelo, a drugim krajem na c¢vrstu podlogu. Na taj nacin njihalo ima
totno odreden ravnotezni polozaj, a spiralna opruga protivi se odstupanju od rav-
noteze zakretnim momentom 7' koji je proporcionalan kutu otklona ¢. To je torzijska
opruga, najcesée u obliku arhimedove spirale, pricvrséena na kota¢ mehanizma nekog
uredaja. Spiralna opruga uzrokuje oscilacije kotaca. NajceSce se koristi u uredajima
za mjerenje vremena, satovima i Stopericama. Skupa sa kotacem sacinjava harmonijski
oscilator [23].

Na slici 2.2 dan je prikaz koriStenja spiralne opruge za mehanizam u satu:
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Slika 2.2: Mehanizam sata sa spiralnom oprugom [24]

Spiralna opruga postuje kutni oblik Hookeova zakona:

T(p) =Dy (2.1)

U jednakosti (2.1) pojavljuje se rotacijska ¢vrstoéa, D, analogno fizikalnoj veli¢ini
k koja se koristi za linearni oblik Hookeova zakona, (1.1). Rotacijska ¢vrstoca govori
koliki moment T je potreban kako bi se opruga zakrenula za odredeni kut ¢. Sto je D
vedi, to je teze rotirati oprugu, analogno ideji konstante opruge k. Ukoliko se spiralna
opruga ne zakrece izvan podrucja elasticnosti, ona slijedi (2.1) te je zakretni moment,
kojim se opruga opire zakretanju za kut ¢, proporcionalan tom kutu [25].

Kutni oblik 2. Newtonovog zakona glasi:

Y T=Ia (2.2)

a je kutna akceleracija za koju vrijedi:

a =, (2.3)

gdje je I je moment tromosti.
Sila otpora u sredstvu proporcionalna je kutnoj brzini (kruznoj frekvenciji €2), s kons-
tantom proporcionalnosti C":

F,=C¢ (2.4)

Za rjeSavanje sustava spiralne opruge koristimo jednakosti (2.1) i (2.2) [26]. Uvo-
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dimo pokrate za faktor prigusenja, v i vlastitu frekvenciju kruznog njihala, wy:

wo = \/? (2.6)

Za vlastitu frekvenciju kruznog njihala primje¢ujemo da je analogna vlastitoj frekvenciji
opruge s masom.
Sada (2.2) daje:

G+ 279+ wip =0 (2.7)

Ova jednadzba analogna je diferencijalnoj jednadzbi (1.28). Njezino rjeSenje je
oblika:
©(t) = poe " cos(Ut — @) (2.8)

Za kruznu frekvenciju prigusenih oscilacija kruznog njihala, €, vrijedi:

Q= /w2 — 7% uz uvjet: C* < 4DI, (2.9)

gdje uvjet osigurava podkritiéno gusenje za opisani sustav kruznog njihala [22].

Bitno je naglasiti da u izvodu relacije za gibanje ovakvog sustava nema aproksi-
macije malih kutova kao $to je bilo u slucaju matematickog ili fizikalnog njihala, jer
je princip rada ovdje potpuno drugaciji. Kod fizikalnog njihanja komponenta gravita-
cijske sile igra ulogu povratne sile koja uzrokuje njihanje nakon otklona od ravnoteze,
dok kod kruznog njihala kruzna opruga vraca njihalo u prvobitni polozaj nakon ot-
klona od ravnoteze i tako uzrokuje rotaciju njihala. Obzirom da nema aproksimacije
malih kutova, relacija bi trebala vrijediti za sve otklone od ravnoteze. Primijetimo da
se oscilacije kruznog njihala mogu rastaviti na z-y smjerove, koji opet ¢ine harmonijske
oscilatore.

Drugi vazan dio eksperimentalnog uredaja je zavojnica, kojom smo ostvarivali kon-
trolirano gusenje oscilacija. U kruznom njihalu koristi se zavojnica, na koju se dovede
izvor struje, kao izvor magnetskog polja. Bakreni kotac se rotira kroz magnetsko polje

zavojnice ¢ime se u njemu stvaraju, zbog promjene toka magnetskog polja, vrtlozne
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struje prema Lentzovom pravilu. Zatim zbog vrtloznih struja u kotacu i magnetskog
polja zavojnice (elektromagneta) kojem je izlozen kota¢, na njega nastaje Amperova
sila. Nastala sila je suprotnog smjera od gibanja kotaca i usporava ga te tako djeluje
u svrhu prigusenja oscilacija.

Magnetsko polje zavojnice proporcionalno je struji kroz zavojnicu (B ~ I). Vrtlozne
strujice proporcionalne su induciranom naponu u kotac¢u, odnosno promjeni magnet-
skog toka, dakle struji kroz zavojnicu (Iyrtiome ~ Uina ~ AP ~ I). Amperova sila
proporcionalna je vrtloznim strujicama (Fa ~ ILiome) 1 magnetskom polju zavojnice,
koje je opet proporcionalno struji (B ~ I). Dobijemo da je sila koja usporava kotac
(Amperova sila) proporcionalna kvadratu struje kroz zavojnicu, odnosno faktor gusenja

proporcionalan je kvadratu struje: Fy ~ vy ~ I

2.2 Racunalni mis i program

Da bismo analizirali gibanje kruznog njihala, odnosno polozaje u vremenu, potreban
nam je dobar senzor pokreta koji oc¢itava promjenu polozaja u vremenu. Takav uredaj
je upravo racunalni mis, koji je lako dostupan i stoga veoma prakti¢na ideja za na-
dogradnju osnovnog dijela postava kruznog njihala. U potpoglavlju 6.1 je objasnjeno
detaljno o principu rada rac¢unalnog misa te kakve podatke smo mogli dobiti mjere-
njima.

Racunalni program podatke, koje procesor misa daje cijelo vrijeme tokom gibanja,
zapisuje u datoteku. U potpoglavlju 6.2 prikazan je skrac¢eni kod racunalnog programa
te su objasnjeni njegovi glavni dijelovi.

Razmisljali smo kako obraditi mjerenja, obzirom da mis$ ne mjeri polozaj u vre-
menu ve¢ komponente, gleda pomicanje u x i y smjeru u vremenu. Oba ova gibanja
¢ije podatke smo dobili su na grafovima u ovisnosti o vremenu davala sinusoide, isto
kao i ukupni polozaj u ovisnosti o vremenu, $to je fizikalno smisleno, jer rastav na kom-
ponente opet daje harmonijske oscilatore, (objasnjeno u potpoglavlju 2.1), medutim
nijedna komponenta nije bila doovoljno velika kako bismo iz njezine analize dobili pre-
cizne rezultate. Zbog toga smo odlucili matematicki odrediti ukupno gibanje.

Male pomake ukupnog gibanje nazivati ¢emo ds, dok je polozaj u datom trenutku s.
Iz podataka és i t radimo analizu. U ovom dijelu nam je posluzio program koji je
nadograden tako da, kada dobije podatke dx i dy, automatski radi proceduru opisanu

u nastavku, te u zadnjem stupcu datoteke daje podatke ds. Na ovaj nacin, odmah po
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izvodenju mjerenja dobivamo potrebne podatke u datoteci.

Kako bi se od gibanja u dva smjera dobilo gibanje u jednom smjeru, treba se postici
da jedna komponenta gibanja cijelo vrijeme bude jednaka nuli. Ovisno o tome kako smo
postavili misa u odnosu na aparaturu (u misu su definirane z i y osi i ovo ne mozemo
mijenjati, mozemo samo pomicati misa i time mijenjati polozaj koordinatnog sustava).
Bilo bi idealno kad bi mogli postaviti misa tako da u mjerenjima dobijemo same nule za
jednu od komponenti gibanja, x ili y, ali mis se moze postaviti prakticki u beskonacno
polozaja (kutova u odnosu na kota¢ njihala) da je gotovo nemoguca situacija u kojoj
bismo uspjesno postavili mis u idealan polozaj, stoga se time nismo niti zamarali vec¢
je on bio namjesten uzimajuéi u obzir samo to da ne dodiruje aparaturu te da je laser
miSa uperen u podlogu koja rotira. Kut pod kojim je mis nije bio preciziran i mijenjao
se svaki put kad smo iznova namjestali aparaturu.

Kako smo rekli, ovisno o kutu pod kojim je postavljen mis zarotiran je x-y koordi-
natni sustav skupa s misem (jer je definiran i fiksan u misu kako bi mi§ mogao ocitavati
dz i dy). Nama je nebitno znati koji je to kut. Ono Sto Zelimo je zarotirati z-y sustav
za kut takav, da, kad bi mis bio postavljen u tom smjeru, jedna komponenta bi cijelo
vrijeme iscezavala. To radimo koriste¢i matricu rotacije, koja u sebi sadrzi kut. Recimo
da imamo neki vektor u 2-D prostoru, nazovimo ga r. Njega mozemo uvijek rastaviti
na dvije komponente koje su medusobno okomite i opisuju plohu na kojoj se nalazi
taj vektor. Nazivamo ih x i y komponente. Iako su one uvijek okomite medusobno,
polozaja, u kojima se mogu nalaziti na plohi koju definiraju, ima beskonac¢no, odnosno,
cijeli sustav z-y mozemo rotirati. Vektor r mozemo rastaviti na x i y komponente za

svaki od polozaja koordinatnog sustava:

r =i+ yj (2.10)

gdje su X i ¥ jedini¢ni vektori koordinatnog sustava. Za razlic¢ite polozaje koordinatnog
sustava necemo dobiti jednake vrijednosti komponenti z i y. UsuglaSen je standardni
polozaj x-y sustava kako bi zapis vektora bio jednoznac¢an. x se nalazi vodoravno a
y vertikalno. Dakle, ako x—y sustav, nazovimo ga S, zarotiramo za kut ¢, onda ¢e

se i iznosi komponenti nekog vektora, kojeg smo rastavili u x-y smjeru, promijeniti.
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Nazovimo ovaj novi sustav S'.

r=z"'1+7vy'j (2.11)

Slika 2.3: Prikaz rotacije koordinatnih osi sustava i odredivanja parametara vektora u roti-
ranom sustavu [33]

Ideja je prikazana na slici 2.3.
Slijedi da mozemo pronadi takav kut # za koji je x komponenta jednaka nuli, odnosno
x' = 0, za svaki t. Kada pronademo y komponentu novog sustava, y', njome smo
opisali 2-D gibanje kao 1-D. Za nas konkretni slucaj, gdje smo ukupni polozaj nazivali
s, znacit ¢e da vrijedi:

0y' = s (2.12)

Onda, kada nam jedna komponenta opisuje ¢itav polozaj, mozemo analizirati gibanje
preko te komponente. Prvo ¢emo koristiti matricu rotacije za 2-D sustav:
cosp —sing
Rlp)=1| (2.13)
sinp  cosp
kako bismo zapisali kako generalno izgledaju komponente dx i dy (mali pomaci u z iy

smjeru sustava kojeg je definirao polozaj misa) u S' sustavu, zarotiranom za neki kut

ox' ox ox' = dxcosp — dysin g
= R(p) = (2.14)
oy’ oy 0y' = dxsinp + dycos ¢

Trazimo 6 takav da: dz' =0 = tgd = dx/dy

Dobivamo:

ox
0 = arctg — 2.15
2%, (2.15)
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Sada pronalazimo dy' za ovaj kut, koji je ujedno trazeni ds":

oy' = dxsin (arctg 5_w> + oy cos (arctg 6—33) =0s (2.16)
oy oy

Obzirom da nama treba ukupni polozaj u vremenu, a ne pomaci u vremenu, radimo
kumulativnhu sumu na podacima ds iz ¢ega slijedi s. Upravo opisani postupak radi

nadopuna programa koja je prikazana u narednom odlomku.

Sto se vremena tice, njega procesor miSa ve¢ biljezi nadodavajuéi intervale na

ukupno dotadasnje vrijeme (kreéuéi od nekog odabranog trenutka ¢, mjerenja vremena
koji je zadan miSu, neovisno o nasem mjerenju). U programu je dodan dio koji od
trenutka oduzima ¢y, kako bi dobiveni podaci vremena bili manji. Sveukupni program,
dakle, uzima podatke koje procesor misa tokom mjerenja daje, dx, dy, i pripadne t,
zatim racuna ds, i s te sve to zapisuje u datoteku. Na taj nacin dobijemo podatke
polozaja u vremenu.

Oscilacije proucavamo na kruznom njihalu. Mi§ ¢e nam posluziti kao precizan
uredaj koji moze ocitati puno polozaja i pripadnih vremena. Prije izvodenja mjerenja
postavimo laserskog misa ispred kotaca njihala tako da bude dovoljno udaljen kako
njihalo ne bi zapiralo tokom titranja, a dovoljno blizu da senzor misa moze ocitati

gibanje. Na slici 2.4 je prikazano kako to izgleda.
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Slika 2.4: Polozaj miSa u odnosu na njihalo

Pomaci koje je davao racunalni mis spremani su, zajedno sa ostalim vrijednostima,

u datoteku. Na slici 2.5 prikazano je kako je izgledao postav mjerenja.

Slika 2.5: Mjerni postav

Kada smo njihalo namjestili u startni polozaj, pokrenuli smo program, te istovre-
meno pustili njihalo da se giba. Kako smo namjestili dio postava s njihalom ovisilo je
o tipu oscilacija koje smo zeljeli postici.

Slobodne oscilacije nije moguce dobiti jer uvijek postoji kakvo takvo trenje u apa-
raturi (njihalu) ¢éim su u pitanju neke rotacije pa imamo mjesta gdje su elementi
pricvrséeni i mehanicko gibanje. Takoder ne mozemo otkloniti otpor zraka, koji u
ovom slucaju manje pridonosi odstupanju od idealnog slobodnog titranja, ali svejedno
teoretski ne mozemo reé¢i da smo postigli slobodno titranje. Mi ¢emo slobodnim titra-
njem zato nazivati one oscilacije kod kojih nismo ukljuciti dio aparature koji ciljano

daje prigusenja (struju), niti dio aparature koji daje pobudu. Dakle, kako bismo do-
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bili slobodne oscilacije na kruznom njihalu, izvucemo kolo iz ravnoteznog polozaja
rotirajuci za neki kut, te ga pustimo da se giba slobodno.

Prigusivanje titranja postize se vrtloznim strujama koje elektromagnet izaziva u
bakrenom kotacu. Za ove oscilacije prikljucili smo generator u uti¢nice sa straznje
strane njihala. Okretanjem potenciometra generatora, mijenjali smo jac¢inu struje. Na
to smo serijski spojili ampermetar kako bismo znali kolika je struja koju generator daje.

Za prisilne oscilacije ostavili smo prigusenje, ali smo jos spojili istosmjerni napon za
napajanje na istosmjerni elektromotor, kojem se broj okretaja moze namjestati okreta-
njem potenciometra. Elektromotor preko ekscentra, koji je pobudnom Sipkom spojen
na kotac¢ njihala, pobuduje kota¢ na osciliranje. Period vrtnje motora trebao se moci
oCitati sa potenciometra, medutim, potenciometar nije precizno pokazivao, te nam je
sluzio samo za mijenjanje brzine vrtnje motora. Periode smo odredivali iz mjerenja,
obzirom da je frekvecija oscilacija kod ovakvog sustava jednaka frekvenciji pobude na-
kon odredenog vremena. Takoder, rezultat koji smo dobili izvodom u uvodnom dijelu
za polozaj u vremenu kod prisilnih oscilacija, gdje je ¢lan s faktorom gusenja unutar
eksponencijalne funkcije, govori da prigusenje figurira kod pocetnog dijela gibanja, te
nakon odredenog vremena utrne i ostane samo ¢lan sa frekvencijom pobude kao vremen-
ski ovisna komponenta. Dakle, nakon sto smo zapoceli mjerenje, trebalo je pricekati
neko vrijeme (uzeli smo 10 perioda, odnosno ¢ekali da njihalo 10 puta napravi puni
titraj), prije nego se ukljuci spremanje podataka na laptopu. Tako smo u mjerenjima
izbjegli onaj prijelazni period gdje se sustav jos nije ustabilio. Kod nekih mjerenja smo
ipak zapisivali i podatke s pocetka mjerenja, kako bismo probali Fourierovom analizom

graficki dobiti prikaz raspodjele frekvencija u pocetnom dijelu ovakvih oscilacija.
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3 Rezultati eksperimenta

Nakon izvodenja mjerenja u datoteci imamo zapisane podatke polozaja u vremenu. Na

slici 3.1 prikazano je kako izgleda jedna takva dobivena datoteka.

A B C D

1 | dx dy Ds t(sec) s
2 | -83, -7, -83.294658, 0.352635, -83.294658
3 | -19, 0, -19.000000, 0.360560, -102.294658
4 | -18, 1, -18.027756, 0.368570, -120.322414
5 | -18, 0, -18.000000, 0.376556, -138.322414
6 | -21, -1, -21.023796, 0.384568, -159.346210
7 | -21, 0, -21.000000, 0.393557, -180.346210
8 | -20, 0, -20.000000, 0.401567, -200.346210
9 | -19, -1, -19.026298, 0.409556, -219.372508
10 | -24, -2, -24.083189, 0.417570, -243.455697
11| -24, -2, -24.083189, 0.425560, -267.538886
12| -28, -2, -28.071338, 0.433572, -295.610224
13| -24, -1, -24.020824, 0.441561, -319.631048
14| -25, 0, -25.000000, 0.449596, -344.631048
15| -24, -2, -24.083189, 0.457563, -368.714237
16| -28, -2, -28.071338, 0.465581, -396.785575
17| -25, 0, -25.000000, 0.473564, -421.785575
18| -25, 0, -25.000000, 0.481572, -446.785575
19| -25, -2, -25.079872, 0.489554, -471.865447
20| -26, -3, -26.172505, 0.498579, -498.037952
21| -25, -2, -25.079872, 0.506566, -523.117824
22| -28, -2, -28.071338, 0.514576, -551.189162
23| -30, -1, -30.016662, 0.522566, -581.205824
24| -31, 0, -31.000000, 0.530577, -612.205824
25| -29, 0, -29.000000, 0.538558, -641.205824
26| -29, 1, -29.017236, 0.546566, -670.223060
27| -31, -1, -31.016125, 0.554561, -701.239185
28| -33, -1, -33.015148, 0.562570, -734.254333
29| -31, -6, -31.575307, 0.570583, -765.829640

05-ampl=10-damp=0.50A @

Slika 3.1: Prikaz datoteke s podacima mjerenja za struju prigusenja I = 0.5A

Kada crtamo graf funkcije ovisnosti polozaja u vremenu vidi se pocetni dio mjerenja,
koji je sniman prije nego je gibanje zapoceto jer nismo mogli savrseno simultano pustiti
njihalo da oscilira i pokrenuti racunalni program da biljezi podatke. Taj dio podataka

odrezemo. Sada se na grafu vidi krivulja oscilacija, sinusoida.
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3.1 Mjerenja, obrada podataka i rezultati za jednostavni har-

monijski oscilator

Nismo mogli posti¢i uvjete za savrSeno nepriguseno titranje, stoga i kod slobodnih
oscilacija dolazi do guSenja i amplituda opada. Ipak na grafovima ovih oscilacija vidimo
znatno viSe perioda, koje njihalo napravi prije nego se zaustavi, u odnosu na prigusene
oscilacije.

Ovdje mozemo odrediti kutnu frekvenciju oscilacija, koja je priblizna vlastitoj frek-
venciji. Za svako mjerenje, pripadajuc¢u datoteku maksimuma, njihov redni broj n i
pripadna vremena t, prebacili smo u sigmaplot kako bismo na grafu prikazali te tocke.
Crtali smo graf ovisnosti vremena o rednom broju maksimuma. Funkcija koju graf
opisuje je pravac, zato jer je gibanje periodicko. Upravo iz ovog razloga smo precizno
odredivali period titranja, koriste¢i, na grafovima ovisnosti vremena, u kojem dolazi do
maksimuma, o rednom broju spomenutog maksimuma, metodu najmanjih kvadrata.
Pravac, koji opisuje ovisnost vremena o rednom broju maksimuma, zapisemo mate-
maticki:

t(n)=a-n (3.1)

Prepoznajemo: a = T/2, gdje je T period oscilacija. Odredivanjem parametra a,
nagiba pravca, odredili smo koliko iznosi polovica perioda. Kada to povezemo s kutnom
frekvencijom (1.13) dobijamo:

w =

— 3.2
- (32)
Metodom najmanjih kvadrata dobit ¢emo uz a i njegovu pogresku, M,. Sada pogresku

kutne frekvencije, M, racunamo kao pogresku ovisnih veli¢ina:
M, = (r/a*) - M, (3.3)

Sigmaplot moze racunati Fourierovu analizu, pa smo prikazali raspodjelu frekvencija
na grafu ovisnosti intenziteta o frekvenciji. Predocit ¢emo kasnije nekoliko ovih grafova
za slobodne oscilacije, kako bi se moglo vidjeti da nisu savrseno harmonijske, odnosno
da, osim glavnog vrska, koji je najizrazeniji za jednu frekvenciju, postoji jos dodatnih
frekvencija ¢iji intenziteti nisu jednaki nula.

Provjerili smo valjanost pretpostavke da amplituda titranja ne ovisi o kutu otklona.

Za mjerenja bez prigusenja kretali smo svaki put iz drugacijeg kuta otklona (polozaja
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naznaceng brojem na kotacu njihala).
Na slici 3.2 prikazan je graf podataka dobivenih mjerenjem krecuéi iz pozicije

naznacene na njihalu brojem 5 te su dodatno naznaceni polozaji ekstrema.
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Slika 3.2: Graf nepriguSenog titranja sa tockama ekstrema

Metodom najmanjih kvadrata dobili smo: a = (0.95618 &+ 0.00003). Koristedi
relacije (3.2) i (3.3) odredujemo kruznu frekvenciju: w = (3.2839 £ 0.0001)rad/s
Na slici 3.3 prikazan je graf podataka dobivenih mjerenjem krecuéi iz pozicije

naznacene na njihalu brojem 10 te su dodatno naznaceni polozaji ekstrema.
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Slika 3.3: Graf neprigusenog titranja sa tockama ekstrema

Metodom najmanjih kvadrata dobili smo:a = (0.95585+0.00006). Koristeéi relacije
(3.2) i (3.3) odredujemo kruznu frekvenciju: w = (3.2850 £ 0.0002)rad/s
Na slici 3.4 prikazan je graf podataka dobivenih mjerenjem kreéuéi iz pozicije

naznacene na njihalu brojem 12 te su dodatno naznaceni polozaji ekstrema.
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Slika 3.4: Graf neprigusenog titranja sa tockama ekstrema

Metodom najmanjih kvadrata dobili smo: a = (0.95587 + 0.00002). Koristedi
relacije (3.2) i (3.3) odredujemo kruznu frekvenciju: w = (3.28497 £ 0.00007)rad/s

lako vrijednosti za kruznu frekvenciju nisu iste, razlike su jako male pa mozemo
re¢i da ona prakticki ne ovisi o kutu otklona tj.amplitudi, sto je u skladu s teorijskim
razmatranjima.

Za mjerenje, ¢iji graf je prikazan na slici 3.3, napravili smo Fourierovu analizu. Graf

raspodjele frekvencija ovog titranja prikazan je na slici 3.5.

2.5e+15 T T T T T T T

2.0e+15 R

1.5e+15 B

1.0e+15 B

intenzitet (a.u.)

5.0e+14 B

00

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 1:2 14
f (Hz)

Slika 3.5: Graf raspodjele frekvencija za mjerenje neprigusenih oscilacija iz pozicije 10

Na slici 3.5 se vidi da je najveéi intenzitet upravo za frekvenciju unutar intervala
koji smo dobili racunanjem preko metode najmanjih kvadrata. Na grafu se jos moze

primijetiti da, iako jedna frekvencija dominira, ona nije jedina kojoj pripada intenzitet
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razicit od nule, Sto znaci da realno titranje naseg kruznog njihala zaista nije savrseno

harmonijsko, ve¢ mjesavina harmonika s jednim izrazito dominantnim harmonikom.
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3.2 Mjerenja, obrada podataka i rezultati za prigusSeni har-

monijski oscilator

Mjerenja kod prigusenih oscilacija razlikovala su se po jakosti struje koju smo pustali
kroz zavojnicu elektromagneta. Napravili smo 18 mjerenja, pocevsi od jakosti struje
I = 0A, (jako slabo priguseno titranje, gusenje dolazi od okoline), i povecavali smo
struju do I = 1A, $to je maksimalna dopustena struja kroz elektromagnet, ogranicenje
uredaja. Htjeli smo pokazati kakva je ovisnost faktora gusenja o struji koja tece elek-
tromagnetom (zavojnicom). Pretpostavili smo, prema teoriji, da ¢e ovisnost biti kva-
dratna. Takoder smo htjeli provjeriti relaciju koju smo izveli u teorijskom uvodu:
formula ovisnosti frekvencije prigusenog oscilatora o gusenju.

Frekvenciju smo odredili iz podataka mjerenja, na isti nac¢in kao kod slobodnih
oscilacija. Faktor prigusenja, 7, i njegovu gresku, M, smo odredili prilagodavajuci
teoretski dobivenu krivulju iz relacije (1.29) nasim mjerenjima. Takoder smo htjeli
provjeriti valjanost relacije (2.9).

Slika 3.6 prikazuje kako izgledaju grafovi ovisnosti polozaja o vremenu kod prigusenog
titranja dobivenog za 4 razlicite struje prigusenja, krecuéi od otklona naznacenog bro-

jem 10 na skali kruga.

B & 2 & 8 B
)
g

15} )

(c) (d)

Slika 3.6: Grafovi ovisnosti polozaja o vremenu za struje prigusenja: (a) I = 0.3A, (b)
I=06A, (c) I =08A, (d) I =1.0A

3 8

88 8 8 8

Kako je izgledao graf, koji je prikazivao mjerene podatke i podatke dobivene predvidanjem

prema funkciji koja najbolje opisuje mjerene podatke za slucaj kada je jakost struje
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iznosila I = 0.97A, prikazuje slika 3.7 . Plava krivulja prikazuje predvidene vrijednosti.
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Slika 3.7: Graf priguSenog titranja sa prilagodenom funkcijom

Iz prilagodbe krivulje dobili smo parametre 7, iznos amplitude, pocetni polozaj i

pocetno vrijeme. Za mjerenje prikazano na 3.7 dobili smo da se iznos faktora gusenja

nalazi u intervalu: v = (0.681 £ 0.002)rad/s. Vidimo da je iznos pogreske par redova

veli¢ine manji od srednje vrijednosti . Interval koji bi na grafu zauzimao jedan faktor

gusenja manji je od promjere tocke, stoga u narednim grafovima ovisnosti v o struji,

nismo prikazivali gresku faktora gusenja. Isto vrijedi i za dobivene kruzne frekvencije,

Q.

trolirati iznos faktora gusenja.

v (rad /s)

Slika 3.8 prikazuje kako mijenjajuci jakost struje kroz elektromagnet mozemo kon-
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Slika 3.8: (a) Graf ovisnosti faktora gusenja o jakosti struje, (b) Graf ovisnosti faktora gusenja
o kvadratu jakosti struje

Prema grafu, prikazanom na slici 3.8b, vidimo da je funkcija, koja najbolje opi-

suje podatke kvadrata struje i faktora gusenja, pravac. To znaci da je faktor gusenja
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zaista proporcionalan kvadratu struje, kako smo i pretpostavili. Metodom najmanjih
kvadrata odredili smo parametre pravca: a = (0.706 £ 0.005).

Grafovi koji opisuju odnos frekvencije prigusenog titranja i faktora gusenja dani su

na slici 3.9.
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Slika 3.9: (a) Graf ovisnosti frekvencije prigusenih oscilacija o faktoru gusenja, (b) Graf
ovisnosti kvadrata frekvencije prigusenih oscilacija o kvadratu faktora gusSenja

Za podatke s grafa 3.9b izvrsili smo prilagodbu na pravac, u skladu s relacijom
(2.9). Za parametre smo dobili: a = (—0.91 £+ 0.04) i b = (10.818 + 0.009)rad?/s*. Iz
parametra b, dobivamo da je: wy = (3.2940.09)rad/s. Vrijednost wy se u okviru greske
slaze s prije dobivenom u potpoglavlju 3.1. S druge strane, vrijednost koeficijenta a
bi, prema izrazu (2.9), trebao iznositi -1. Dobivena vrijednost je malo veca, sto je

vjerojatno posljedica postojanja gusenja i bez pustanja struje kroz elektromagnet.
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3.3 Mjerenja, obrada podataka i rezultati za prisilni harmo-

nijski oscilator

Kod mjerenja prisilnih oscilacija ideja je bila imati priklju¢eno prigusenje i pobudu.
Namjestimo odredenu jakost struje (za koju sada faktor gusenja oc¢itamo iz grafa do-
bivenog analizom prigusenih oscilacija), te kod svakog novog mjerenja mijenjamo frek-
venciju pobude.

Za jednu jakost struje htjeli smo prikazati ¢itavu rezonantnu krivulju, te smo odra-
dili mjerenja za puni interval frekvencija koji je uredaj (elektromotor) omoguéavao.
Frekvencije pobude nismo ocitavali s uredaja jer je bilo nedovoljno precizno, ve¢ smo
ih racunali kao za prethodne oscilacije, metodom najmanjih kvadrata iz podataka mje-
renja. Za odredivanje amplitude titranja trebali su nam opet maksimumi, pa smo i
za ova]j dio mjerenja pokrenuli program koji je ispisao u datoteku maksimume, njihov
redni broj i vrijeme, za svako pojedino mjerenje. Kada smo prikazali graficki mjere-
nja vidjeli smo da kao da centar, odnosno ravnotezni polozaj, nije fiksan. Krivulja
je bila zavojita iako je kod ovakvog titranja amplituda konstantna. Dakle, nije bilo
moguce samo iz vrijednosti maksimuma odrediti amplitudu. Ono $to smo radili je iz
podataka o maksimumima odredili vise udaljenosti dvaju susjednih maksimuma, za-
tim nasli srednju vrijednost toga. Ta vrijednost predstavljala je dvostruku amplitudu,
stoga smo ju jos, prije crtanja na grafu rezonancije, podijelili s 2 da dobijemo ampli-
tudu, odnosno, neku prosjecnu amplitudu. Kada smo odredili frekvencije i pripadne
amplitude, mogli smo nacrtati krivulju rezonancije za struju gusenja tog niza mjerenja,
koja je bila fiksna, a koju smo, kao i kod dijela s prigusenim oscilacijama, oc¢itavali s
ampermetra, serijski spojenog u krug. Kao Sto je receno, napravljen je samo jedan
potpuni niz mjerenja za jednu struju, tj. gusenje. Graf krivulje koju smo dobili iz ovih
podataka detaljno smo usporedili s o¢ekivanom krivuljom, kako bismo provjerili pok-
lapanje teorijskog predvidanja sa eksperimentom, odnosno kako bismo potvrdili oblik
rezonantne krivulje.

Za ostale struje smo zeljeli dobiti samo izgled krivulje u podruc¢ju oko rezonantne
frekvencije, pa smo uzevsi to u obzir birali frekvencije pobude na kojima smo vrsili
mjerenja (njih smo samo otprilike odredivali §topericom tokom mjerenja da budemo si-
gurni da ¢emo dobiti ciljano podruéje krivulje rezonancije, a kasnije preciznije ra¢unali).

Razlog zasto smo zeljeli dobiti dio krivulje rezonancije u podrucju oko rezonantne frek-
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vencije za svaku struju, je da mozemo usporediti rezonantne amplitude u ovisnosti o

faktoru gusenja. Teoretski znamo da bi ta amplituda trebala biti manja za veci faktor

gusenja, prema relaciji (1.37).

Sa grafa 3.8a smo pronasli da v, za struju, za koju smo radili puni miz mjerenja,

I =0.82A, iznosi v = 0.5rad/s.

Na slici 3.10 od svih mjerenja ovog niza prikazana su 4, za 4 razlicite frekvencije pobude.
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Slika 3.10: Grafovi ovisnosti polozaja o vremenu za frekvencije pobude: (a) w = 0.69rad/s,

(b) w = 2.0rad/s, (c¢) w = 3.83rad/s, (d) w = 2.73rad/s.

Za struju I = 0.82A mjerenja za puni niz razlicitih frekvencija pobude dao je graf

ovisnosti amplitude prisilnog titranja o frekvenciji pobude prikazan na 3.11.
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Slika 3.11: Graf rezonantne krivulje za v = 0.5rad/s

Kako bismo ustvrdili koliko dobro rezultati mjerenja slijede teorijska predvidanja,
odredili smo parametre za koje dobivena teorijska krivulja, opisana relacijom (1.37),
najbolje opisuje mjerenja. Na slici 3.12 roza linija prikazuje predvidenu krivulju, dok
tocke prikazuju podatke dobivene iz mjerenja. Kao Sto je re¢eno, nismo mogli izmjeriti
punu krivulju rezonancije zbog ogranicenja uredaja kod odabira maksimalne frekvencije

pobude.
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Slika 3.12: Graf rezonantne krivulje za v = 0.5rad/s s prilagodenom krivuljom

Iz prilagodbe smo dobili vrijednost faktora gusenja v i wy, za koje krivulja najbolje
opisuje podatke mjerenja: v = (0.499+0.006)rad /s i wy = (3.287£0.003)rad/s. Vidimo
da se obje vrijednosti u okviru greske slazu s prije dobivenima, stoga zakljucujemo da

mjerenja zaista slijede teoriju.
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Na slici 3.13 vidimo graf sa opet prethodnim podacima, na koje su nadodani podaci

mjerenja u okruzenju vlastite frekvencije kruznog njihala.
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Slika 3.13: Graf tocaka rezonantnih krivulja za razli¢ite

Rezultat je u skladu s teorijskim ocekivanjima, maksimalna amplituda manja je Sto

je faktor gusenja vedi.
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4 Zakljucak

Glavni zadatak nadopune eksperimentalnog postava za proucavanje oscilatornih giba-
nja, kruznog njihala sa zavojnicom i generatorom, bio je poboljSanje preciznosti mje-
renja. Rabeéi racunalnog misa kao mjerni instrument, uspjeli smo pratiti jako male
vremenski ovisne pomake kotaca kruznog njihala, koje je izvodilo oscilatorna gibanja.
Racunalni program nam je omogucio zapisivanje tih podataka u datoteku te racunanje
1 zapisivanje polozaja u vremenu, iz ¢ega smo napravili analizu tri vrste oscilacija, slo-
bodnih, prigusenih i prisilnih. Izvodenje vjezbe kruznog njihala na praktikumu, gdje
izvoda¢ prati oscilacije te rukom biljezi vremena i pripadne kuteve, ne moze davati
brojke koje su precizne do razine da se iz njih mogu izvuéi podaci koji se zaista mogu
usporedivati s teorijom. Koristenje racunalnog misa i programa za pracenje gibanja i
biljezenje podataka omogucuje efikasnije izvodenje mjerenja te dobivanje znatno vise
podataka tokom jednog mjerenja, Sto dodaje na kvaliteti dobivenih rezultata. Gra-
fovi koje smo bili u moguénosti crtati sa, na ovaj nac¢in dobivenim podacima, imaju
dovoljan broj tocaka te je jasno vidljiva sinusoidalna ovisnost ve¢ u startu. Veé pri
samom pogledu na grafove moze se zakljuciti o vrsti oscilacija te otprilike smjestiti
mjerenja po redu jakosti prigusenja ili frekvencije pobude. Kada pogledamo brojke
dobivene analizom, mozemo primijetiti da su one u velikoj mjeri u skladu sa teorijskim
predvidanjima, za svaku od tri vrste oscilacija.

Kod titranja, koja smo nazivali neprigusenima, racunali smo vrijednosti perioda
kako bismo provjerili pretpostavku da frekvencija titranja kruznog njihala ne ovisi o
pocetnom kutu. Dobiveni intervali perioda izuzetno se dobro poklapaju, ¢ime smo
potvrdili teorijsku pretpostavku. Obzirom na brojnost i preciznost mjerenja, imalo je
smisla cak i prikazati raspodjelu frekvencija na slici 3.5 te smo uvidjeli kako u realnim
uvjetima nije moguce posti¢i savrseno harmonijsko titranje.

Kod prigusenih titranja, za svako pojedino mjerenje odredili smo faktor prigusenja
pripadnog oscilatornog gibanja. Graficki smo prikazali ovisnost izracunatih faktora
gusenja o kvadratima pripadnih struja kroz zavojnicu, 3.8b. Na ovaj nac¢in smo pro-
vjerili i potvrdili pretpostavku da je faktor gusenja proporcionalan kvadratu struje. Iz
grafa ovisnosti kvadrata kruzne frekvencije o kvadratu faktora gusenja, 3.9a, pretpos-
tavivsi teorijsku ovisnost (2.9), uspjeli smo dobiti jako preciznan interval za vlastitu

frekvenciju kruznog njihala. Brojke su u skladu sa onima dobivenim kod prve vrste
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oscilacija, gdje je srednja vrijednost kruzne frekvencije oscilacija nesto manja jer nismo
mogli postié¢i savrseno nepriguseno titranje iz kojeg bi direktno racunali vlastitu frek-
venciju. Srednja vrijednost nagiba pravca, koja iznosi blizu jedan, je takoder u skladu
sa teorijom.

Kod prisilnih oscilacija, grafovi prikazuju stalnu amplitudu oscilacija, koja se, za
istu struju prigusSenja, mijenja ovisno o frekvenciji pobude, u skladu s teorijskim
ocekivanjima. Niz mjerenja za jednu struju priguSenja, s punim rasponom frekven-
cija pobude kojeg je generator omogucavao, dao je interval u kojem se nalazi faktor
gusSenja. Izra¢unati interval zaista je obuhvacao faktor gusenja koji je, prema rezulta-
tima iz obrade prigusenih oscilacija, pripadao struji kroz zavojnicu za taj niz mjerenja.
Na grafu 3.6 jasno se uocava kako maksimalna amplituda opada poveéanjem faktora
gusenja. Takoder, sukladno teorijskim ocekivanjima, rezonantna frekvencija se pomice
ulijevo povecanjem faktora gusenja, te se krivulja Siri.

Svi dobiveni rezultati bili su jako precizni i u skladu s teorijom, zbog cega za-
kljucujemo kako je nadopuna eksperimentanog postava kruznog njihala sa racunalnim
misem, kao mjernim instrumentom, i racunalnim programom, koji biljezi podatke, svr-

sishodna i korisna te u realizaciji lako izvediva.
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5 Metodicki dio

5.1 Uvod

Matematicko njihalo relativno je jednostavan uredaj i proucava se od 17.stolje¢a. Tali-
janski znanstvenik Galileo Galilei zapoceo je eksperimente s njihalima poc¢etkom 1600-
ih.

Ubrzo nakon sto je poceo formalno proucavati svojstva njihala, svoja je zapazanja opi-
sao u pismu prijatelju. Galilejevo pismo opisuje njegovo otkri¢e da je vrijeme potrebno
da se njihalo pomakne naprijed-natrag ostalo stalno.

Kasnije je Santorio Santori, lijecnik iz Venecije, poceo koristiti njihalo za mjerenje pulsa
pacijenta, sto je objavio 1626. u djelu Pulsilogium. Koristio je ¢injenicu da je period
njihala obrnuto proporcionalan korjenu njegove duljine [41].

U istom stolje¢u Galileova otkric¢a, njihala su se pocela koristiti kao zamjena za nepo-
uzdane mehanizme koji pokrecu satove. Prvi sat s njihalom izumio je 1656. nizozemski
znanstvenik Christiaan Huygens, koji je dosao do tocnog izraza za period njihala.

[34] Galileo je pomocu njihala provodio mjerenja utjecaja gravitacije. Nije uspio odre-
diti gravitacijsku akceleraciju, ali je pokazao da tijela padaju stalnom akceleracijom
prema tlu. Istrazivao je kako visina ispustanja objekta utjece na brzinu pada, za sto
mu je trebao uredaj za mjerenje vremena. Koriste¢i matematiku i ¢injenicu da njihalo
oscilira konstantnim periodom, dosao je do zakljucka da se, pri slobodnom padu, brzina
objekta povecava za jednaku vrijednost u jednakim vremenskim intervalima [42].
Znanstvenici su pretpostavljali da je Zemlja kugla koja se vrti. Medutim, tek je 1851.,
200 godina nakon sto je Galileo zapoceo svoje eksperimente, Foucault, francuski fizicar,
uspio dokazati rotaciju Zemlje. Koristio je njihalo kako bi pokazao ne samo da se Zem-
lja vrti, ve¢ i da za to trebaju 24 sata [34]. Foucaultove demonstracije prikazuju visak
njihalu je onemogué¢eno mijenjanje smjera oscilacija, Sto znaci da se okrece pod is-
pod njihala. Njihanje njihala definira odredenu ravninu, koja je sama po sebi fiksna,
medutim, gledaocu sa Zemlje, koja rotira, ¢ini se kao da se ravnina, u kojoj se njise
njihalo, rotira. Na polovima Zemlje, puna rotacija ravnine dogodit ¢e se u 24h. Kako se
spustamo vise prema ekvatoru, ovo vrijeme se produljuje. na ekvatoru ravnina ostaje
fiksna u odnosu na promatraca sa Zemlje [35]. Vrijedi:

w = 360sin ®/dan,
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gdje je w kutna brzina, a ® geografska Sirina.

Njihalo se uobic¢ajeno sastoji od duge, lagane Sipke ili niti na ¢ijem je kraju ovjesen
objekt velike mase a malog volumena. Idealizacija ovog oblika u tockastu masu na
kraju besmasene nerastezljive niti duljine 1 poznata je kao jednostavno njihalo.
Stvarno njihalo, kojem veé¢ina mase nije sadrzana u jednoj tocki, naziva se fizicko ili

slozeno njihalo.

Ukoliko je otklonjeno od ravnoteznog polozaja za mali kut, oscilacije njihala su
harmonicke i period gotovo ne ovisi o kutu otklona ve¢ o geometriji njihala i lokalnoj

vrijednosti g , ubrzanju sile teze [36].

Svojstva njihala siroko se koriste u raznim uredajima, ukljucujuéi satove, aparate
koji se koriste za odredivanje ubrzanja uslijed gravitacije, ziroskopske uredaje i instru-

mente kojima se eksperimentalno odreduju momenti tromosti tijela [36].

Teme poput ove zahvalne su za skolsku nastavu, zato Sto su se proucavale ve¢ u da-
ljoj povijesti, pa je zanimljivo uc¢enike upoznati sa povijesnim tokom spoznaja o temi,

i na taj nacin ih zainteresirati.

Ucenici se susrecu s titranjima u 3.razredu gimnazije. Nastavna jedinica mate-
maticko njihalo dolazi nakon proucavanja titranja tijela na opruzi. Predvidena su
2 skolska sata za obradivanje ove nastavne jedinice. Nastava je istrazivacki usmje-
rena, s ciljem poticanja ucenika na razvijanje sposobnosti znanstvenog razmisljanja i
zakljucivanja [40]. Ucenike poticemo na sudjelovanje u nastavi koristeéi interaktivne
metode kao Sto su vodenje usmjerene rasprave, interaktivno izvodenje eksperimenta
te konceptualna pitanja s karticama. Eksperimenti koje izvodimo su frontalni opser-
vacijski u uvodnom dijelu, ucenicki istrazivacki u sredisnjem dijelu te aplikacijski u
zavrsnom dijelu.

Cilj ovog sata je upoznavanje s pojmom matematickog njihala, te odredivanje izraza za
period matematickog njihala. Kako bismo ucenike zainteresirali, ubacit ¢emo povijesne
crtice u uvodni i sredisnji dio sata. Ideja uvodnog dijela je uvesti pojam njihala, i po-

sebno jednostavnog matematickog njihala, te demonstrirati ovo njihalo ucenicima. Na
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kraju uvodnog dijela izvodim opservacijski pokus, pokazujem uc¢enicima matematicko
njihalo te oni promatrajuc¢i opisuju glavne karakteristike ovakvog njihala. Zatim u
sredisnjem dijelu provjeravamo ucenicke hipoteze da period ovisi o masi, kutu otklona
i duljini niti. Za prve dvije varijable provjeru radimo putem istrazivackog frontalnog
pokusa, nakon kojeg ucenici zakljucuju da period ne ovisi o kutu otklona niti masi
tijela ovjeSenog na nit. Zatim podijelim ucenike po grupama, te oni provode ucenicki
istrazivacki pokus kako bi odredili kako period njihala ovisi o duljini niti. Period mjere
Stopericom, a tijekom mjerenja paze na provodenje kontrole varijabli. Rezultate zapi-
suju u tablicu u biljeznice. Zatim graficki prikazuju rezultate u Excelu, sto im pomaze
da izvedu zakljucak da je period njihala proporcionalan korijenu duljine njhala. Na-
kon toga kroz vodenu raspravu matematicki izvodimo izraz za period jednostavnog
njihala. Ucenici korake zapisuju u biljeznice. Na kraju sredisnjeg dijela svi koraci iz-
voda, istrazivacko pitanje i skica postava pokusa trebaju biti na ploci, dakle koristim
metodu crtanja i pisanja. Bitno je da ucenici shvate kako period ne ovisi o masi kuglice
niti otklonu, ukoliko je rije¢ o malim kutovima. Period ovisi samo o duljini niti i iz-
nosu gravitacijske akceleracije. Za kraj, u zavrsnom dijelu, izvodimo aplikacijski pokus
koriste¢i mobitel i aplikaciju, s ciljem odredivanja gravitacijske akceleracije, konstru-
irajuéi jednostavno njihalo, nakon ¢ega provjeravam ucenicko razumijevanje uz pomoé¢

konceptualnih pitanja s karticama.

5.2 Nastavna priprema: matematicko njihalo

Predmetni ishodi:
FIZ SS C.3.4. Analizira harmonijsko titranje.
e Analizira titranje matematickog njihala.
e Opisuje ulogu gravitacije u formiranju povratne sile za jednostavno njihalo.
e Objasnjava o ¢emu ovisi period jednostavnog njihala.
e Povezuje jednostavno njihalo sa mehanickim uredajima poput sata.
e Primjenjuje izraz za period matematickog njihala.
FIZ SS C.3.8. Rjesava fizicke probleme
e Kvalitativno zakljucuje primjenjujuéi fizicke koncepte i zakone.
e Primjenjuje i pretvara mjerne jedinice.
e Vrednuje rjesenje i rezultat.

FIZ SS C.3.9.Istrazuje fizicke pojave.
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e [strazuje pojavu s pomoc¢u demonstracijskog pokusa.

Medupredmetni ishodi:

e osr B.5.2. Suradnicki uéi i radi u timu.

e uku A.4/5.4.4. Kriticko misljenje U¢enik samostalno kriticki promislja i vrednuje
ideje.

e pod A.5.1. Primjenjuje inovativna i kreativna rjesenja.

TIJEK NASTAVNOG SATA

UVODNI DIO SATA:

Sjecate li se kad ste se kao djeca igrali u parku i ljuljali na ljuljacki?
Kada vas je netko povukao na ljuljacki i zatim pustio, Sto se dogadalo?
Opisite svoje gibanje u tim trenucima.

Ucenici daju odgovore. Govore kako su se nakon sto pustanja njihali naprijed-nazad

dok se nisu zaustavili.

Zbog cega ste se zaustavili?
Ucenici zaklju¢uju da se zbog otpora zraka ljuljacka zaustavi nakon odredenog vremena

jer se gubi energija.

Kako nazivamo gibanje naprijed-nazad oko tocke ravnoteze?
Podjsetim se s ucenicima kako smo na prethodnim satovima ovakva gibanja nazivali

oscilatornima.

U fizici postoji naziv za objekt koji je zakacen i njiSe se pod utjecajem
gravitacije. Kako biste vi nazvali ovakav objekt?
Dolazimo do usuglasavanja oko naziva njihalo.
Izvuéem njihalo iz ravnoteznog polozaja i pustim ga da se slobodno giba, kako bi

ucenicima demonstrirala oscilacije.

Njihala su relativno jednostavni uredaji koji se proucavaju od 17. sto-
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lje¢a. Talijanski znanstvenik Galileo Galilei zapoceo je eksperimente s nji-
halima pocetkom 1600-ih.

Ubrzo nakon sto je Galileo poceo formalno proucavati svojstva njihala, svoja je zapazanja
opisao u pismu prijatelju. Galilejevo pismo opisuje njegovo otkri¢e da vrijeme potrebno
da se njihalo pomakne naprijed-natrag ostaje stalno ukoliko ne mijenja geometriju nji-
hala [34]. Ovo znaci da njihalo pokazuje pravilnost u svome gibanju oko ravnoteznog

polozaja, period mu se ne mijenja tokom gibanja.

Sto mislite, kako su kasniji znanstvenici i izumitelji mogli iskoristiti ovu
informaciju o stalnom periodu kojim njihalo titra? Ucenici daju prijedloge. ..
Ispricam kako su se njihala nakon ovog otkri¢a pocela koristiti kao zamjena za nepo-

uzdane mehanizme koji su u Galilejevo vrijeme pokretali satove.

Slika 5.1: sat s njihalom [38]

Slika 5.1 prikazuje primjer sata s njihalom.
Prvi sat s njihalom izumio je 1656. nizozemski znanstvenik Christiaan

Huygens i sve do 1930. satovi s njihalom bili su najprecizniji satovi [34].

Opet pokazem njihalo koje imam na stolu.
Opservaciyski pokus: trazim ucenike da opisu njihalo koje vide.
Raspravom dolazimo do najbitnijih karakteristika: njihalo koje je pojednostavljeno,
na nacin da je vetina mase, gotova sva, sadrzana u malom volumenu na dnu gotovo
bezmasene nerastezljive niti ili Sipke, nazivamo jednostavno matematicko njihalo.

Naslov lekcije: Jednostavno matematicko njihalo

SREDISNJI DIO SATA:

44



Ako zelimo koristiti njihalo u uredajima koji mjere vrijeme, je li dovoljna
samo spoznaja da je period titranja njihala stalan?
Navodim ucenike na ideju da nam je potrebna informacija o iznosu perioda, kao i da

je on stalan tokom gibanja.

Tako su, naravno, razmisljali i izumitelji onog doba, te su proucavajuci
oscilacije njihala dosli do zakljucaka o c¢emu ovisi period. Mi ¢emo slijediti

njihove stope i uzeti ulogu znanstvenika onog doba.

Razmislite i odgovorite, o é¢emu sve ovisi period oscilacija jednostavnog
njihala?

Ucenici navode prijedloge: masa ovjeSenog utega, kut otklona, duljina niti..

Pokusajte osmisliti pokus kojim mozemo provjeriti vase tvrdnje.

Dogovaram s ucenicima eksperiment u kojem koristim jednostavno matematicko
njihalo kojemu se moze mijenjati duljina niti, utege razli¢itih masa, stopericu i kuto-

mjer.

Istrazivacko pitanjge: O ¢emu i kako ovisi period jednostavnog matematickog nji-
hala?
Istrazivack: pokus: pokus s jednostavnim njihalom u kojem mjereéi period stopericom

provjeravamo ovisi li period i kako o velicinama koje smo gore naveli.

Na stolu imam njihalo i utege razlicitih masa. Trazim ucenike da skiciraju postav

eksperimenta u svoje biljeznice, te netko crta na plocu.
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Slika 5.2: Skica postava istrazivackog pokusa

Nakon svakog mjerenja, trebaju u biljeznice zapisati znacenje dobivenih podataka.

Prvo provjeravamo za masu. Kako biste provjerili ovisi li period o masi?
Ucenici predlazu da vjeSamo utege razlicitih masa na njihalo i za svaki uteg mjerimo

period Stopericom mobitela.

Na $to sve moramo paziti tokom izvodenja mjerenja?
Primjec¢uju da moramo paziti da se druge varijable ne mijenjaju, pogotovo kut otklona,

zbog kontrole varijabli.

Jedan ucenik izvodi eksperiment na katedri i mijenja mase, dok ostali odbrojavaju
titraje i mjere vrijeme Stopericama na mobitelima.
Nakon sto napravimo mjerenja, rezultate trebaju popisati u tablicu u biljeznice, a je-

dan ucenik zapisuje na plocu

Ovisnost perioda njihala o masi utega

m [ kg T/s
0.1
0.2
0.5

Slika 5.3: Tablica za mjerenja ovisnosti perioda o masi [38]

Uocavaju da se period ne mijenja, dakle ne ovisi o masi.

Zatim na isti nacin provjeravamo za kut otklona, podatke opet zapisuju u tablicu.
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Ovisnost perioda njihala o kutu otklona njihala

5
10
15

Slika 5.4: Tablica za mjerenja ovisnosti perioda o kutu otklona o [38]

Uocavaju da se period ne mijenja, dakle ne ovisi o kutu otklona, ukoliko je mali kut.

I na kraju, nakon sto ih podijelim u grupe tako da svaka grupa dobije njihalo, ucenici

mjere periode za razli¢ite duljine njihala.

Ovisnost perioda njihala o duljini niti
I /cm T/s

50

75

100

Slika 5.5: Tablica za mjerenja ovisnosti perioda o duljini njihala [38]

Kako bi povezali dobivene rezultate sa matematickom operacijom, ucenici u Excelu

crtaju graf ovisnosti perioda o duljini njihala iz podataka dobivenih mjerenjem .

I{cm T/s
] ]
25 0.98
50 1.42
75 1.72
T-1 graf
2
18 .
16
14 L
12
0.8
0.6
04
0.2
0e
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Ifem

Slika 5.6: Tablica i graf ovisnosti perioda o duljini niti

Ucenici uocavaju da tocke ovog grafa ne mogu biti opisane pravcem.

Zatim radimo graf tocaka sa kvadriranim vrijednostima perioda.
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//cm TA2 [sh2
0 0
25 0.9604
50 2.0164
75 2.9584
T42-| graf
3.5
3 .
2.5
2 B
~ .
5
5 15
i
1 -
0.5
0
0 10 20 30 40 50 60 70 20
0.5
Ifem

Slika 5.7: Tablica i graf ovisnosti kvadrata perioda o duljini niti

Ucenici uocavaju da ove tocke mozemo povezati pravcem. Linearnu funkciju prilagodavamo
novim podacima kako bi potvrdili da tocke grafa zaista leze na pravcu. Koliko iznosi
parametar pravca b?

Dolazimo do zakljucka da je, obzirom da pravac koji dobro opisuje tocke grafa prolazi
kroz ishodiste, parametar b jednak nuli.

Sto to govori o odnosu kvadrata perioda i duljine njihala? U kakvoj su
matematickoj vezi?

Ucenici uocavaju da je period proporcionalan korjenu duljine i zapisuju u biljeznice
rezultat graficke analize:
T? ~ 1

Sto smo zakljuéili iz eksperimenta, o éemu ovisi period njihala i na koji

nacin? Trazim da zapisu u biljeznice, netko procita. T' ~ v/

Ovaj rezultat ucenici zapisuju u biljeznice i na plocu kraj skice postava.

Nakon pokusa, radimo interaktivni izvod za period jednostavnog matematickog nji-

hala.

Huygens je pokazao da su satovi sa velikim zamasima neto¢ni, te da
ovisno o otklonu varira period njihala. Zbog ovoga su satove koje su pro-
izvodili ograniéili otklon njihala na maksimalno 4-6° [43]. Probat ¢emo sada

zajedno napraviti izvod za period jednostavnog njihala, pa ¢emo vidjeti
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mozemo li objasniti cjeloviti izraz za period i ovo Huygensovo otkrice.

Koji zakon nam pomaze kod rjesavanja izraza za gibanje tijela pod utje-
cajem sile i kako on glasi?
2. Newtonov zakon. Govori da suma svih sila koje djeluju na neko tijelo daje tom tijelu

akceleraciju proporcionalnu rezultantnoj sili, obrnuto proporcionalnu masi: F,; = ma

Za pocetak, trebamo odrediti odakle dolazi povratna sila. Trazim ucenike da daju
prijedloge. Sto je prva stvar koju radimo kod analize sila?

Prvo crtamo prikaz sila na dijagramu sila.

Kod matematickog njihala otpor zraka je zanemariv, a nit bezmasena. Ucenici
crtaju u biljeznice dijagram sila za matematicko njihalo u ravnoteznom polozaju, a

zatim netko na plocu crta crtez prikazan na slici 5.8:

—{)1;

o
5

Slika 5.8: dijagram sila na matematickom njihalu [38]

Nacrtat ¢u na ploci jednostavno njihalo izvuceno iz ravnoteznog polozaja
a vi odredite kako glasi izraz za silu koja vraca tijelo u ravnotezni polozaj,
i odakle potjece ta sila?
Ucenici crtaju u biljeznice rastav sila, dok ja kruzim razredom. Jedan ucenik izlazi

pred ploc¢u kako bismo zajedno, kroz diskusiju, nacrtali to¢an prikaz rastava sila.
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T |\ ~F.cos8

i f

Slika 5.9: rastav sila na matematickom njihalu [13]

Na slici 5.9 vidimo da se radijalna komponenta gravitacijske sile ponisti sa napetosti
niti (nit je nerastezljva). Preostaje samo tangencijalna komponenta gravitacijske sile,
koja ima ulogu povratne sile, Sto vidimo i iz smjera vektora sile koji pokazuje prema

ravnoteznom polozaju.

Kako biste odredili iznos povratne sile, odnosno horizontalne kompo-
nente gravitacijske sile?
Trazim da zapisu u biljeznice, dok opet hodam razredom. Opet jedan ucenik na ploci

zapisuje postupak: |Fjj| = mgsin6

Obzirom da pocetni dio sinusne krivulje mozemo aproksimirati pravcem, za male
kutove vrijedi: sinf = 6. Uzimamo da rezultat naseg izvoda vrijedi samo za male

kutove, i naziva se aproksimacija malih kutova. Zapisujemo: |Fjj| = mg6

Trazim da ucenika sada da zapiSu generalni izraz za povratnu silu:

F=—kzx

Te da izraze x, koristedi trigonometrijske funkcije, preko duljine niti, 1:

x = [sin @ Obzirom da smo ve¢ u prethodnim koracima uzeli aproksimaciju malih

kutova, napravimo tako i ovdje te dobijemo:

=10
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Sada vratimo taj izraz u formulu povratne sile:

|F| = kio

Rekli smo da u ovom slucaju gravitacija igra ulogu povratne sile, koje
dvije jednakosti mozemo povezati?
Izraz za horizontalnu komponentu gravitacije i izraz za povratnu silu njihala.

Trazim da zapisu u biljeznice i izraze faktor m/k.

Na ploci ucenik zapisuje:

mg6 = kl6
mg = ki
m/k=1/g

Kako glasi izraz za period harmonijskog titranja?
T =27\/m/k

Kako glasi izraz za period matematickog njihala?

T =2m\/1/g

O kojoj fizikalnoj velicini, koju mozemo mijenjati, ovisi period njihala i
da li je to u skladu s rezultatima mjerenja?
Jedini faktor kojim mozemo mijenjati period je duljina njihala, sto je u skladu s mje-

renjima.

Objasnite sada, u svoje biljeznice, zasto je Huygens primijetio da kod vecih otklona
dolazi do nepravilnosti, odnosno da je naruSena ova pravilnost ovisnosti perioda o du-
ljini niti njihala. U biljeznice zapisuju: izraz za period njihala vrijedi samo za male
kutove, jer smo male kutove uzeli kao pretpostavku u izvodu izraza, zato je Huygens

mogao uociti nepodudarnost za veé¢e odmake.

Izvodom smo dobili vise informacija nego iz samog eksperimenta. Ust-
vrdili smo da period njihala ovisi o jos jednoj fizikalnoj veli¢ini osim duljine
niti. O kojoj velicini je rijec?

Radi se o gravitacijskoj akceleraciji, g.

Razmislite, sto bi se dogodilo s periodom matematickog njihala ukoliko bi
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odnijeli njihalo na drugi planet, koji ima drugaciji gravitacijsku konstantu?

Ucenici odgovaraju kako bi period njihala bio drugaciji kada ne bismo bili na Zemlji.

ZAVRSNI DIO SATA:

Aplikacigski pokus: Odredivanje ubrzanja sile teze mobitelom kao njihalom

Trazim ucenike da objasne kako bi uz pomo¢ matematickog njihala provjerili koliko
iznosi gravitacijska akceleracija.
Dogovaramo se oko slijedeceg nacina provedbe:uzeli bi njihalo koje bismo pustili da se

njise, mjerili period te pomoc¢u perioda i poznate duljine njihala izracunali g.

Trazim jednog ucenika kao dobrovoljca za izvodenje eksperimenta frontaln pred
razredom. Objasnim da je za izvodenje potreban mobitel i nerastezljivu nit, koju veé
imamo pripremljenu na stolu. Pomocu niti i mobitela, koji je znatno masivniji od niti,
napraviti ¢emo matematicko njihalo.

Koraci izvodenja eksperimenta [37]:

1. Instalirati aplikaciju Phyphox na mobilni telefon. Mozete je besplatno preuzeti
na vas mobilni uredaj.

2. Otvoriti aplikaciju Phyphox i pod izbornikom Mechanics odaberati Pendulum.

3. Nakon sto otvorite izbornik Pendulum u gornjoj izbornoj traci, odabrati izbornik
LENGTH.

4. U gornjem desnom uglu kliknuti na tri tockice te odaberati Timed run. Odabirom
ove opcije moze se odgoditi pocetak mjerenja za 3s te odrediti da mjerenje traje 10s.

5. Zavezati mobilni telefon uzicom, pritom paziti da bude ¢vrsto zavezano da
mobitel ne padne na pod.

6. Kada smo spremni za mjerenje kliknemo start i mjerenje pocinje.

7. Ne smojemo zaboraviti njihati mobitel za vrijeme trajanja pocetka mjerenja od
3s te jos dodatnih 10s mjerenja. Nakon isteka 13s, aplikacija ¢e sama prestati mjeriti.
Tada ocitavamo mjerenja.

8. Phyphox je odredio duljinu nase niti od tocke hvatista do centra mase mobilnog
uredaja.

Rezultati jednog mjerenja prikazani su na slici 5.10
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Period | 1,13 s
o [0.88 1=
Length (37,97 em

ering g = .81 /sl

Slika 5.10: podaci mjerenja phyphoxom [37]

Trazim ucenike da izraze iz formule perioda g. g = 42l /T*?
Sada preostaje samo uvrstiti dobivene brojeve u izraz za ¢ i sporediti dobiveni re-

zultat s poznatim iznosom g.

Nakon ovoga ucenicima postavljam konceptualna pitanja sa slajdova koje vide na

projektoru, a oni podizu kartice s odgovorima, koje potom diskutiramo.

Konceptualna pitanja:

1) Sto ¢e se dogoditi s periodom matematickog njihala ako ga odnesemo na Mars?
(Prosjecno gravitacijsko ubrzanje na Marsu je 3.72076m/s? (oko 38% od onog na Zem-
i) [39))

a) nista

b) povecat e se

¢) smanjit ¢e se
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2) Matematicko njihalo smo izvukli iz ravnoteznog polozaja za kut «. Period titranja
iznosio je T'. Koliko ¢e iznositi period titranja ukoliko njihalo izvucemo za kut 2« ?
a) ostat ée isti

b) dvaput ¢e se povecati

¢) dvaput ¢e se smanjiti

d) v/2 puta ¢e se povecati

e)\/§ puta ¢e se smanjiti

3) Frekvencija matematickog njihala duljine [ je f. Sto ¢e se dogoditi sa frekvencijom
ako smanjimo duljinu njihala dva puta?

a) ostat ¢e ista

b) dvaput ¢e se povecati

¢) dvaput ¢e se smanjiti

d) V2 puta ée se povedati

e)v/2 puta ¢ée se smanjiti

4) Matemati¢kom njihalu Zelimo smanjiti period dva puta. Sto trebamo uéiniti?
a) smanjiti duljinu njihala 4 puta

b) povecati duljinu njihala 4 puta

¢) smanjiti masu 2 puta

d) povecati masu 2 puta
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6 Dodatak

6.1 Princip rada racunalnog misa

Postoje podjele vrste miseva po razli¢itim osnovama, naprimjer po nacinu kako se
poveziva s racunalom. Nas, medutim zanimaju vrste miSeva s obzirom na koji nacin
im senzor pokreta radi, odnosno koji je mehanizam ocitavanja polozaja misa. Dvije su
vrste: mehanicki (mis s rotirajuéom kuglicom) i opticki (LED ili laser) mis.

Mis s rotirajuéom kuglicom je zastario i viSe se prakticki ne upotrebljava, jer su
ova druge novije dvije vrste obje znatno bolje. Takoder, ovaj mis zahtijeva dodir s
podlogom u odnosu na koju o¢itava pomake, sto nam svakako ne odgovara za izvodenje
pokusa jer bi dodirivanje podloge ¢ije se pomake oc¢itava mijenjalo gibanje te podloge te
bismo dobili automatski iskrivljena rjeSenja za gibanje. Koristili smo, dakle, optickog
misa. Da bi detektirao gibanje, opticki mis koristi izvor svjetlosti, crvene (LED) ili
infracrvene (laser), fotodetektor (najcesée CMOS senzor) te procesor signala [28]. Na

slici 6.1 prikazan je izgled optickog misa.

tipka misa CMOS senzor

DSP

ogledalo

lece
lijevo dugme

snop svjetlosti

Slika 6.1: Glavni dijelovi optickog misa [31]
Izvor svjetlosti proizvede svjetlost koja osvijetli povrsinu. Ta svjetlost se reflektira
nazad i dolazi kroz konvergentnu le¢u do CMOS senzora koji onda formira sliku lokalne

povrsine.

Na slici 6.2 vidimo prikazan princip rada optickog misa.
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LED CMOS

radna povrsina

Slika 6.2: Prikaz rada optitkog misa [29]

CMOS je poluvodicki element, fotodioda, koji sluzi kao ’elektronicko oko’. Fotodi-
oda pretvara fotone (svjetlost) u elektrone (generirajuéi napon), primjenjujuéi fotona-
ponski uc¢inak, kao mala solarna ¢elija. Celije CMOSa su okruzene tranzistorima koji
pojacavaju signal dobiven iz ¢elija i Salje ga u konverter koji oc¢itava naboj i prevodi
razlic¢ite koli¢ine naboja pojedinih ¢elija u senzorne piksele (ne treba brkati sa pikse-
lima na monitoru racunala ili televizije) razli¢itih intenziteta boja [27] [30]. CMOS
senzor napravi tisuce slika svake sekunde i salje ih procesoru signala na analizu. Slika
6.3 prikazuje kako dvije slike slikane misem izgledaju. Slike koje racunalni mis daje
ne prikazuju kako izgleda podloga i ne daju boje, jer koristimo jednu valnu duljinu
za osvjetljavanje povrsine. Boje nisu bitne procesoru za usporedivanje dvaju slika, tj.

dvaju polozaja, dovoljni su intenziteti.

Slika 6.3: Slike dobivene pomoc¢u senzora misa u dva razli¢ita trenutka [31]

Procesor signala usporeduje slike kako bi odredio je li se mis pomaknuo, u kojem
smjeru i kojom brzinom. Ta informacija se Salje racunalu koji u skladu s informacijom
azurira poziciju misa na ekranu. On to radi u z-y koordinatama, stoga su podaci koje
je mis davao u mjerenjima bili popisani posebno za z i y smjer [31].

Razlika izmedu optickog i laserskog misa je u vrsti svjetlosti koji koriste te nacinu
dobivanja te svjetlosti. Opticki mis koristi crvenu svjetlost dobivenu LED diodom dok

laserski koristi infracrvenu svjetlost dobivenu laserskom diodom (otud i naziv). Zbog
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vrste koristene svjetlosti opticki mis nece raditi na prozirnim, naprimjer staklenim,
povrsinama, jer prozirne povrsine znaci da ne reflektira nijednu svjetlost vidljivu ljud-
skom oku pa tako ni crvenu. Medutim, infracrvenu svjetlost prozirne podloge reflekti-
raju, stoga laserski mis moze raditi na staklenim povrsinama. Laserski mis je, dakle,
mis, obzirom da nam je ova karakteristika bila jako bitna kako bismo mogli osigurati
da mis bude da sigurnoj udaljenosti od kruznog njihala i time ne remeti mjerenja, a
da i dalje registrira gibanje.

Takoder smo uzeli bezi¢nog misa kako bi baratanje bilo jednostavnije, odnosno da
nas duljina kabela ne ogranicava u namjestanju postava.

Prije nego smo poceli mjerenja, bilo je bitno onemoguditi softversku akceleraciju
misa. Softverska akceleracija misa je prilagodba misa kako bi koristenje misa bilo Sto
efikasnije. Funkcionira na na¢in da pomice kursor malo dalje kada radimo brze pokrete
misem. To nam u svakodnevnoj upotrebi miSa olaksava koristenje obzirom da ¢emo
kada zelimo pomaknuti miSa za vecu udaljenost na ekranu refleksno napraviti brzi
pokret, Sto procesor u misu prepoznaje kao akceleraciju i posljedicno pomakne kursor
na ekranu za veéu udaljenost nego smo mi pomaknuli misa [32].

[ako je uobicajeno korisna, ova karakteristika misa nama smeta u izvodenju ekspe-
rimenta. Kruzno njihalo cijelo vrijeme mijenja brzinu gibanja (i akceleraciju), $to znaci
da ocitavanja miSa ne bi realno prikazivala pomake njihala ve¢ pomake koje procesor
racuna uzimajuci u obzir akceleraciju, korigirane pomake. Mi zZelimo dobiti stvarne
pomake, stoga smo nakon svakog novog iskopc¢avanja i ukopc¢avanja misa provjerili da

je softverska akceleracija miSa onemogudcena.

6.2 Kod racunalnog programa

import struct
import time
import sys

import math as m

# default mouse path

mousepath = '/dev/input/mouse2’

def usage():
print (f nun
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