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Uvod

Matematicki problem je vrsta matematickog zadatka kojemu nije unaprijed poznat nacin
rjeSavanja, odnosno, kojeg ne moZemo rijesiti samo primjenom odredenih algoritama, to
jest, unaprijed propisanih koraka. Zato je za rjeSavanje matemati¢kog problema potrebno
viSe umnog napora i razmisljanja, te su takvi zadatci teZi za rjeSavanje.

Za ulenike je to jedan od najzahtjevnijih procesa, ali upravo zato su i koristi rjeSavanja
takvih zadataka u razumijevanju matematike iznimno velike. Jedini nacin da postanemo
bolji u rjeSavanju matemati¢kih problema je da ih rjeSavamo. S obzirom na kompleksnost
zadace rjeSavanja matematickog problema, dobro je ovladati strategijama, odnosno tehni-
kama za njihovo rjeSavanje. U prvom dijelu ovog rada opisat ¢emo vrste matematickih za-
dataka, te nastavnih sustava koji pripremaju ucenike za rjeSavanje matematickog problema.
Navest ¢emo i korake rjeSavanja matematickog problema prema poznatom matematic¢aru
i metodicaru Georgeu Polyi. Nadalje, opisat ¢emo i dvije strategije za rjeSavanje mate-
matickih problema: prva je Dirichletov princip, a druga bojanje ili poplo¢avanje. Osim
njih postoje i razne druge strategije, na primjer, matematicka indukcija, metoda invarijanti,
simetrija, generalizacije, nejednakosti 1 tako dalje. Ove dvije strategije odabrali smo zbog
raznovrsnosti zadataka i moguénosti primjene ve¢ u osnovnoj $koli, i to u obliku koji ¢e za-
interesirati ucenike za njihovo rjeSavanje. Osim toga, ove dvije metode se Cesto pojavljuju
na natjecanjima u osnovnoj i srednjoj skoli.



Poglavlje 1

RjeSavanje problema

1.1

Matematicki zadatak

Veliki dio nastave matematike Cini rjeSavanje zadataka. Kroz njihov primjeren odabir i
rjeSavanje, ucenici usvajaju nova matematicka znanja i tehnike te razvijaju svoje mate-
mati¢ke sposobnosti.

Prema Kurniku ([6]], str. 1. i 2.), zadatak je sloZeni matematicki objekt i njegov sastav
nije uvijek jednostavno analizirati. No, on izdvaja pet njegovih sastavnica ([6]]):

Uvjeti. U uvjete ubrajamo sve glavne dijelove nekog zadatka. To su poznate ili za-
dane veli¢ine, nepoznate ili traZzene veliCine te objekti i uvjeti koji opisuju veze medu
tim veli¢inama. Vrlo je bitno poznavati uvjete da bismo mogli razumjeti zadatak.

Cilj. Cilj zadatka nije teSko odrediti. To moZe biti odredivanje nepoznatih veli¢ina,
svojstava 1 veza medu njima ili izvodenje zakljucaka i opravdavanje postavljenih
tvrdnji.

Teorijska osnova. Kako bismo znali odrediti postupak rjeSavanja nekog zadatka
potrebno je imati matemati¢ka znanja i poznavati matematicke vjestine koje su usko
povezane s uvjetima i ciljem tog zadatka.

RjeSavanje. Rjesavanje zadatka je provodenje postupka koji ¢e nas dovesti do cilja
zadatka.

Osvrt. Osvrt ukljucuje provjeravanje ispravnosti dobivenog rjesenja, ispitivanje pro-
vedenog postupka rjeSenja, razmiSljanje o drugim nacinima rjeSavanja zadatka, 1 sl.

Prema sloZenosti i teZini, zadatci se dijele u sljedece dvije velike skupine: standardni
zadatci i nestandardni zadatci ([6], str. 3.).
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Pod standardnim zadatcima podrazumijevamo sve one zadatke kod kojih su sve gore
navedene sastavnice poznate. Dakle, u€eniku je nacin njihova rjeSavanja poznat i rjeSavanje
ide glatko. Takvi zadatci sluze usvajanju i razmijevanju matematickih sadrzaja, no ne
pridonose razvoju kreativnosti u¢enika ([6]).

Kod nestandardnih zadataka, postoji barem jedna sastavnica koja nije poznata. Ukoliko
nisu poznate barem dvije sastavnice, onda se ti zadatci nazivaju problemskim zadatcima
([6]). Ovi zadatci razvijaju ucenikovo logi¢ko misljenje, stvaralastvo i samostalnost.

Problemski zadatci sastavni su dio natjecanja iz matematike. Karakteristika velikog
broja problemskih zadataka jest rjeSavanje na nekoliko nacina. RjeSavanje zadatka na ne-
koliko nacina zahtijeva viSe u¢enikovog znanja, pomaze mu stvoriti Siru sliku te povecava
njegovu motivaciju ([6]).

Navedimo jedan vrlo jednostavan standardni zadatak i nabrojimo sve njegove sastav-
nice.

Rijesimo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama

(1.1)

2x+2y =24
x+2 =y

e Uvjeti. Zadane su dvije linearne jednadzbe koje opisuju veze izmedu veli¢ina x i y.
Dakle, 2x + 2y = 241y = x + 2. Nepoznate veli¢ine su x i y.

o Cilj. Cilj zadatka je odrediti nepoznate veli¢ine x i y.

o Teorijska osnova. Za rjeSavanje zadatka, trebamo poznavati metode rjeSavanja sus-
tava dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice. To su metoda supstitucije, metoda
suprotnih koeficijenata ili metoda komparacije.

e Rjesavanje. Odaberemo metodu kojom ¢emo rjeSavati sustav dviju linearnih
jednadzbi s dvjema nepoznanicama. Neka je to metoda supstitucije. Dakle,
uvrStavanjem druge jednadZzbe y = x + 2 u prvu jednadZbu dobivamo

2x+2y=2x+2(x+2)=4x+4=24

iz Cega slijedi x = 5. UvrStavanjem u prvu jednadzbu dobivamo dajey = x+2 = 7.
Time smo dobili rjeSenje sustava (I.1), x=5iy = 7.

e Osvrt. Provjerimo ispravnost rjeSenja uvrStavanjem dobivenih vrijednosti u pocetni
sustav:
2:-5+2-7=24 1 5+2="7.

Odavde zaklju¢ujemo da smo tocno rijesSili zadatak.
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Pretvorimo sada gornji zadatak u nestandardni oblik.

Markov vrt je pravokutnog oblika. Duljina jedne stranice tog pravokutnika je za 2 m
veca od duljine druge stranice. Za ogradivanje vrta Marku je bilo potrebno 24 m ograde.
Kolika je povrsina Markovog vrta?

U ovome zadatku postupak rjeSavanja ne znamo unaprijed. Ovaj nestandardni zadatak
svest ¢emo na rjeSavanje dviju linearnih jednadZzbi s dvjema nepoznanicama. Duljine stra-
nica Markovog vrta bit ¢e veli¢ine x i y, a povrSinu ¢emo dobiti kao njihov umnozak, tj.
xy = 5 -7 = 35. Time smo dobili da povr§ina Markovog vrta iznosi 35 m?.

1.2 Problemska nastava

Za razliku od tradicionalnog, suvremeni pristup nastavi matematike u poucavanju naglasak
stavlja na usmjeravanje ucenika razvoju logickog zaklju¢ivanja i misljenja, samostalnom
rjeSavanju matematickih problema i razvoju kreativnosti. Nastavni sustav koji osposobljava
ucenike za rjeSavanje problema je problemska nastava.

U ovom obliku nastave ucenik je u srediStu nastavnog procesa. Nastavnikova je uloga
neSto manja. On postavljanjem problemske situacije primjerene ucenikovom uzrastu i
znanju ima zadatak probuditi interes ucenika za rjeSavanje problema. Uz nastavnika,
ucenikova je uloga da spozna i iskoristi svoje misaone sposobnosti i Zelju za njihovim
razvijanjem ([7/]). Nakon Sto ucCenik osvijesti da vlastitim trudom 1 sposobnostima moze
pronaci 1 otkriti rjeSenje problema, to ¢e u uceniku probuditi osjecaje zadovoljstva i ispu-
njenosti ([12]). Ovi osjecaji motivirat ¢e ucenika za daljnje istraZivanje i rjeSavanje ralicitih
problema. Nastavnik pravilnim odabirom pitanja usmjerava ucenike u njihovom radu, ali
ucenici samostalno rjeSavaju postavljeni problem. Ovaj dio najtezi je dio cijelog procesa.
Ucenici u skladu sa svojim predznanjima i mogucnostima stvaraju strategije za rjeSavanje
problema.

Upravo zbog nepoznavanja velikog broja strategija rjeSavanja odredenih problema, ¢ak
1 najbolji ucenici ne postizu dobre rezultate pri rjeSavanju sloZenijih matemati¢kih pro-
blema na matemati¢kim natjecanjima ([6]). Zato je vrlo bitno upoznati ucenike s razli¢itim
strategijama rjeSavanja problema kako bi zadatke klasificirali u odredene kategorije s ob-
zirom na to kojom ¢e ih metodom rijesiti ([6]). Sto vise metoda poznaju, to je veéa vie-
rojatnost da ¢e znati rijeSiti problem. Vrlo Cesto se ve¢ iz procCitanog teksta zadatka moze
zakljuciti koju strategiju ¢e biti potrebno primijeniti. To uvelike olakSava i ubrzava proces
rjeSavanja problema.

Nabrojat ¢emo neke metode rjeSavanja problema:

e Dirichletov princip

e dokazi bojanjem
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princip matematicke indukcije
metoda supstitucije

metoda razlikovanja slucajeva
konstruktivne metode

metoda invarijanti

Nastavnici se, unato¢ njezinim pozitivnim uéincima, zbog zahtjevnosti i tezine pro-
vedbe, rjede odlucuju za problemsku nastavu.

Prema Kurniku ([7]), u metodici nastave matematike postoji shema za provedbu nas-
tavnoga sata u sustavu problemske nastave:

1.

® N4 Nk LD

Stvaranje problemske sitacije

Postavljanje problema koji nice iz dane problemske situacije
Postavljanje uvjeta

RjeSavanje postavljenog problema

Razmatranje dobivenog rjesenja i iskazivanje novog znanja
Proucavanje dobivenog rjesenja i traZenje drugih nacina rjeSavanja
Proucavanje mogucih proSirenja i poopcéenja postavljenog problema

Zakljucci izvrSenog rada

Ova shema moze sluziti nastavnicima kao okvir za provodenje ovog oblika nastave.
Budu¢i da svaki problem zahtijeva drukciji pristup, niti ovaj proces nece uvijek biti isti

([Z0).

1.3

Polyini koraci

Najcesca zadaca uCenika u nastavi matematike jest rijeSiti matematicki zadatak. Ucenici se
pri rjeSavanju susrecu s nizom poteskoca. U svojoj knjizi Kako cu rijesiti matematicki za-
datak?, ameri¢ki matematicar 1 metodicar George P6lya navodi Cetiri faze rjeSavanja mate-
matickog zadatka. Sve Cetiri faze imaju svoju ulogu pri rjeSavanju problema. U provodenju
tih koraka moramo mijenjati glediSte s kojeg promatramo zadatak ([12]). Prilikom mije-
njanja pogleda na zadatak, dolazimo do novih informacija koje upotpunjuju nasu sliku o
zadatku.
Prema Polyi, faze rjeSavanja matematickog zadatka su ([[12]):
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1. Razumijevanje zadatka
2. Stvaranje plana
3. IzvrSavanje plana

4. Osvrt

Opisat ¢emo svaku od ovih faza.

Pod razumijevanjem zadatka jasno je da se od ucenika ocekuje da prije svega razumije
zadatak koji treba rijeSiti. Dakle, uCenik treba shvatiti Sto tekst zadatka govori. On treba
razdvojiti zadatak na dijelove, raspoznati Sto je u zadatku zadano, Sto je u zadatku nepoz-
nato (Sto se trazi) te koji su uvjeti u zadatku postavljeni. Nakon Sto je sam sebi odgovorio
na ta pitanja, uCenik crta sliku ukoliko je to potrebno, oznacava na njoj zadane podatke,
uvodi oznake, ispituje je li moguce ispuniti uvjet zadatka ([12]).

U drugoj fazi rjeSavanja zadatka ucenik stvara svoj plan. Ovaj dio zahtijeva mnogo
pokuSaja i vremena dok se ne razvije ideja za rjeSavanje zadatka. Uc€enik mora koristiti
svoja prethodna znanja i vjeStine u rjeSavanju novog problema. PoZeljno je da se prisjeti
je i se sa sli¢nim zadatkom susreo ranije, na koji ga je nacin rjeSavao, moZze li taj nacin
iskoristiti u ovoj situaciji. Dakle, ovaj korak zasniva se na ucenikovu znanju i iskustvu.
Nastavnik pomaZze uceniku postavljanjem primjerenih pitanja koja ga vode prema cilju.
Ukoliko mu to pomaze, ucenik moZze smisliti ili rijesiti neki srodan zadatak koji otprije poz-
naje. Poznate metode koje u ovom koraku pokazuju korisnima su analogija (pokusaj rijesiti
sli¢an zadatak), generalizacija (pokusaj rijesiti opCenitiji zadatak) i specijalizacija (pokusaj
rijeSiti poseban slucaj). Ucenik treba analizirati sve informacije iz zadatka, pokuSati zami-
jeniti zadane informacije jednostavnijima kako bi lakSe doSao do odredivanja nepoznatog
dijela zadatka ([12]).

Treca faza rjeSavanja zadatka jest provodenje plana. Ovaj korak puno je laksi od pret-
hodnoga. Ukoliko je ucenik samostalno izveo plan 1 svjestan je pojedinosti koje taj plan
zahtijeva, njegovo provodenje nece biti teSko. Primjenom naucenoga, tj. tehnika i vjeStina
koje je ucenik savladao ranije, ucenik ¢e provesti svoj plan u djelo. Ovdje je bitno da
ucenik zna raspoznati je li pojedini korak ispravan. Svaki provedeni korak u izvrSavanju
plana uCeniku treba biti sasvim jasan. Dakle, bitno je da ucenik kontrolira svaki svoj korak
([120).

Zavrsna faza rjeSavanja problema jest osvrt, tj. provjeravanje i preispitivanje rjesenja.
Ucenik provjerava svaki korak rjeSavanja zadatka, uocava svaki detalj i pronalazi pogreske.
Ovaj korak vrlo je bitan, jer u¢vrscuje uenikovo znanje i razumijevanje problema. Ucenik
se u ovom koraku pita moZe li rjeSenje zadatka primijeniti na nekom drugom zadatku ili na
konkretnom primjeru ([12]).
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1.4 Heuristika

U drugoj fazi rjeSavanja zadatka navedenog u prethodnom poglavlju, u¢enik osmislja plan
rjeSavanja zadatka, odnosno uz pomoc¢ razlicitih heuristika pokuSava pronaéi metodu ko-
jom ¢e moci rijesiti postavljeni problem. Heuristika je postupak koji vodi prema rjeSavanju
zadatka. Sam naziv potjece od uzvika “"Heureka!” (naSao sam), koji je uzviknuo grcki
matemati¢ar Arhimed kada je otkrio zakon o uzgonu tijela u tekuéini ([4]]). Dakle, heuris-
tika ne osigurava da ¢e ucenika dovesti do ispravnog nacina rjeSavanja zadatka, ali vodi ga
prema njegovom otkrivanju. Neke od heuristika smo ve¢ i spomenuli, no u ovom ¢emo ih
dijelu pobliZe opisati.
Nabrojimo i opiSimo neke poznate heuristike ([12]]):

1.

Crtanje slike. Bio zadatak geometrijski ili ne, kad god je to u zadatku moguce,
pozeljno je nacrtati sliku. Geometrijska slika, graf ili dijagram omogucuju nam da
brze 1 lakSe uo¢imo veze izmedu zadanih podataka i dodemo do rjeSenja problema.

. TraZenje uzorka. U zadatku ispitujemo postoji li uzorak koji se pojavljuje. Ukoliko

se neki uzorak Cesto pojavljuje, vrlo je vjerojatno da ¢e se opet ponoviti. Zahtjevan
dio ove heuristike moze biti pronalazenje uzorka. Jednom kad je uzorak naden,
rjeSenje nije teSko pronadi.

. Rjesavanje unatrag. Prvo trebamo uociti koji je cilj zadatka, odnosno §to trebamo

dobiti. Kre¢emo od konacnog cilja zadatka prema unatrag dok ne dodemo do uvjeta
koji su nam zadani. Pri vracanju unatrag, trebamo u svakom koraku znati S$to bi
tom koraku trebalo prethoditi. Nakon rjeSavanja unatrag, provjeravamo rjesenje pro-
blema tako da krenemo od pocetka prema kraju.

. Rastav na slucajeve. Rjesavanje sloZenog problema olaksat ¢e nam ras¢lanjivanje

tog problema na manje, jednostavnije probleme.

. Generalizacija. U nekim zadatcima pomoci ¢e nam rjeSavanje opcenitijeg pro-

blema. No, nije uvijek jednostavno otkriti taj drugi, opcenitiji problem. Taj dio
je glavni dio ove heuristike. RjeSenje opcenitijeg problema primijenit ¢emo na spe-
cijalni slucaj, tj. pocetni problem.

. Rjesavanje ekvivalentnog problema. Ponekad ¢e nam rjeSavanje drugog, ekviva-

lentnog problema pomoci u rjeSavanju pocetnog problema. Vrlo je bitno osmisliti
problem koji je ekvivalentan pocetnom.

. Analiza i sinteza. Prvo je potrebno zadatak shvatiti kao cjelinu. Nakon toga, proma-

traju se glavne sastavnice zadatka, a zatim i detalji zadatka. Nakon rastavljanja za-
datka na manje dijelove, proucavamo zasebno dijelove zadatka te ih spajamo u sli¢an
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1.5

zadatak koji znamo rijeSiti. RjeSavanje tog zadatka pomoc¢i ¢e nam u rjeSavanju
pocetnog problema.

. Specijalizacija. U nekim je zadatcima jednostavnije promatrati laksi, specijalniji za-

datak od pocetnog zadatka. RjeSavanje specijalnog zadatka olakSava nam rjeSavanje
pocetnog, opcenitijeg i teZeg zadatka.

Metoda pokusaja i pogreske. Ovo je metoda kojom se Cesto koristimo u rjesavanju
matematickih problema. Pretpostavljamo smisleno rjesenje problema te provjera-
vamo zadovoljava li to rjeSenje uvjete zadatka. Proces ponavljamo sve dok ne dobi-
jemo ispravno rjesenje.

Heuristicka nastava

U skoli je uz problemsku, prisutna joS i heuristicka nastava. To je blazi oblik problem-
ske nastave, jer u njoj uCenik ima nesSto manju ulogu. Temeljne zadace nastavnika su da
navodi u¢enike na samostalno otkrivanje matematickih tvrdnji, potice kreativnost ucenika,
usmjerava ucenike rjeSavanju problema, vodi kvalitetan razgovor s u¢enicima ([4]).

Heuristicka nastava je iznikla iz potrebe da se uvodenjem samostalnog rada ucenika
prevlada predavacka nastava i poboljsa nastavni proces. Njezin pocetak nalazimo u prvom
desetljecu 20. stoljeca. Ona se tijekom vremena razvijala i usavrsavala ([4]). Prema
Kurniku ([4]]), osnovne smjernice za provedbu heuristicke nastave su:

Zadrzati prividnost igre. Uvazavati slobodu ucenika. Podrzavati privid njegovoga
vlastitog otkrivanja matematicke istine. Izbjegavati zamorne vjezbe pamcenja u
pocetnom obrazovanju ucenika, jer to potiskuje njegove urodene osobine. Poucavati
oslanjajuci se na interes prema matematickom sadrZaju koji se proucava.

Ne izlagati odredeni dio matematike u potpuno gotovom obliku. Takvim se postu-
panjem dolazi u raskorak s osnovnim nacelima nastave. Razvijati umni rad, a ne
zahtijevati uCenje napamet. PridrZavati se nacela primjerenih teSkoca.

Razvijanje stvaralackih sposobnosti ucenika glavni je zadatak nastave matematike.

Heuristicka metoda je takva nastavna metoda u kojoj nastavnik ne priopéuje
ucenicima gotove Cinjenice i istine, nego ih navodi na samostalno otkrivanje od-
govarajucih tvrdnji i pravila.

Heuristicka metoda sastoji se u tome da nastavnik pred razred postavlja problem, a
onda pomocu odgovarajucih prikladnih pitanja vodi ucenike do rjeSenja.
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1.6 Provodenje Polyinih koraka

OpisSimo Pdlyine korake na primjeru jednog zadatka kojeg ¢emo rijesiti u trecem poglavlju.
Od devet sukladnih pravokutnika Cije su duZine i Sirine prirodni brojevi sastavljena je
pravokutna ploca dimenzija 20 X 9. Kojih sve dimenzija mogu biti pocetni pravokutnici?
Razumijevanje zadatka. Ucenik si postavlja pitanja: Sto je zadano? Kolika je
povrSina zadanog pravokutnika? Kolika je povrSina manjih pravokutnika? Ucenik crta
sliku.

Slika 1.1: Ucenik crta pravokutnik 20 X 9

Ucenik zakljucuje da moze izraCunati povrSinu velikog pravokutnika i da ona iznosi
20 -9 = 180, a povrSina svakog manjeg pravokutnika je 180 : 9 = 20. ZakljuCuje da
umnozak dimenzija manjih pravokutnika mora biti jednak 20.

1. Stvaranje plana. Ucenik rastavlja problem na slucajeve, trazi prirodne brojeve koji
u umnosku daju 20. Dolazi do brojeva 1120, 21 10, 4 i 5. Dakle, razmatra sljedece
mogucnosti za dimenzije manjih pravokutnika: 1 X 20,2 x 1014 X 5.

2. IzvrSavanje plana. Ucenik promatra svaki od slucajeva iz prethodnog koraka, pro-
vodi konstrukciju te dokazuje svaki od slucajeva.

1. slucaj: PoploCavanje s 9 pravokutnika dimenzija 1 X 20. Ucenik provodi kons-
trukciju za poploCavanje pravokutnika 20 X 9 pravokutnicima 1 X 20.

Slika 1.2: Konstrukcija za poploCavanje pravokutnicima 1 X 20
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2. slucaj: Poplocavanje s 9 pravokutnika dimenzija 2 X 10. Ucenik provodi kons-
trukciju za poploCavanje pravokutnika 20 X 9 pravokutnicima dimenzija 2 x 10.

Slika 1.3: Konstrukcija za poplocavanje pravokutnicima 2 x 10

Ucenik zakljuCuje da ne moze pokriti pravokutnik 20 X 9 pravokutnicima 2 X 10 jer
¢e ostati pravokutnik 20 X 1 kojeg ne mozemo pokriti pravokutnikom 2 x 10.

3. sluc¢aj: PoploCavanje s 9 pravokutnika dimenzija 4 X 5. U€enik provodi konstruk-
ciju za poploCavanje pravokutnika 20 X 9 pravokutnicima 4 X 5.

Slika 1.4: Konstrukcija za poploCavanje pravokutnicima 4 X 5

3. Osvrt. Ucenik prolazi kroz glavne korake dokaza: promatra konstrukcije po-
ploCavanja za svaki od slucajeva. Provjerava ispravnost njihovog provodenja. Pita
se postoje li jo§ neke dimenzije pravokutnika koje nije uocio u drugome koraku.
Razmislja kako bi primijenio rjeSenje ovog zadatka na slican zadatak, npr. kako bi s
8 sukladnih pravokutnika sastavio pravokutnu ploc¢u 30 x 8 .



Poglavlje 2

Dirichletov princip

2.1 Iskaz teorema

Dirichletov princip jedan je jednostavan, ali efikasan kombinatorni princip koji nam
pomaze u rjeSavanju mnogih matematickih zadataka ([10]). MatematiCar koji ga je medu
prvima iskazao i koristio jest njemacki matematicar Peter Gustav Lejeune Dirichlet, po ko-
jemu je princip i dobio ime. Ovaj princip, u sustini govori da ukoliko se veéi broj golubova
Zeli smjestiti u manji broj golubinjaka, onda ¢e se barem u jednom golubinjaku smjestiti
barem dva goluba ([10]). Odatle i potjece joS jedan od naziva ovog principa, princip golu-
binjaka. Koriste se 1 drugi nazivi, npr. princip kutija, princip zeCeva i kaveza, itd. No, ovaj
princip nije prvi otkrio Dirichlet. Cak dva stoljeéa prije, u jednoj svojoj knjizi, francuski
isusovac Jean Leurechon kratko spominje iskaz ovog principa, ne u istom obliku. On pise
kako je nuZno da dvije osobe imaju jednak broj dlaka na kosi ili zlatnika jer sigurno na
svijetu postoji viSe ljudi nego Sto je broj dlaka na kosi najdlakavijeg ili broj zlatnika najbo-
gatijeg Covjeka na svijetu ([[13]]). Dakle, Dirichletov princip nije neko veliko matematicko
otkri¢e, ve¢ jednostavna i korisna tvrdnja do koje lako dolazimo logi¢kim zakljucivanjem.

Nekoliko je iskaza Dirichletovog principa. Najjednostavniji iskaz je sljedeci, a daje
nam slabu formu Dirichletova principa:

Teorem 2.1.1. Ako n+ 1 predmeta rasporedimo u n kutija, onda barem jedna kutija sadrZi
barem dva predmeta.

Dokaz. Dokaz tvrdnje je vrlo jednostavan. Pretpostavimo da se u svakoj kutiji nalazi
najvise jedan predmet. Buduci da imamo n kutija, onda je i predmeta najviSe n, a njih
je n + 1. Time smo dosli do kontradikcije. O

Dirichletov princip moZzemo zapisati i koristeéi pojam konac¢nog skupa. Neka su A i B
konacni skupovi. Ako je broj elemenata skupa A veci od broja elemenata skupa B, onda

11
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ne postoji injekcija iz A u B. Dakle, u kontekstu predmeta i1 kutija to znaci da ako je broj
predmeta veci od broja kutija, onda ne postoji injekcija izmedu broja predmeta i broja
kutija jer ¢e oCigledno razliciti predmeti i¢i u istu kutiju.

& D =

Hd ¥ -

LAP RS

Slika 2.1: Vizualna reprezentacija Dirichletovog principa s 10 golubova i 9 pretinaca (Izvor
slike: stranica The Pigeonhole principle)

Opcenitija verzija, Dirichletov princip se moze iskazati ovako:

Teorem 2.1.2. Ako nk+ 1 predmeta rasporedimo u n kutija, onda barem jedna kutija sadrZi
barem k + 1 predmeta.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da se u svakoj kutiji nalazi najviSe k predmeta. S
obzirom na to da je n kutija, predmeta je najviSe nk, a njih je nk+ 1, Sto je kontradikcija. 0O

Ovaj teorem moZemo zapisati i koristeci funkciju najvece cijelo. Taj iskaz daje nam strogi
oblik Dirichletovog principa.

Teorem 2.1.3. Ako m = nk + 1 predmeta rasporedimo u n kutija, onda barem jedna kutija
m—1

sadrZi barem | 1+ 1 predmeta.

m-—1

Dokaz. Pretpostavimo da se u svakoj kutiji nalazi najvise | | predmeta. Budu¢i da

m-—1 m-—1
1<n-

imamo 7 kutija, onda bi predmeta bilo najvisSe n - | =m—1 < m,anjih

je tocno m. Time smo dosli do kontradikcije. O

Najveci problem pri rjeSavanju zadataka ovim principom predstavlja prepoznavanje “ku-
tija” 1 "predmeta”. U ovom ¢emo poglavlju rijeSiti nekoliko zadataka u kojima se primje-
njuje upravo Dirichletov princip. Istrazit ¢emo i rijeSiti neke od zadataka koji su se pojavili
na matematickim natjecanjima prethodnih godina.


https://jorgenveisdal.medium.com/hi-derek-thanks-for-the-compliment-and-the-catch-fixed-64c092618d23

POGLAVLIJE 2. DIRICHLETOV PRINCIP 13

2.2 Zadatci iz stvarnog zivota

Zapocet ¢emo s nekoliko vrlo jednostavnih primjera u kojima je primjena Dirichletovog
principa ocita.

Zadatak 2.2.1. Medu svake tri osobe, postoje dvije osobe istoga spola.

Rjesenje. Dokaz ove tvrdnje skoro pa i nije potreban. Odmah mozemo vidjeti da trebamo
povezati osobe 1 spol. Osobe predstavljaju predmete, a spol kutije. Budu¢i da imamo dva
spola (kutije) i tri osobe (predmeta), primjenom Dirichletovog principa zaklju€ujemo da su
barem dvije osobe istoga spola. O

Zadatak 2.2.2. Nitko nema vise od 300000 dlaka na glavi. Glavni grad Sikinije ima
300001 stanovnika. MoZete li sa sigurnoscu tvrditi da postoje dvije osobe s istim brojem
dlaka na glavi?

Rjesenje. Svaka osoba moze imati 0, 1,2, ...,300000 dlaka na glavi. Ljudi ¢e nam pred-
stavljati predmete, a moguénosti kutije. Dakle, imamo 300001 moguénosti (kutija) za
svaku osobu (predmet). Buduéi da imamo 300001 ljudi (predmeta), a 300001 moguénost
(kutiju), ne mozemo sa sigurnoséu tvrditi da postoje dvije osobe s istim brojem dlaka na
glavi. O

Zadatak 2.2.3. Koliko osoba nam je potrebno da bismo sa sigurnoscu mogli re¢i da 2
osobe imaju rodendan isti dan?

Rjesenje. U ovom primjeru treba povezati osobe i dane pri ¢emu osobe predstavljaju pred-
mete, a dani kutije. S obzirom na to da je 365 dana u godini (racunajuci da nije prijestupna
godina), prema Dirichletovom principu lako moZzemo zakljuciti da nam je potrebno 366
osoba da bismo sa sigurno$¢u mogli tvrditi da dvije osobe imaju rodendan isti dan. O

Zadatak 2.2.4. U prostoriji se sastaje n osoba. Svi se medusobno rukuju. DokaZite da
uvijek postoje dvije osobe koje su se tijekom ceremonije rukovale s istim brojem ljudi.

Rjesenje. Razlikujemo dva slucaja:

Prvi slucaj: Postoji osoba koja se nije rukovala ni s kim. Dakle, svaka osoba u prostoriji
moze se rukovati s 0, 1,...,n — 2 osoba (osoba se ne moZe rukovati sa samom sobom). S
obzirom na to da imamo n osoba i n — 1 mogucih broja rukovanja, slijedi da postoje dvije
osobe koje su se rukovale s istim brojem ljudi.

Drugi slucaj: Postoji osoba koja se rukovala sa svima, tj. s n — 1 osoba. Dakle, svaka
osoba u prostoriji moZe se rukovati s 1,2,...,n — 1 osoba. Dakle, imamo n osobain — 1
mogucih broja rukovanja. Na isti nacin zakljuCujemo da postoje dvije osobe koje su se
rukovale s istim brojem ljudi. O
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Sljedeci zadatak pokazuje jednu zanimljivu primjenu Dirichletovog principa u situaciji
iz stvarnog Zivota. Primjenu Dirichletovog principa ne moZemo lako uociti kao u pret-
hodnim primjerima, ali nakon zapisivanja zadanih podataka u malo druk¢ijem obliku lakse
¢emo ju uociti.

Zadatak 2.2.5. Sahist ima 77 dana da se pripremi za turnir. On Zeli igrati barem jednu
igru dnevno, no ne vise od 132 igre. DokaZite da postoji niz uzastopnih dana u kojima ce
odigrati ukupno 21 igru.

Rjesenje. OznaCimo s a; broj igara koje Sahist odigra do i-tog dana, ukljucujuéi i taj dan.
Bududi da on igra barem jednu igru dnevno, ali ne ukupno vise od 132 igre, to moZemo
zapisati ovako:

l1<a <a,<...<ap <132.

1z toga slijedi da je
W2<a+2l<ay+21 <...<ap+21 <153,

Sada imamo dva niza ay,ay, ...,a;71a; +21,a, +21,...,a77 + 21 koji zajedno imaju 154
Clana. Dakle, imamo 154 broja pri ¢emu je najveci od njih a77 + 21 < 153 pa zaklju¢ujemo
da medu njima postoje barem dva ¢lana koja su jednaka. Nizovi su strogo rastuéi pa ta dva
¢lana ne mogu biti iz istoga niza. Zaklju¢ujemo da su jednaki ¢lanovi iz razliCitih nizova,
odnosno postoje i1 j takvidaje a; = a;+21,i > j. Iz toga dobivamo da vrijedi a;—a; = 21.
Dakle, postoji niz dana a1, aj42, . . ., a; u kojima je Sahist odigrao to¢no 21 igru. O

U zadatku koji slijedi primjena Dirichletovog principa nije ba$ ocita. Zato ¢emo si
pomoci crtanjem slike. Iz slikovnog prikaza ¢emo lakSe uoditi §to bismo u zadatku mozda
mogli napraviti.

Zadatak 2.2.6. Medu Sest osoba, uvijek postoje tri koje se medusobno poznaju i tri koje
su potpuni stranci.

Rjesenje. Nacrtat ¢emo Sest toCaka u ravnini (od kojih nikoje tri nisu kolinearne) koje ¢e
predstavljati Sest osoba. Spajanjem tih tocaka dobit ¢emo duZzine koje ¢emo obojati plavom
bojom ukoliko se dvije osobe medusobno poznaju, odnosno crvenom bojom ukoliko se te
dvije osobe ne poznaju. Odabrat ¢emo jednu od tih Sest tocaka, 1 oznacit je s P. Njezinim
spajanjem s ostalih pet toaka, dobit ¢emo pet duZina. S obzirom na to da imamo dvije
boje i pet duzina, tj. dvije kutije i pet predmeta, prema Dirichletovom principu je n = 2 i
nk + 1 = 5. Iz toga slijedi da je k = 2. Zakljucujemo da ¢e barem k + 1 = 3 duzine biti
obojane istom bojom, plavom ili crvenom. Bez smanjenja opcenitosti, neka su te tri duZine
obojane plavom bojom. Krajnje tocke tih duzina oznacit cemo s A, B, C.
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Slika 2.2: Slikovni prikaz Sest osoba kao Sest tocaka u ravnini

Promotrimo sad duZine AB, BC i AC. Ukoliko je barem jedna od tih duZina plave boje,
dobili smo jednobojan trokut kao lijevo na slici [2.3|(trokut PAC). Ukoliko niti jedna od tih
duzina nije plave boje, to znaci da su sve tri crvene boje, odnosno opet imamo jednobojan
trokut kao desno na slici[2.3|(trokut ABC). Time smo dobili ili tri osobe koje se medusobno
poznaju (plavi trokut) ili tr1 osobe koje su potpuni stranci (crveni trokut).

Slika 2.3: Slikovni prikaz medusobnih poznanstava pomoc¢u duZina u ravnini

2.3 Zadatci iz teorije brojeva

U ovom ¢emo dijelu pokazati na koji na¢in nam Dirichletov princip mozZe posluZiti u mno-
gim zadatcima iz teorije brojeva. Vrlo je zanimljivo i korisno primjenjivati poznate metode
u razli¢itim dijelovima matematike. RijesSit ¢emo nekoliko zadataka.
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Zadatak 2.3.1. DokaZite da od 12 dvoznamenkastih brojeva, moZemo izabrati dva Cija je
dvoznamenkasta razlika oblika aa.

Rjesenje. Promotrimo ostatke pri dijeljenju broja s 11. Mogu¢i ostatci su 0, 1,2, ..., 10.
Njih je ukupno 11. Buduci da imamo 12 dvoznamenkastih brojeva, prema Dirichletovom
principu postoje barem dva koja imaju isti ostatak pri dijeljenju s 11. Neka su to brojevi n
im. Oni suoblikan = 11p+rim = 11g + r. Njihova je razlika

n—-m=1lp+r—-((lg+r)=1lp+r-1lg-—r=11p-11g=11(p—¢q)

ocito djeljiva brojem 11. Svaki dvoznamenkasti broj djeljiv brojem 11 je oblika aa. Time
smo dokazali tvrdnju zadatka. O

Zadatak 2.3.2. DokaZite da je jedan od (n + 1) brojeva iz skupa {1,2, ..., 2n} djeljiv dru-
gim.

Rjesenje. Odaberemo proizvoljan (n + 1)-Clani podskup S skupa {1,2,...,2n}. Buduci
da su elementi skupa S prirodni brojevi, svakog od njih moZemo zapisati kao 2% - a;, pri
¢emu je k; > 0 1 q; neparan broj. Sada moZemo uociti da imamo (n + 1) neparnih brojeva
a,a,...,a,+ koji poprimaju vrijednosti iz skupa {1,3,5,...,2n — 1}. U tom je skupu n
neparnih brojeva, dok skup S sadrzi n + 1 elemenata. Dakle, postoje dva elementa j i [ tog
skupa za koje vrijedi da je a; = a;. Sada moZemo zapisati brojeve u obliku 2% - a; 1 2% - a;.
Ako je k; < k;, onda je drugi broj djeljiv prvim; ako je k; > k;, onda je prvi broj djeljiv
drugim. O

Zadatak 2.3.3. Dano je dvadeset razlicitih pozitivnih cijelih brojeva manjih od 70.
DokaZite da medu pozitivnim razlikama dvaju brojeva postoje Cetiri jednake.

Rjesenje. OznaCimo zadane brojeve s aj, ay, . .., as, pri cemu vrijedi 0 < a; < ... < ay.
Trebamo pokazati da medu razlikama a; — a;, i > j, postoje Cetiri jednake. Mi ¢emo
pokazati da medu razlikama a;.1 —a;, i = 1,..., 19 postoje Cetiri jednake. S obzirom na to

da vrijedi 0 < a; < ... < ayy, moZemo primijetiti da je
0< (a, —ay) + (a3 —a2)+...+(a20—a19) = ay) —a; < 68.

Sada ¢emo pretpostaviti suprotno, tj. da su medu razlikama najviSe tri jednake. Zbog te
pretpostavke, brojevi 1,2,3,4,5, 6 kod razlika a;;; — a; pojavljuju se najvise tri puta. To
mozemo zapisati ovako

(az—a1)+(a3—a2)+...+(a20—a19)23-1+3~2+3-4+3-5+3-6+7=70.

Time smo dobili da je ayy — a; < 681 ayy —a; > 70, §to je ocito kontradikcija. Time smo
dokazali tvrdnju zadatka. m|
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Zadatak 2.3.4. Medu danih n cijelih brojeva, ay,ay,...,a, ne nuino razlicitih, postoje
cijeli brojevik i l, 0 < k <l < n takvi da je suma a1 + aryr + ... + a; visekratnik broja n.

Rjesenje. Promotrimo sljedecih n suma:
a,a+a,ag+a+az,...,a1 +a +...+a,.

Podijelimo li gornje sume s n, dobivamo da je a; + a; + ... + a; = g;n + r;, pri Cemu je
0<r<mn-1,i=1,2,...,n. Ako je za neku od suma ostatak pri dijeljenju s n jednak 0,
onda je ta suma djeljiva s n 1 time smo gotovi. No, ako niti jedan od ostataka r;, i = 1,...,n
nije 0, onda imamo ukupno n — 1 mogucih ostataka za r;. Budu¢i da imamo n sumain—1
mogucih ostataka, sigurno postoje barem dvije sume koje imaju isti ostatak pri dijeljenju s
n. Tada je njihova razlika, koja je oblika a;,; + ay2 + ... + a; zaneke k, [, k < [, djeljiva s
n, Sto smo 1 trebali dokazati. O

Zadatak 2.3.5. Neka je zadan broj a koji je relativno prost s 2 i 5. DokaZite da za bilo koji
n postoji potencija od a koja zavrsava s 000 ...01.

n

RjeSenje. Promotrimo niz potencija broja a: a,a®,a’,...,a'”" i ostatke pri dijeljenju

Clanova niza brojem 10". Iz uvjeta zadatka znamo da broj a nije djeljiv brojevima 21 5
pa zato nije djeljiv niti brojem 10, Sto znaci da 0 ne moZe biti ostatak pri dijeljenju poten-
cija broja a brojem 10”". Stoga su moguci ostatci: 1,2,...,10" — 1. Vidimo da ostataka ima
10" — 1, a ¢lanova niza 10". Prema Dirichletovom principu, zaklju¢ujemo da postoje dva
¢lana promatranog niza koja imaju isti ostatak pri dijeljenju s 10”. Neka su to €lanovi a' i
a*, pri ¢emu je i < k. Tada ih moZemo zapisati u sljedeéem obliku:

a=10"-x+r 1 a=10"-y+r.
Sada je
d-—ad=00"-x+r)-10"-y+r)=10"-x-10"-y=10"- (x — y),

tj. njihova je razlika djeljiva brojem 10". S druge strane je a* — a' = a'(a*™ — 1). Dakle,

10" dijeli umnoZzak a'(a*~* — 1). Buduéi da su ' i 10 relativno prosti, slijedi da 10" dijeli

a1, j. postoji ¢ takav da je a*~' — 1 = 10" - g. 1z toga slijedi da je a*~ = 10" - g + 1. To

zapravo znaci da broj @~ zavrSava s 000...01. O
N LY

n

U sljedecem zadatku iskazat ¢emo posebni oblik Kineskog teorema o ostatcima koji
govori o rjeSenju sustava dviju linearnih jednadzbi. Pokazat ¢emo kako se Dirichletov
princip primjenjuje u dokazu spomenutog teorema.
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Zadatak 2.3.6. Neka su m i n relativno prosti cijeli brojevi. Tada sustav

x=a (mod m)
(2.1)
x=b (mod n)
ima rjeSenje. Stovise, postoji jedinstveno rjesenje u skupu {0, 1, ..., mn — 1}.

Rjesenje. Pretpostavimo daje 0 < a <m1i0 < b < n. Pogledajmo sljedecih n brojeva:
am+a’2m+a,...,(n—1m+a

koji pri dijeljenju s m imaju ostatak a. Prema Dirichletovom principu sada moZemo pret-
postaviti da medu njima postoje dva koja imaju isti ostatak r pri dijeljenju s n. Uzmimo da
su to brojevi im + ai jm + a, pri ¢emu je 0 < i < j < n — 1. Tada postoje cijeli brojevi g; 1
g, takvi da je

im+a=gqn+r i jm+a=qn+r.

Ako od druge jednadzbe oduzmemo prvu, dobivamo da je (j—i)m = (¢;—q;)n. Buduci da su
m 1 n relativno prosti, odnosno najveci zajednicki djelitelj im je 1, slijedi da mora vrijediti
da n|(j —1i). No, isto tako je 0 < j—i < n—1 ¢ime dolazimo do kontradikcije s tvrdnjom da
n|(j —i). Iz toga zakljuCujemo da brojevi a,m + a,2m +a, . .., (n — 1)m + a imaju razliCite
ostatke pri dijeljenju s n. Dakle, svi brojevi iz skupa S = {0, 1,2,...,n — 1} se pojavljuju
kao ostatci pri dijeljenju s n. Stoga, pojavljuje se i broj b € S kao jedan od ostataka. Neka
je p cijeli broj, 0 < p < n — 1 takav da broj x = pm + a ima ostatak b pri dijeljenju s n.
Za neki g sada vrijedi x = gn + b. Dakle, dobivamo jednakost x = pm+a = gn + b iz
koje zakljucujemo m|(x — a) i n|(x — b), §to zadovoljava sustav (2.1)). Time smo dokazali da
rjeSenje sustava postoji.

Dokazimo da je rjeSenje sustava jedinstveno. Pretpostavimo da postoje razliCita
rjesenja x,y sustava (2.1I), 0 < x,y < mn. Dakle, vrijedi m|(x — a) i m|(y — a). 1z ovoga
slijedi da m|(x — y). Isto tako, vrijedi n|(x — b) 1 n|(y — b) iz Cega slijedi da n|(x — y). Buduci
da m|(x—y) 1 n|(x—y) te da su m 1 n relativno prosti, mora vrijediti da mn|(x—y). S obzirom
na to daje O < x,y < mn, jedina moguénost je x —y = 0. Iz toga dobivamo da je x = y.
Time smo pokazali je rjeSenje sustava (2.1]) jedinstveno.

O

2.4 Zadatci iz geometrije

Vidjeli smo da se Dirichletov princip primjenjuje u mnogim podru¢jima matematike. U
ovom dijelu pokazat ¢emo kako se on koristi u geometriji. U geometrijskim zadatcima, vrlo
Cesto trebamo podijeliti zadani oblik na manje dijelove kako bismo primijenili Dirichletovo
pravilo.
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Zadatak 2.4.1. Promotrimo bilo kojih pet tocaka P, P,, P3, P4, P5 koje se nalaze u unu-
trasnjosti kvadrata S stranice duljine 1. Oznacimo s d;; udaljenost izmedu tocaka P; i P;.

DokaZite da je barem jedna od udaljenosti d;; manja od %

Rjesenje. Podijelimo kvadrat S na Cetiri sukladna kvadrata stranice duljine % kao na slici

24

Slika 2.4: Podjela kvadrata na 4 sukladna kvadrata

Budu¢i da sada imamo pet tocaka i Cetiri kvadrata, prema Dirichletovom principu sli-
jedi da su barem dvije tocke smjeStene unutar jednog od Cetiriju manjih kvadrata. Sada
moramo pokazati da je udaljenost tih dviju to¢aka manja od %ﬁ Najveca udaljenost dviju

toCaka unutar kvadrata je udaljenost dijagonale pa je udaljenost tih dviju to¢aka sigurno

manja od duljine dijagonale manjeg kvadrata ¢ija je duljina g Time smo dokazali traZenu

tvrdnju, tj. da su barem dvije to¢ke udaljene za manje od %ﬁ O

U geometrijskom zadatku koji slijedi ne mozemo primijeniti postupak koji smo u pret-
hodnim zadatcima koristili, a to je dijeljenje lika na manje dijelove. Medu geometrijskim
zadatcima koji se rjeSavaju Dirichletovim principom tipi¢ni su joS i1 zadatci u kojima su
tocke ravnine obojane na zadani nacin te se dokazuje postojanost to¢aka na zadanoj uda-
ljenosti i sli¢no.

Zadatak 2.4.2. Tocke ravnine obojene su jednom od dviju boja: crvenom ili plavom.
DokaZite da, za zadanu udaljenost d, uvijek postoje dvije tocke iste boje na medusobnoj
udaljenosti d.

Rjesenje. Ako su sve toCke ravnine obojene istom bojom, neka je to plava, onda sigurno
postoje dvije tocke plave boje koje su na medusobnoj udaljenosti d.

Pretpostavimo sada da postoji postoji barem jedna crvena tocka, ozna¢imo ju s A. Neka
je ona vrh jednakostrani¢nog trokuta ABC stranice duljine d. Buduc¢i da trokut ABC ima
tri vrha, a mi imamo dvije boje za bojanje toaka ravnine, prema Dirichletovom principu
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zakljuCujemo da su barem dva vrha tog trokuta iste boje. Dakle, postoje dvije tocke iste
boje koje su na medusobnoj udaljenosti d. O

Zadatak 2.4.3. Pedeset i jedan kukac smjesten je u kvadrat stranice duljine 1. DokaZite

da u svakom trenutku postoje barem tri kukca koje moZemo pokriti krugom radijusa %

Rjesenje. U ovakvim zadatcima najceSce dijelimo kvadrat na manje sukladne kvadrate koji
¢e nam predstavljati kutije. Kukci ¢e nam u ovom slucaju biti predmeti. Buduéi da Zelimo
pokriti tri kukca, tj. tri predmeta trebaju biti smjeStena u jednoj kutiji, iz Dirichletovog
principa slijedi da je k + 1 = 3. Ukupno imamo 51 kukca pa broj 51 moZemo zapisati kao
51 =25-2+1. Iz toga slijedi da je n = 251 k = 2. Zato ¢emo kvadrat podijeliti na 25

sukladnih kvadrata kao na slici[2.5| Stranica manjeg kvadrata Ce biti duljine 5 Sada prema

Dirichletovom principu zakljuCujemo da se barem tri kukca nalaze unutar jednog manjeg
kvadrata.

(SR

Slika 2.5: Podjela kvadrata na 25 sukladnih kvadrata

Jasno da ova tri kukca pripadaju opisanom krugu ovog kvadrata ¢iji je polumjer jednak
polovini duljine dijagonale kvadrata, tj.

1 1 V2 2

= — . 2 = — . = —.
T2 T o
..o N2 1 . . . o .1
Bududi da je — < =, ocito je da se ovaj kvadrat moZe smjestiti u krug polumjera 7 1u
njemu Ce biti tri kukca. O
U sljedecem zadatku nije odmah jasno na kakve ¢emo dijelove dijeliti zadani pravo-

kutnik. No, nakon §to nacrtamo sliku i odredimo na koliko dijelova trebamo podijeliti
pravokutnik, bit ¢e nam jasnije.
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Zadatak 2.4.4. Dvije od Sest tocaka smjestenih u pravokutnik sa stranicama duljina 3 i 4
imat ¢e udaljenost manju ili jednaku V5.

Rjesenje. Prvo trebamo podijeliti pravokutnik na manje dijelove takve da, ako se dvije
to¢ke nalaze unutar istog manjeg dijela, njihova udaljenost je najvise V5. U ovom slucaju,
tocke su predmeti, a jednaki dijelovi predstavljaju kutije. Odredimo na koliko dijelova
trebamo podijeliti pravokutnik. S obzirom na to da moramo imati barem dvije tocke (pred-
meta) unutar jednoga dijela, primjenom Dirichletovog principa slijedi da je k + 1 = 2.
Ukupno imamo Sest tocaka (predmeta), a broj 6 mozemo napisati kao 6 = 5-1 + 1. Iz toga
slijedi da je n = 51 k = 1. Dakle, pravokutnik trebamo podijeliti na pet dijelova. Podijelit
¢emo pravokutnik kao na slici Sada imamo tri sukladna peterokuta, a preostala dva
lika su polovine tih peterokuta.

Slika 2.6: Podjela pravokutnika

Sada ¢e barem jedan od dobivenih dijelova sadrZzavati barem dvije tocke. Najveca
udaljenost dviju tocaka unutar peterokuta jednaka je duljini najvece dijagonale. Dakle, ta
udaljenost iznosi V22 + 12 = V5. Zaklju¢ujemo da tvrdnja zadatka vrijedi. O

Zadatak 2.4.5. Unutar kruga polumjera 16 nalazi se 650 tocaka. DokaZite da postoji
kruzni vijenac s unutarnjim polumjerom 2 i vanjskim polumjerom 3 koji pokriva barem 10
tocaka.

Rjesenje. Primijetimo prvo da vrijedi sljedeca tvrdnja: to¢ka P se nalazi unutar kruZznog
vijenca sa srediStem u tocki O ako 1 samo ako se to¢ka O nalazi unutar sukladnog kruznog
vijenca sa srediStem u tocki P. Nacrtamo li kruZni vijenac s unutarnjim polumjerom 2
i vanjskim 3 sa srediStem u svakoj od ovih 650 tocaka kao na slici bit ¢e dovoljno
dokazati da ¢e barem jedna tocka biti pokrivena s barem 10 takvih kruznih vijenaca.
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Slika 2.7: KruZni vijenci

Nacrtani kruZni vijenci nalazit ¢e se unutar jednog velikog kruga radijusa 16 + 3 = 19.
Povrsina tog velikog kruga iznosit ¢e 1927 = 361, a svaki kruZzni vijenac je povrsine 327 —
221 = 57, Tocaka je 650 pa je i prstenova 650, §to znaci da zbroj povrsina svih nacrtanih
prstenova zajedno iznosi 650 - 57 = 3520x. Kad bi svaka od ovih tocaka bila pokrivena s
najvise 9 kruZznih vijenaca, onda bi ukupna povrSina bila najvise 9 - 3617 = 32497r. No,
ukupna povrsina iznosi 35207 pa zakljucujemo da je barem jedna tocka pokrivena s barem
10 kruznih vijenaca. Time smo dokazali trazenu tvrdnju, tj. da postoji kruzni vijenac u
kojemu se nalazi barem 10 tocaka. O

2.5 Zadatci s natjecanja

Dirichletov princip je sadrzaj koji se nerijetko pojavljuje medu natjecateljskim zadatcima
iz matematike. Odabran je kao dodatni sadrzaj Skolske matematike s kojim napredniji
ucenici trebaju biti upoznati da bi bili Sto bolje spremni za matematicka natjecanja. Veé
ucenici visih razreda osnovnih Skola rjeSavaju takve zadatke na natjecateljskoj razini.

Zadatak 2.5.1. (DrZavno natjecanje, osnovna skola, 7. razred, 2021.)

Nadi najmanji prirodan broj n takav da za svaki skup od n tocaka s cjelobrojnim koordi-
natama, od kojih nikoje tri ne leZe na istom pravcu, postoji trokut s vrhovima iz tog skupa
za kojeg vrijedi da polovista njegovih stranica takoder imaju cjelobrojne koordinate.

Rjesenje. Poloviste dviju toCaka A = (x4,y4) 1 B = (xp,yp) je tocka s koordinatama
P = (3%, ”‘%). AKo su x4, xp,ya, v cijeli brojevi, tada ¢e koordinate polovista biti
cjelobrojne ako i samo ako su x4 1 xz, 0dnosno y,4 1 yp iste parnosti. Zato ¢emo promatrati
sljedece skupove:
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S1 = {(x,y): x,yparni},

S> = {(x,y): x paran,y neparan},
S3 = |

Sa = |

(x,y) : x neparan, y paran},
(x,y) : x,y neparni}.

Ako odaberemo 9 tocCaka s cjelobrojnim koordinatama, tada ¢e prema Dircihletovom
principu barem tri tocke biti iz jednoga od ova Cetiri skupa. Vrhovi trokuta su upravo te tri
tocke (nikoje tri nisu kolinearne). O

Zadatak 2.5.2. (DrZavno natjecanje, osnovna skola, 7. razred, 2013.)
DokaZi da medu bilo koja 502 prirodna broja postoje dva ciji su ili zbroj ili razlika djeljivi
s 1000.

Rjesenje. Neka je S skup koji sadrzi danih 502 brojeva. Prirodan broj koji je djeljiv s
1000 ima troznamenkasti zavrSetak 000. Zato ¢emo elemente iz S podijeliti u disjunktne
skupove s obzirom na to kakav je njihov troznamenkasti zavrsetak.

So {x € § : x zavrSava s 000},
S {x €S : xzavrSava s 001 ili 999},
S, = {xeS§ :xzavrSava s 002 ili 998},

{x € § : x zavrSava s 499 ili 501},

{x € S : x zavrSava s 500},

S 499

S 500

Sadaje S =SoUS1U-..USs00, tj. skup S je podijeljen na 501 disjunktnih podsku-
pova. S obzirom na to da imamo 502 broja, neki skup S sadrzi barem dva broja. Ako S
ili §'509 sadrze dva broja, onda je zbroj (kao i razlika) ta dva broja djeljiv s 1000. Ako neki
Sczak € {1,2,...,499} sadrzi dva broja, tada ta dva broja ili imaju isti troznamenkasti
zavrSetak (pa im je razlika djeljiva s 1000) ili imaju zavrSetke koji se nadopunjavaju do
1000 (pa im je zbroj djeljiv s 1000). O

Zadatak koji se pojavio na natjecanju u 8. razredu osnovne Skole 2013. godine, vrlo je
sli¢an zadatku [2.4.3|rijeSenom u prethodnom odjeljku ovog poglavlja.

Zadatak 2.5.3. (DrZavno natjecanje, osnovna Skola, 8. razred, 2013.)
Unutar kvadrata Cija je stranica duljine 1 dm nalazi se 110 tocaka. DokaZi da postoji krug
polumjera % dm unutar kojeg se nalaze barem 4 zadane tocke.
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RjeSenje. Podijelit ¢emo kvadrat na manje sukladne kvadrate. Zelimo krugom polumjera
— pokriti barem 4 zadane tocke. Imamo ukupno 110 to¢aka pa ¢emo broj 110 zapisati
kao 110 = 36 - 3 + 2. Iz toga slijedi da je n = 36 1 k = 3, tj. da ¢emo kvadrat podijeliti
na 36 manjih sukladnih kvadrata stranice duljine 3 dm. Prema Dirichletovom principu

mozemo zakljuciti da ¢e barem jedan takav manji kvadrat sadrzavati barem 4 tocke. Po-
lumjer opisane kruZnice tog kvadratica jednak je polovini duljine dijagonale tog kvadrata,

t.
d aV?2 %‘/5 \/Ed
= — = = = —— dm.
T2 2 T 12
%dm [ ] [ ] ® ®
. °
[ ] [ ]
° . :: 'Y
[ ]
y L 2
%
° . L4 b

Slika 2.8: Podjela kvadrata na 36 sukladnih kvadrata

1
Jo§ preostaje usporediti duljinu polumjera kruznice s 3 dm. Ukoliko je duljina polu-

1
mjera manja od 3 dm, onda mozemo zakljuciti da postoji njemu koncentri¢an krug polu-

1 V12
mjera 3 dm koji sadrzi barem 4 zadane toc¢ke. Zaista vrijedi 3 > — jer ako zapiSemo
3.V2 22 9 8
lomk liededi nadin & = = i _ h kvadi liedi .
razlomke na sljedeci nacin - 1T te ih kvadriramo, slijedi 76 > 76

1
Time smo dokazali da postoji koncentri¢ni krug polumjera 3 dm unutar kojeg se nalaze
barem 4 zadane tocke. O

Zadatak 2.5.4. (Opcinsko natjecanje, srednja Skola, 1. razred, 1998.)
U konveksnom mnogokutu s 1998 stranica, njihove duljine su prirodni brojevi. Opseg
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mnogokuta je 1997000. DokaZite da barem dvije stranice tog mnogokuta imaju jednake
duljine.

Rjesenje. Promotrimo konveksni mnogokut s 1998 stranica. Budu¢i da su duljine stranica
tog mnogokuta prirodni brojevi, taj ¢e mnogokut imati najmanji opseg ako su mu duljine
stranica 1,2, 3, ..., 1998. Opseg tog mnogokuta iznosi

1 -1
O=1+2+3+...+1998 = M = 1997001.
S obzirom na to da je opseg mnogokuta jednak 1997000, to znaci da sigurno postoje dvije

stranice tog mnogokuta koje su jednake duljine. O

Zadatak 2.5.5. (Opcinsko natjecanje, srednja skola, 3. razred, 1991.)

Svaki od 25 danih pravaca obojen je jednom od 3 boje: crvenom, bijelom ili plavom. Ako
svaki od tih pravaca dijeli zadani kvadrat na 2 cetverokuta cije se povrsine odnose kao
2 : 3, dokaZi da bar 3 pravca iste boje prolaze istom tockom.

Rjesenje. Nacrtajmo kvadrat i jedan od zadanih 25 pravaca. Taj pravac, kao i ostalih 25
danih pravaca, dijelit ¢e kvadrat na dva trapeza.

/

(S V)

)
&
ol | @

/

Slika 2.9: Podjela kvadrata pravcem

Povrsine trapeza raunamo kao umnozak duljine visine tog trapeza i duljine srednjice
trapeza. Prema slici[2.9]vidimo da su duljine visina tih trapeza jednake pa zakljucujemo da
¢e vrijediti

P1 N4 81 2

P2 B Sy -V B S_2 g’
gdje su s; 1 s, duljine srednjica trapeza. Dakle, duljine srednjica trapeza odnose se kao
2 : 3. Postoje Cetiri tocke na srednjicama kvadrata koje dijele srednjice u omjeru 2 : 3.
Budu¢i da imamo zadanih 25 pravaca, a 4 toCke kojima ti pravci moraju prolaziti da bi
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vrijedio uvjet zadatka, prema Dirichletovom principu iz zapisa 25 = 6 - 4 + 1 slijedi da
barem sedam pravaca prolazi jednom od Cetiri tocke. Imamo 3 boje, a 7 pravaca, prema
Dirichletovom principu iz 7 = 3 - 2 + 1 slijedi da su barem 3 pravca od tih 7 iste boje. O

Zadatak 2.5.6. (Opcinsko natjecanje, srednja skola, 3. razred, 2013.)
Dano je 27 tocaka, rasporedenih u 9 stupaca i 3 retka. Svaka tocka je obojana crveno ili
plavo. DokaZi da postoji pravokutnik kojem su svi vrhovi iste boje.

Rjesenje. Imamo 9 stupaca i 3 retka. U svakome stupcu nalaze se tri tocke. Dakle, svaku
tocku iz pojedinog stupca moZemo obojiti u jednu od dvije boje. 1z toga slijedi da tri tocke
iz svakog stupca mozemo obojiti na 2 -2 -2 = 2° = 8 natina. To bi znatilo da imamo
najvise 8 razlicito obojenih stupaca, no mi ih imamo 9 pa prema Dirichletovom principu
mozemo zakljuciti da su barem dva stupca jednako obojena.

1. slucaj: Ako su dva stupca iste boje, onda medu tih 6 tocaka iste boje sigurno postoje
4 koje su vrhovi trazenog pravokutnika kako je prikazano na slici

Slika 2.10: RjeSenje 1. slucaja

2. slucaj: Ako ti stupci nisu iste boje, onda su dva retka jedne boje, a treci redak druge
boje. Dakle, opet postoje 4 tocke iste boje koje su rasporedene u dva retka i dva stupca
kako je prikazano na slici Te tocke vrhovi su trazenog pravokutnika.

®
L
L 2
o
[ ]
L 2
[

Slika 2.11: RjeSenje 2. slucaja

Zadatak 2.5.7. (Opcinsko natjecanje, srednja skola, 4. razred, 2010.)
Unutar kvadrata stranice duljine 10 nalazi se Sest razlicitih tocaka rasporedenih tako da
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Jje udaljenost izmedu svake dvije od njih cjelobrojna. DokaZi da medu tim udaljenostima
postoje dvije jednake.

Rjesenje. Najveca moguca udaljenost dviju tocaka unutar kvadrata stranice duljine 10 jed-
naka je duljini dijagonale tog kvadrata, tj. 10 V2 ~ 14.1421. To zna&i da su cjelobrojne
udaljenosti toCaka unutar kvadrata 1,2, ...,14. Izmedu Sest tocaka je ukupno (g) =15
udaljenosti. Prema Dirichletovom principu postoje dvije udaljenosti koje su jednake. O

Zadatak 2.5.8. (DrZavno natjecanje, srednja skola, 1. razred, 1995.)
DokaZite da postoji broj oblika . .. 1995 djeljiv sa 1999.

Rjesenje. Neka je ap = 0,a; = 1995,a, = 19951995, ...,a1999 = 19951995...1995.
Ovdje imamo 2000 brojeva. Promatramo ostatke pri dijeljenju brojeva a;,i = 0, 1,...,1999
brojem 1999. Tih ostataka ima ukupno 1999 i to su: 0,1,2,...,1998. Brojeva a;, i =
0,1,...,1999 ima 2000 pa prema Dirichletovom principu medu njima sigurno postoje dva
koja imaju isti ostatak pri dijeljenju brojem 1999. Neka su to brojevi a; = 1995...1995 1
‘./—/
J
a, =1995...1995, j > k. Njihova razlika djeljiva je brojem 1999 i oblika je
—_—_———
k

aj—a;=1995...199500...00 = 1995...1995 - 10~
J NN RN Rl
j—k k J—k

Kako su brojevi 10* i 1999 relativno prosti, slijedi da je broj 1995...1995 djeljiv brojem

-k

1999. Time smo nasli broj oblika . .. 1995 koji je djeljiv sa 1999. O

Zadatak 2.5.9. (DrZavno natjecanje, srednja skola, 3. razred, 1999.)
MoZemo li iz svakog deveteroclanog podskupa skupa prirodnih brojeva odabrati Cetiri

razlicita elementa a, b, c i d, tako da brojevi a + b i ¢ + d daju isti ostatak pri dijeljenju s
20?

Rjesenje. Promotrimo ostatke pri dijeljenju broja s 20. Razlikujemo dva slucaja:

1. slucaj: Postoje medusobno razliciti prirodni brojevi a, b, c 1 d u devetero¢lanom
podskupu skupa prirodnih brojeva takvi da vrijedi a = ¢ (mod 20)ib = d (mod 20). Tada
su razlike a — ¢ 1 b — d djeljive brojem 20. Iz toga slijedi da 20 dijeli (@ —¢) + (b — d) =
(a+b)—(c+d),tj. vrijedia + b = ¢ +d (mod 20). Time smo gotovi.

2. slucaj: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da u deveteroclanom podskupu S
skupa prirodnih brojeva ne postoje Cetiri broja a, b, ¢, d takvi da vrijedi a = ¢ (mod 20) 1
b =d (mod 20). Iz toga slijedi da u skupu S mogu postojati najvise tri broja koja imaju isti
ostatak pri dijeljenju s 20, a od preostalih barem Sest brojeva nikoja dva nemaju isti ostatak
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pri dijeljenju s 20. Dakle, u deveteroclanom podskupu S postoji barem sedam brojeva koji
imaju razliCite ostatke pri dijeljenju brojem 20. Od tih sedam brojeva moguce je naciniti

(7) 70 7-6-5!

= = =21

2) 2!.5! 215!

par. Ako promotrimo ostatke pri dijeljenju zbrojeva ¢lanova tih parova, imat ¢emo 21 zbroj,
a 20 ostataka pri dijeljenju tih zbrojeva brojem 20. Dakle, postoje barem dva zbroja koji
imaju isti ostatak pri dijeljenju brojem 20. Zakljucujemo da postoje Cetiri broja, neka su to
brojevia, b, c,d, zakoje je a+b = c+d (mod 20). Time smo dokazali tvrdnju zadatka. O

Zadatak 2.5.10. (DrZavno natjecanje, srednja Skola, 4. razred, 2012.)

Za dva polja tablice 10 X 10 kaZemo da su prijateljska ako imaju barem jedan zajednicki
vrh. U svako polje tablice upisan je po jedan prirodni broj manji ili jednak 10, tako da su
brojevi u prijateljskim poljima relativno prosti. DokaZi da postoji broj koji se pojavijuje u
toj tablici barem 17 puta.

Rjesenje. Nacrtajmo tablicu 10 X 10. Pogledajmo kakvi se brojevi nalaze unutar kvadrata
dimenzije 2 X 2 te tablice. Znamo da brojevi koji se nalaze unutar svaka dva prijateljska
polja moraju biti relativno prosti. Dakle, u 2 x 2 kvadratima moZe se naci najvise jedan
broj koji je djeljiv brojem 2 1 najvise jedan broj koji je djeljiv brojem 3 da bi uvjet zadatka
bio zadovoljen. Na slici|[2.12]je primjer brojeva koji se mogu nalaziti unutar jednog 2 X 2
kvadrata.

Slika 2.12: Primjer brojeva unutar 2 x 2 kvadrata tablice

To znaci da je u cijeloj tablici najviSe 25 brojeva djeljivih s 2, te najviSe 25 brojeva
djeljivih s 3. Preostalih polja ima barem 50 1 ona su popunjena brojevima koji nisu djeljivi
ni s 2 ni s 3, dakle brojevima 1,5 ili 7. Broj 50 moZemo zapisati na sljedeci nacin: 50 =
3 - 16 + 2 pa moZemo zakljuciti da se od tih triju brojeva, prema Dirichletovom principu
barem jedan pojavljuje barem 17 puta. O



Poglavlje 3

Dokazi bojanjem

3.1 Opéenito o dokazima bojanjem

Jedna vrsta rjeSavanja problema u kombinatorici jest dokazivanje bojanjem. Kod dokaziva-
nja bojanjem pojavljuje se problem poplocavanja. Problem poploCavanja zahtijeva dokaz
da je moguce u potpunosti pokriti odredeno podrucje danim ploCicama bez preklapanja.
Najveca poteSkoca koja se javlja kod ovakvih problema jest kako dokazati da zadano po-
ploCavanje postoji. OznaCavanjem, odnosno bojanjem polja na ploci razmatra se moze li
se plo¢a poplocati sa zadanim uvjetima ([13]).

Britanski teoretski fizicar M.E. Fisher 1961. godine jednim dokazom rijesio je jedan
vrlo zahtijevan 1 poznat problem. Naime, on je pokazao da se Sahovska plo¢a dimenzija
8 x 8 moZe poplodati plo¢icama dimenzija 2 X 1 na 2* x 9012 razli¢itih nac¢ina([[1]). Na slici
prikazana je jedna mogucnost takvog poploCavanja Sahovske ploce 8 x 8.

—

Slika 3.1: Jedna moguénost poplo¢avanja Sahovske ploce 8 X 8 ploCicama dimenzija 2 X 1
(Izvor slike: [8])

29
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Druga vrsta problema kod dokaza bojanjem jest bojanje grafova. Vrhovima grafa pri-
druZujemo boje tako da nikoja dva susjedna vrha nisu iste boje.

U ovom ¢emo poglavlju rijesiti neke probleme poplocavanja te istraziti s kakvim se
zadatcima ucenici susre¢u na matematickim natjecanjima.

3.2 Problemi bojanja

Zadatak 3.2.1. Pod pravokutnog oblika pokriven je plocicama dimenzija 2 X 2 i 1 X 4.
Jedna plocica se razbila. Dostupna je plocica druge vrste. PokaZite da pod ne moZe biti
prekriven preslagivanjem plocica.

Rjesenje. Nacrtajmo pod pravokutnog oblika sa kvadrati¢ima dimenzija 1 X 1. Obojimo
kvadratice kao na slici[3.2] Uocimo da plo¢ica dimenzija 1 x4 pokriva uvijek 0 ili 2 obojena

Slika 3.2: Pod pravokutnog oblika

kvadratica (paran broj kvadrati¢a), dok ploCica dimenzija 2 X 2 pokriva uvijek samo jedan
obojeni kvadrati¢ (neparan broj kvadrati¢a). Iz toga moZzemo zakljuciti da nije moguce
zamijeniti jednu plo¢icu drugom. O

Zadatak 3.2.2. Je li moguce oblikovati pravokutnik s pet tetromina sa slike [3.3]? Ispod
slike imenovani su tetromini.

LI | |
L]

Slika 3.3: Ravni tetromino, T-tetromino, kvadratni tetromino, L-tetromino 1 iskrivljeni
tetromino
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Rjesenje. Ako Zelimo oblikovati pravokutnik s pet tetromina sa slike to znaci da ce
se pravokutnik sastojati od 20 kvadrati¢a. Taj pravokutnik moZemo obojiti kao Sahovsku
ploCu, tj. da se crna i bijela polja pojavljuju naizmjeni¢no. Ravni tetromino, kvadratni
tetromino, L-tetromino i iskrivljeni tetromino pokrivaju uvijek dva bijela i dva crna polja,
dok T-tetromino pokriva jedno bijelo 1 tri crna ili tri bijela 1 jedno crno polje. Dakle,
tetromini koji pokrivaju po dva bijela 1 dva crna polja pokrit ¢e 8 crnih 1 8 bijelih polja.
Preostat ¢e 2 bijela i 2 crna polja koja T-tetromino o€ito ne moze pokriti. Dakle, ne moZemo
oblikovati pravokutnik sa danim tetrominima. O

Zadatak 3.2.3. Sahovska ploca dimenzija 10x 10 ne moZe biti pokrivena s 25 T-tetromina.
T-tetromino je prikazan na slici

Slika 3.4: T-tetromino

RjeSenje. Sahovska ploa dimenzija 10 x 10 prikazana je na slici

Slika 3.5: Sahovska plo¢a dimenzija 10 x 10

Kada bismo pokuSali pokriti Sahovsku plocu T-tetrominima, postojale bi dvije
mogucnosti poplo¢avanja. Prva moguénost je da T-tetromino pokriva tri bijela polja i jedno
crno polje. Druga mogucénost je da T-tetromino pokriva tri crna i jedno bijelo polje. Obje
moguénosti prikazane su na slici[3.6
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. "

Slika 3.6: Bojanje T-tetromina

Kako bismo pokrili cijelu Sahovsku plocu, trebali bismo imati jednak broj i jednih i
drugih T-tetromina jer je na ploc¢i 50 bijelih i 50 crnih polja. Buduéi da za pokrivanje
ploce trebamo 25 T-tetromina, a 25 je neparan broj, zaklju¢ujemo da nije moguce poplocati
Sahovsku ploc¢u T-tetrominima na zadani nacin. O

Zadatak 3.2.4. Zamislite Sahovsku plocu dimenzija n X n s Cetiri uklonjena kuta. Za koje
vrijednosti broja n moZete prekriti plocu L-tetrominima prikazanim na slici[3.7)?

Slika 3.7: L-tetromino

Rjesenje. Plota dimenzija n X n s Cetiri uklonjena kuta sastoji se od n-n —4 = n> — 4
kvadrati¢a. Jedan L-tetromino pokriva 4 kvadrati¢a. Dakle, da bismo pokrili cijelu plocu
L-tetrominima, ukupan broj kvadrati¢a, tj. broj n> — 4 mora biti djeljiv brojem 4. Neka je
k broj L-tetromina. Tada je n> — 4 = 4k. 1z toga zaklju¢ujemo da n mora biti paran broj.

Slika 3.8: Ploca 8 x 8 s Cetiri uklonjena kuta
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Obojimo plocu kao Sto je prikazano na slici Ako bolje pogledamo sliku, moZemo
uociti da jedan L-tetromino moZe pokrivati tri bijela i jedan crni kvadrati¢ ili tri crna i jedan
bijeli kvadrati¢. Sa slike vidimo da ¢e se uklanjanjem cetiri kutna kvadrati¢a Sahovske
ploce ukloniti dva bijela i dva crna polja pa ¢e na ploci ostati jednak broj crnih i bijelih
polja. Dakle, za potpuno pokrivanje Sahovske ploce, trebat ¢e nam jednak broj L-tetromina
koji prekrivaju tri crna i jedno bijelo polje, tj. tri bijela i jedno crno polje. 1z toga slijedi da
je ukupan broj L-tetromina paran, odnosno broj k djeljiv je brojem 2, Sto moZemo zapisati
kao k = 2m, pri ¢emu je m prirodan broj. Sada slijedi da je n> —4 = 4-2m = 8m, tj. ukupan
broj kvadrati¢a na ploci djeljiv je brojem 8. Iz toga slijedi da broj n mora biti oblika 4k + 2.

Pokazimo sada da je takvo poplocavanje moguce za svaki prirodan broj k. Podijelimo
ploCu (4k + 2) x (4k + 2) na dijelove kao na slici Na slici je nacrtana ploca za k = 3.

Pravokutnik 4k X 2 moZemo poplocati L-tetrominima jer moZemo poplocati svaki pra-
vokutnik 4 x 2 (kao na slici[3.9) s dva L-tetromina pa iz toga slijedi da moZemo poplocati
svaki pravokutnik kojemu je duljina jedne stranice viSekratnik broja 4, a duljina druge
stranice viSekratnik broja 2. Za njegovo poploCavanje potrebno nam je 8k : 4 = 2k L-
tetromina. Dalje, pravokutnik (4k — 6) X 4k ima isto svojstvo kao 1 prethodni pravokutnik
pa opet zakljuCujemo da i njega moZemo pokriti L-tetrominima. Za njegovo poplocavanje
potrebno nam je (16k> — 24k) : 4 = 4k> — 6k L-tetromina.

Slika 3.9: Poplocavanje pravokutnika 4 x 2 L-tetrominima

Preostaju nam dva dijela s lijeve i s desne strane. Svaki od tih dijelova sastoji se od
4k -4 = 16k polja. To znaci da ¢e nam za svaki dio biti potrebno 16k : 4 = 4k L-tetromina,
tj. za oba 4k -2 = 8k L-tetromina. Ukupan broj L-tetromina na plo&i je 2k + 4k> — 6k + 8k =
4k* + 4k. Dakle, za svaku plocu (4k + 2) X (4k + 2) treba nam 4k* + 4k L-tetromina, tj.
ukupan broj kvadratica na ploci za svaki k djeljiv je brojem 4 kako smo i htjeli.
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Ak | 6) x|4k

Slika 3.10: Poplocavanje ploCe (4k + 2) x (4k + 2) s Cetiri uklonjena kuta

O

Zadatak 3.2.5. Jedan kut Sahovske ploce dimenzija (2n + 1) X (2n+ 1) je odrezan. Za koje
n moZete pokriti preostale kvadrate 2 X 1 dominama, tako da je polovina domina poloZena
vodoravno?

Rjesenje. Zamislimo Sahovsku plo¢u dimenzije (2n+1)x(2n+1) kojoj je jedan kut odrezan.
Radi lakse vizualizacije, na slici[3.11]je prikazana plo¢a dimenzija 7 X 7 bez jednoga kuta.

Slika 3.11: Sahovska plo¢a bez jednog kuta

Takva plo¢a ima ukupno 2n+1)-(2n+1)—1 = 4n*> +4n+1—1 = 4n® + 4n kvadratiéa.
Crnih kvadratica je 2n+1)-(n+1)—1 = 2n*> +3n, a bijelih 2n+1)-n = 2n> +n. Bududéi da
imamo ukupno 4n>+4n kvadrati¢a, trebat ¢e nam 2n>+2n domina da bismo poplo¢ali cijelu
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plo¢u. Prema uvjetu zadatka, polovina domino plocica treba biti vodoravno postavljena.
Dakle, n? +n domino plo¢ica ¢e biti postavljena vodoravno, a drugih n? +n domino plocica
¢e biti postaveljena okomito. Svaka okomito postavljena domino plocica pokriva dva polja
ploce, jedno crno i jedno bijelo polje. Dakle, pokriva n*> + n crnih i n> + n bijelih polja.
Preostaje nam jo$ n?> + 2n crnih i n? bijelih polja koji moraju biti pokriveni vodoravnim
domino plo¢icama. Svaka vodoravna domino plocica pokriva polja iste boje, tj. dva bijela
ili dva crna polja. Dakle, da bi vodoravne domino plocice pokrile n? bijelih polja, broj n
mora biti paran broj.

Na slici [3.12] prikazano je poplocavanje ploce dimenzija 2n + 1) X 2n + 1) zan = 2,
tj. poploCavanje ploce dimenzija 5 X 5 bez jednoga kuta 2 X 1 dominama.

Slika 3.12: Ploca dimenzija 5 X 5 dominama 2 X 1

PokaZimo sada da je takvo poploCavanje moguce za svaki paran n. Neka je uklonjeno
prvo polje ploce (2n + 1) x (2n + 1) kao na slici [3.12] Bududi da je u prvome retku i
prvome stupcu te ploce paran broj polja, mozemo pokriti prvi redak te ploce s n vodoravnih
domina i prvi stupac te ploce s n okomitih domina. Promatrajmo sada preostali dio ploce.
Ostaje nam dio 2n X 2n. Podijelimo taj dio na 2 X 2 kvadrate. Budu¢i da je n paran
broj, 2n X 2n dio mozemo poplocati tako da imamo jednak broj vodoravnih i okomitih
ploCica. S obzirom na to da je i u prvom stupcu i u prvom retku jednak broj vodoravnih
1 okomitih plocica, zakljuCujemo da je za svaki paran broj n moguce poplocavanje ploce
dimenzija (2n+1) X (2n+ 1) kojoj je jedan kut odrezan tako da je polovina domina poloZena
vodoravno. |

Zadatak 3.2.6. MoZete li smjestiti 53 cigle dimenzija 1 X 1 X4 u kutiju dimenzija 6xX6x6?
Strane cigla su paralelne sa stranama kutije.

Rjesenje. Podijelimo kutiju na manje kutije dimnezija 2 X 2 X 2. Takvih kutija unutar kutije
dimenzija 6 X 6 X 6 ima ukupno 27. Ako obojimo te manje kutije naizmjeni¢no crnom ili
bijelom bojom, imat ¢emo 14 crnih i 13 bijelih kutija dimenzija 2x2x?2. Dakle, to znaci da
¢emo imati 14-2-2-2 = 112 crnih kutija dimenzija 1 X1x 1, odnosno 13-2-2-2 = 104 bijele
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kutije dimenzija 1 X 1 X 1. Promotrimo sada kako se ponaSaju kutije dimenzija 1 X 1 X 4
unutar velike kutije. Svaka kutija dimenzija 1 X 1 X 4 pokrit ¢e 2 crne i 2 bijele kutije
dimenzija 1 X 1 x 1. Kad bismo uzeli 53 takve kutije, te kutije pokrile bi 53-2 = 106 bijelih
kutija dimenzija 1 X 1 X 1, a njih je ukupno samo 104.

Dakle, ne moZemo smjestiti 53 cigle dimenzija 1 X 1 X4 u kutiju dimenzija 6x6x6. O

Zadatak 3.2.7. Sve tocke prostora obojene su crvenom ili plavom bojom. PokaZite da
medu kvadratima stranice duljine 1 u prostoru postoji barem jedan s tri crvena vrha ili
barem jedan s Cetiri plava vrha.

Rjesenje. Razlikujemo dva slucaja:

1. sluc¢aj: Sve tocke prostora obojene su plavom bojom. Tada postoji kvadrat stranice
duljine 1 s Cetiri plava vrha.

2. slucaj: Postoji barem jedna crvena to¢ka. Oznacimo ju s P;. Neka je ta tocka P;
vrh piramide sa svim bridovima duljine 1 i neka su tocke P,, P3, P4, Ps preostali vrhovi
te piramide, tj. vrhovi kvadrata stranice duljine 1 koji je baza te piramide. Opet ¢emo
razlikovati slucajeve:

(1) Sva Cetiri vrha baze piramide su plave boje. Dakle, postoji kvadrat stranice duljine 1
kojemu su sva Cetiri vrha plave boje.

Slika 3.13: Piramida s jednim crvenim vrhom

(2) Postoji barem jedan vrh baze koji je crvene boje. Neka je to tocka P,. Neka je sada
P, P, brid prizme s bridovima duljine 1 koju ti vrhovi ¢ine s tockama Pg, P7, Pg, Po.
Razlikujemo dva slu€aja s obzirom na to koje su boje tocke Pg, P7, Pg, Py:
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(a) Sve Cetiri to¢ke Pg, P7, Pg, Py su plave boje. Dakle, postoji kvadrat PgP;PgPy
stranice duljine 1 kojemu su sva Cetiri vrha plave boje. Taj kvadrat mozemo vidjeti
lijevo na slici[3.14]

Pg

(a) slucaj (b) slucaj

Slika 3.14: Bojanje vrhova prizme

(b) Jedna od tocaka Pg, P7, Pg, Py je crvene boje. Neka je to tocka Pg. Tada postoji
kvadrat stranice duljine 1 kojemu su tri vrha crvene boje, a to su tocke Py, P, 1 Pg.
Taj kvadrat mozemo vidjeti desno na slici[3.14]

O

Zadatak 3.2.8. Kvadrat dimenzija 23 X 23 poplocan je plocicama dimenzija 1 X 1, 2 X2 i
3 X 3. Koji je minimalan broj plocica dimenzija 1 X 1 potreban za poplocavanje?

Rjesenje. Promotrimo redom slucajeve za broj potrebnih plo¢ica dimenzija 1 X 1.

Pretpostavimo prvo da nije potrebna niti jedna ploCica dimenzija 1 X 1. Tada je cijeli
kvadrat dimenzija 23 X 23 poplocan plo¢icama dimenzija 2 X2 1 3 X 3. Obojimo redove tog
kvadrata crnom i bijelom bojom naizmjeni¢no. Neka je prvi red crne boje, drugi red bijele
boje, itd. Buduc¢i da je neparan broj redova, bit ¢e jedan vise obojeni red crnom bojom od
broja redova obojenih bijelom bojom. Dakle, bit ¢e 23 crnih kvadrati¢a viSe nego bijelih.
Kvadrat dimenzija 2 X 2 pokriva to¢no dva bijela i dva crna kvadrati¢a. Kvadrat dimenzija
3 x 3 pokriva za 3 viSe kvadrati¢a jedne boje nego druge. 1z toga mozemo zakljuciti da je
razlika izmedu crnih i bijelih kvadratica djeljiva s 3. No, broj 23 nije djeljiv s 3. To znaci
da nasa pretpostavka nije toCna, to jest, nije moguce poplociti ovaj kvadrat bez koristenja
1 x 1 plocice.
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Pretpostavimo sada da nam je dovoljna jedna ploCica dimenzija 1 X 1. Smjestimo tu
jednu plocicu u srediSte kvadrata dimenzija 23 X 23. Ako podijelimo ostatak kvadrata na
Cetiri pravokutnika dimenzija 12 X 11, te pravokutnike moZemo poplocati plo¢ama dimen-
zija 2 X 2'1 3 X 3 na sljedeéi nacin. Podijelit éemo ostatak kvadrata na Cetiri pravokutnika
dimenzija 11 x 12 kao lijevo na slici[3.13]

Slika 3.15: Podjela ostatka kvadrata

Unutar tih Cetiriju pravokutnika mozemo smjestiti plo¢ice dimenzija 2 X 21 3 X 3 tako

da postoji jedan red od 6 plo¢ica dimenzija 2 X 2 i tri reda ploc€ica 3 X 3 kao desno na slici
3.15

Time smo pokazali da je dovoljna jedna plocica za zadano poplocavanje. O

3.3 Zadatci s natjecanja

Dokazi bojanjem vrlo Cesto se pojavljuju u zadatcima na natjecanjima za srednje Skole. U
ovom ¢emo dijelu rijesSiti nekoliko zadataka koji su se pojavili na natjecanjima prethodnih
godina.

Zadatak 3.3.1. (Opcinsko - gradsko natjecanje, srednja Skola, 4. razred, 1994.)
MoZe li se plo¢a 8 x 8 bez kutnih polja pokriti s 15 plocica oblika sa slike [3.16]?

L]

L]

Slika 3.16
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Rjesenje. Obojimo redom plo¢u u dvije boje, crnu i bijelu, kao na slici [3.8]

Svaka od plocica sa slike[3.16|moze pokriti ili 3 crna i 1 bijelo polje ili 3 bijelai 1 crno
polje. Neka je x broj plocCica koje pokrivaju 3 crna i 1 bijelo polje. Tada preostalih 15 — x
plocica pokriva 3 bijela i 1 crno polje. Crnih polja na ploci je 30 pa zato mora vrijediti
3x 4+ 15 — x = 30 iz Cega dobivamo da je x = % Sto nije moguce. O

Zadatak 3.3.2. (Skolsko/gradsko natjecanje, srednja Skola, 1. razred, 2016.)
Od devet sukladnih pravokutnika cije duZina i Sirina su prirodni brojevi sastaviljena je
pravokutna ploca dimenzija 20 X 9. Kojih sve dimenzija mogu biti polazni pravokutnici?

Rjesenje. Zadan je pravokutnik dimenzija 20X 9 kojeg trebamo poplocati s devet sukladnih
pravokutnika. PovrSina velikog pravokutnika iznosi 20 - 9 = 180. Dakle, povrSina manjih
pravokutnika jednaka je 180 : 9 = 20.

Prvo moramo otkriti moguénosti za dimenzije manjih pravokutnika tako da je njegova
povrsina jednaka 20. Dakle, trazimo prirodne brojeve ¢iji je umnoZak jednak 20. To su
sljedeci parovi brojeva: 11 20, 21 10, 4 i 5. Dakle, moguénosti za dimenzije su: 1 x 20,
2x10,4 x5.

Provjerimo sada od kojih je pravokutnika gore navedenih dimenzija moguée poplocati
zadani pravokutnik.

Pravokutnike dimenzija 1 x 20 moZemo poslagati kao $to je prikazano na slici[3.17}

Slika 3.17: Poplo¢avanje pravokutnicima 1 X 20

Pravokutnike dimenzija 4 x 5 moZemo poslagati kao $to je prikazano na slici [3.18]
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Slika 3.18: Poplocavanje pravokutnicima 4 X 5

JoS preostaje provjeriti mozemo li pokriti zadani pravokutnik s devet sukladnih pravo-
kutnika dimenzije 2 X 10. MoZemo uociti da nam stranica manjeg pravokutnika dimenzije
10 ne moze biti paralelna stranici velikog pravokutnika dimenzije 9 jer je oCito dulja od
nje. Dakle, mora biti paralelna s ve€om stranicom duljine 20 velikog pravokutnika. Iz toga
slijedi da ¢e nam dva takva pravokutnika prekriti dio dimenzija 20 x 2. Cetiri takva dijela
pokrit ¢e pravokutnik 20 x 8, ali tada ¢e nam ostati pravokutnik dimenzija 20 X 1 kojeg
nec¢emo modi pokriti §to mozemo vidjeti na slici[3.19} Dakle, pravokutnik dimenzija 20 x 9
ne moZemo pokriti sa devet sukladnih pravokutnika dimenzija 2 X 10.

Slika 3.19: Poplocavanje pravokutnicima 2 x 10

MozZemo zakljuditi da je s devet sukladnih pravokutnika dimenzija 1 X201 4 x5 moguce
sastaviti pravokutnik dimenzija 20 X 9. O

Zadatak 3.3.3. (Zupanijsko natjecanje, srednja $kola, 1. razred, 2014.)

Ploca 8 X 8 na pocetku je obojena u dvije boje, crnu i bijelu, tako da su polja koja imaju
zajednicku stranicu razlicitih boja, kao standardna sahovska ploca na slici. U pojedinom
potezu treba odabrati jedan redak ili stupac i svakom od osam polja u tom retku ili stupcu
promijeniti boju iz crne u bijelu ili obratno. MoZe li se konacnim nizom takvih poteza
postici da tocno jedno polje na ploci bude crno?
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Slika 3.20: Sahovska ploca

Rjesenje. U svakom potezu mijenjamo boju tocno 8 polja na ploc¢i. Dakle, ako je u nekome
retku ili stupcu k crnih polja, onda je u tom retku ili stupcu preostalih 8 — k polja bijelo.
Ako oznacimo s C ukupan broj crnih polja na ploci prije nekog poteza, onda ¢e nakon tog
poteza na ploci biti

C-k+@8-k=C+8-2k

crnih polja. To znaci da ¢e parnost broja crnih polja na ploci uvijek biti ista. Bududi da je
pocetni broj crnih polja na ploci jednak 32, to znaci da ¢e broj crnih polja na ploci nakon
bilo kojeg poteza ostati paran. Dakle, nije moguce da na ploCi ostane neparan broj crnih
polja. Posebno, nije moguce da to¢no jedno polje na ploc¢i bude crno. O

Zadatak 3.3.4. (Zupanijsko natjecanje, srednja $kola, 1. razred, 2016.)
Na koliko nacina mozZemo obojati polja ploce 2 X 2016 u dvije boje tako da ne postoje tri
polja iste boje koja se mogu istovremeno pokriti plo¢icom oblika kao na slici[3.21)? Plocicu

Jje dozvoljeno rotirati.

Slika 3.21

Rjesenje. Prvi nacin bojanja ploce 2 x 2016 u dvije boje jest sljedeci: ako su u prvome
stupcu oba polja crna, onda u drugome stupcu ne smije postojati niti jedno crno polje.
Dakle, u drugome stupcu su oba polja bijela. Tako nastavljamo bojati do kraja ploce.
Bojanje je prikazano na slici na ploc¢i dimenzija 2 x 11.
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Slika 3.22: Bojanje ploce 2 x 11 ako su u prvome stupcu oba polja crna

Isto vrijedi 1 ako su u prvome stupcu oba polja bijela. Tada u drugome stupcu ne smije
postojati niti jedno bijelo polje. Dakle, oba polja drugoga stupca moraju biti crna. Tako
nastavljamo bojati do kraja ploce. Bojanje je prikazano na slici [3.23| na plo¢i dimenzija

2x11.

Slika 3.23: Bojanje ploce 2 x 11 ako su u prvome stupcu oba polja bijela

Sljedec¢a moguénost za bojanje jest ako su u prvome stupcu oba polja razli¢ite boje,
jedno crno 1 jedno bijelo polje. U ovom slucaju, u sljedeem stupcu ne smiju se pojaviti
polja iste boje. Dakle, i u drugome stupcu polja moraju biti razli¢itih boja. Tako nastavimo
bojati do kraja ploce. Dakle, za prvi stupac imamo dva nacina bojanja, za drugi stupac
imamo dva nacina bojanja, tj. za svaki stupac imamo dvije moguénosti za bojanje. Iz toga
slijedi da je ukupno2-2-2-...-2 = 229 moguénosti za takva bojanja ploe. Jedno takvo

2016
bojanje prikazano je na slici[3.24| na plo¢i dimenzija 2 x 11.

“unn mmmm

Slika 3.24: Bojanje ploce 2 X 11 ako su u prvome stupcu polja razli¢ite boje

Dakle, ukupno je 2+22°16 na¢ina za bojanje plo¢e dimenzije 22016 tako da ne postoje
tri polja iste boje koja se mogu istovremeno pokriti plo¢icom oblika kao na slici3.21] O
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Zadatak 3.3.5. (DrZavno natjecanje, srednja skola, 1. razred, 1997.)

Na beskonacnom bijelom papiru podijeljenom na jednake kvadratic¢e neki od njih su obo-
Jjeni crvenom bojom. U svakom 2 X 3 pravokutniku tocno dva kvadratic¢a su crvena. Pro-
matrajte bilo koji 9 X 11 pravokutnik. Koliko u njemu ima crvenih kvadratic¢a?

Rjesenje. Promotrimo kvadrat 3 X 3. Unutar tog kvadrata, svaki pravokutnik 2 X 3 mora
sadrzavati dva crvena kvadratica.

Neka je crveno sredisnje polje 3 x 3 kvadrata. Promotrimo situaciju kao na slici [3.23]
MoZemo primijetiti da plavi pravokutnik 2 X 3 u ovom slucaju ima samo jedan crveni
kvadrati¢, Sto ne zadovoljava uvjet zadatka. Dakle, srediSnjem crvenom polju susjedni
kvadratici ne smiju biti crvene boje.

Slika 3.25: Kvadrat 3 X 3 kojemu su dva susjedna polja crvene boje

Dakle, ako je crven srediSnji kvadrati¢, tada je crven ili prvi ili treéi kvadrati¢ prvoga
retka. Neka je to prvi kvadrati¢. Tada kvadrat mora biti obojen kao na slici da bi
zadovoljavao uvjete zadatka, tj. da svaki pravokutnik 2 X 3 tog kvadrata sadrzi dva crvena
kvadratica.

Slika 3.26: Bojanje kvadrata 3 x 3 tako da zadovoljava uvjet zadatka

Sada promotrimo od koliko se 3 x3 kvadrata sastoji 9x 11 pravokutnik. Ako pogledamo
sliku |3.27) mozemo primijetiti da se sastoji od devet 3 X 3 kvadrata 1 joS tri pravokutnika
2 x 3. Dakle, pravokutnik 9 X 11 sadrzi ukupno 9 - 3 + 3 - 2 = 33 crvena kvadratica.
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Slika 3.27: Pravokutnik 9 x 11

Zadatak 3.3.6. (DrZavno natjecanje, srednja skola, 1. razred, 2001.)
Za koje se prirodne brojeve n pravokutna ploca 9 X n moZe prekriti plo¢icama oblika sa
slike[3.28|tako da se one medusobno ne preklapaju?

Slika 3.28

Rjesenje. Pogledajmo redom slucajeve. Za n = 2 je ocito da se plo¢a moze pokriti danim
plo¢icama. Poplocavanje je prikazano na slici[3.29]

Slika 3.29: Poplocavanje ploce 9 x 2

Dakle, svaku plocu 9 x 2k, gdje je k prirodni broj, mozemo poplocati na zadani nacin.
Promotrimo slucaj kada je n = 3. Za svako polje obojeno crvenom bojom potrebna je po
jedna plocica.
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Slika 3.30: Poplocavanje ploce 9 x 3

Crvenih polja je ukupno 10, Sto znaci da nam treba 10 plocica. Tih 10 plocica prekriva
30 polja, a na ploci je ukupno 27 polja. Dakle, plo¢u 9 x 3 nije mogucée poplocati danim
ploc¢icama.

Dalje, za n = 5 moguce je plocu prekriti danim plo¢icama na nacin koji je prikazan na

slici[3.31]

Slika 3.31: Poplocavanje ploce 9 x 5

Iz toga moZemo zakljuciti da danim plo¢icama moZemo prekriti plocu za svaki n =
2k+1,k > 3 jer se svaka ploca 9x(2k+ 1) moze rezdvojiti na plocu 9x519x(2k—4),k > 3.
Dakle, moZemo prekriti svaku plo¢u dimenzija9 X nzan > 2,n # 3. O

Zadatak 3.3.7. (DrZavno natjecanje, srednja skola, 2. razred, 2016.)

Dana je ploca s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li moguce ukloniti dva polja u zadnjem
stupcu te ploce tako da dobivenu plocu moZemo prekriti plocicama oblika kao na slici
[5.32)? Plocice je dozvoljeno rotirati.

| | LLL T[]

Slika 3.32
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Rjesenje. Popunimo polja redaka ploCe prirodnim brojevima od 1 do 2017 pocevsi od naj-
manjega prema najve¢emu. U svakom polju zadnjeg stupca ploCe nalazi se broj 2017 pa e
nakon $to uklonimo dva polja zadnjeg stupca nestati dva broja 2017.

Prva plocica sa slike[3.32] pokriva sljedece brojeve: n,n—1,n,n+ 1, n. Zbroj tih brojeva
jen+(n—1)+n+(n+1) = 5Sn. Druga plo€ica sa slike [3.32pokriva ili pet uzastopnih brojeva
ili pet istih brojeva. Dakle, zbroj brojevaje (n —2)+ (n—1)+n+(n+ 1)+ (n+2) = Snili
m+m+m+m+m = 5m. MoZemo primijetiti da e ploCice uvijek pokrivati brojeve ¢iji je
zbroj djeljiv s 5. Dakle, da bismo mogli prekriti plo¢u na zadani nacin, zbroj svih brojeva
na prekrivenim ploc¢icama bi trebao biti djeljiv s 5.

Redaka u kojima nije uklonjeno polje iz zadnjega stupca je 2014. Zbroj svih brojeva
koji se nalaze u tim retcima jest

2017 - 201
2014-%21007-2017'201852‘2'352 (mod 3).

Preostaju josS dva retka u kojima moramo odrediti zbroj brojeva. U njima su uklonjena
polja iz zadnjega stupca. Zbroj brojeva u tim retcima iznosi

2016 - 2017
2. ———=2016-2017=1-2=2 (mod 5).

Dakle, zbroj svih brojeva s ploce pri dijeljenju s 5 daje ostatak 4, odnosno zbroj brojeva
na ploci nakon uklanjanja dvaju polja iz zadnjeg stupca nije djeljiv s 5. Zakljucujemo da
nije moguce ukloniti dva polja u zadnjem stupcu ploce tako da dobivenu plo¢u moZemo
prekriti plo¢icama oblika kao na slici[3.32] O

Zadatak 3.3.8. (DrZavno natjecanje, srednja skola, 3. razred, 2019.)

Na plocu dimenzija 20 X 19 postavljene su plocice dimenzija 3 X 1 tako da prekrivaju tocno
tri polja ploce, a medusobno se ne preklapaju i ne dodiruju, ¢ak ni u vrhovima. Odredi
najveci moguci broj plocica 3 X 1 na toj ploci.

Rjesenje. Pogledajmo vrhove koje prekrivaju plocice 3 x 1. Svaka plocica dimenzija 3 X 1
prekriva 8 vrhova kvadratica 1 X 1. U kojem god bio polozaju, pravokutnik 3 X 1 uvijek
prekriva paran broj vrhova. Svaki stupac sastoji se od 20 polja, odnosno sadrzi 21 vrh.
Dakle, pravokutnicima moZemo prekriti najvisSe 20 vrhova. Stupaca je 20 pa se najvise
moze pokriti 20 - 20 = 400 vrhova. Buduci da svaka plocica prekriva 8 vrhova, iz toga
slijedi da je najveci broj postavljenih ploCica ‘% = 50. O

Zadatak 3.3.9. (DrZavno natjecanje, srednja skola, 3. razred, 2011.)

Svako polje ploce 1000 x 1000 obojano je crnom ili bijelom bojom. Ukupan broj crnih
polja na ploci je za 2012 veci od ukupnog broja bijelih polja. DokaZi da postoji kvadrat
2 X 2 koji sadrZi tri polja jedne boje i jedno polje druge boje.
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Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da se unutar svakog 2 X 2 kvadrata
nalazi paran broj crnih polja. Promotrimo sada boje susjednih redaka pravokutnika 2 X
1000.

Ako su oba polja prvoga stupca iste boje, onda su polja drugoga stupca suprotne boje.
Dakle, oba polja drugoga stupca su takoder iste boje. Ako na isti naCin nastavimo pro-
matrati svaka dva susjedna stupca pravokutnika 2 X 1000, moZzemo zakljuciti da u ovom
slu¢aju svaka dva retka imaju isti raspored boja. Na slici [3.33]je prikazan primjer za ovaj
slucaj.

Slika 3.33: Polja susjednih redaka su iste boje

Ako su polja prvoga stupca suprotnih boja, onda su polja drugoga stupca takoder su-
protnih boja. Uocimo da su susjedna polja donjeg i gornjeg retka uvijek razli¢itih boja
(jedno bijelo, drugo crno). Ako na isti nain nastavimo promatrati svaka dva susjedna
stupca pravokutnika 2 X 1000, moZemo zakljuciti da ¢e svaka dva susjedna retka imati
suprotno obojena polja. Na slici[3.34] je prikazan primjer za ovaj slucaj.

Slika 3.34: Polja susjednih redaka su razlicite boje

Primijetimo da su u oba slu¢aja medusobno jednaki svi retci kvadrata 1000 x 1000
kojima je prvo polje crne boje i svi retci kvadrata 1000 x 1000 kojima je prvo polje bijele
boje.

Oznacimo s ¢ broj redaka kojima je prvo polje crne boje. Tada je 1000 — ¢ broj redaka
kojima je prvo polje bijele boje. Oznacimo s d razliku broja crnih 1 broja bijelih polja u
retcima kojima je prvo polje crne boje. Tada je —d razlika broja crnih i broja bijelih polja
u retcima kojima je prvo polje bijele boje. Budu¢i da je ukupna razlika broja crnih i broja
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bijelih polja jednaka 2012, mora vrijediti sljedeca jednakost:
c-d+ (1000 - ¢) - (=d) = 2012.

1z toga slijedi da je
2d(c - 500) = 2012.

Primijetimo da je razlika d broja crnih i broja bijelih polja u retku kojemu je prvo polje
crne boje paran broj zato Sto je zbroj crnih i bijelih polja u retku jednak 1000. Isto tako,
mora vrijediti da je d < 1000. Sada iz 2d(c — 500) = 2012 slijedi da je

d(c —500) = 1006.

Buducdi da je d paran broj, jedina mogucnost je da je d = 21 ¢ — 500 = 503. 1z toga slijedi
da je ¢ = 1003, Sto ocito nije moguce jer je ukupni broj redaka 1000. Time smo dosli do
kontradikcije.

Dakle, ne postoji kvadrat 2 x 2 koji sadrZi tri polja jedne boje i jedno polje druge
boje. O

Kao Sto smo vidjeli, zadatci bojanja 1 poplocavanja spadaju u logicko - kombinatornu
vrstu zadataka. lako rjeSavanje ovakvih zadataka nije (uvijek) jednostavno, ipak se radi
o zadatcima koji su, ve¢ po svojoj formulaciji zanimljivi i atraktivni u€enicima, narocito
ucenicima koji sudjeluju u natjecanjima iz matematike, te je zato pozZeljno uvrstiti i neke
od zadataka ovog tipa u nastavu matematike. Kao i uvijek u matematici, nakon $to ucenici
rijeSe jedan dio zadataka ovog tipa i upoznaju se s nekim koriStenim idejama, oni ¢e ih
dalje moc¢i kombinirati i nadogradivati te tako samostalno rjeSavati sli¢ne zadatke.
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Sazetak

RjeSavanjem matematickih problema, to jest matematickih zadataka koje ne moZemo
rijeSiti primjenom unaprijed poznatog algoritma, razvija se ucenicka kreativnost i potice
njihova motivacija za u¢enjem matematike.

Da bi ucenici uspjeSno rjeSavali matematicke probleme, osim Sto trebaju ustrajati u
pokuSajima njihovog rjeSavanja, trebaju upoznati 1 razlicite strategije rjeSavanja. U ovom
radu opisali smo dvije takve strategije: Dirichletov princip i bojanje ili poploCavanje.



Summary

Solving mathematical problems, i. e. mathematical assignments which we cannot solve by
applying a pre-known algorithm, develops students’ creativity and stimulates their motiva-
tion to study mathematics.

In order for students to successfully solve mathematical problems, not only that they
should be persistent while trying to solve them, but they should also familiarize themsel-
ves with different solving strategies. In this paper we have described two such strategies:
Pigeonhole principle and coloring or tiling.
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