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Uvod

Zakoni velikih brojeva nam govore kako se sume nezavisnih, jednako distribuiranih
slucajnih varijabli s velikom vjerojatnos¢u koncentriraju oko svog ocekivanja. Takvo po-
naSanje dijele i mnogi drugi slucajni objekti. Dok su zakoni velikih brojeva po prirodi
asimptotski, od veceg interesa ¢e nam biti neasimptotske koncentracijske nejednakosti.
Koncentracijske nejednakosti poprimaju razne oblike, poput ograda na ocekivanje, vari-
jancu ili rep distribucije sluajne varijable. Pojacani interes posljednjih desetljeca za ovaj
tip vjerojatnosnih rezultata dolazi uglavnom iz podrudja statistickog uc¢enja. U ovom radu
prikazat cemo neke metode dokazivanja koncentracijskih nejednakosti i njihove primjene
u teoriji statistickog ucenja.

U prvom poglavlju uvest ¢emo neke temeljne pojmove iz Vapnik—Chervonenkisove
teorije statistiCkog ucenja s kojima ¢emo se susretati u kasnijim poglavljima, poput VC
dimenzije i Rademacherove kompleksnosti.

U drugom poglavlju pokazat ¢emo neke osnovne koncentracijske nejednakosti, a fokus
¢e biti na sumama nezavisnih slucajnih varijabli. Koriste¢i Chernoffljevu metodu poka-
zat ¢emo eksponencijalne ograde na rep distribucije poput Hoeffdingove i Bernsteinove
nejednakosti, a zatim ¢emo pokazati da sli¢ne nejednakosti vrijede za subgaussovske i su-
beksponencijalne varijable.

U tre¢em poglavlju bavit ¢emo se koncentracijskim nejednakostima za generalne funk-
cije nezavisnih slucajnih varijabli. Glavna ideja e biti da fluktuacije funkcije ograni¢imo
preko fluktuacija u svakoj varijabli. Glavni rezultati ¢e biti Efron-Steinova nejednakost 1
McDiarmidova nejednakost. Rezultati iz ovog dijela posebno su lako primjenjivi na funkci-
jama sa svojstvom omedenih razlika i samoomedujué¢im svojstvom, kakve Cesto susre¢emo
u teoriji statistickog ucenja.

U cCetvrtom poglavlju prikazat ¢emo Logaritamske Sobolevljeve nejednakosti, na ko-
jima se temelji metoda entropije. Ovom metodom mogu se dobiti eksponencijalne ograde
na rep distribucije za samoomedujuce funckije.

U petom poglavlju bavit ¢emo se supremumom slucajnog procesa. Glavni rezultat
¢e biti Dudleyeva nejednakost, koja daje ogradu na ocekivanje preko metricke entropije.
Pokazat ¢emo i kako iz Dudleyeve nejednakosti slijede neke od temeljnih tvrdnji iz teorije
statistickog ucenja.



SADRZAJ 2

Rad se temelji na tekstu Concentration-of-measure inequalities Gdbora Lugosija [4] te
2.1 8. poglavlju knjige High-dimensional probability: An introduction with applications in
data science Romana Vershynina [7]].



Poglavlje 1

Kratak uvod u teoriju statistiCkog
ucenja

U ovom poglavlju definirat ¢emo neke vazne pojmove iz teorije statistickog ucenja, s ko-
jima ¢emo se susretati u ostalim poglavljima. Necemo previse ulaziti u dubinu, ve¢ ¢emo
samo dati intuiciju iza pojedinih pojmova.

Teorija statistickog u€enja bavi se pronalaskom optimalne funkcije veze izmedu dvije
sluCajne varijable X i Y koje poprimaju vrijednosti u skupovima X i Y redom, i takve
da vrijednosti (X, Y) dolaze iz neke vjerojatnosne distribucije na produktnom izmjerivom
prostoru X X Y. Drugim rije¢ima, trazimo funkciju koja predvida vrijednosti varijable Y
pomocu varijable X. Tipi¢ni primjeri su prepoznavanje znakova na slici ili procjena cijene
nekretnine pomocu raznih podataka o nekretnini.

Optimalnu funkciju veze biramo pomocu funkcije gubitka, kako zovemo izmjerive
funkcije [ : Y? — [0, o). Zelimo da optimalna funkcija veze ima $to manji rizik.

Definicija 1.1. Neka je | : Y* + [0, ) funkcija gubitka. Funkciju rizika R(f) izmjerive
funkcije f: X — Y definiramo kao

R(f) = E[I(f(X), )] = f I(f(x), Y)dPx.x)(x, ).

XxY

Kada je M/ = R, Cesti odabir funkcije gubitka je kvadratna pogreska
1$,y) = (G -y

U slucaju klasifikacije, odnosno kada je |Y| < oo, Cesto koristimo 0-1 gubitak

13,y) = :
y’y_ O

3

Y=y
y

<>
+H+
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Ako nam je distribucija od (X, Y) poznata, Cesto eksplicitno moZemo odrediti funkciju ¢
koja minimizira rizik
¢ = argmin R(f).
f: X>Y izmjeriva

Ispod navodimo dva klasi¢na primjera u kojima mozemo odrediti optimalnu funkciju veze.
(i) Nekaje X = R”, Y = Rineka je [ kvadratna pogreska. Onda je
¢(x) = E[Y | X = x]
1 ¢ zovemo regresijska funkcija.
(i1) Neka je |Y| < oo 1 neka je [ funkcija O-1 gubitka. Onda je

¢(x) = argmaxP(Y = y|X = x)
yey

1 ¢ zovemo Bayesov klasifikator.

Medutim, funkcija distribucije od (X, Y) obi¢no nije poznata, pa optimalnu funkciju
biramo na temelju kona¢nog uzorka nezavisnih kopija od (X, Y). To moZemo napraviti
tako da umyjesto rizika minimiziramo empirijski rizik, koji bi trebao aproksimirati rizik
odabrane funkcije.

Definicija 1.2. Neka su (X1, Y1), ...,(X,,Y,) nezavisne kopije[]od (X, Y). Empirijsku funk-
ciju rizika R,(f) izmjerive funkcije f: X — Y definiramo kao

n

R() =~ D UG, Y.
=

Odmah vidimo jedan problem s minimizacijom empirijskog rizika za dani uzorak:
moZe postojati beskonacno mnogo izmjerivih funkcija koje minimiziraju empirijski rizik.
Nadalje, rjeSavanje problema minimizacije moze biti prekomplicirano, kao i raCunanje vri-
jednosti dobivene optimalne funkcije veze. Zato ¢emo se u izboru optimalne funkcije veze
unaprijed ograniditi na neku familiju izmjerivih funkcija & € YX. Upravo je odabir fami-
lije # kljucan problem u teoriji statistickog ucenja.

Oznac¢imo sa f* € ¥ funkciju koja minimizira rizik, a sa f; € F slu€ajnu funkciju koja
minimizira empirijski rizik. Tada rizik od f,;” moZemo zapisati kao

R(f,) = R(f) + R(f,) = R(f7)).

Kada uvodimo slu¢ajne varijable koje su nezavisne kopije drugih varijabli, bez posebnog naglasavanja
podrazumijevamo da su nezavisne i od svih drugih varijabli, u ovom slucaju su to (X, Y).
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Jasno je da ¢emo s veCim familijama posti¢i manji rizik R(f*). Da bi minimizacija em-
pirijskog rizika dala dobar rezultat, vazno je odabrati familiju ¥ takvu da je rizik R(f;) s
velikom vjerojatnosti blizu R(f*), neovisno o distribuciji (X, Y). Bez dodatnih pretpostavki
ne moze se puno reci o veli€ini R(f™), pa ¢emo se zato fokusirati na veli¢inu R(f,) — R(f™).
Da bismo bolje razumjeli problem odabira familije F, analizirajmo rizik familija razli-
¢itih veli¢ina na jednom primjeru. Neka je X = Y = R, neka X ima uniformnu distribuciju
X ~ U(0,2n) i neka je Y = sin(X) + € gdje je € ~ N(0, 1) slu€ajni Sum nezavisan od X.
Neka je veli¢ina uzorka n = 100 i uzmimo da je / kvadratna pogreska. Na Slici[I.1]je dana
usporedba rizika za familije %, ..., %11, gdje je F; familija realnih polinoma stupnja < i.

—E[R(f)]
---R(fY
....... E[R. (f;)]

T
Fo Fi B Fa Fa s Fo T Fs Fo Fio P

Slika 1.1: Usporedba rizika za familije razli¢ite veli¢ine. Vrijednosti na
grafu nisu egzaktne, vec su izraCunate Monte Carlo simulacijom.

Jasno je da ¢e vece familije dati manji empirijski rizik. Ako je familija prevelika, kod
minimizacije empirijskog rizika doc¢i ¢e do prevelikog prilagodavanja slu¢ajnom Sumu &.
Kao rezultat Ce rizik Cesto biti velik iako je empirijski rizik malen. Taj koncept je poznat
pod imenom overfitting, i to je razlog velikog rizika familije #7;. Obratno, ako je familija
premala, ocekivano je da daje veci empirijski rizik, ali vidimo da empirijski rizik za manje
familije puno bolje aproksimira pravi rizik. U ovom primjeru najmanji rizik daje ¥3, Sto
nam govori da je optimalan odabir familija koja nije niti prevelika niti premala i kao takva
daje mali empirijski rizik koji dobro aproksimira pravi rizik.

Rizik od f; takoder moZemo zapisati na sljedeci nacin

R(f,) = Ru(f,;) + R(S,) — Ru(f;)-

Vidjeli smo da je za prekompleksne familije empirijski rizik R, (f;) mali, ali on loSe aprok-
simira rizik pa je vrijednost R(f,’) —R,(f,’) velika. Obratno, za premalu familiju, na primjer
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konacnu |F| < oo, slabi zakon velikih brojeva nam govori da vrijedi

R = Ru(£D] < D IR = Ru(f)] 5= 0.

" 0
o0

pa znamo da ¢e za dovoljno veliki uzorak empirijski rizik biti dobra aproksimacija rizika,
odnosno vrijednost R(f;) — R,(f,) ¢e biti mala. Problem je Sto ovako odabrana kona¢na
familija ¥ moZe biti prejednostavna i moZe imati velik empirijski rizik R,(f,). Dodatan
faktor kod izbora familije Ce biti veliina uzorka n, jer ¢e kompleksnije familije zahtijevati
veli uzorak da bi empirijski rizik dobro aproksimirao pravi rizik.

U ostatku rada cesto ¢emo se, radi jednostavnosti, ograniciti na slucaj binarne klasi-
fikacije, Sto znacCi da ¢emo raditi sa ¥ = {0, 1} funkcijom 0-1 gubitka. U razmatranju
kompleksnosti razli¢itih familija ¥ pomoc¢i ¢e nam sljede¢i pojmovi.

Definicija 1.3. Neka je X skup i F C {0, 1}, Kazemo da se skup S C X moZe rastaviti sa
F ako je svaka funkcija g: S — {0, 1} restrikcija neke funkcije f € ¥ na S.

Primijetimo da ako se neki skup S moZe rastaviti sa ¥, onda se moZe rastaviti i sa
svakom veéom familijom ' 2 . To nam govori da e se s veim i kompleksnijim
familijama F moc¢i rastaviti veci skupovi. Takoder, ako se sa # moze rastaviti neki skup
S, onda se moZe rastaviti i svaki S’ C §. Tako dolazimo do sljedece mjere kompleksnosti
familije F .

Definicija 1.4 (VC dimenzija). Vapnik—Chervonenkisova dimenzija od ¥ < {0,1}%, oz-
naka ve(F), je kardinalnost najveceg S C X koji se moZe rastaviti sa F
ve(F) = sup |S].

SCX: S se moze
rastaviti sa F

Navedimo nekoliko primjera familija # i njihove VC dimenzije.

Primjer 1.5 (Intervali u R). Neka je X := R i ¥ familija karakteristicnih funkcija zatvore-
nih intervala u R
F = {]]-[a,b] ra,beR,a< b}

Tvrdimo da je vc(F) = 2. Provjerimo da se S = {3,5} moZe rastaviti sa . Zaista, ako
definiramo funkcije foo = Loy, foa = Lisy, fio = Ly, fin = Izsy, za svaku g: S — {0, 1}
vrijedi
8= fe3so)s -

Dakle, ve(F) > 2. PokaZimo sada ve(F) < 3, odnosno da se sa ¥ ne moZe rastaviti
nijedan skup velicine 3. Neka je S = {x,y,z}, za x <y < zineka je g: S — {0, 1} takva
da je g(x) = g(z) = 1i g(y) = 0. Kada bi postojala funkcija f = 1,55 € F takva da je
g = fly, vrijedilo bi x,z € [a,b] iy ¢ [a, b], a to nije moguce.
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Kljuc¢na Ce biti razlika izmedu familija konacne 1 beskonacne VC dimenzije.

Primjer 1.6 (Beskonacna VC dimenzija). Neka je X = R i neka je ¥ familija svih Borelo-
vih funkcija

F ={f: R —>{0,1}: f Borelova} = {13: B C R Borelov}.

Tada je ocito ve(F) = oo, jer se sa F mogu rastaviti proizvoljno veliki skupovi S C R. Isto
vrijedi i za familiju karakteristicnih funkcija konacnih skupova

F ={1p: B C R Borelov, |B| < oo}.

Jasno je da izmjerive funkcije f: X — {0, 1} moZemo reprezentirati s izmjerivim sku-
povima f~!({1}). Sli¢no moZzemo dati i definiciju VC dimenzije za familije A izmjerivih
podskupova od X, takvu da je ve(A) = ve({14: A € A}). Navedimo jo$ nekoliko primjera
VC dimenzije preko takvih familija A

e Neka je X = R? i neka je A familija svih poluravnina {x eRY: (x, @) +B > O}, za
a €RY B eR. Tadaje ve(A) =d + 1.

e Neka je X = R? i neka je A familija svih kugli {x eR?: |x — all, sﬁ}, za @ €
R4, B> 0. Tada je ve(A) = d + 1.

e Nekaje X = RY d > 2 i neka je A familija svih zatvorenih konveksnih skupova
A C RY. Tada je vc(A) = co.

e [z prethodnih primjera mogli bismo naslutiti da je VC dimenzija povezana s bro-
jem parametara u parametrizaciji familije A, odnosno ¥ . To nije nuzno slucaj, jer
familiju A svih skupova oblika {x € R: sin(zx) > 0} C R za r € R moZemo parame-
trizirati samo jednim parametrom ¢, a vrijedi vc(A) = oo.

Jos$ jedan nacin promatranja kompleksnosti familije je Rademacherova kompleksnost,
koja mjeri koliko se familija # moZe prilagoditi slu¢ajnom Sumu.

Definicija 1.7 (Rademacherova distribucija). KaZemo da je slucajna varijabla X Rade-
macherova ako vrijedi

- 1
X~(11 })(z)P(X:—l):P(X:I):—.
32 2
Definicija 1.8 (Rademacherova kompleksnost). Neka su Xi,...,X, nezavisne i jednako

distribuirane slucajne varijable i neka su o,...,o, nezavisne Rademacherove slucajne
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varijable, nezavisne od Xy, . .., X,. Rademacherovu kompleksnost familije Borelovih funk-
cija ¥ definiramo kao

E|su o f(X)]

fe‘?E n Z

Ponekad se Rademacherova kompleksnost deﬁnira i s apsolutnom vrijednosti

(X
s

Intuitivno, izraz unutar supremuma podsjeca na uzoracku kovarijancu/korelaciju slu-
¢ajnog vektora (f(X;),..., f(X,)) 1 slu¢ajnog Suma (oy,...,0,). Zbog nezavisnosti je
E[]% D O f(X,-)] = 0 za svaku f € ¥, pa u slucaju velike Rademacherove kompleksnosti
familije ¥ mozemo naslutiti da se familija prilagodava slu¢ajnom Sumu. To je obi¢no znak
da je familija # prekompleksna i da empirijski rizik nece biti dobra aproksimacija rizika
odabrane funkcije veze.

Definicija 1.9 (Uniformna Glivenko-Cantellijeva klasa). KaZemo da je familija Borelovih
Sfunkcija F s vrijednostima u nekom skupu X uniformna Glivenko-Cantellijeva klasa ako
za svaki € > 0 vrijedi

lim sup P(sup > s) =0, (1.1)

n—oo ]P f€7_~

Zf(X)— E[f(X)]

gdje je prvi supremum po svim vjerojatnosnim mjerama Px na X, a slucajne varijable
X, X1, ..., X, su nezavisne jednako distribuirane s razdiobom vrijednosti Py. Gornji limes

moZemo preciznije zapisati kao
Z fx) - f fdPx >g}] -
X

Neka je ¥ neka familija Borelovih funkcija f: X — Y. Definirajmo familiju G sa
G ={, ) = I(f(x),y): feF}

Po definiciji, familija G ¢e biti uniformna Glivenko-Cantellijeva klasa ako i samo ako za
svaki € > 0 vrijedi

lim sup(Pyx)"|< (x1,...,x,) € X": sup|—
n—co py fer |

lim sup P(sulen(f) — R(f)| > 8) =0.

= pyy feF
Ovdje sada vidimo jasnu povezanost s problemom odabira familije . Ako je G unifor-
mna Glivenko-Cantellijeva klasa, za dovoljno velike uzorke ¢e empirijski rizik biti dobra
aproksimacija rizika, neovisno o distribuciji iz koje dolaze podaci. Obratno, ako G nije
uniformna Glivenko-Cantellijeva klasa, empirijski rizik nece dobro aproksimirati rizik za
neke distribucije podataka.



Poglavlje 2

Osnovne nejednakosti

U ovom poglavlju bavit ¢emo se ogradama na rep distribucije. Ograde se razlikuju u pret-
postavkama na slucajne varijable, a jaCe pretpostavke naravno daju i bolju ogradu. Naj-
jednostavnija ograda na rep je Markovljeva nejednakost, koja uz pretpostavku kona¢nog
ocekivanja slu¢ajne varijable daje ogradu na rep s redom veli¢ine ¢~'.

Teorem 2.1 (Markovljeva nejednakost). Za nenegativnu slucajnu varijablu X i t > 0 vrijedi

P(X > 1) < @.

Dokaz. Vidi [5, Korolar 10.3]. |

Cebisevljeva nejednakost zahtijeva konacnu varijancu, odnosno konacan drugi moment
i daje ogradu na rep s redom veli¢ine 2.

Teorem 2.2 (Cebiéevljeva nejednakost). Neka je X slucajna varijabla i E[|X|] < oco. Za

t > 0 vrijedi
Var(X)

2

P(X - E[X]| > 1) <
Dokaz. Neka je t > 0. Koriste¢i Markovljevu nejednakost dobivamo

E((X - E[X])®
PX ~E[X]| > 1) = P(X ~ EIX]? > £) T [ tz[ D]:Va;(X)

Sljededi teorem daje jednostrano poboljsanje Cebisevljeve nejednakosti.

Teorem 2.3 (Cebisev-Cantellijeva nejednakost). Uz iste pretpostavke za t > 0 vrijedi

Var(X)

P(X -E[X] >1) < W.
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Dokaz. Vidi [4], Theorem 1]. O

Primijetimo da, kao u dokazu Cebigevljeve nejednakosti, za svaki g > 0 vrijedi

E[IX - E[X]|?
P(X — E[X]| > 1) < w.
Ako su svi momenti konacni, gornju ogradu bismo mogli optimizirati po ¢ i tako dobiti
E[IX - E[X]|?
P(X — E[X]| = #) < inf w (2.1)
q>0 t4
Tako optimizacija po ¢ daje bolju ogradu, Cebisevljeva nejednakost je &esto puno prak-
ticnija. Na primjer, u slucaju sume nezavisnih slucajnih varijabli X = 7, X; vrijedi
aditivnost varijance Var(X) = X%, Var(X;), $to znaci da je dovoljno analizirati varijance
pojedinih varijabli X;. Optimizacija ograde po parametru pokazat ¢e se kao korisna ideja i
upravo to je glavna ideja Chernoffljeve metode.

Teorem 2.4 (Chernoffljeva nejednakost). Za slucajnu varijablu X, t € R vrijedi

E[esX]
PX>1) < —, zasvakis >0 (2.2)
eA
E[esX]
PX < -1) < — —, svaki s < 0. (2.3)
e S

Dokaz. Primijetimo da je funkcija x — e** monotona. Nejednakost e slijediti iz Markov-
ljeve nejednakosti. Za s > 0 vrijedi

sX
P(X > 1) <P(e™ 2 ") 21 E[:s, ]
Za s < 0 vrijedi
sX
P(X < —1) <P(e¥ > )2 EEB_] D

Primijetimo da se u Chernoflljevoj nejednakosti pojavljuje funkcija izvodnica mome-
nata Mx(s) = E[e‘vx] od X. Ako je Mx(s) < oo zaneki s # 0, dolazimo do eksponencijalne

ograde za rep vjerojatnosti, §to je znatno poboljSanje u odnosu na CebiSevljevu nejedna-
kost. Znamo da ako je Mx(s) kona¢na na nekoj okolini nule, onda su svi momenti konacni,
Sto znaci da je konacnost funkcije izvodnice momenata jaCa pretpostavka od konacnosti
momenata.

Ideja Chernoffljeve metode raCunanja ograda repova je da ogradimo desnu stranu Cher-
noffljeve nejednakosti i novu ogradu optimiziramo po varijabli s. Demonstrirajmo metodu
na jednom primjeru.
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Primjer 2.5. Neka je X ~ N(0,0?). Tada za svaki s € R vrijedi

o252

E[esx] =e 2,

Zato za s, t > 0 imamo

E|eX 2.2
P(X >1) (%b [ - ] = exp(o-zs - st).
eS

Funkcija u eksponentu je kvadratna u s i postize minimum u s* = (ﬁ > 0. Uvrstavanjem s*
za svaki t > 0 dobivamo optimalnu Chernoffljevu ogradu za desni rep

l2
PX>1) < exp(—ﬁ).
g

Za usporedbu, Cebisevljeva nejednakost u ovom slucaju daje

2
P(X > 1) < ‘j—

pa vidimo da Chernoffljeva metoda daje puno bolju, eskponencijalnu ogradu.

Kao §to smo vidjeli u prethodnom primjeru, Chernoffljeva metoda obi¢no daje puno
bolje ograde od Cebisevljeve nejednakosti. PokaZimo da je Chernoffljeva ograda iz pret-
hodnog primjera "to¢na" do na faktor %

Propozicija 2.6. Neka je X ~ N(0, 1). Tada za svaki t > 0 vrijedi

! ! _£<P(X>t)<1 ! 5
'_62 —_ 2_
?+1 2z STt

Dokaz. Pokazimo gornju ogradu

1 C 2 1 Cx 2
PX>1 = —f e Tdx < —f —e Tdx
V2r Ji 2nJdr 1
x2 00
2

= 1 1
=7 = — vd
[dy=de] t N ©F
1 1 _»2
:—-—e2
' \2rn

Pokazimo donju ogradu. Neka je g : [0, o) — R definirana sa

t 1 e
HN=PX>1)- ——
g =PX =1 o me
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Ocito je g(0) > 01 lim g(#) = 0. Lako dobijemo
—00

2

1 2e 2
") = - : <0,
g0 V2 (2 +1)
iz Cega vidimo da je g strogo padajuca, pa mora biti g > 0. O

Vidjeli smo da se Chernoffljevom metodom mogu dobiti jako oStre ograde. Primijetimo
dazaX >01s > 0 vrijedi

inf ,
n No "

Ble] 1 iE[(SX)n] 1 G0 B

= = 2 inf
et est n! et 0 n! I (neNO m
n=

E[X"]\ 1 < (st)" . EB[X"]
). ; Z [
n=0 n=0
pa raCunanjem infimuma po svim s > 0 dobivamo
E esX M

"] ing M208),

. . BIX"] .
inf <inf —— =
neNp " >0 et >0 et

To znaci da su moment ograde, kao u (2.1)), uvijek bolje od Chernoffljevih. Chernoftljeva
ograda je ipak obi¢no puno prakticnija, jer u sluaju sume nezavisnih varijabli X = )" | X;
imamo Mx(s) = []iL; Mx,(s), Sto znaci da se onda moZemo baviti ogradama na pojedine
My.(s). U nastavku ¢emo vidjeti da je takav pristup jako koristan.
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2.1 Sume nezavisnih slucajnih varijabli

U ovom odjeljku bavit ¢emo se koncentracijskim nejednakostima za sume nezavisnih slu-
Cajnih varijabli. Takve su Cesta pojava u teoriji statistickog ucenja, kao na primjer empirij-
ski rizik neke funkcije f na uzorku (X;, ¥;)?,.

Usporedimo prvo §to o koncentraciji sume nezavisnih varijabli govore Centralnim gra-
nicni teorem 1 Cebiéevljeva nejednakost. Neka su Xj,..., X, nezavisne, jednako distribu-
irane slu¢ajne varijable s varijancom 2. Oznacimo S, = 3", X; i neka je ¢ > 0. Centralni
grani¢ni teorem daje

_ S, —E[S.] t N 1 1
P(S, — BIS,] > tVn) = 1P>(7 > ;) ~1- @(;) < exp(—ﬁ), (2.4)

dok iz Cebievljeve nejednakosti slijedi

2
Var(S ,) _ 0'_. 2.5)

nt? 12

P(IS, — EIS,]l 2 t Vi) <

Obje nejednakosti govore da su "tipi¢ne" devijacije slucajne varijable S, od njenog oceki-
vanja reda veli¢ine . Cebisevljeva nejednakost daje nejednakost koja nije asimptotska i
vrijedi Cak 1 kad X; nisu jednako distribuirane. Centralni grani¢ni teorem daje puno bolju
eksponencijalnu ogradu na vjerojatnost, ali ta ograda je asimptotska i moZe imati veliku
gresku. Sljedeci primjer govori o gresci u aproksimaciji centralnim grani¢nim teoremom,
koja moze pokvariti to¢nost asimptotske ograde (2.4)).

Primjer 2.7 (Greska aproksimacije centralnim grani¢nim teoremom). Neka su Xi,...,X,
nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable s konacnim tre¢im momentom. Neka je

Sp=2X,XiiZ, = %\/% Oznacimo sa F, i © funkcije distribucije od Z,, i standardne

normalne distribucije, redom. Berry-Esseen centralni granicni teorem kaZe da za svaki

t € Rvrijedi EI

1 3

IFo(t) - (1) < ——g|| X 2
Vi || VVar(x)

Dakle, greska u uniformnoj aproksimaciji najvise je reda \/LE Neka je X; ~ B(l, %) Koris-

n
teci Stirlingovu aproksimaciju n! ~ V27m(§) dobivamo

n 2n
B2 =0 BSu=n) o0l o ()

2 2 (n))? (Vamn(2)') T 2vmn

'0znaku < koristimo za nejednakosti koje vrijede ako se desna strana pomnoZi nekom apsolutnom kons-
tantom C > 0. Za konstantu kaZzemo da je apsolutna ako ne ovisi o drugim varijablama, u ovom slucaju C ne
ovisioniXj,...,X,, dok god su pretpostavke zadovoljene.

|F»(0) — ©(0)| =




POGLAVLIJE 2. OSNOVNE NEJEDNAKOSTI 14

Zakljucujemo da red velicine greske u uniformnoj aproksimaciji opéenito ne moZe biti ma-
nji od <=, §to je puno veci red velicine od same ograde (2.4).

Iz gornjeg primjera vidimo da potrebu za ne-asimptotskim rezultatima, jer asimptotski
mogu imati veliku greSsku. U ovom odjeljku pokazat ¢emo (ne-asimptotske) koncentra-
cijske nejednakosti koje uz pretpostavku ogranicenosti varijabli X; daju eksponencijalnu
ogradu jako sli¢nu (2.4)). Prva je Hoeffdingova nejednakost, za koju ¢e nam trebati Hoef-
fdingova lema. Opcenitija, uvjetna Hoeffdingova lema koju sada dokazujemo bit ¢e nam
takoder korisna kasnije.

Lema 2.8 (Uvjetna Hoeffdingova lema). Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) i neka je G o-podalgebra od F. Ako postoje G-izmjerive slucajne vari-
jable A, B takve da je A < X < B g.s., onda za sve s € R g.s. vrijedi

E[es(X—E[X 1G] | g] < exp( s*(B - A)z).

8

Dokaz. Jednakosti i nejednakosti u dokazu vrijede gotovo sigurno, ako nije drugacije na-
glaseno. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti E[X | G] = 0, jer inaCe defini-
ramo slucajnu varijablu X’ = X — E[X | G], za koju vrijedi E[X’" | G] =01 A - E[X | G] <
X' < A-E[X | G]. Ako pokaZemo lemu za X’, vrijedit Ce

E[eS(X—E[XIQ]) | g] — E[esx’ | g]

s*(B-E[X|G]) - (A -E[X | Q]))z)
8

< exp(

_“4ﬁw—mj
= exp| = |

Sada zbog E[X | G] = 0 raCunanjem uvjetnog ocekivanja dobivamo A = E[A |G] < 0 <
E[B| G] = B. Na dogadaju {A > B} je X = A = B = 0, pa umjesto nejednakosti vrijedi
jednakost

2 _ 2
E[esx | Q] “Liazp = E[esx " Liasn) | Q] = Liasp = exp(%) *Liazp)-

Zato je dovoljno nejednakost pokazati na dogadaju {A < B}. Definirajmo slucajne varijable
P = ﬁﬂmds} 1 U = s(B — A). Eksponencijalna funkcija je konveksna, pa po Jensenovoj
nejednakosti na {A < B} po to¢kama vrijedi

- SA + .
B-A B-A

B-X X-A B-X , X-A
exp(sX) = exp( sB) A B,
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Racunanjem uvjetnog ocekivanja dobivamo

s B-EX|G] 4, EX|G]l-A |
E[eX.I[{A<B}|Q]S( B_A e+ B_A eB).]l{A<B}

B ., -A ,B)
— ey T _pB).1
(B—Ae B-A¢ (4<8)

=(1 =P+ Pe)e ™™ - 1iacp
U2
< CXP(?) . :H-{A<B}

s*(B — A)?
= eXp T  Lia<p)s

gdje smo u zadnjoj nejednakosti iskoristili da za p, u > 0 vrijedi
u 1 2
—pu +log(l — p + pe") < s

PokaZimo jo$ tu nejednakost. Oznalimo f(u) = —pu + log(1 — p + pe"). Za funkciju f
vrijedi

f0)=0
: p
0 = — _— =
1) Pt = el
P = pd-pe™ _  pgq !

Grd-pe 2 (Grqp -4
—_——

q

Po Taylorovom teoremu, za svaki u € R postoji u* izmedu 0 1 u takav da vrijedi

ﬂm=ﬂ®+fww+£gﬁfséﬁ. .

Lema 2.9 (Hoeffdingova lema). Neka je X slucajna varijabla takva da je X € [a,b] g.s.
Tada za sve sve s € R vrijedi

2 b — a)Z
B[ s X-EXD] < s( _
[e ] < exp 3
Dokaz. Slijedi iz uvjetne Hoeffdingove leme uvrStavanjem G = {0,Q}, A =a,B=>b

(B - A)? 2(b — a)?
E[es(X—E[X])] _ E[es(X—E[X|g]) | g] < exp(s ( - ) ) _ exp(s (b8 a) ) -
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Teorem 2.10 (Hoeffdingova nejednakost). Neka su X, ..., X, nezavisne slucajne varijable
takve da je X; € a;, b;] g.s. Ako oznacimo S, = X, + - -- + X, tada za svaki t > 0 vrijedi

272
i=1\0i i

-2¢
P(S, —E[S,] < -1) <ex (n—) (2.7)
P 2ic1(bi = a;)*
Dokaz. Za dokaz nejednakosti koristit éemo Chernoffljevu ogradu i Hoeffdingovu lemu.
Za s > 0 vrijedi

P(S” - E[Sn] > t)@ €_StE[es(S"_E[Sn])]

n
—[ es(Xl-—E[x,-D]
i=1

=¥ E[es(Xi—E[Xi])]

2] - *(b; — a;)°
S e_St r exp(u)

— e—StE

8

=i
52 Y (b — a;)? )
3 — st|.

= exp(

Izraz u eksponentu je kvadratni u s, pa ga moZzemo minimizirati uvrStavanjem
4 . .o . .

‘ Wt—mz > 0 i tako dopuemo upr.avo I‘lej‘ednakost @]) Nejed.nakost [2.7) doka-

zuje se tako da na pocetku umjesto (2.2) iskoristimo (2.3)) i dalje nastavimo analogno. O

*

S =

Nastavimo usporedbu s Centralnim grani¢nim teoremom. Pretpostavimo sada dodatno
da su X; ograniCene, odnosno da je |X; — E[X;]| < ¢, za svaki i. Primijetimo da je tadao < ¢
1 Hoeftfdingova nejednakost daje

2
B(1S, - EIS, 1 > 1 Vi) < 2 exp(—é). 2.8)

Dobili smo nejednakost istog oblika kao (2.4)), ali sa ¢ umjesto o~. Primijetimo da za X; ~
B(l, %) vrijedi o = 3 = ¢, pa u tom slu¢aju 24) i (2:8) daju istu ogradu. Ovdje opet

vidimo veliku prednost ne-asimptotske nejednakosti, a to je da ne ovisi o distribuciji X;.
Mana Hoeffdingove nejednakosti je da ne koristi informaciju o varijanci, paza o < ¢

Hoeffdingova nejednakost daje puno slabiju ogradu od Centralnog grani¢nog teorema. Je-
dan primjer takve situacije je X; ~ B(1,p), p < % U situacijama kada znamo nesto o

varijancama slucajnih varijabli X;, Bennetova i Bernsteinova nejednakost mogu dati po-
boljSanje u odnosu na Hoeffdingovu.
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Teorem 2.11 (Bennetova nejednakost). Neka su Xi,...,X, nezavisne slucajne varijable
takve da za sve vrijedi E[X;] = 01 |X;| < ¢ g.s. Neka je 0% = ,ll >r E[Xlz] > 0. Tada za sve

t > 0 vrijedi
- n ct
o$5752 | <ol -22(1)
[z ) <o -22H( )

i=1
Gdje je h: [0, +00) — R zadana sa

h(u) = (1 + ) log(1 + u) — u.
Dokaz. Koriste¢i Chernoffljevu ogradu i nezavisnost, za s > 0 dobivamo
P(Z Xi t) @ e‘“E[eSZ?ﬂX"] =¥ n E[ein].
i=1 i=1

Racunamo

i sX)k]
S'E[ X
:1+Z LTDK, E[X;] =0

— k!
o kok= QE[XZ]

<1+Z

XF< X zak > 2

i (se)f

€ —1-sc)

c?

E[Xiz](e“ —-1-1s0)
c? ]

=1+

X

l+x<e

< exp

Iskoristimo dobivene nejednakosti

P(Zn: X; > t) <e™ ﬁ E[esx’] < exp(no_z(emc_2 1-s50) st).
i=1

i=1

IzraCunajmo optimalni s > 0

0 (no(e* — 1 — sc) notet — 1
0=2 ) I .
s 2

UvrStavanjem s* dobivamo trazenu nejednakost. m|

1 t
-t = s*:—log(1+—cz)20.
c c c no
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Teorem 2.12 (Bernsteinova nejednakost). Neka su X, ..., X, nezavisne slucajne varijable
takve da za sve vrijedi E[X;] = 01 |X;| < ¢ g.5. Neka je 0% = ,ll >r E[Xlz] > 0. Tada za sve

t > 0 vrijedi
Pl nX>t <e e
—E P>t < expl ————|.
n P 207 + 2ct

i=1

Dokaz. Nejednakost slijedi iz Bennetove nejednakosti nakon zamjene funkcije /4(x) ma-
njom funkcijom g(u) :=

u
7.
2+5u

2
>0

h(u) > gu) < (1 +u)log(l +u)—u-

2+%u

S

Po Taylorovom teoremu vrijedi da za svaki u > 0 postoji u* € [0, u] takav da vrijedi

f) = f(0) + f"(O)u +fN( D,

Ocito je f(0) = 0. Takoder vrijedi

o B 3u(u + 6) 3
f(0) = log(1 + u) —2(u eyl 0
” w(u +9)
f (Lt) m >0zau=>0.
ZakljuCujemo:
fw =120 20 :

Stavimo li izraz unutar vjerojatnosti u isti oblik kao u Centralnom grani¢nom teoremu,
Bernsteinova nejednakost daje

n 2
IP[; X; > t\/ﬁ] < exp[—m}
Neka je C > 0 proizvoljna konstanta. Slijedi da za r < C v/n vrijedi
n 2
P(; X; > t\/ﬁ) < exp(—m),

Sto opet govori da su tipi¢ne devijacije reda veli¢ine +/n, a ograda na vjerojatnost je istog
oblika kao kod Centralnog grani¢nog teorema. Takoder, interval vrijednosti ¢ € (0, C Vn]
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za koje vrijedi gornja nejednakost raste kako se n poveCava, bas kao Sto aproksimativna
ograda (2.4) istog oblika postaje sve to¢nija za n — co. Za t > C \/n imamo

z ? t\n
Pl » X;>tvn|<exp|- = exp| - ,

2 .t
C\/E+3c\/E C 3

pa smo za velike devijacije dobili drukéiju ogradu, koja umjesto #* ima ¢ u eksponentu
i podsjeca na rep eksponencijalne distribucije. U sljede¢im odjeljcima ¢emo generalizi-
rati Hoeffdingovu i Bernsteinovu nejednakost za Sire familije distribucija, koje ¢emo zvati
subgaussovske i1 subeskponencijalne.

2.2 Subgaussovske slucajne varijable

U prethodnom odjeljku smo vidjeli da je ogranicenost varijabli X, ..., X, dovoljan uvjet
da bi vrijedila nejednakost oblika

1

gdje je ¢ > 0 konstanta koja moze ovisiti o Xi, ..., X,. Pitamo se kako moZemo karakte-
rizirati varijable X; za koje vrijede nejednakosti gornjeg oblika. Uzmemo li n = 1, odmah
vidimo da mora vrijediti ograda na rep

n

S

i=1

> tx/ﬁ] <2e",

P(X| > 1) < 2.

Slucajne varijable koje zadovoljavaju gornje svojstvo zvat ¢emo subgaussovske, a vidjet
¢emo da za takve takoder vrijedi Hoeffdingova nejednakost.

Definicija 2.13 (Subgaussovska slucajna varijabla). KaZemo da je slucajna varijabla X
subgaussovska ako zadovoljava neko od sljedecih ekvivalentnih svojstava. Pozitivne kons-
tante K; koje se pojavljuju u donjim svojstvima razlikuju se najvise za faktor koji je apso-
lutna konstanta, $to krace moZemo zapisati kao K; < K, za svaki i, j.

(i) Repovi od X zadovoljavaju

2

P(X|>1) < Zexp( ) za svakit > 0.

Kt

(ii) Momenti od X zadovoljavaju

<=

X, = E[IXIP]? < Kx\p zasvakip > 1.
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(iii) Funkcija izvodnica momenata od X* zadovoljava

2 2 .
]E[eSX ] < zasvakis e [0,

)

(iv) Funkcija izvodnica momenata od X* zadovoljava

ol

Ako je E[X] = 0, onda su svojstva ekvivalentna sljedecem svojstvu.

(v) Funkcija izvodnica momenata od X zadovoljava

2.2 X
E[esx] < e’ zasvakiseR

Za dokaz ekvivalencije svojstava vidi [7, Proposition 2.5.2].

Korisno je promatrati najmanje konstante koje zadovoljavaju gornja svojstva, pa tako
dolazimo do definicije subgasussovske norme.

Definicija 2.14 (Subgaussovska norma). Neka je X subgaussovska slucajna varijabla.
Subgaussovsku normu definiramo kao najmanji K, iz svojstva iz prethodne definicije

XZ
Xy, = inf{s >0: E[exp(—z) < 2}.
s

Napomena 2.15. Svojstva iz Definicije moZemo zapisati preko subgaussovske
norme. Na primjer, vrijedi

2

P(X| =1 < Zexp[— } za svakit > 0,

2
1X115,

gdje je C > 0 apsolutna konstanta. Takoder vrijedi da je ||X||,,, do na apsolutno konstantan
faktor, najmanji broj za kojeg vrijedi gornja nejednakost.

Jasno je da je slucCajna varijabla subgaussovska ako i samo ako ima konac¢nu subga-
ussovsku normu. Ve¢ smo vidjeli da ograda za rep iz svojstva (1) vrijedi za centriranu
normalnu distribuciju, a nije teSko provjeriti da su i sve ogranicene slucajne varijable sub-
gaussovske.

Primjer 2.16. Navedimo nekoliko primjera subgaussovske norme.
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(a) Neka je X sluc¢ajna varijabla s Rademacherovom distribucijom. Ekvivalentno je

1
VIn2)’

X? 1
Eexp? <2 & exp; <2 &= s>

Slijedi da je ||X||,, = ﬁ

(b) Slicno kao u[(a)] za ogranic¢enu slucajnu varijablu X vrijedi

1
X
Xy, < )

(c) Nekaje X ~ N(0,0?). Koristeéi ogradu iz Primjeraza X i =X, lako dobivamo

X1l (2.9)

t2
o

2
Sada iz Napomene 2.15|slijedi ||X||,, < o = ||X||;2. Preciznije, znamo da je (g) ~

x*(1), pa moZemo iskoristiti funkciju izvodnicu momenata za y*(1)
X? o (X\? o? 1 2 (:_22 < %
o A - [77 2
§ T 7\ 00 inace
Sada lagano kao u dobijemo 1Xll,, = %80'.

Iz gornjeg primjera slijedi da za nezavisne slucajne varijable X; ~ N(0,07) imamo
||Z;’:1 X,-||j/2 = Z?:]”Xi”?pz- Sli¢na relacija vrijedi za proizvoljne nezavisne subgaussovske
slucajne varijable.

Propozicija 2.17. Neka su X,, ..., X, nezavisne, subgaussovske slucajne varijable s oce-
kivanjem 0. Tada je i Y, X; subgaussovska slucajna varijabla i vrijedi

n n

2
> X s D IIE,-
i=1 2 i=1

Dokaz. Vidi [[7, Proposition 2.6.1]. |

2
1

Iz subaditivnosti norme slijedi da ako subgaussovskoj slu¢ajnoj varijabli dodamo kons-
tantu, rezultat ¢e biti subgaussovska varijabla. Sljedeca lema govori nam da ¢e prilikom

centriranja slucajne varijable subgaussovska norma narasti najvise za apsolutno konstantan
faktor.
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Lema 2.18 (Centriranje). Neka je X subgaussovska sluc¢ajna varijabla. Tada je i X — E[X]
subgaussovska i vrijedi
IX — E[X]ll,, < IXIly,-

Dokaz. Vidi [/, Lemma 2.6.8]. O

Kao u Napomeni [2.13] iz svojstva [(ii)] iz definicije subgaussovske norme slijedi da je
E[X[] = IXll,: < [IX]ly,. Sljedeca tvrdnja jako je korisna, jer govori da za subgaussovske
varijable X1, X5, ... vrijednost E[max;;<,|X;|] raste najvise logaritamski brzo u n.

Lema 2.19. Neka su X1, X,, ... subgaussovske slucajne varijable. Tada vrijedi

Xi
E|su X ] < supl|Xilly, -

p—
i T+logD]~

Posebno, za n > 2 vrijedi

E[max|x,~|] < max|IXll,, Viog().

Dokaz. OznacCimo K = max||Xjl|,,. RaCunamo

1X;| f"" | Xi]
E S e LN (i P S — dA
[Sgp 1+ log(i)] 0 (Sl?p /1 +log(i) - t) "

* €
<o+ | Plsup —20 > tldaq)
’ fm [ i T+ log() ]

<to+ f m[i P(IXi| > /1 + log(i))]d/l(t)

i=1

cof © 2 .
o+ f (ZZeXp(—w#)]dﬁ(ﬂ

g+ K w(z e‘(”l"g("))tz)d/l(t)

i=1
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Uzmemo li fy = V2% tako da gornji red konvergira i jednak je ¥/, i = %2’ dobijemo
X; K Kn®  6V2+m?
. sup# < \/§_+‘/i”_ _ Lm,axll&-llw
i 1 + log(i) C c 6 6C l

Zan > 2 vrijedi /1 +log(n) < /1 + @ log(n), pa je

Xi
max 1|—1|() V1 +log(n) < max||X;ll,, vlog(n).
i<n / + Og l i<n

E[max|X,~|] <E
i<n

Pogledajmo jednu primjenu prethodne leme.

Primjer 2.20 (Odabir najboljeg klasifikatora). Neka je Y = {0, 1}, neka je [ funkcija 0-1
gubitka i neka su fi,..., fv: X — Y klasifikatori. Cest je problem odabir najboljeg medu
danim klasifikatorima f, ..., fy na temelju konacnog uzorka. Pitamo se $to moZemo reci
o riziku klasifikatora koji najbolje izgleda na uzorku velicine n, odnosno o klasifikatoru s
najmanjim empirijskim rizikom. Jos u prvom poglavlju smo na primjeru vidjeli kako mi-
nimizacija empirijskog rizika na prevelikim familijama funkcija moZe loSe utjecati na rizik
odabrane funkcije veze. Da bismo usporedili empirijski rizik i rizik najboljeg klasifika-
tora, treba nam ograda koja je uniformna po svim f;. Primijetimo da iz Hoeffdingove leme
dobijemo

< (X).Y) — R(f n 2 2
E[es(R,l(fi)—R(ﬁ))] _ HE[S exp(l(fz(X,), 1::) R(fz))] < nexp(#) _ GXP(;—n)-

i=1 i=1

Kako je B[R,(f)) — R(f)] = 0, sli¢no kao u Napomeni dobijemo R, (f;)) = R(f)ll,, S
\/g. Sada iz prethodne leme slijedi uniformna ograda

log(N)
8| maxIRa() - R 5 (=5

Gornja ograda daje jako koristan rezultat. Ako imamo dovoljno velik uzorak n, moZemo
usporediti jako velik broj klasifikatora N. Dok god N nije "eksponencijalan" u n, empirijski
rizik najboljeg klasifikatora bit ce dovoljno dobra aproksimacija njegovog rizika.

Teorem 2.21 (Hoeffdingova nejednakost). Neka su X, ..., X, nezavisne, subgaussovske
slucajne varijable s ocekivanjem 0. Tada za svaki t > 0 vrijedi

- Cr?
P ZX,- >t <2exp el §
SR,

i=1
gdje je C > 0 apsolutna konstanta.
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Dokaz. Slijedi iz Napomene [2.15]i Propozicije [2.17]

(S T2 s
2CXp ﬁ
= i),

Usporedimo li ovu verziju Hoeffdingove nejednakosti s Centralnim grani¢nim teore-
mom, za jednako distribuirane X; dobivamo

{2

Vidimo da smo dobili isti rezultat kao kod klasicne Hoeffdingove nejednakosti: "tipicne"
devijacije su najvise reda veliine v i ograda na rep je subgaussovska.

Vi C,Cy)f?
< 2exp(—%}
S IXi3,

> t\/ﬁ) < 2exp|— (CC)r” ]

X2,

2.3 Subeksponencijalne slucajne varijable

Vidjeli smo da Bernsteinova nejednakost za velike devijacije daje eksponencijalnu ogradu
na rep oblika e™. Slucajne varijable s takvim repom su prirodna pojava ako promatramo
subgaussovske varijable. Na primjer, ako je X subgaussovska takva da je P(|X| > ) <
2e"2sluéajna varijabla, onda vrijedi

(7> () = (31> Vi) <2600 =20

pa vidimo da su repovi od X manji od repova eksponencijalne distribucije. Takve slu¢ajne
varijable zvat ¢emo subeksponencijalne.

Definicija 2.22 (Subeksponencijalna slu¢ajna varijabla). KaZemo da je slucajna varijabla
X subeksponencijalna ako zadovoljava neko od sljedecih ekvivalentnih svojstava. Pozitivne
konstante K; koje se pojavljuju u donjim svojstvima razlikuju se najvise za faktor koji je
apsolutna konstanta.

(i) Repovi od X zadovoljavaju

t
P(X|>1) < Zexp(—f) za svakit > 0.
1

(ii) Momenti od X zadovoljavaju

IX|l,, = E[IXPP]7 < Kap  za svakip > 1.
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(iii) Funkcija izvodnica momenata od |X| zadovoljava

1
E[es'x'] < e’ zasvaki s € [0, ?]
3

(iv) Funkcija izvodnica momenata od |X| zadovoljava

ol

Ako je E[X] = 0, onda su svojstva ekvivalentna sljedecem svojstvu.

(v) Funkcija izvodnica momenata od X zadovoljava

22 . 1 —1
]E[eSX] < €557, za svaki s takav da je |s| < K
5

Dokaz ekvivalencije svojstaval(iJ{(v) sli¢an je dokazu za subgaussovske i dio dokaza je dan
u [\7, Proposition 2.5.7].

Napomenimo da se u literatoru (vidi [3]) subeksponencijalnim distribucijama joS nazi-
vaju funkcije distribucije F za koje vrijedi

. 1 =F"(x)
lim =

lim ———r 5 = n, zasvaki (ili neki) n > 2,

gdje smo sa F"* oznacili n-struku konvoluciju funkcije distribucije F. Za takve distribucije
vrijedi
. 1-F(x)
lim ——— =

X—00 e~ &x

co, zasvakie >0,

Sto znaci da imaju repove koji opadaju sporije od svake eksponencijalne razdiobe. Jasno
je da takve distribucije ne zadovoljavaju svojstvo [(1)] Definicije [2.22] subeksponencijalnih
distribucija kojima ¢emo se mi baviti.

Opet moZzemo promatrati najmanje K; za koje vrijede svojstva iz definicije i definirati
subeskponencijalnu normu.

Definicija 2.23 (Subeksponencijalna norma). Neka je X subeksponencijalna slucajna vari-
jabla. Subeksponencijalnu normu definiramo kao najmanji Ky iz svojstva iz prethodne

definicije
B , 1X|
IX1l,, = inf{s > 0: E|exp < 2.

S
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Napomena 2.24. Svojstva iz Definicije moZemo zapisati preko subeksponenci-
Jjalne norme. Na primjer ako je E[X] = 0, vrijedi

2.2 2
]E[esx] < W g svaki s takav da je |s| < ,
ClIXl,,

gdje je C > 0 apsolutna konstanta. Takoder vrijedi da je ||X||,,, do na apsolutno konstantan
faktor, najmanji broj za kojeg vrijedi gornja nejednakost.

Navedimo nekoliko korisnih svojstava subeksponencijalnih slu¢ajnih varijabli.
(1) Za slucajnu varijablu X vrijedi

2 2
”Xz”w] = inf{s >0: E[GXP(XT) < 2} = inf({s > 0: E[exp(%)

pa je X subgaussovska ako i samo ako je X* subeksponencijalna.

2
< 2}) = IX1I5,.

(i) Za subgaussovske slucajne varijable X i Y vrijedi
XYy, < 11Xy, 1YLy, -

Za dokaz vidi |7, Lemma 2.7.7].

(i11) Kao u Primjeru lako moZemo pokazati da su sve ogranicene slucajne varijable

subeskponencijanle i vrijedi
X1y, < 1X]le-

(iv) Za subeksponencijalnu varijablu X izslijedi IELX]Il,, < [EIX]| < E[NXI] < 11Xy,
pa za centriranu varijablu X vrijedi

1X = E[X]1ll,, < IX1ly, + IELX1I,, <Xy, + ClIX1l,, < 1Xly,

Pokazimo sada Bernsteinovu nejednakost za subeksponencijalne varijable.

Teorem 2.25 (Bernsteinova nejednakost). Neka su X, ..., X, nezavisne subeksponenci-
Jjalne slucajne varijable s ocekivanjem 0. Tada za svaki t > 0 vrijedi

n [2 ;
P E X;| > t| < 2exp| —C min , ’
( ) ( {Z?:1||Xi||5,1 max;<,||Xill,, }J

i=1
gdje je C > 0 apsolutna konstanta.
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Dokaz. Koriste¢i Chernoffljevu ogradu i nezavisnost, zat > 01i s € [0, m] dobi-
i<nllAillyy
vamo

i=1

i=1 i=1

dobi-

Minimizacijom kvadratne funkcije u eksponentu po s uz uvjet s € [0, m]
i<n iy

jemo da se minimum postiZe u

. t 1
s* = min , _
2C2 L Xl € maxiglXilly,

o p " . ..
Akoje " = o5 o TN, uvrStavanjem dobijemo
n t2
PZXiZlSCXp—ﬁ.
5 4C2 Y IXE,
. « 1 . 2 ST
Ako je s* = T KT onda je i [1Xilly, < 5z max<,|IXilly,, pa vrijedi

. P ey t t
P ZX,- > 1| < exp : wlz - < exp(— )
— max<,[|Xll,, € maxi,|[Xilly, 2C max;<,||Xlly,

Spajanjem dobivenih ograda na rep dobijemo

P Zn:X- >t <exp —rnin{L L} min a !
= 4C>"2C SR, maxic Xl [ )

Ponavljanjem gornjeg postupka za (—X;)"_, dobijemo istu ogradu za P(— Y7, X; > 1), pa
slijedi tvrdnja teorema. O

Ako zbog jednostavnosti pretpostavimo || Xyll,, = -+ = [|X,ll,,, Bernsteinovu nejedna-
kost jo§ moZemo zapisati kao

. 1 \nt
P E Xi| >t <2 —Cming ——, —— |
( . \/7_1) exp( mm{llellil Xl }]

Opet vidimo da su za male devijacije t < C’ y/n repovi sume subgaussovski

{

i=1

> t\/ﬁ] < Zexp[— ¢ }12],

2
max{||X [}, C"lIXill,,
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dok su za velike devijacije > C’ v/n repovi subeksponencijalni

n

C

IP{ DX

i=1

> t\/ﬁ] < 2exp|—

X1,
max{ ——, [IX1lly,

}

\nt|.

28



Poglavlje 3

Martingalna metoda

U ovom poglavlju bavimo se koncentracijskim nejednakostima za opcenite funkcije ne-
zavisnih slu€ajnih varijabli. Preciznije, bavit ¢emo se koncentracijskim nejednakostima
za slu€ajnu varijablu Z = g(Xi,...,X,), gdje su Xi, ..., X, nezavisne slucajne varijable i
g: R" — R Borelova funkcija. Rezultati u ovom poglavlju zasnivat ¢e se na rastavu

Z - E[Z] = Z(E[Z | X,,.... X1 -B[Z|Xy,...,Xi1]).

i=1 = Vl‘

Intuitivno, slu€ajna varijabla V; daje informaciju o utjecaju varijable X; na Z. Gornji rastav
omogudit ¢e nam da varijabilnost slucajne varijable Z ograni¢imo pomodcu utjecaja pojedi-
nih varijabli X; na Z.

Radi kraceg zapisa, malim podebljanim simbolima oznacavat ¢emo n-dimenzionalne

vektore kao x = (xi,...,x,), a velikim slucajne vektore kao X = (Xi,...,X,). Zai €
{1,...,n}jos uvodimo oznake za vektore bez i-te komponente
X(_i) = (-x17 cees Xic1s Xigls e o - ,xn)

X(_l) = (Xla s aXi—l’Xi+la L aXn)
1 oznake za vektore s izmijenjenom i-tom komponentom

X(l) = ('xb- . 9~xi—lax;’ Xitlyeo- ,xn)
X(l) = (Xla"-7Xi—1’X;,Xi+]7""Xn)'

3.1 Efron-Steinova nejednakost

Efron-Steinova nejednakost daje ogradu za varijancu funkcije nezavisnih slucajnih varijabli
Z = g(Xy,...,X,). Iznje moci ¢emo dobiti i ograde za rep, na primjer pomocu CebiSevljeve

29



POGLAVLIJE 3. MARTINGALNA METODA 30

nejednakosti. U dokazu tvrdnji ¢e nam trebati sljedeca tehnicka lema, koja govori da iz
uvjetnog oCekivanja moZemo izbaciti varijable koje su nezavisne od svega ostalog.

Lema 3.1. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) i E[|X]] < co.
Neka su G i H podalgebre od F takve da su o(o(X) U G) i H nezavisne. Tada vrijedi

E[X |o(GUH)] =EX |Gl
Dokaz. Dovoljno je pokazati da vrijedi
E[X - 14] = E[E[X | G- 1a]- 3.1)

zasve A € (G U H). Pokazimo prvo da jednakost vrijedi za sve skupove oblika G N H,
G € G, H € ‘H. To Ce vrijediti zbog nezavisnosti

E[X - 16nu] = E[(X - 16) - 1y] = E[X - 1] - E[14] = E[E[X - 15 | G]] - E[14]
=E[E[X | G] - 16] - E[1y] = E[E[X | G] - 16 - 1u] = E[EIX | G] - Lgnu].

Nekaje[I={GNH: Ge G,He H}iA={A € o(GUH): A zadovoljava (3.1)}. Tada je
IT generirajuci mr-sustav za o(G U H), pa je DII) = o(G U H) po Dynkinovom teoremu,
gdje je D(II) naymanja Dynkinova klasa koja sadrzi I1. Takoder imamo

MNCACo(GUH) = DI € DA C o(GUH) = D)
= D(A) = (G UH).

Zato je dovoljno pokazati da je A Dynkinova klasa, jer ¢e tada biti A = o(G U H).
Provjerimo svojstva Dynkinove klase.

1) Q=QnQell = Qe A.
(i1)) AkosuA,B e A, B C A, tada je ocito
E[X - Tas] = E[X - (14 = 15)] = E[X - 14] = E[X - 1]
T B[ELX | 61+ 14] - EEIX | 6] 15] = E[EIX | 6] (1, ~ 1p)]
= E[E[X | G - 1as],
paje A\ Be A.

(ii1) NekasuA; C A,,C --- € A. Tadavrijedi A, T U,enA,. Takoder, X-14, 1E[X | G]-14,

su dominirane sa |X| za svaki n, pa vrijedi
E[X -1y ] = E[lim X- JlAn] YK im BLX - 1, ] & 1im E[EIX | 61 14 ]

FECB(lim EX | 61+ 14,] = E[lim BIX | 61 Lo,

paje U,enA, € A. |
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Sljedeci teorem daje ogradu na varijabilnost od Z = g(Xj, ..., X,) preko varijabilnosti
u svakoj pojedinoj varijabli X;.

Teorem 3.2. Neka su Xy, ..., X, nezavisne slucajne varijable i neka je g: R" — R Borelova
funkcija. Uvedimo oznake Z = g(X) i E;[-] == E[ | X(‘i)]. Ako Z ima konacnu varijancu,
vrijedi

Var(2) < )" B[(Z - B{Z))’].

i=1

Dokaz. Konacnost varijance (pa i oCekivanja) od Z trebat ¢e nam samo da bi sva uvjetna
ocekivanja bila dobro definirana. Uvedimo oznaku V := Z — E[Z] i definirajmo

Vi=E[Z|X,,....X]1-EIZ|X,,....Xi]l, i=1,....n.

Zbog V, = Z —B[Z | X1,...,X,11i Vi = E[Z | Xi] - B[Z] slijedi
Zv,- —Z_-E[Z]=V.
=1

Takoder, za i < j vrijedi
E|Viv)| = E[viv; | X...... ]
=V, B[V, | Xi..... Xi]
= Vi BE|Z | Xi.....X)| - E[Z] X0 X ] | X0 X
=V,-(EB[Z|Xi,....X]1-E[Z| X,,....Xi])
= 0.

Racunanjem ocekivanja dobivamo E[ViVj] =0zai < j. Sada imamo

5]

i=1

n n

= Y E[v}]+2 ) E[viv)|= > B[V}

i=1 i<j ‘/—’0 i=1

Var(Z) = Var(V) = ]E[Vz] =E

Kako je o(Ei[Z], X1, ..., Xi-1) € o(X;: j # i), slijedi da su o(E;[Z], X, ..., Xi-1) 1 (X))
nezavisne, pa iz prethodne leme slijedi

Bl
E[EJ(Z] | Xi,.... Xioe, Xi] = B[EAZ] | X1, ... Xie] =EBIZ | Xy, ... X0l (32)
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Sada imamo

V?=(E[Z|X,,....X)| —EIZ| X1,....Xi1])
2 (E[Z | X1, ..., X:] - E[Ei[Z] |X1,...,Xi])2
=E[Z-E[Z]| X\,.... X’
<E[(Z - Elz1) | Xi,.... X

Gdje zadnja nejednakost slijedi iz Jensenove nejednakosti za uvjetno ocCekivanje. Sada
racunanjem ocekivanja dobivamo

n n n

Var(z) = 3 B[] < >’ E[E[(Z ~BAZ1) | X1, ,x,.]] =Y E[z-Elz)]. o

i=1 i=1 i=1

Lako pokazemo da nejednakost iz prethodnog teorema vrijedi i ako E;[Z] zamijenimo
s proizvoljnom o (X;: j # i)-izmjerivom sluajnom varijablom.

Korolar 3.3. Uz oznake kao u prethodnom teoremu, neka su Z,, . . .,Z, slucajne varijable
s konacnom varijancom takve da je Z; izmjeriva u odnosu na o(X;: j # i), za svaki i =
1,...,n. Tada vrijedi

n

Var(2) < ) B|(Z - 7]
i=1
Dokaz. Prisjetimo se da je za integrabilnu slucajnu varijablu uvjetno ocekivanje ujedno i
projekcija na odgovarajuci potprostor. Konkretno, za svaki i = 1,...,n vrijedi da je Z
projekcija slucajne varijable Z € L*(Q, F,P) na potprostor L*(Q,o(X;: j # i),P). Zato
vrijedi
E|(z-Z)'|<E|Z-2z)|
Sada vidimo da je nejednakost posljedica prethodnog teorema. O
Iz prethodnog teorema lako slijedi i Efron-Steinova nejednakost.

Teorem 3.4 (Efron-Stein). Neka su Xi,...,X, nezavisne slucajne varijable i neka su
Xi,..., X nezavisne kopije od Xi,...,X, redom. Uz oznake kao u prethodnom teoremu
1Z = gXy,...,Xio1, X!, Xjs1, ..., X)) vrijedi

n

Var(Z) < % > E|z-2z)

i=1
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Dokaz. Fiksirajmo i € {1,...,n}. Zbog nezavisnosti vrijedi da su Z i Z! uvjetno nezavisne
u odnosu na o/(X;: j # i), pa vrijedi E,[ZZ] = E;|Z]|E,[Z!]. Takoder, zbog nezavisnosti i
jednake distribuiranosti X; i X/ vrijedi da je E;[Z] = E/[Z]] i E/[Z*] = E/[Z/*]. Zato je
E|(Z - )| = Bi|2*| + B 27| - 2B 2Z]
= E| 2’| + B[ 2P| - 2B(ZIE/(Z]]
= 2E, [zz] ) AVAR
= 2E,|(Z - E{21].

Racunanjem ocekivanja i uvrstavanjem u prethodni teorem dobivamo

B2 ¢ SRR 2
Var(Z) < ;E[(Z—Ei[Z]) | = 5;E[(Z—Zi) | O
Napomena 3.5. Ako su Xy, ..., X, nezavisne slucajne varijable s konacnom varijancom,

za Z = )\, X; postiZe se jednakost u Efron-Steinovoj nejednakosti. To nam govori da su
sume, u nekom smislu, minimalno koncentrirane medu svim funkcijama nezavisnih slucaj-
nih varijabli.

3.2 Omedene razlike

Vidjeli smo da varijabilnost od Z = g(Xi, ..., X,,) moZemo ograniciti preko sume varijabil-
nosti u svakoj pojedinoj varijabli. U ovom odjeljku bavimo se slucajem kada je varijabil-
nost funkcije g u svakoj varijabli ogranicena.

Definicija 3.6. Neka je X skup i g: R" — R. Za g kaZemo da ima svojstvo omedenih

razlika ako postoje konstante c, . ..,c, > 0 takve da vrijedi
sup |g(x1,...,x,~,...,x,,) —g(x1, .. Xy x| <S¢ zasvakiie{l,...,n}. (3.3)
X1y Xp ER
xjeR

Lako vidimo da g ima svojstvo omedenih razlika ako i samo ako je ograni¢ena, a znamo
da za ograni¢enu slucajnu varijablu Z moZemo lako dobiti ogradu na varijancu i eksponen-
cijalnu ogradu na repove. To znaci da ¢e nam svojstvo omedenih razlika biti korisno samo
ako su konstante (c;)7_, netrivijalne. Da bismo svojstvo omedenih razlika iskoristili na
optimalan nacin, trebat ¢e nam sljedeca lema.

Lema 3.7. Neka su X,Y nezavisni slucajni vektori s vrijednostima u R™,R" redom. Neka
je f: R"xXR" = R Borelova funkcija takva da sve x € R™ i y,y" € R" vrijedi

|f(x,)’) - f(x’y,)l < C,
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za neki C > 0. Tada postoje o(X)-izmjerive slucajne varijable L i U takve da vrijedi
U-LLCiLLf(X,Y)<Ug.s.

Dokaz. U vjerojatnosnom prostoru (R”, B(R"), Py) definirajmo [, u: R" — R
[(x) := ess inf f(x,y) = supla € R: By({y € R": f(x,y) <a}) = 0} = inf f(x,y)
yeRr” Yer"

u(x) :=esssup f(x,y) = infla € R: Py({y € R": f(x,y) > a}) = 0} < sup f(x,y).

yeR" yER"

Neka je z € R proizvoljan. Zbog nezavisnosti, po Tonellijevom teoremu vrijedi da je
funkcija

X Lixerr: f(ry)>0dPy(y) = Py(y € R": f(x,y) > 2)
Rn
Borelova. Zato je Borelov 1 skup
{(xeR": u(x)>c}={xeR": Py(y e R": f(x,y) >2z) > 0}.

Kako je z bio proizvoljan, slijedi da je u Borelova. Analogno dobijemo da je i / Borelova.
Definirajmo L = I(X) i U = u(X). To su ocito o(X)-izmjerive sluCajne varijable. Za svaki
x € R™ imamo

u(x) — l(x) = esssup f(x,y) —essinf f(x,y) < sup f(x,y) — inf f(x,y) <C,
yeR”" YyER" yeR? yeR"

paje zato U — L < C. Takoder vrijedi

m

P(f(X,Y)<U) = f Py(y e R": f(x,y) < u(x))dPx(x) = 1.

Analogno dobijemo i P(f(X,Y) > L) = 1. O

Koristeci rezultate iz prethodnog odjeljka lako dobijemo sljedeci rezultat. Ako je Z
suma n nezavisnih simetri¢nih Bernoullijevih varijabli X;, lako vidimo da se postiZe jedna-
kost, pa je nejednakost oStra.

Korolar 3.8. Neka funkcija g ima svojstvo omedenih razlika s konstantama (c;)!_,. Tada
vrijedi

1 2
Var(Z) < 1 Z c;.

i=1

Dokaz. Po Lemi zasvakii € {1,...,n} postoje o(X;: j # i)-izmjerive sluCajne varija-
ble L; 1 U; takve da g.s. vrijedi U; — L; < ¢; i

L <gX)<U,.
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Definirajmo Z; = L’;U" co(X;: j#1). Iz Korolaraslijedi

Var(Z) < Z B[z -2)] < Z E[( Ui - L )Z] < 411 .n . o

i=1 i=1

Sljedeci teorem daje eksponencijalnu ogradu za repove varijable Z, a ujedno je i gene-
ralizacija Hoeffdingove nejednakosti za opCenite funkcije slucanih varijabli g(Xi, ..., X,).

Teorem 3.9 (McDiarmid). Neka funkcija g ima svojstvo omedenih razlika s konstantama

(c).,. Tada za t > O vrijedi

-2¢2
P(Z-E[Z] =21 < exp(Z 2)

i=1

2
i=1%;

212
P(Z -E[Z] £ —-1) < exp(zn )

Dokaz. Kao u dokazu Teorema 3.2} zapisimo Z — E[Z] kao sumu
Z-E[Z)= )V, (3.4)
i=1

gdje je
Vi = E[Zle,,X,] _E[ZIXI’---aXi—l], i= 1,...,I’l.
Tadaje V; = hi(X,,..., X)) g.s., gdje je h;: R — R Borelova funkcija dana sa

hi(xi,...,
Ln I(f(g(xl,..., Xis s Xn) —g(xl,...,y,...,xn))dPx,(y))dPxM(Xm)--~dPxn(xn).
Zato je
|hi(X1, ces X)) = hi(xq, . x;)|
fﬂl|g(xl,~--,xi,--.,xn)—g(xl,...,x;,...,x,,)

<c¢.

dPx,,, (Xis1) . .. dPx, (x,)

Sada po Lemi [3.7]postoje slucajne varijable L;, U; € o(Xj, ..., X;_)) takve daje U;—L; < ¢;
iL; <V, <U gs. Kako je E[V; | Xy,...,Xi.1] = 0, iz Leme dobivamo da za svaki
s € R vrijedi

20U — L)? 20,2
E[e‘v" | X,... ,X,-_l] < exp(%) < exp(%). (3.5)
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Sada za svaki s > 0 imamo

E[ es(z_E[zD]@ E[ ST v,]
E[E[eZ5 Y | X1, X ]
E|e* X V[

_ Xiveoo X,
s2S 2
< exp(%).

Preostaje jo$ primijeniti Chernoffljevu metodu. Zat > 0i s* = <~ imamo

i=1 €

s*(Z—E[Z]) N2 2
e Ele S i €3 -2
P(Z-E[Z]>1) < | ]S%pLini—ft:wp———.
e 8 P

Ograda za lijevi rep slijedi ponavljanem istih argumenata za —Z. O
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Navedimo nekoliko primjena dobivenih koncentracijskih nejednakosti na funkcijama
nezavisnih varijabli sa svojstvom omedenih razlika.

Primjer 3.10 (Procjena gustoée metodom jezgri). Neka je Xi, ..., X, slucajni uzorak iz
distribucije s funkcijom gustoce f. Procjena gustoce metodom jezgri je

1 - )C—Xl'
fn(x)znhn;K( ™ )

gdje je K nenegativna izmjeriva funkcija za koju vrijedi fRKd/l = 11ih, > 0 parametar
zagladivanja koji moZe ovisiti o velicini uzorka.

--- f()
_fn(x)

Slika 3.1: Procjena gusto¢e metodom jezgri za uzorak duljine n = 100

1

Xz .
iz N(0, 1) koriste¢i normalnu jezgru K(x) = ﬁe‘T 1 hyp0 = 3.

Kvalitetu procjene metodom jezgri moZemo mjeriti L, greskom
Z,=gX,....X,) = flf(X) = [u(OldA(x).
R
Lako vidimo da vrijedi da za proizvoljan Borelov skup A, po tockama vrijedi

flf—fnld/l: 2f (f - f)dd > 2f (f - f)dd > 2f(f—fn)d/l,
R {f>fu} (f>f1NA A

a jednakost se postize za A = {x e R: f(x) > f,(x)}. Zato je

fR If—ﬁldﬂ=2Al§3rgov( fA fda - fA fncm),
- = —

Vjerojatnost Procjena
skupa A vjerojatnosti
skupa A
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sto pokazuje da ako je L, greska mala, procjene vjerojatnosti ¢e biti dobre. Lako vidimo
dazasvei=1,...,nvrijedi

n n Q)
,. 1 — X 1 X=X
lg(x) - gx™)| < fR f@) = o ;] K( B ’) - ‘f(X) - ;] K( . ] dA(x)
1 X = X X=X
S fRK( I ) - K( I )‘d/l(x)
1 X = X; X=X
[ [
_2 I I
=
Sada odmah iz[3.8 dobivamo
1 &2 1
Var(z,) < Z(;) = (3.6)

i=1
dok iz McDiarmidove nejednakosti za t > 0 slijedi
P(Z - E[Z]| > 1) < 2¢7" 12,

U [2| Chapter 5, Theorem 2] pokazano je da ako je jezgra K parna, ogranic¢ena i ima
kompaktan nosac, onda vrijedi

liminf n3E[Z,] > C > 0,

n—oo

gdje je C apsolutna konstanta. Posebno, slijedi

VnE[Z,] — co. (3.7)

n—oo

Sada koristeci Cebisevljevu nejednakost, dobivamo da za svaki € > 0 vrijedi

v/ Z 11 :
P(' L 1‘ ze)zpqzn—E[Znu > E[Z,]) < &)2 @—2- -
ElZ,] e’E[Z,] & nE[Z,]

Dakle, 1% —=> 1 po vjerojatnosti. To svojstvo niza varijabli (Z,), zovemo relativna

stabilnost, a interpretacija je da se L, greska asimptotski ponaSa kao njeno ocekivanje, pa
je u odredenim primjenama dovoljno analizirati ocekivanja E[Z,].
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Primjer 3.11. Neka su X, Xy, ..., X, nezavisne, jednako distribuirane slucajne varijable s
vrijednostima u skupi X. Neka je A C P(X) familija podskupova od X. Uvedimo oznaku
= Px za distribuciju od X i oznacimo sa p,, empirijsku distribuciju

1 n
nA) = 5 ) D

Vazna velic¢ina u teoriji statistockog ucenja je

1 n
Z = suplu,(4) — p(A)| = sup|~ > 14(X;) — E[1A(X)]|
AeA AeAN =

i=

Ako P(Z > &) —= 0 uniformno po svim u za svaki € > 0, kaZemo da je A uniformna
Glivenko-Cantellijeva klasa (vidi Definiciju[l.9). Primijetimo da neovisno o tome kakva
je familija A, ako promijenimo vrijednost jednog X,, Z ¢e se promijeniti najvise za % paiz
Korolara[3.8) slijedi

1
Var(Z) < —.
ar(2) < 4n
Takoder, iz McDiarmidove nejednakosti za t > 0 imamo eksponencijalnu ogradu na rep
P(Z - E[Z]| > 1) < 27"

PokaZimo sada da iz Efron-Steinove nejednakosti moZemo dobiti opcenitiju i bolju ogradu
na varijancu. Neka je ¥ familija Borelovih funkcija f: X — R. Deﬁnirajmo[]

i fX))

J=1

Z = sup
feF

:g(Xl,...,Xn).

2 2
Primijetimo da su zbog simetrije (Z -Z ) 1 (72} i (Zl’ - Z) 1 (22} jednako distribuirane.

4
Zato Efron-Steinovu nejednakost moZemo zapisati kao

n n

Var(Z) < % D E|@ -7 =) BlZ-2) 1) (3.8)

i=1 i=1

Kada radimo sa supremumom slu¢ajnih varijabli po skupu koji moZe biti neprebrojiv, ne¢emo se baviti
pitanjima izmjerivosti. Na mjestima gdje je potrebna izmjerivost od sup,.; X; dovoljno je dodati pretpostavku
o separabilnosti metrickog prostora ({X,: te T}, ||'||Lm(1p=)), jer je onda supremum g.s. jednak supremumu po
gustom prebrojivom podskupu.
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Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da se supremum iz definicije od Z postiZe u slucajnoj
funkciji f*, odnosno da je Z = |2?21 f*(X,-)|. Tada vrijedi

DX
j=1
< (fXD) = [ XD Uy
< (f'(X) - 1 XD

2

D FX)+ XD

J#l

ﬂ{z;<z}

(Z- Zi,)zﬂ{Z,kZ} < [

Zato vrijedi
Var(Z) < E Z(f*(Xi) - f*(Xf))zl
=1

< Blsup ) (f(X) - f(X{))ﬂ

| feF o1

< E[sup Z 2(f(x)* + f(X{)z)}

| feF =T

< ZE[sup D SX) +sup > f(X£)2]

feF i feF i
=4E[sup » f(X)*|. (3.9)
fer Zl

Slicno se pokaZe da ista nejednakost vrijedi ako Z definiramo bez apsolutne vrijednosti

Var|

sup i Ji0.0%

VS

sup Z f(xj)) <4E

feF 4

Ako funkcije u F poprimaju vrijednosti u [-1, 1], iz Korolara[3.8smo odmah mogli zaklju-
¢iti Var(Z) < n. Kako je supremum izvan sume u (3.9), nova ograda na varijancu moZe
biti puno bolja. Dodatna prednost je da za (3.9) nije potrebna pretpostavka ogranicenosti
Sfunkcija u F.

Primjer 3.12 (Minimum empirijskog rizika). Prisjetimo se definicija funkcije gubitka i
empirijskog rizika iz [I} poglavlja. Neka je | funkcija 0-1 gubitka. Pretpostavimo, radi
Jjednostavnosti, da se postiZe minimum empirijskog rizika

R, = minR,
min @)
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Neka se minimum postiZe u slucajnoj funkciji fxy. Jasno je da je R, funkcija P| slucajnog

uzorka
n

N 1
Ry=~ > l(fxx(X).Y) = g(X.Y).

i=1

Promotrimo $to se dogodi ako zamijenimo Xy i Y sa X; i Y}, redom

n n

1 1
gX,Y) = - Z I(fxy(X),Y;) < p Z I(fxo yo (X), Y:)

i=1 i=1

o 1 1
= g(X(’), Y(’)) - Zl(fX”),Y“) X)), Y))+ Zl(fXU),Y(i)(Xi), Y))

IA

i i 1
g(Xx?, Y?) + ~.

Analogno imamo i
S 1
g(X(’), Y(’)) <gX,Y) + —.
n

Efron-Steinova nejednakost i Korolar[3.8|vrijede i za slucajne vektore, pa Korolar[3.8 mo-

Zemo primijeniti na R,, koja je funkcija slucajnih vektora (X1, Y1), ..., (X,, Y,) i dobivamo
A 1

Var(R,) < —. 3.10

ar(R,) < (3.10)

Sli¢no, iz McDiarmidove nejednakosti za t > 0 imamo eksponencijalnu ogradu na rep

d
PokaZimo sada kako iz Efron-Steinove nejednakosti moZemo dobiti bolju ogradu na vari-
jancu. Neka je Z = nR,, i neka su Z! definirane kao u Teoremu to jest

R, - E[R,,]

> t) < 22,

Zi= r}pg,{}Z (X)), Y)) + IFXD, YD) |,
gdje su(X{,Y)), ..., (X, Y,) nezavisne kopije od (X, Y1), ..., (X,, Y,,). Kao u Primjeru3.11]

n’ n
dobijemo
n

Var(Z) < Z E[(Z -Z )zﬂ{z;ﬂ}]'

i=1

2Da bismo zadovoljili tehni¢ke pretpostavke izmjerivosti koje ée nam trebati, dovoljno je pretpostaviti
da je ¥ konacna.
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Oznacimo sa f,, funkciju koja minimizira empirijski rizik, dakle vrijedi Z = 3_; I(f;(X;), Y).
Primijetimo da vrijedi

(z>7)c {Z WX, Y + 1D, YD) > D I, Y;)}
J#i =1
= {I(f, (X)), Y)) > I(f, (X)), YD)}
< I, (X)), Yy = 0}.
Sada slicno kao u Primjeru[3.11|imamo
(Z = Z)Uyozy < LD, YD) = LEXD, YD)V Dy < WD, YD L=
Zato vrijedi

D B[22 Ly < B UHED, Y )ﬂ{xf;(xi),n)—m}
i=1 L i=1
= B|B > I XD, YD Tugcxoro=o

i=1

o

=B Z Luzxnro=o BL D, YD) | X, Y] }
i=1

:f)(xy I (X),y)dp(xlf,Y;)(X»Y):R(f;)

< nE[R(f;)]-
Dakle, iz Efron-Steinove nejednakosti slijedi

A 1 E|R(f:
Var(R,) = = Var(Z) < EIRGDI (3.11)
n n
Ova ograda na varijancu moZe dati znatno poboljSanje u odnosu na (3.10) kad god je
E[R(f))] < ‘—1‘, a to je Cesto slucaj kod binarne klasifikacije. Na primjer, imamo

R(f5) = R, — R.(f)) = R(f)) < R, + suplR.(f) — R(F)I.

fer
Kasnije ¢emo u dokazu Teorema pokazati da vrijedi

E[supuen(f) - R(f)l] < (XD (3.12)
feF n

kad god F ima konacnu VC dimenziju. Zato e vrijediti ograda

va() D E[R,| X E[sup . IR.(f) = R e E|R,| , e

n n n n3/2

Kada je Y = {0, 1}, minimum empirijskog rizika na desnoj strani cesto je manji od }P a
drugi &lan je reda veli¢ine n='?, pa je ograda na varijancu obicno bolja od (3.10).
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3.3 Samoomedujuce funkcije

Medu funkcijama sa svojstvom omedenih razlika posebno se izdvajaju samoomedujude
funkcije. Vidjeli smo da je kod funkcija sa svojstvom omedenih razlika varijabilnost u
svakoj varijabli omedena konstantom. Samoomedujuce funkcije imaju dodatno svojstvo
da je zbroj varijabilnosti u svim varijablama omeden odozgo vrijednos¢u same funkcije.

Definicija 3.13. KaZemo da izmjeriva funkcija g: X" — R ima samoomedujuce svojstvo

ako postoje izmjerive funkcije g;: X' - R, i =1,...,n takve da za svake x,,...,x, € X
vrijedi .
0<g(x) —g(x ) <1 (3.13)
i n
> (8 - &i(x)) < g(x). (3.14)

i=1

Jasno je da svaka funkcija sa samoomeduju¢im svojstvom ima i svojstvo omedenih
razlika s konstantama c¢; = 1. Sljedeci korolar daje ogradu za varijancu samoomedujucih
funkcija nezavisnih slu¢ajnih varijabli koja je Cesto bolja od ograde iz Korolara[3.8]

Korolar 3.14. Neka su X, ..., X, nezavisne slucajne varijable i neka Borelova funkcija
g: R" = R ima samoomedujuce svojstvo. Tada za Z = g(X1, ..., X,) vrijedi

Var(Z) < E[Z].

Dokaz. Oznadimo Z; = g,-(X(‘i)). Tada iz definicije samoomedujuceg svojstva imamo
> @-zy<z
i=1

pa iz Korolara [3.3|slijedi tvrdnja. O

Navedimo nekoliko tipi¢nih primjera funkcija sa samoomeduju¢im svojstvom koje se
pojavljuju u teoriji statistickog ucenja.

Primjer 3.15 (Empirijski procesi). Neka je ¥ familija izmjerivih funkcija f: X — [0, 1].
U Primjeru[3.11|pokazali smo ograde za varijancu od Z = g(X), gdje je

(x) =s (x)).
8 fggjzz;f Xj
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Procese oblika (Z?zl f(X j))fgt Jjos zovemo empirijski procesi. Neka je

gi(x7) = sup > f(x).

fer J#EL
Kako za svaku f € F vrijedi
Zﬂm<2ﬂm<2ﬂm+1
J#i i
racunanjem supremuma po svim f € F dobijemo (3.13)). Takoder vrijedi
2 )=~ 122ﬁm>
J=1 i=1 j#i
iz Cega racunanjem supremuma po svim f € ¥ dobijemo

WZZN% AZWZMF_ g&%

i=1 j#i i=1 j¢l =1

g(x) =

Sto je ekvivalentno (3.14). Dakle, g ima samaomed‘ujuée svojstvo, pa vrijedi Var(Z) < E[Z]
§to moZe biti bolje od ograde Var(Z) < % koju dobijemo iz Korolara|3.§ -

Primjer 3.16 (Rademacherova usrednjenja). Neka su Xy, ...,X,,071,...,0, nezavisne slu-
Cajne varijable takve da o, . . . , 0, imaju Rademacherovu distribuciju. Neka je F familija
izmjerivih funkcija f: X — [—1, 1]. Uvjetno Rademacherovo usrednjenje definiramo kao

SUPZO'jf(X)

fer 4

=:¢(X)

Za razliku od Rademacherove kompleksnosti (vidi Definiciju [I.8), Z je funkcija slucajnih
varijabli Xy, ..., X, Sto znaci da ovisi o uzorku. PokaZimo da g ima samoomedujuce svoj-
stvo. Definirajmo

Z: = X( i)

E|sup Z o;f(X;)

fer JEI

supZ o f(X;)

e J#i

=g (X(*i))
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Neka je @™ = (ay, ..., a;i-1, a1, ..., a,) € {—1, 1)t proizvoljan. Ocito vrijedi
D aif(x) = Z D aif(x)).
J#i aie(-1,1} j=1

Izracunamo li u gornjoj jednakosti supremum po svim f € F i zatim aritmeticku sredinu
po svim a'™ € {~1, Y dobijemo

gi(x(—i)) - % Z supZa]f(x]) = — Z sup Z }Zn;afjf(xj)
A} =

a-def-1,1)"! fer J# a(‘i)e{—l,l}”’l TEF aie(-1,1

IA
‘\§|~

sup Z a;f(x) = g(x).

y JEF 7

Takoder, za svaki a € {—1, 1}" vrijedi
Z a;f () < Y aifx) + 1,
JEi

iz Cega racunanjem supremuma po svim f € F i zatim aritmeticke sredine po svim « €
{-1,1}", dobijemo

1
0= 3 Z supZa,f(x,) < Y sup Y41 = g(x )+ 1.
fe?_ Q’E{ 11" feF J#i
Slicno kao u prethodnom primjeru, imamo
Sayfe) = 33 a s
J=1 i=1 j#i

pa opet racunanjem supremuma po svim f € F i zatim aritmeticke sredine po svim a €
{—1, 1}" dobijemo

g = —— o > wpd N aifys—— L 5T S Y aseny

ae{-1,1}" n fEF 5 J#L ae{-1,1}" i=1 fef J#
n

_ ni 1 2i S sup Y ayf)| = ¢(x).

i=1 acl—11y 1€ Tz i=1
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Dakle, g ima samoomedujuce svojstvo pa iz Korolara 3.8] i 3.14] slijedi Var(Z) < 7 i
Var(Z) < E[Z]. Posebno, ako su X,,...,X, jednako distribuirane i ako je ¥ C {0, I
familija klasifikatora konacne VC dimenzije ve(F) > 1, iz Teorema Ce slijediti

Z o f || 2 Vve@om,

Sto je za vece uzorke puno bolja ograda od Var(Z) < ﬁ.

Var(Z) < E[Z] sup Z o f(X)| <E

sup
rer |4

Jedna klasa samoomedujucih funkcija koja se pojavljuje u brojnim primjenama su ta-
kozvane konfigurancijske funkcije, a tipican je primjer VC dimenzija u odnosu na uzorak.

Definicija 3.17 (Konfiguracijska funkcija). Neka je X skup. Svojstvo P definiramo preko
niza skupiva (P,),.,, P, € X" i kaZemo da niz (x, ..., x,) € X" zadovoljava svojstvo P ako
je (x1,...,x,) € P,. Dodatno pretpostavljamo da ako neki niz ima svojstvo P, onda ga ima
i svaki njegov podniz. Konfiguracijska funkcija g,: X" — Ny svojstva P preslikava nizove
(x1,...,X,) u duljinu najduljeg podniza koji ima svojstvo P.

Korolar 3.18. Neka su X, ..., X, nezavisne slucajne varijable i neka je g, konfiguracijska
funkcija nekog svojstva P. Tada za Z = g,(X) vrijedi

Var(Z) < E[Z].
Dokaz. Vidi [4, Corollary 3]. |

Primjer 3.19 (VC dimenzija u odnosu na uzorak). Neka je X neki skup. Za A C P(X) i
x € X" definiramo trag od ‘A na X kao

tr(xy,...,x) ={AN{x,...,x,}: A €A}

Definiramo jos i T(x) = |tr(x)|. KaZemo da se x moZe rastaviti sa A ako je T(x) = 2". VC
dimenziju od A u odnosu na X, oznaka D(X), definiramo kao duljinu najveceg podniza od
(x1,...,X,) koji se moZe rastaviti sa A. Primijetimo da su uvedeni pojam rastavljanja i
VC dimenzije "uzoracke" verzije pojmova iz[I} poglavlja. Iz definicije je jasno da je D(x)
konfiguracijska funkcija za svojstvo rastavljanja. Zato za nezavisne slucajne varijable
Xi,..., X, s vrijednostima u X, slucajna VC dimenzija D(X) zadovoljava

Var(D(X)) < E[D(X)].
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3.4 Koncentracija produktne mjere

U ovom odjeljku iznosimo nekoliko rezultata koji govore o koncentraciji produktne mjere
oko skupova. Rezultati iz ovog odjeljka spadaju pod izoperimetarski pristup koncentracij-
skim nejednakostima koji je razvio Michel Talagrand, a neke rezultate moZemo pokazati i
pomocu prethodnih rezultata iz ovog poglavlja. Koristit cemo Hammingovu udaljenost.

Definicija 3.20 (Hammingova i konveksna udaljenost). Neka je X skup. Hammingovu
udaljenost X,y € X" definiramo kao broj koordinata na kojima se razlikuju

dxy)=lie{l,...onp:x#yll= > L.

i Xi#yi

Za vektor nenegativnih teZina a € [0, co0)" definiramo teZinsku Hammingovu udaljenost kao

do(x,y)= ) .

i: Xi#yi
Definiramo i Hammingovu udaljenost x € X" od skupa A C X" kao
d(x,A) = mind(X,y)
yeA

da(X, A) = mind, (X, y)
yeA

Konveksnu udaljenost definiramo kao maksimalnu teZinsku Hammingovu udaljenost

dr(x,A) = sup d,(x,A).

a€[0,00)": [la,=1

Teorem 3.21. Neka su Xi,...,X, nezavisne slucajne varijable s vrijednostima u X. Za
svaki izmjerivi skup A € X" i svaki t > 0 vrijedi

P

n 1 2
dX,A) >t —1 < e,
( )‘*'204mm”—e

Dokaz. Primijetimo da ako promijenimo jednu koordinatu od x, vrijednost d(x, A) se moZe
promijeniti najviSe za 1. Zato iz Teorema [3.9|slijedi

P(E[d(X,A))] — d(X,A) > 1) < e 2/,
Uvrstimo 1i ¢ = E[d(X, A))], imamo

Px(A) = P(d(X, A) < 0) = P(E[d(X, A))] — d(X, A) > E[d(X, A))]) < e EdXANF/n,
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1z cega SllJedl
’ 2 E X(‘ ‘) ’

pa ponovnim koriStenjem Teorema [3.9]dobivamo

P

1 2
AR =0 g“#ﬁggnspw@unzt+HﬂXA»DsaﬂM o

Uzmemo li u prethodnom teoremu skup A takav da je P(A) = e™*it = 5 +/n, dobivamo
P(d(X,A) 2 10vn) < ™.

Gornja nejednakost za veliki n daje iznenadujuci rezultat, jer nam govori da su produk-
tne mjere u visokodimenzionalnim prostorima koncentrirane oko skupova koji imaju malu
vjerojatnost.

Primjer 3.22 (Omedene razlike i koncentracija oko medijana). Neka su Xi,..., X, neza-
visne slucajne varijable s vrijednostima u X. Pretpostavimo da izmjeriva funkcija g: X" —
R ima svojstvo omedenih razlika s konstantama c; = 1, radi jednostavnosti. Neka je A =
{x € X": g(x) < M[Z]}, gdje smo sa M|Z] oznacili medijan slucajne varijable Z = g(X).
Po definiciji medijana je Px(A) > % pa primjenom postupka iz gornjeg dokaza na Z—-M|[Z]
umjesto d(X, A) dobivamo

P(Z ~M[Z] >t + , /’% 10g(2)) <e 2,

Nejednakost ima slican oblik kao McDiarmidova nejednakost, ali s medijanom umjesto
ocekivanja. Koncentracija varijable oko medijana nije iznenadujuca, jer znamo da udalje-
nost izmedu ocekivanja i medijana nije veca od standardne devijacije

[ELZ) - MIZ)| < BIZ - MIZ]|] = min E[IZ - 2I) < B2~ B[zl ‘< [ - E(2)7]

Takoder, ako je Z koncentrirana oko medijana, medijan Ce biti blizu ocekivanja
|E[Z] — M[Z]| < E[|Z - M[Z]]] = f P(|Z — M[Z]| = r)dt.
0

Ponovimo li argumente iz dokaza Teorema [3.21]za d,, ||e|l, = 1, dobijemo

P(da(X, A)>1t+ _w] < o2
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Oznacimo u = w/—w. Zat > u vrijedi

P(d, (X, A) > 1) < e 20,

Primijetimo da za t < 2u = /-21og(Px(A)) vrijedi Px(A) < e—ﬂ/z’ dok za t > 2u vrijedi
P(dy(X,A) > 1) < e 27" < ¢/, Dakle, imamo

min{PX(A), sup P(da(X,A)Zt)}Se_’Z/Z.

€[0,00): [lellp=1

Sljedeci Teorem govori da gornja nejednakost vrijedi Cak i kada supremum stavimo unutar
vjerojatnosti.

Teorem 3.23 (Nejednakost konveksne udaljenosti). Neka su X, ..., X, nezavisne slucajne
varijable s vrijednostima u X i neka je A C X" izmjeriv takav da je Px(A) > % Za svaki
t > 0 vrijedi

min{Px(A), P(dr (X, A) > D)} < e/,

Dokaz. Vidi [4], Theorem 22]. O



Poglavlje 4

Metoda entropije

U ovom poglavlju takoder ¢emo se baviti funkcijama nezavisnih slucajnih varijabli Z =
g(Xi,...,X,). Koristeci rezultate iz teorije informacija, pokazat cemo nejednakost sli¢nu
Efron-Steinovoj nejendakosti. Zatim ¢emo metodom entropije pokazati kako se mogu do-
biti eksponencijalne koncentracijske nejednakosti za Z. Nastavit ¢emo s oznakama iz pret-
hodnog poglavlja.

Definicija 4.1 (Entropija). Neka je X diskretna slucajna varijabla s vrijednostima u pre-
brojivom skupu X. Oznacimo njenu funkciju gustoce sa fx(x) := P(X = x). Entropija od X
Jednaka je
H(X) = B[~ log(fx(X)] = = ) fx(x) log(fx(x)),
xeX
gdje racunamo 0 - 1log(0) = 0, jer je lim,_o, xlog(x) = 0. Entropiju diskretnog slucajnog
vektora (X,Y) oznacavamo sa H(X, Y).

Definicija 4.2 (Relativna entropija). Neka su P i Q vjerojatnosti na prebrojivom skupu X.
Relativnu entropiju izmedu P i Q definiramo EI kao

MM@=Zﬁmm@8)
xeX

Znamo da je log(x) < x — 1 1 jednakost se postiZze samo u x = 1. Zato vrijedi

~ mm) (M) )
- _ 1 =0,
D(P || 0) éﬁmo@“ ;ﬁoﬁu

!Definicija ima smisla samo ako je fp(x) = 0 kad god je fo(x) = 0, §to znaci da vjerojatnost P mora biti
apsolutno neprekidna u odnosu na Q.

50
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pa je relativna entropija nenegativna i jednaka nuli ako i samo ako je P = Q. Posebno,
ako su X 1 Y slucajne varijable s vrijednostima na kona¢nom skupu X i distribucija od Y je
uniformna na X, vrijedi 0 < D(Px || Py) = log|X| — H(X) = H(Y) — H(X). To znali da na
kona¢nom skupu X uniformna distribucija ima najvecu entropiju i jednaka je log|X].

Teorem 4.3 (Hanova nejednakost). Neka su X, ..., X, diskretne slucajne varijable. Tada
vrijedi

1 « ,
(=D
HX) < — > H(X).

i=1
Dokaz. Vidi [4], Theorem 10]. |

Teorem 4.4 (Hanova nejednakost za relativne entropije). Neka je X prebrojiv skup, neka su
Py,..., P, vjerojatnosti na X, neka je P = P, X---X P, i neka je Q proizvoljna vjerojatnost
na X". Oznacimo sa P, Q) marginalne vjerojatnosti

Foro(Xts o Xt Xty %) = Y fo(Xs s Xy)

xl-EX
oo (Xt Xty Xty ) = D o1,y ) = D fo (n1) -+ fi, ().
xl'EX x,'GX

Tada vrijedi
1 n —i —i
D@ Pz —— ;D(d || ),

ili ekvivalentno

n

DI P < ) (D@ Py - D(Q™ || P)) (4.1)

i=1
Dokaz. Vidi [4], Theorem 11]. O

Prisjetimo se da smo u Teoremu [3.2|za Z = g(X;, ..., X,) pokazali da vrijedi

n

Var(Z) < ) E[Z - El2)),

i=1

$to uz oznaku ®(x) = x* jo§ moZemo zapisati kao

E[®(Z2)] - (E[Z]) < Z E[E{D(2)] — (E(Z])].
i=1
U nastavku pokazujemo da gornja nejednakost vrijedi i za ®(x) = xlog(x). Posebno,
lijevu stranu nejednakosti ¢emo u tom sluc¢aju mo¢i zapisati kao relativnu entropiju izmedu
distribucije s gustocom g - fx i distribucije od X.
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Teorem 4.5. Neka su Xi,...,X, nezavisne slucajne varijable s vrijednostima u X i neka
je h: X" — (0,00) Borelova. Neka je Y = h(X) i ®(x) = xlog(x). Ako je E[D(Y)] < oo,
vrijedi
E[®(Y))] - O(E[Y]) < Z E[E[®(Y)] - OE[Y]]. (4.2)
i=1
Za nenegativnu slucajnu varijablu Z, velicinu E[®(Z))] — ®(E[Z]) jos zovemo D-entropija
od Z, a svojstvo (4.2) subaditivnost ®-entropije.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo pokazati samo za diskretne slucajne varijable X, ..., X,, a slijedit
¢e iz prethodnog teorema. Za potpuni dokaz tvrdnje vidi [1, Theorem 4.22]. Funkcija ®
je konveksna na (0, co), pa iz Jensenove nejednakosti slijedi da su sva ocekivanja konacna.
Lako vidimo da za ¢ > 0 vrijedi

E[®(cY)] = D(E[cY]) = c(E[D(Y)] — D(E[Y])),

a slicnu jednakost imamo i za uvjetno ocekivanje E;. Zakljucujemo da ako tvrdnja vrijedi
za Y, vrijedit ¢e i za cY, pa BSOMP E[Y] = 1. Neka je P = Px = Px, X --- X Px,. Slijedi
da je mjera Q na X" s gustoCom fp(X) = h(X)fp(X) vjerojatnosna. Zato vrijedi

E[@(Y)] - ®E[Y]) = E[®(Y))] = Z h(x) log(h(x)) fp(x)

xeX"

= > fo®lo g(f o9

=D(Q || P),

pa vrijedi i
E[E[D(Y)]] = E[D(Y)] = D(Q || P).

Takoder imamo

E[QE/[YD] = Py Ze;(h( X) fP(]?((x() ))}fP(—i)(X(_i))
fr(X)
) ;{ | ;h(x)fp(x)) log[xze):( h(x) T f(x( 1)))
f [0 (X(_i) )
= D(Q(—i) ” P(—i))‘

Sada iz (4.1) i dobivenih jednakosti slijedi tvrdnja. O
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Ideja metode entropije za dokazivanje koncentracijskih nejednakosti je da u prethodni
teorem uvrstimo slu¢ajnu varijablu ¥ = ¢*2 > 0 za Z = g(X). Oznacimo funkciju izvodnicu
momenata od Z sa Mz(s) = Ej[e“'z], za koju u nastavku radi jednostavnosti pretpostavljamo
da je konacna. Tada na lijevoj strani nejednakosti imamo

SE|Ze"” | - E|Ze** | log(E[e*?|) = sM}(s) — Mz(s) log(My(s))

sM_,(s) ] M
0 [log(M
_ SZMZ(S)a( og( SZ(S)))'

Iz gornje jednakosti i prethodnog teorema, dobit éemo neku diferencijalnu nejendakost
sa My(s), iz koje ¢emo pokusSati dobiti gornju ogradu na Mz(s). Dalje ¢emo nastaviti s
Chernoffljevom metodom. Da bismo si olaksali posao, prvo ¢emo dodatno ograniciti desnu
stranu nejednakosti iz prethodnog toerema. O tome govore sljedece dvije tvrdnje.

Teorem 4.6 (Logaritamska Sobolevljeva nejednakost). Neka su X, ..., X, nezavisne slu-
Cajne varijable s vrijednostima u X i neka su g: X" — (0, 0), gi: X"' — (0, 00) Borelove
zai€f{l,...,n}. Uz oznake Z = g(X), Z; = gi(X(‘i)), Y(x)=e*"—x—1iseRvrijedi

SE|Ze”| - Ble” | log(E|e]) < Z E|e™W(-s(Z - Z)].
i=1

Dokaz. Vidi [4, Theorem 13]. O

Teorem 4.7 (Simetrizirana logaritamska Sobolevljeva nejednakost). Uz oznake kao u pret-
hodnom teoremu, neka su X/, ..., X, nezavisne kopije od X, ..., X, i neka je Z| = g(X(i)).
Tada za sve s € R vrijedi

n

sfze”] - Ele” ou(ele”]) = 3l vz - 20)]
i=1
Takoder, uz oznaku t(x) = x(e* — 1), za sve s € R vrijedi

n

sB|Ze?| - B|e”?|log(E[e”?]) < > BleZr(=5(Z = )11 ] (4.3)
i=1

SE|Ze”| - Ble” | log(E|e]) < Z E|e"1(s(Z = 2)1 .z (4.4)

i=1

Dokaz. Vidi [4, Theorem 14]. O
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Sada moZemo primijeniti metodu entropije i1 pokazati sljedecu tvrdnju, iz koje Ce slije-
diti eksponencijalne koncentracijske nejednakosti.

Teorem 4.8. Pretpostavimo da postoji konstanta C > 0 takva da g.s. vrijedi
D Z=Z) 1y < C.
i=1

Tada za sve t > 0 vrijedi
2
P(Z-E[Z] > 1) < e
Dokaz. Koristimo oznake kao u Teoremu Neka je s > 0. Primijetimo da za x < 0
vrijedi 7(x) = x(e* — 1) < x?, pa imamo

s8[ze?] - B[] 10g(8]e 7] B

% Z (-s(Z-Z ))H{DZ"’}]

i=1

<E

e? Y HZ-Z)1 {M;}]

i=1
< CsEle”|.
Oznacimo sa Mz(s) = E[e‘z] funkciju izvodnicu momenata od Z. Tada gornju nejednakost
mozemo zapisati kao
sM,(s) — Mz(s)log(M(s)) < Cs*My(s)

a (log(Mz(S))

<C.
ds s )_C

Oznacimo H(s) = w Tada je H'(s) < C. Iz L’Hospitalovog pravila slijedi

log(M. M (s
lim H(s) = lim M) _ M)
s—0+ s—0+ S s—0+ Mz(s)

= E[Z].

Integriranjem dobijemo

log(Mz(s))

- = H(s) = lim H(s) + f H'(dt < E[Z] + Cs,
s—0+ 0

iz Cega slijedi
My(s) < es]E[Z]+Cs2‘

Jo§ samo preostaje primijeniti Chernoffljevu metodu. Za ¢ > 0 vrijedi

My(s) < Cstost $=

P(Z2E[Z]+1) < —= < = P(Z-E[Z] > 1) < "/ o
eS S
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Ako pretpostavimo da g ima svojstvo omedenih razlika s konstantama (c;)?_,, iz gornjeg
teorema dobijemo McDiarmidovu nejednakost, ali s loSijom konstantom od one u Teoremu
[3.9] Pokazimo jednu primjenu prethodnog teorema.

Primjer 4.9 (Najveca svojstvena vrijednost u slu¢ajnoj simetri¢noj matrici). Neka je A
slu¢ajna simetricna realna matrica, Cije su vrijednosti X;j, 1 < i < j < n nezavisne
slucajne varijable i |Xl~’ j| < 1. Neka je Z najveca svojstvena vrijednost matrice A i neka
jev = (vi,...,v,) pripadni slucajni jedinicni svojstveni vektor. Provjerimo prvo da je
funkcija izvodnica momenata od Z konacna. To vrijedi jer je Z ogranicena

n n 2 n n
12 = 11Zvli3 = lAvi; = Z(Z xl.,.vj] < Z[Z xfj](z ] Z Z X:<n
i=1 \ j=1 i=1 \ j=1

i=1 j=1

Poznato je da vrijedi

Z=vAv= max u'Au
ueR™: |lull,=1

Neka je A} ; slucajna simetricna realna matrica koju dobijemo iz A zamjenom X ; (kao i
X;i) s nezavisnom kopijom X .. Neka je Z] ; hajveca svojstvena vrijednost od A; ;. Tada
vrijedi

(Z - , max u'Au—- max u A ul|l,_,
Z>Z UeR": [lull,=1 ueR": [lully=1 0" | Hzez; )

Av =T A W) )

(
= (VT(A — A:J)V)H{Z>Z;’j}

= 20(Xij = X))o
S4|vl-vj|
Zato slijedi
2
> @z-z) DLy <16 > ovbd<ie Y2 —16[ vf] =16
1<i<j<n ’ 1<i<j<n 1<i,j<n i=1

Sada iz Teorema .8 slijedi .
P(Z-E[Z]z1)<e "™

4.1 Samoomedujuce funkcije

Iz prethodnih rezultata slijedit ée eksponencijalne koncentracijske nejednakosti za samo-
omedujuce funkcije, koje smo definirali u prethodnom poglavlju. Metodom entropije moZze
se pokazati sljedeéi teorem.



POGLAVLIJE 4. METODA ENTROPIJE 56

Teorem 4.10. Neka funkcija g ima samoomedujuce svojstvo i neka su

h(u) = (1 + u)log(1 + u) —u
Yy)=e"—-v-—1,
kao u Teoremima (2. 111

(i) Za svaki s € R vrijedi
log(E|e"*##V]) < BIZI¥(s).

(ii) Za svaki t > 0 vrijedi

t £
P(Z - E[Z] > 1) < exp(—E[Z]h(m)) = eXp(_MJ'

(iii) Za svaki 0 < t < E[Z] vrijedi

¢ r
P(Z - E[Z] < -1) < exp(—E[Z]h(—@)) < eXp(_F[Z])'

Dokaz. Vidi [4, Theorem 16]. O

Gornje nejednakosti imaju slican oblik kao Bennetova 1 Bernsteinova nejednakost, a
glavna razlika je da smo Var(Z) zamijenili gornjom ogradom E[Z]. U nastavku definiramo
novu klasu samoomedujuéih funkcija koje zovemo kombinatorne entropije.

Definicija 4.11 (Kombinatorna entropija). Neka su X i Y skupovi, |Y| < oo i neka je
tr: U, X" — U2 P(Y") neko preslikavanje koje svakom x € X" pridruZuje skup tr(x) C
Y". Pretpostavimo da za svaki n € N i svaki x € X" vrijedi

tr(x(_i)) = {y(_i): y € tr(x)}.
Pripadnu kombinatornu entropiju definiramo kao h(x) = log,|tr(x)|, za b > 0.

Lema 4.12. Neka je h, = h|y. : X" — P(Y") restrikcija kombinatorne entropije na X".
Ako vrijedi '
ha(%) = By (x0) < 1,

onda h, ima samoomedujuce svojstvo.
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Dokaz. Nekajex € X" proizvoljan. Iz definicije kombinatorne entropije slijedi 4, (X(_i)) <
h,(x). Dovoljno je joS pokazati da vrijedi

n

Z(hn(x) = hya (X)) < hy(). (4.5)

i=1

NekajeY = (Yy,...,Y,) € Y"slucajan vektor s uniformnom distribucijom na tr(x). Znamo
daje
log(|t H(Y
) < 0TOD _ HOD
log(b) log(b)

Neka je Z9 € Y"~! slu€ajan vektor s uniformnom distribucijom na tr(x(‘i)). Kako i Y

poprima vrijednosti u tr(x(‘i)), a uniformna distribucija maksimizira entropiju, slijedi

Ly HEZ?)  HY)
i) = Tog = Toar

Iz Hanove nejednakost slijedi

_HY 1 RHYY) s
M= 100 < n=1 24 Tog®) S a1 ;h"—l(x( )

a to je upravo (4.5)). o

Primijetimo da je uvjet leme uvijek zadovoljen za b = |Y| < oo, jer vrijedi

tr(x) C {()’1,---»)’;1)3 V155 Yic1 Yixts -+ Vn) € tT(X(_i)),)’i € 3/},

paje |tr(x)| < |Y |‘tr(x("'))’ = logyltr(x)| - logm'tr(x(‘i))' < 1. Iz Teorema [4.10| lagano
dobijemo sljedeci teorem.

Teorem 4.13. Neka je h(x) = log,|tr(x)| kombinatorna entropija takva da za svaki x € X"
vrijedi .
hx) - h(x ) <1, zasvakii=1,....n.

Neka su X1, . .., X, nezavisne slucajne varijable s vrijednostima u X i Z = h(X).

(i) Za svakit > 0 vrijedi

2
P(Z - E[Z] > t) < CXP(—W).
3
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(ii) Za svaki 0 < t < E[Z] vrijedi

2
P(Z - EB[Z] < —1) < exp(— 21é[2] )

(iii) Takoder vrijedi

b —
E[log,|tr(X)]] < log, (E[|tr(X)]]) <

1
@E[logbltr(x)”

Dokaz. 1z prethodne leme slijedi da 4 ima samoomedujuce svojstvo, pa iz Teorema [4.10]
odmah dobijemo prve dvije nejednakosti. Iz istog teorema za s = log(b) slijedi

b-1
(Z-E[Z]) _ — [
log(E[6#7]) < BLZYb ~ Tog(b) ~ 1) = log, Bl < 1~ Ellog, [« Xl
dok nejednakost E[log,|tr(X)|] < log, (E[|tr(X)]]) slijedi iz Jensenove nejednakosti. O

Tipi¢an primjer kombinatorne entropije s kojom se susreCemo u teoriji statistickog uce-
nja je VC entropija.

Primjer 4.14 (VC entropija). Neka je P(X) skup, Y = {0, 1} i neka je A C P(X). Defini-
rajmo preslikavanje tr: U X" — U P(Y")

tr(xl,.. .,.an) = {(]]-A(-xl)’- cey I]_A(Xn))l Ae ﬂ} cy".

Neka je T(x) = |tr(x)|. Jasno je da vrijedi tr(x(‘i)) = {y(‘i): y € tr(x)}, pa je h(x) =
log,(T'(x)) kombinatorna entropija. Kako je

{(LaCxn), ..., LaCxn)): A€ Al = fA N {xy,.. ) A e Al

vidimo da je gore definirana funkcija T (X) jednaka funkciji T (X) iz Primjera[3.19} Funkciju
h(x) = log,(T(x)) zovemo VC entropija, a slucajnu varijablu Z = h(X) zovemo slucajna VC
entropija. Slucajna VC entropija pojavijuje se u brojnim rezultatima u teoriji statistickog
ucenja. Slicna je VC dimenziji, ali daje preciznije rezultate jer ovisi o distribuciji podataka.
Uzmemo li b = |Y| = 2, moZemo primijeniti prethodni teorem i dobijemo da slucajna VC
entropija Z = h(X) zadovoljava navedene eksponencijalne koncentracijske nejednakosti.
Takoder vrijedi

1
E[log, T(X)] < log,(E[T(X)]) < ———E|log, T(X)],
[log, T(X)] < log,(E[T(X)]) < 0e®) [log, T(X)]
Sto pokazuje da su ocekivana slucajna VC entropija i velic¢ina log,(E[|tr(X)|]) usko po-
vezane. Pomocu tih velicina mogu se dati nuzni i dovoljni uvjeti za konzistentnu i brzu
konvergenciju minimizacije empirijskog rizika. Za definicije i detalje vidi [6, Section 2.7].



Poglavlje 5

Supremum slucajnog procesa

U ovom poglavlju pokazat ¢emo koncentracijske nejednakosti za supremum slu¢ajnog pro-
cesa sup,.; X;, konkretnije pokazat ¢emo ograde na oCekivanje supremuma. Glavni rezultat
¢e biti Dudleyeva nejednakost, koja ¢e imati niz korisnih posljedica iz teorije statistiCkog
ucenja, od kojih smo neke ve¢ spomenuli kroz primjere. Kada radimo sa supremumonm,
uvijek se otvara pitanje izmjerivosti. Sljede¢a napomena daje jednostavno rjesenje kada
radimo s ocekivanjem supremuma.

Napomena 5.1. Neka je (X,),cr neki slucajni proces na vjerojatnosnom prostoru (Q, X, P).
Da bismo izbjegli probleme s izmjerivosti kod racunanja supremuma ocekivanja E[sup,. X;],
uvodimo oznaku

E[sup X,] =sup E

teT ScT
|S|<oco

max X,]. (5.1

tes
Gornja oznaka je puno prakti¢nija, a opet Cesto vrijedi E[sup,.; X;] = E[sup,.; X;].
Navedimo nekoliko primjera kada je to slucaj.
(i) Ako T je konacan, izrazi su ocito jednaki.

(i1) Ako je T prebrojiv i sup,.;|X;| integrabilna, izrazi ¢e biti jednaki po Lebesgueovom
teoremu o dominiranoj konvergenciji.

(ii1)) Ako je metri¢ki prostor ({Xt: teThI| Looap)) separabilan, supremum Ce biti jednak
supremumu po gustom prebrojivom podskupu, pa opet ako je sup,.,|X;| integrabilna
vrijedi jednakost.

Osim gore navedenih primjera, uvedena oznaka nam omogucava da radimo s kona¢nim
podfamilijama. O tome govori sljede¢a napomena.

59
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Napomena 5.2. Pretpostavimo da za neku familiju F Zelimo pokazati nejednakost ovog
oblika

ElsupX;| < C-RHS(¥), (5.2)

feF

za neku apsolutnu konstantu C > 0. Ako za desnu stranu nejednakosti vrijedi
RHS(G) < D - RHS(F) VG C F,IG| < o, (5.3)

za neku apsolutnu konstantu D > 0, bit ée dovoljno nejednakost (5.2) pokazati za sve
konacne podfamilije, odnosno da vrijedi

E[magx|Xg|] <C-RHS(@), VGCF.IGl< . (5.4)
g€

Ako pokaZemo da gornja nejednakost vrijedi za sve konacne podfamilije, vrijedit ce

E[magx|Xg|] 2 rus@ € cp rus().
g€

Racunanjem supremuma po svim G C F, |G| < oo slijedit ¢e nejednakost (5.2)) s apsolut-
nom konstantom CD.

Pridruzimo li slu¢ajnom procesu (X;),c; metriku, njegovu kompleksnost moZemo mje-
riti preko brojeva natkrivanja.

Definicija 5.3. Neka je (T,d) metricki prostor. Neka je K C T i neka je € > 0. Za
podskup N C K kaZemo da je e-mreZa za K ako za svaki x € K postoji y € N takav da je
d(x,y) < . Minimalni kardinalitet e-mreZe za K zovemo e-broj natkrivanja i oznacavamo
gasa N(K,d,e).

Vrijedi sljede¢a monotonost brojeva natkrivanja.
Propozicija 5.4 (Monotonost brojeva natkrivanja). Neka je (T, d) metricki prostor.

(i) Ako su 0 < &) < &, tada vrijedi

N(K,d,g) > N(K,d, &). (5.5)

(ii) Akosu LC K C T ie >0, tada vrijedi

N(L,d,2e) < N(K,d, ¢). (5.6)
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Dokaz. Nejednakost (5.5)) je ocita, jer je svaki &-mreZa za K ujedno i &,-mreza za K.
Pokazimo nejednakost (5.6). Neka je &€ > 0 i neka je K minimalni e-mreZa za K, odnosno
takav da vrijedi |[X| = N(K,d,e). Tadaje L C K C UwxK(k,&). Definirajmo K’ :=
{k eK:LNK(k,e) + 0}. Tada opet vrijedi L C Urerc K(k, €). Za svaki k € K, oznat¢imo
sa I, proizvoljan element skupa L N K(k, ) i definirajmo £ = {l;,k € K’} C L. Tada po
nejednakosti trokuta vrijedi

Lc| | Kk e c U K1, 2¢).

K e 1L
Dakle, £ je (2¢)-mreza za L, pa vrijedi
N(L,d,2e) < |L]| < |K'| <|K| = N(K.d, ¢). ]

Sudakovljeva nejednakost daje donju ogradu na ocekivanje supremuma gaussovskog
procesa preko brojeva natrkivanja.

Definicija 5.5 (Gaussovski proces). KaZemo da je slucajni (X,),cr proces gaussovski ako
Jje, za svaki konacan podskup S C T, slucajni vektor (X,),cs normalno distribuiran.

Teorem 5.6 (Sudakov). Neka je (X,),er Gaussovksi slucajani proces s ocekivanjem nula.

Tada vrijedi
E[sup X,] > sup(s V9og N(T,d, 8)),

teT >0

gdje je d metrika na T zadana sa

d(s, 1) = IX; = Xillpe) = /B[(X, - X)°|.

Dokaz. Vidi [[7, Theorem 7.4.1]. O

Veli¢inu log N(T,d, €) iz gornjeg teorema jos zovemo metri¢ka entropija od 7'. U nas-
tavku dajemo sli¢nu gornju ogradu za slucajne procese sa subgaussovskim prirastima.

Definicija 5.7 (Subgaussovski prirasti). Neka je (X,),cr slucajni proces na metrickom pros-
toru (T,d). KaZemo da proces ima subgaussovske priraste ako postoji konstanta K; > 0
takav da vrijedi

IXs = Xilly, < Ky -d(s,t) zasves,teT. 5.7

Procesi sa subgaussovskim prirastima su generalizacija gaussovskih procesa, Sto poka-
zuje sljedeci primjer.
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Primjer 5.8. Neka je (X,),cr gaussovski proces s konstantnim ocekivanjem. Definirajmo
metriku na T sa
dis,t) =X — Xillp2,  s,teT.

Ocito je X, — X, normalno distribuira za svake s,t € T. U Primjeru vidjeli smo da
vrijedi || X — Xilly, < 1Xs — Xilli2@), pa je (Xoier subgaussovski proces.

Dudleyeva nejednakost daje gornju ogradu za ocekivanje supremuma subgaussovskog
procesa preko metricke entropije. Metodu kojom se pokazuje zovemo metoda ulancavanja
(eng. chaining), a ideja je da slucajni proces (X,),c7 aproksimiramo sve finijim g,-mreZama.
Svaki X, aproksimirat ¢emo nizom (X,rk(,))k aproksimacija iz g,-mreza, a zatim ¢emo naci
gornje ograde za razlike izmedu uzastopnih aproksimacija X, ) — Xx,,,. Zbrajanjem tih
ograda dobit éemo gornju ogradu na supremum procesa.

Teorem 5.9 (Dudley, diskretna verzija). Neka je (X,).cr slucajni proces na metrickom pros-
toru (T, d) s ocekivanjem 0 i subgaussovskim prirastima, kao u (5.7). Tada vrijedi

E[sup X;

teT

< Ky ) 2* Vlog N(T, d,27).

keZ

Dokaz. Primijetimodaza$S C T, |S| < oo vrijedi

Ky Z 27 Vlog N(S. d, He K, Z 27* log N(T, d, 27+ )

keZ keZ

= 2K, Z 27 \flog N(T, d, 2),

keZ

pa po Napomeni [5.2] moZemo bez smanjenja opCenitosti pretpostaviti da je 7 konacan.
Definirajmo niz (&x)rez sa & = 27 i oznac¢imo sa T, minimalnu &,-mreZu za T za svaki
k € Z, odnosno takvu da vrijedi |T}x| = N(T,d, &). Tada je (|Ty|)rcz neopadajuéi niz. Kako
je T konacan, postojat e k € Z takav da je Ty jednoclan. Oznacimo sa k; najveci takav k 1
sa ty jedini element skupa T,. Takoder, postoji k, € Z takav da je Ty, = T.
Za svaki t € T, ozna¢imo sa () njoj (bilo koju) najblizu toc¢ku iz Ty. Tada vrijedi

d(t, (1) < &
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Xlrlirl(t) B

Xri, (0
e Xu, i = Xi

Xm‘.1+2(f)

Xy, (0

Slika 5.1: Svaki X, aproksimiramo nizom sve finijih aproksimacija Xy, € E(Xt, &).

Kako je E[X,,] = 0, imamo

E[max X,] = E[max Xt] -E[X,] = E[max X, — Xm] = E[mz}x(X, - X,O)].
te

teT teT teT

Primijetimo da za svaki t € T vrijedi my, (f) = ty 1 7y, () = t. Zato vrijedi

ky
E[max(X, X, ] = max[ E Xty — Xn 1(,)) E ]E[max(X,,k(,) —X,,kl(,))].
teT teT teT
k=ky +1 k=k1 +1

Primijetimo da maksimum u gornjim sumandima moZemo drukcije zapisati

ntlea}x(x”k“) —Xn ) = (%?A(XS - X)), (5.8)

gdje je
Py = A{(m (1), m—1 (D)) : t € T'}.
Zasvaki k > ky je |Ty| > 2, pa vrijedi |Py| > |Ty| > 2. Takoder imamo i gornju ogradu
1Pl < |Tel - Tier| S ITWl> = N(T. d. &) (5.9)

Zasvaki t € T vrijedi

| X — Xnk_l(o”m < Kyd(mi(8), m_1 (1))

< Kq|d(m(0),1) + d(t, 1 ()]
< Ky(ex + &-1)
< 2K &1 (5.10)
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Sada za k > k; moZemo iskoristiti Lemu [2.19]i dobivamo

E I'?EE;‘X(XM(I) - Xﬂ'kl(f)):l@ E[(max (Xs — Xt)]

s,1EP}
< E| max |X; — X,|]
(S,I)GPk
<

C [max 1Xs — Xilly, v1og| Pl
S, k

CAEE ) VBCK 60, \Tog NUT. 2.

Preostaje jos iskoristiti sve pokazane ograde

ky

E[I?EE;XXr <)) E[I{IEI;X(XW) —Xm_mr))]
k:k1+1
ko
GID
< 2V2CK, Z i1 Vog N(T', d, &)

k=k;+1
ky
= 4VICK, Y 2 \Jlog N(T.d.2)

k:k1+l

< @VIOK, Y 27 \Jlog N(T.d, 2%),

kezZ

64

(5.11)

Sumu u diskretnoj verziji Dudleyeve nejednakosti lako moZemo zamijeniti integralom

1 tako dobijemo sljedeci teorem.

Teorem 5.10 (Dudley, integralna verzija). Neka je (X,)er slucajni proces na metrickom
prostoru (T, d) s ocekivanjem O i subgaussovskim prirastima, kao u (3.7). Tada vrijedi

E[SupX,] <K, f Viog N(T, d, e)d A(e).
0

teT
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Dokaz. Slijedi iz diskretne verzije nejednakosti

E[sup X,] < CKy ) 2" \log N(T,d,27%)
teT ez
=2CK; ). f Viog N(T, d, 2 %)dA(e)
ez Y (2F127H

@201@2 f Viog N(T., d, £)dA(e)
ez V@+12H
MEE 20K, f Viog N(T, d, £)dA(e). O
(0,00)

Napomena 5.11. Iz dokaza vidimo da bez pretpostavke o ocekivanju nula vrijedi nejedna-

kost _
iam(7T)
Elsup|Xt — Xo|| $ Ku Viog N(T, d, £)dA(e),
teT 0
za proizvoljan i fiksan ty € T, jer je N(T,d, €) = 1 za € > diam(T). Zato vrijedi i
E[suplX, - Xi|| < E[sup(|X, - X,0| +|X; — X,0|) <E sup|X, - Xt0| + E|sup|X; — Xto|]
s,teT s,teT teT seT

diam(7")

< Ky V9Iog N(T,d, £)dA(¢).

0

Usporedimo ograde iz Sudakovljeve i Dudleyeve nejednakosti za gaussovski proces
(Xer 1d(s, 1) = [I1Xs — Xill2e)

sup(¢ Viog N(T. d. £)) < E[sup xt] < f ) VIog N(T., d, £)dA(e).
0

20 teT

? — /log N(T,d, &)
// 1 Dudley

LLL 1 Sudakov
090956 %

XXXKXXY /.

XXX S
£

Slika 5.2: Usporedba ograda iz Sudakovljeve i Dudleyeve nejednakosti.
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Sudakovljeva nejednakost daje donju ogradu preko povrSine najveceg pravokutnika ko-
jeg mozemo smyjestiti ispod grafa funkcije +/log N(T,d, €), dok Dudleyeva nejednakost
daje gornju ogradu preko povrSine ispod grafa. Ako je X = (Xi,...,X,) ~ N,(0,1,) i
T C R", za kanonski gaussovski proces X; = (X, t),t € T vrijedi dvostrana Sudakovljeva
nejednakost

supe+logN(T,d,e) S E

]

sup X
teT

< log(n) - sup e \/log N(T, d, €),
0

gdje je d(s,t) = [|Xs — Xill2e) = llIs —tll,. Za dokaz vidi [7, Theorem 8.1.13]. Dakle,
Sudakovljeva nejednakost za kanonski gaussovksi proces je "tocna" do na faktor log(n).
Sljedeci primjer pokazuje kako Dudleyeva nejednakost nije uvijek oStra.

Primjer 5.12. Neka je ey, ..., e, kanonska baza za R". Promotrimo kanonski gaussovksi
proces (X¢)er zadan sa

T={—2 _i=1,...n.
V1 + log(i)
Iz Leme i Primjera slijedi

E =E

max X;
teT

| Xl
max —— | < C
isno 1+ log(i)}

gdje je C > 0 apsolutna konstanta. Lako vidimo da za2 <m < n, i < j < mvrijedi

e; e; 1 1 1
d ’ , - = : . ,
(\/1 +log(i) /1 +1og(j)] \/1 +log(i) * 1 +log(j) g log(m)

1

Sto znaci da za € < vrijedi N(T,d,&) > m. Uvrstimo li m = 2"2, dobijemo da za

1 <k< 4log,(n)ie< mgﬁ vrijedi N(T,d, €) > 2¥ . Sada racunamo
0 {\/@J 10u%2)k
f V9og N(T,d, £)dA(e) > Z f bl V9og N(T,d, €)dA(e)
0 k=1 Trezy
|V

1 1
2 log2)k  log2)(k + 1)

|

log,(n)
1
Y e
g k+1 o

) log(2)k



POGLAVLIJE 5. SUPREMUM SLUCAJNOG PROCESA 67

Iako smo u prethodnom primjeru vidjeli da Dudleyeva nejednakost nije uvijek oStra,
metodom ulancavanja ipak moZemo dobiti oStru dvostranu ogradu za supremum. Prisje-
timo se da smo u dokazu Dudleyeve nejednakosti pokazali ogradu oblika

[supX,] Zsk 1 log| T, (5.12)

teT

gdje je (ex);-,, bio padajuci niz pozitivnih brojeva, a (T}),7, su bili g,-mreZe za T takvi da je
|To| = 1. Konkretnije, u dokazu smo zadali niz &, i onda smo za T} uzeli najmanje ,-mreZe
za T. Drugi pristup je da prvo odaberemo neki niz (T%);-,, i radimo s najmanjim &;. Neka
je (T2, neki niz podskupova od 7' takav da je

Tol=1, ITd<2”, k=12, (5.13)
Za takve nizove (T}),”, kazemo da su dopustivi. Definirajmo

& = supd(t, Ty) = sup inf d(¢, s).

teT teT 5€Tk

Za takav odabir T i & ograda (5.12) postaje

E[sup X/ < Z k2 supd(t, Ty-1) < Z QK2 supd(t, Ty).
teT =1 teT =0 teT

MozZe se pokazati da dobivena suma na desnoj strani nejednakosti i dalje ne daje oStru
ogradu u situaciji iz zadnjeg primjera, neovisno o izboru dopustivog niza (7%);2,. Kon-
kretno, za metriku d iz zadnjeg primjera vrijedi

(o)

inf " 2% supd(r, Ty) == .

(Ti)p, dopustiv s teT e

Znacajna razlika nastaje ako zamijenimo poredak sume i supremuma. Definirajmo Tala-
grandov vy, funkcional kao

yo(T,d)= inf  sup Z 224(1, T)).

T 0 dopustiv e

S Talagrandovim 7y, funkcionalom teze je raCunati, ali zato daje dvostranu ogradu za ga-
ussovske procese koja je optimalna do na apsolutnu konstantu.

Teorem 5.13 (Talagrandov teorem o majorizacijskim mjerama). Neka je (X,),er gaussovski
proces na skupu T s ocekivanjem 0. Tada uz metriku d(s, 1) = ||X; — Xil|;2) na T vrijedi

y2T,d) S E

sup X,] S v (T, d).

teT

Dokaz. Vidi [/, Theorem 8.6.1]. O
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5.1 Primjene u teoriji statistickog ucenja

U ovom odjeljku pokazat ¢emo neke primjene Dudleyeve nejednakosti u teoriji statistickog
ucenja. Pokazat cemo ograde za empirijske procese, s kojima smo se ve¢ nekoliko puta
susreli kroz primjere.

Definicija 5.14 (Empirijski proces). Neka su X, X1, ..., X, nezavisne jednako distribuirane
slucajne varijable s vrijednostima u Q. Neka je F familija izmjerivih funkcija f: Q — R.
Tada slucajni proces (X5)ser definiran sa

1 n
Xy = - ) fO6) ~E[f(X)]
i=1

zovemo empirijski proces indeksiran sa F .

Aproksimacija oCekivanja E[f(X)] prosjekom %,ZL f(X;) prisutna je u brojnim pri-
mjenama, kao Sto je Monte Carlo metoda raCunanja integrala funkcije f. Iz Jensenove

nejednakosti slijedi
IS Var(X
}S Jvaf[‘Zf(X») L)
n n

Sto znaci da je ocekivana greska takve aprokcimacije za zadanu funkciju f najvise reda \/Lﬁ

Sljedeci teorem govori da ako radimo s Lipschitzovim funkcijama, moZemo posti¢i greSku
istog reda veli¢ine uniformno po svim funkcijama.

E

LS 0 - BLF 0]
n i=1

Definicija 5.15 (Lipschitzova funkcija). Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori. Za
Sfunkciju f: X — Y kaZemo da je Lipschitzova ako postoji L > 0 takav da vrijedi

dy(f(u), f(v)) < L-dx(u,v) zasvakiu, v €X.
Infimum svih takvih L > 0 oznacavamo sa || f ||Lip.

Teorem 5.16 (Uniformni zakon velikih brojeva). Naka su X, X;, ..., X, nezavisne jednako
distribuirane slucajne varijable s vrijednostima u [0, 1]. Neka je L > 0 i neka je

F = {f: 10,11 > Rt ||fllp < L}
Tada vrijedi
1 n
= > FX) - B[f(X)]

n i=1

E|sup

feF

<

2~

n



POGLAVLIJE 5. SUPREMUM SLUCAJNOG PROCESA 69

Dokaz. Za L = 0 nejednakost je trivijalna. Za L > 0 dovoljno je pokazati nejednakost za
familiju
G = {F: 10,11 = [0, 1]: Il < 1).

Zaista, ako pokazemo nejendakost za G, vrijedit Ce

g 1" f —min f NS f —min f
[i‘:ﬁ Zf(X) ELFX0]) | = L-Ejsup)- Z‘ (—L )(X,) E[(—L )(X)] ]
n e
< L-E|sup ! g(X) - E[gX)]|| s L- L
geg |1 i=1 \/ﬁ

U nastavku pretpostavljamo ¥ = G. Teorem ¢emo pokazati primjenom Dudleyeve nejed-
nakosti. Prvo provjeravamo da empirijski proces X, ima subgaussovske priraste. Neka su
f,g € F fiksne. Tada je

n

1
a2%

i=1

X =X, = . gdieje Z = (f - 9)(X) — E[(f - )(X)].

v

Slucajne varijable Z, ..., Z, su nezavisne, jednako distribuirane, subgaussovske s oceki-
vanjem 0, pa vrijedi

EIml |+ ER 1 |+ e 1
1 = Xell,, =~ ;Hziuiz < ;J;nq—gxx)u; < - gl

Nul-funkcija je oito u F i u metrickom prostoru (¥, ||||;~) imamo diam(¥) < 1, pa je

E[§U£|Xf|l = [sup|Xf Xo| f VIog N(F, IIll ., €)dA(e).

Uz L = 1 mozemo pokazati nejednakost

N(F, I, €) < Ce®  zasvaki € € (0, 1], (5.14)

gdje su C, D > 0 apsolutne konstante. 1z toga Ce slijediti
[sup|Xf|l —f w/ln(C) + ds S —

I teorem je dokazan. PokaZimo jos nejednakost (5.14). Neka je e > 0, m = H-I 1 neka je
(x)L, niz definiran sa x; = é Za f € ¥,nekaje f*: [0,1] — [0, 1] definirana sa
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1) f*(x;) = arg minx,.|f(x,-) — x;|, za svaki i

(i) f*|.., 1 J€ linearna za svaki i

X8

X7

X6 - =

X5

x4

A3

X2 =

X1

X0

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg

Slika 5.3: Primjer funkcije f € ¥ i pripadne funkcije f* zam = 8.

Kako je [|fllLi, < 1, slijedi da je

1 1
f(xi+l) € f(xi) - Z’f(xi) + E

" . . | B 1

= f(xir1) € {f (), f7 () — —, [ (x) + —},
m m

pajellf'll, <1 = f* €. Uzmimo x € [0, 1] proizvoljan. Tada za svaki i vrijedi

&3 3k 1
1f(0) = £l < 1f Qo) = fOl + 1 f () = f ()l < ot lx — xil. (5.15)
Neka je x; < x < x;41. Da bismo pokazali ||f — f*||,~ < €, razlikujemo tri slucaja.

@ [ ) =) = 1f () = (0] = minf| f(x) = [l 1f () = f~ a1}

< ﬁ + min{|x — x|, |[x — 41|} £ = < e

1
(i) f ) = ff0) + = = f(xg%b [f*(xk +1) = 5 Xt — X, () + 5+ X — xk]
=@ -L. 0+ ]
= |fO-fl<e
(i) (1) = £'(x) — L, slieno kao (i)}
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Dakle, ||f — f*ll,~ < &, paje{f: f € F}e-mrezaza F. Zato imamo gornju ogradu

+ 1)3“1 < (l + 2)3i~+1.
£

&

1
NF M=) <K f: feFl<m+1)-3" < ({

Lako se pokaZe da je funkcija x +— 3!/* — ()lc + 2) padajuéana (0, 1] i ima nulto¢kuu x = 1.

1/x

Zato za x € (0, 1] imamo 3'/* > i + 2. Konac¢no dobivamo

2In(3)

1 i
N, =, &) < (— + 2)35+1 <3it =300 O
£
U nastavku ¢emo se baviti empirijskim procesima indeksiranim familijom klasifikatora
F C {0, 1}*. Sljedece dvije tehnicke tvrdnje trebat ¢ée nam u dokazima u nastavku.

Napomena 5.17. Neka su X, Y nezavisne slu¢ajne varijable. Neka su f: R* > Rig: R —
R Borelove i neka je E[|f(X, Y)|] < o0 i E[|g(X)|] < o0. Da bismo pokazali nejednakost

E[f(X, V)] < E[g(X)],
dovoljno ju je pokazati za fiksan X, odnosno da vrijedi
E[f(x,Y)] < g(x) Yx eR.

Ako to pokazZemo, koristeCi nezavisnost i Fubinijev teorem, slijedit e

ELF(X, Y)] = fR By () = fR ( fR f(x,y>dPY(y>)dPX(x>

= f E[f(x, ¥)]dPx(x) < f g(x)dPx(x) = E[g(X)].

R R

Analogna tvrdnja vrijedi za obratnu nejednakost, kao i za slucajne vektore X, Y.

Lema 5.18. Neka su X, Y nezavisni slu¢ajni vektori takvi da je E[Y] = 0 i neka je f: R" —
R izmjeriva konveksna funkcija. Ako su f(X) i f(X +Y) integrabilne, vrijedi

E[f(X] < E[f(X + D)].

Dokaz. Neka je x € R”" proizvoljan. Tada je i funkcijay — f(x+y) konveksna, pa koristeci
Jensenovu nejednakost dobivamo

fx) = f(x+E[Y]) = f(Elx + Y]) <E[f(x+ V].

Nejednakost sada slijedi po Napomeni |
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Za familiju klasifikatora #, u metric¢kom prostoru (7:, || Lz(ﬂ)) imamo sljedeéu ogradu
na brojeve natkrivanja koja je eksponencijalna u ve(%) i ne ovisi o y.

Teorem 5.19. Neka je (Q, T, i) vierojatnosni prostor i & C {0, 1}, Tada za svaki € € (0, 1)
vrijedi
C-ve(F)
N(¢’ ||||L2(,u)7 8) < (g) )
gdje je C > 0 apsolutna konstanta.

Dokaz. Vidi [[7, Theorem 8.3.18]. O

Sljedeca lema daje ogradu za supremum epirijskog procesa preko Rademacherove kom-
pleksnosti familije #. Slijedi da ako # ima malu Rademacherovu kompleksnost,
% >, f(X;) ¢e dobro aproksimirati E[ f(X)] uniformno po svim f.

Lema 5.20 (Simetrizacija za empirijske procese). Neka su X1, ..., X, nezavisne i jednako
distribuirane slucajne varijable i neka je ¥ familija Borelovih funkcija. Tada vrijedi

E|sup|- > f(X) - E[f(X)] E|sup|- ) o, f(X)||,

fer | Z fer |1 Z

gdje su oy, ...,o0, nezavisne Rademacherove slucajne varijable, nezavisne od X, . .., X,.
Dokaz. Pretpostavimo da je ¥ kona¢na. Nekasu X[, ..., X’ nezavisne kopije od X, ..., X,.

Oznac¢imo | |
Zy = —(fX) ~E[fX)) i Zj, = —(fX) ~E[fX))).

Izraz maxf€¢|zl’.‘:1 Zf,,-| je konveksna funkcija sluajnog vektora (Zy;)fer 1<i<n» @ slucajni
vektori (Z¢;) rer 1<i<n 1 (—Z}i) rer 1<i<n SU Ne€zavisni s oCekivanjem 0, pa primjenom Leme
[5.18] dobivamo

n

;(Zﬂf -z;,)

}.

Primijetimo da su slucajni vektori (f(X;)) rer 1 (f(X])) ses nezavisni i jednako distribuirani,
za svaki i.

E|max
feF

- Z FX) - E[f (0]

E|max <

feF |n

[ n
= E{max Z Zs;
fe‘F P

- [
= E|max|- Z(f(xi) - f(X))
=1

feF |n 4

= Vektor (f(X;) — f(X]))ser je simetrian, za svaki i.
= Vektori (f(X;) — f (X)) fer 1 (0i(f(Xi) = f(X]))) fer su jednako distribuirani, za svaki i.
S Vektori (£(X0) = f(X)) erizizn 1 (0H(f(Xp) = FXD)) e 1=izn SU jednako distribuirani.
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Sada imamo

- Z(f(X) FX)

max

} = [meg( - ;O'i(f(Xi) - f(X)) A

<E max—ZO',-f(X,-) +E

feF |n & }
_Zo-tf(x)

Kako smo nejednakost pokazali za konacne familije F, za beskonacne familije nejednakost
slijedi direktno raCunanjem supremuma po svim konac¢nim podfamilijama. O

1 n
- X
I}gn;ﬁﬂ )

max

Sljedeci teorem daje ogradu za Rademacherovu kompleksnost preko VC dimenzije fa-
milije ¥. Posebno, govori da uniformni zakon velikih brojeva iz Teorema takoder
vrijedi za sve familije klasifikatora # s konacnom VC dimenzijom.

Teorem 5.21. Neka su X, X1, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable.
Neka je ¥ familija Borelovih funkcija s vrijednostima u {0, 1} i konacnom VC dimenzijom
ve(F) = 1. Tada vrijedi

1 < ve(F)
E|sup|~ Z fX) = ELFQO] | < 2K supl > aif(X;) .
fer | g n
gdje su oy, ...,0, nezavisne Rademacherove slucajne varijable, nezavisne od X1, . .., X,.

Pokazimo prvo jednu jednostavnu lemu koja ¢e nam trebati za dokaz.

Lema 5.22. Neka je X proizvoljan skup, neka je & C {0, 1} proizvoljna familija funkcija
i fef0, 1}*. Tada vrijedi
ve(F U{f}) <ve(F) + 1.

Dokaz. Ako je f € F ili ve(F) = oo, tvrdnja je ocita. Pretpostavimo f ¢ F i ve(F) < oo.
Oznaimo G = F U {f} i pretpostavimo suprotno: vc(G) > ve(F) + 2. Neka je A C X,
|A| = ve(F) + 2 neki skup koji se moZe rastaviti sa G. Neka je x € A proizvoljan i neka je
B = A\ {x}. Tada za svaku g € {0, 1}% postoji h € G takva da je hl|; = g1 h(x) # f(x). Zato
se B moze rastaviti sa ¥, paje ve(F) > |B| = |A| = 1 = ve(¥F) + 1. Kontradikcija! O

Dokaz Teorema[5.21] Prvu nejednakost pokazali smo u Lemi [5.20] Pokazujemo drugu
nejednakost. Primijetimo da za G C F, |G| < oo imamo

\/VC(Q) < \/VC(T)
n n o
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Zato, po Napomeni moZemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je familija 7
konac¢na. MoZemo pretpostaviti i 0 € ¥, jer ako pokaZemo teorem za familiju ¥ U {0},
vrijedit e

0
gk _Zf O R —ZﬂX) -] < S
S ve@+1 \/MS vc(?’).
n n n
Oznacimo
1 n
v Zl T f(X).

Tada je nejednakost koju pokazujemo ekvivalentna

E[I?%Z(|Zf| < \ve(F).
€
Prema Napomeni dovoljno je pokazati da gornja nejednakost vrijedi za "fiksne"
Xi,...,X,. Neka su xy, ..., x, € R proizvoljni i fiksni. Ozna¢imo
LS o
= — gifJ(X;).
\/ﬁ i=1

Tada za proizvoljne f, g € ¥ vrijedi
‘el
2
< - lem(f - 90,

2]

—Z(f ) llerill, —Z(f ()’

1 n
- E ai(f = g)(xi)
n ‘_

~ 2 112
Zy— 2, "

= “f_ g”Lz(/J,,)’
gdje smo sa y,, oznacili vjerojatnosnu mjeru na (R, B(R)) definiranu sa

oty < Mz x €Al

Primijetimo da vrijedi

If = gll2,, = Z(f(x»— g(x))* < 1.

€{0,1}
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Dakle, u metrickom prostoru (F, |||l 2(,,)) imamo diam(¥) < 11i ||Zf — Zg“wz S = gllizg,)-
Sada smo u uvjetima Dudleyevog teorema i Napomene pa imamo

1
r}lea?)_<|Zf| r;leeg(|Zf Z0| fo \/log N(F, Il 12, €)dA(E). (5.16)
Iz Teorema[5.19|slijedi

2
log N(F, [l 124, €) S VE(F) ln(g), za svaki € € (0, 1).

Konacno, spajanjem dobivenih nejednakosti dobivamo

\/VC(Tf w/ln dA(e) < Vve F O

Kod aproksimacije funkcije distribucije emplrljskom funkcijom distribucije, vazan je
Glivenko-Cantellijjev teorem, koji kaze da empirijske funkcije distribucije gotovo sigurno
uniformno konvergiraju prema teoretskoj funkciji distribucije. Sljedeci teorem govori o
greSci u toj uniformnoj aproksimaciji.

[max|Z ’

Teorem 5.23. Neka su X, X, ..., X, nezavisne slucajne varijable s funkcijom distribucije
F. Oznacimo sa F, empirijsku funkciju distribucije

1 n
Fo(x) = - Z 1o, 1 (X).
i=1

Tada vrijedi

1
E|sup|F,(x —Fxl]s—.
[xdg (x) = F(x) NG
Dokaz. Ovo je direktna posljedica Teorema Neka je F = {I(_w,: X € R}. Prema
primjeru [1.5] vrijedi ve(F) < 2. Koriste¢i F(x) = E[1(—e 4 (X)], imamo

ve(F) L 4

PR

Prisjetimo se definicija iz[I} poglavlja. Funkciju koja minimizira rizik R oznacili smo
sa f*, a slucajnu funkciju koja minimizira empirijski rizik R, sa f,. Sljedeci teorem daje
ogradu na razliku u greSci optimalne funkcije veze

R(f) = R(f)

koja je nastala zbog ucenja na kona¢nom uzorku. Takoder, govori i 0 tocnosti aproksima-
cije rizika empirijskim rizikom.

ZL_mx](X) B[ Xl|| 2

xeR xeR

E[suplF,,(x) - F(x)l] = [sup
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Teorem 5.24. Neka je Y = {0, 1}, neka je [ funkcija 0-1 gubitka i neka ¥ ima konacnu VC
dimenziju ve(F) > 1. Tada vrijedi

E[R(f,)] — R(f") < 2E[§u712|Rn(f) _ R(f)ll < chj:)‘

Za dokaz teorema Ce nam trebati sljedeca lema.

Lema 5.25. Neka je X proizvoljan skup, Y = {0, 1} i neka je | funkcija 0-1 gubitka. Neka
je F c YXineka je familija G € {0,1Y dana sa

G={(xy) > l(f(x),y): feF] (5.17)
Tada vrijedi ve(F) = ve(G).

Dokaz. Nekaje A = {(x1,y1),...,(Xs, yn)} € X X Y proizvoljni. Vrijede ekvivalencije

(x;, ¥;) su medusobno razliciti i {(xy,y1), ..., (X, y,)} s€ moZe rastaviti sa G
= {((fx),y)iy: feF}=1{0,1}"
= {(~(fx)®y))ic,: f€F}H={0,1})"
= {(f)®y),: feF}=1{0,1}
= {(f)®y) @y : f€F} =101}
= {(f)): feF}=1{0,1}"
<= x; su medusobno razliciti i {xi, ..., x,} se moZe rastaviti sa ¥,

gdje smo na nule i jedinice primijenili logicke operatore — (negacija) i @ (iskljucivo ili).
Sada iz definicije VC dimenzije slijedi ve(F) = ve(G). O

Dokaz Teorema Neka je G C F, |G| < o proizvoljna. Tada po to¢kama vrijedi

R(arg min Rn(f)) < Rn(arg min Rn(f)) + max |R,(f)— R(f)
feg feG feGUif}

< R.(f) + f%’&)}*}lR”(f) = R(f)I

<R(f*) + 2f_€Igg{)(f*}|Rn(f) - R
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Zato je

BIR(S)] = E[R(arg min Rn(f))
felfy}

< sup E[R(arg min Rn(f))]
e 1

< R(f")+ 2 sup
G<F
|Gl<oo

Bl max IR(f) —R(f)l]

< R(f*) +2 sup
e

E nj}eagXIRn(f) - R(f)l],

pa je prva nejednakost pokazana. Pokazimo drugu nejednakost. Primijetimo da vrijedi

1 n
E[Sulen(f) - R(f)ll = E[sup = > Uf(X), Y) = E[I(f(X), V)]
feF fer | Ao

gdje je H dana kaou (5.17), Z = (X, Y) i1 Z; = (X;, Y;). 1z Leme slijedi 1 < ve(H) =
ve(F) < oo. Primjenom Teorema na slucajne vektore Z, Z,, ..., Z, i familiju H dobi-
vamo

=E

1 n
supl~ > h(Z) ~ Elh(2)]
i=1

heH

Vc(7-{ VC(T

O

Z WZ,) — E[W(Z)]

Sup
heH |

Prethodni teorem nam ujedno govori koliko velik uzorak trebamo uzeti kako bi rizik
R(f;) bio blizu optimalnog rizika R(f*). Ako Zelimo da vrijedi

E[R(f)D] - R(f) < &,

dovoljno je uzeti veli¢inu uzorka n proporcionalnu ch . Ako zelimo povecati kompleks-

nost familije vc(%), oCekujemo da emo trebati proporc10nalno povecati i uzorak.

U svim rezultatima do sada trebala nam je kona¢na VC dimenzija. Sljede¢i primjer
pokazuje da je konacnost VC dimenzije karakterizacija uniformnih Glivenko-Cantellijevih
klasa.

Primjer 5.26 (Karakterizacija uniformne Glivenko-Cantellijeve klase). Neka je ¥ familija
Borelovih funkcija s vrijednostima u {0, 1}. Ako ¥ ima konacnu VC dimenziju, uz odredene
tehnicke pretpostavke za izmjerivost, iz Teorema[5.21)i Markovljeve nejednakosti slijedi

(sup ] ve(®) '
feF|n Cevn

Zf(X) - B[f(X)] >
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Kako gornja ograda ne ovisi o distribuciji u od X, imamo uniformnu konvergenciju po u

lim sup P(sup > s] =0, (5.18)

oo \fer |

Zf(X)— E[£(X)]

odnosno F je uniformna Glivenko-Cantellijeva klasa.

Obrat lako moZemo pokazati konstrukcijom. Pretpostavimo da ¥ ima beskonacnu VC
dimenziju. Neka je n € N proizvoljan i neka je {x,...,x,} € X neki skup koji se moZe
rastaviti sa . Neka je fx € F slucajna funkcija takvada zai=1,...,n vrijedi

Sx(xi) = Lix,,x(x0).

Ako X, ..., X, imaju uniformnu distribuciju na {x, ..., x,}, slijedi
1
[sup Zf(X) E[£(X)] } >E fooo E[ fx(X)] ] [1 - Z Ly, (%)
fer |1
=Z
=1- —ZP(xi € (Xt X, = 1= P(x € {Xi,.... X,})
)
1Y 1 1
=1-{1-- 1-->=
( n) B e 2
Sada lako dobivamo
1<EZ = E|Z1 E|Z1 <1PZ<1 P(Z _ ! 3PZ !
5 <ElZ] = |21y ] + B {z>i}]—1 sq|tRZ> 1) =17 384> ;)
iz dega slijedi da za uniformnu distribuciju na {xi, ..., x,} vrijedi P(Z > th) > %, pa limes

(5.18) za & = 7 ne moZe biti 0.
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Sazetak

U ovom radu prikazali smo neke metode dokazivanja koncentracijskih nejednakosti i nji-
hove primjene u teoriji statistickog ucenja.

Najjednostavniji i najviSe proucavani primjer su sume nezavisnih slucajnih varijabli.
Usporedili smo Sto o njihovim fluktuacijama govore Centralni grani¢ni teorem 1 neasimp-
totske koncentracijske nejednakosti. Chernoffljevom metodom pokazali smo Hoeffdingovu
1 Bernsteinovu nejednakost za sume ograni¢nih varijabli. Zatim smo definirali subgaussov-
ske i subeskponencijalne varijable te pokazali da za njih takoder vrijede slicne nejedna-
kosti.

Opdenitiji primjer su generalne funkcije nezavisnih slucajnih varijabli. Koriste¢i mar-
tingalnu metodu pokazali smo Efron-Steinovu i McDiarmidovu nejednakost. Rezultate
smo primijenili na funkcije sa svojstvom omedenih razlika i ssmoomedujuéim svojstvom,
kao $to su minimum empirijskog rizika i Rademacherova usrednjenja. Uveli smo osnovne
pojmove iz teorije informacija i dokazali subaditivnost ®-entropije, iz koje slijede Logari-
tamske Sobolevljeve nejednakosti. Zatim smo pokazali kako se iz njih metodom entropije
mogu dobiti eksponencijalne koncentracijske nejednakosti.

U raznim primjenama vazno je razumijevanje fluktuacija supremuma slucajnih procesa,
a posebno empirijskih procesa. Metodom ulancavanja pokazali smo Dudleyevu nejedna-
kost, koja daje ogradu na ocekivanje supremuma preko metricke entropije. Iz nje smo
dobili ogradu na ocekivanje supremuma empirijskog procesa preko VC dimenzije familije
indeksa. Neke od posljedica tih rezultata su uniformni zakon velikih brojeva za Lipschit-
zove funkcije 1 ograda na razliku rizika i empirijskog rizika.



Summary

In this thesis, we present some methods for proving concentration inequalities and their
applications in the theory of statistical learning.

The simplest and most studied examples are sums of independent random variables. We
compared what the Central Limit Theorem and non-asymptotic concentration inequalities
say about their fluctuations. Using Chernoff bounds, we have shown that Hoeffding and
Bernstein inequalities hold for sums of bounded variables. We then defined subgaussian
and subexponential random variables and showed that similar inequalities hold for such
variables.

A more general example is that of general functions of independent random variables.
Using the martingale method, we showed Efron-Stein and McDiarmid inequality. We ap-
plied the results to functions with bounded differences and self-bounding functions, such
as the minimum of the empirical loss and Rademacher averages. We have introduced basic
concepts from information theory and proved the subadditivity of ®-entropy, from which
the Logarithmic Sobolev inequalities follow. Then we showed how exponential concentra-
tion inequalities can be obtained from them by the entropy method.

In various applications, it is important to understand the fluctuations of the supremum
of random processes, especially empirical processes. Using the chaining method we have
shown the Dudley inequality, which gives a bound on the expectation of supremum using
metric entropy. We used the inequality to show a bound for the expected supremum of
an empirical process via VC dimension of the index family. Some of the consequences of
these results are a uniform law of large numbers for Lipschitz functions and a bound on the
difference between the loss and empirical loss.
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