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Poglavlje 1
Uvod

Svojom pojavom na pocetku 2020. godine koronavirus je u potpunosti promijenio svijet
kojeg smo nekad znali. Nitko nije ocekivao da se nesto slicno moze dogoditi u 21. stoljecu -
u vremenu visoke tehnologije i napredne medicine, a neke stvari mozda nikad nece biti kao
prije. Ono Sto je iznenadilo svakog pojedinca na zemlji nije pojava virusa, nego njegova
nepredvidljivost 1 duljina trajanja ove nesvakidasnje situacije.

Kako se ovoj situaciji joS uvijek ne nazire kraj, o ovom se virusu dosta jo§ ne zna i
nije istrazeno. Zbog toga prirodno je htjeti saznati viSe kako bismo naucili neSto novo i
pobrinuli se da u buducnosti izbjegnemo ponavljanje ovakve situacije.

Mnoge mjere postavljene su s ciljem suzbijanja zaraze koronavirusom. NaZalost, kako
jos uvijek ne znamo puno, necija razmisljanja su da neke mjere nisu urodile plodom nego
samo pogorSale svakodnevni Zivot, a posljedica toga je nezadovoljstvo i nepovjerenje jav-
nosti. Prirodno je za ¢ovjeka da se boji neCega Sto ne razumije niti o ¢emu se nije potrudio
nauciti, a kako svi drugacije razmisljamo, sve skupa rezultiralo je tome da pojedinci ne
vjeruju da je cjepivo uinkovito i ne Zele se cijepiti.

Cijeli danasnji svijet jako je povezan. Poruka poslana s jedne strane svijeta odmah je
dostavljena na drugu stranu svijeta, vijest u jednoj drzavi odmah postane vijest u drugoj
drzavi, tisuce kilometara prode se za par sati pa se tako brzo i zaraza proSirila svijetom.

Cilj ovog rada je pokuSaj da se dokaZe neSto novo iz podataka koji su dostupni, a to su
dnevni brojevi zaraze koronavirusom, i nauciti kako bolje pristupati cijeloj situaciji. Kako
su ¢lanice Europske unije posebno povezane, kako poslovno, tako i privatno, koristit ¢e se
podaci za devet drzava u Europi. Isto kako se lagano i brzo moZe putovati iz jedne drZave
u drugu te kako jedna drZava posluje s drugom, pokusat Ce se otkriti hoce li rast ili pad
novih slucajeva jedne utjecati na rast ili pad novih slucajeva u drugoj drzavi. Da bismo to
dokazali matematicki, koristit ¢emo brojne statistiCke testove. Ako se pokaze da utjecaj
zaraze postoji, modeliranjem ¢emo pokazati da se brojke jedne zemlje mogu aproksimirati
brojkama druge zemlje. Dodatno, podatke ¢emo detaljnije analizirati da bismo stvorili
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sugestije za daljnje analize za one koje zanima i Zele sami otkriti viSe cak 1 s drugim
podacima vezanim uz koronavirus.

Na kraju, pokazat ¢e se da se podaci mogu analizirati na drugi nacin i da se drukcijim
pristupom moZze pokusati razmatrati i druge povezane probleme.



Poglavlje 2

Teorija

2.1 Matematicki pojmovi

Da se opravda koriStenje matematickih formula te statistickih testova i modela za izraCuna-
vanje utjecaja toka zaraze jedne drZave na tok zaraze druge drZave, prvo navodimo sve
definicije i teoreme koji su pozadina ovog istraZivanja.

2.1.1 Slucajne varijable

Varijable, korelacije 1 statisticki testovi definirani su na odredenim prostorima i imaju
odredena svojstva koja navodimo u ovom poglavlju (vidi [3]).

Definicija 2.1.1. Neprazna familija ¥ podskupova od X je o-prsten (podskupova od X)
ako vrijedi

(a)A,BEF — A\BeF
(b) Ay CF = UA, e F
n=1

Ako F sadrZi cijeli X, onda se F zove o-algebra (podskupova od X).

Primjer 2.1.2. (a) P(X) je najveca o-algebra na X.

(b) Neka je & C P(X). Definiramo o-prsten generiran familijom &:

@ = () 2.1)

F: ECF
F o-prsten
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(c) Za svakid € N, T¢ je familija d-intervala:
T4 =l x...x 14,1, je I-interval, za j = 1,...,d) (2.2)
Vidimo da je T¢ poluprsten podskupova od RE.

(d) o,(I 4y se oznacava s B(R?) i naziva Borelova o-algebra na R? ili o-algebra Bore-
lovih podskupova od R.

Definicija 2.1.3. Izmjeriv prostor je ureden par (X,F), gdje je X skup, a ¥ € P(X) o-
algebra.

Definicija 2.1.4. Neka je (X, F) izmjeriv prostor. Mjera je svaka funkcija u : & — [0, +00],
gdje je O € & C P(X) koja zadovoljava sljedeca dva uvjeta:

(i) (@) =0,
(ii) Ako je (E,),cay niz medusobno disjunktnih skupova iz & takav da je \ ) E, € &, onda
e neN
W(JE) = D uED (23)

neN neN

Mjera je konacna ako je u(X) < +oo.
Mjera je vjerojatnosna ako je u(X) = 1.
Prostor mjere je uredena trojka (X, F, w).

Sada imamo sve potrebne pojmove da definiramo slucajnu varijablu (vidi [4] 1 [8]).

Definicija 2.1.5. Neka je (Q,F) bilo koji izmjeriv prostor i neka je (RY, B(R?)) izmjeriv
prostor sa o-algebrom Borelovih skupova. KaZemo da je X : Q — RY d-dimenzionalna
sluc¢ajna veli¢ina ako je X izmjerivo preslikavanje u paru o-algebri (F,BRY), tj. ako
vrijedi

(VBe BRY)) {XeBle¥F. (2.4)

Ako je d = 1, X zovemo slucajna varijabla, a za d > 2, X zovemo slucajan vektor.

Definirajmo distribuciju slu€ajne veli¢ine X.

Definicija 2.1.6. Neka je X : Q — R? d-dimenzionalna slucajna velic¢ina definirana na
vjerojatnosnom prostoru (X, ¥, u). Induciranu vjerojatnost Py, definiranu na izmjerivom
prostoru (R, B(RY)) relacijom

Pyx(B) := P(X € B) = P(X"'(B)), B e BRY), (2.5)

zovemo zakon razdiobe od X.
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Definicija 2.1.7. Neka je X d-dimenzionalna slucajna velicina sa zakonom razdiobe Py.
Funkciju Fx : RY — R definiranu sa

Fx(x) := Px({(—o0,x]), x€R, (2.6)
zovemo funkcija razdiobe (ili distribucije) od X.
Neka je ¢ = A! x --- x A' Lebesqueova mjera definirana na izmjerivom prostoru
(R4, B(RY)) (vidi [3]]). Definirajmo dvije vrste slu¢ajnih veli¢ina:

Definicija 2.1.8. KaZemo da je d-dimenzionalna slucajna veli¢ina X apsolutno neprekidna
ili neprekidna ako postoji nenegativna Borelova funkcija fx definirana na RY takva da se
funkcija razdiobe Fx moZe prikazati na sljedeci nacin:

Fx(x) = f fxdAy), xeR% 2.7)

(=00,x]
Funkciju fx zovemo funkcija gustoce razdiobe od X ili gustoca od X.

Definicija 2.1.9. Slucajna veli¢ina X dimenczije d je diskretna ako postoji prebrojiv skup
D C R? takav da je Px(D) = 1.

Primjer 2.1.10. (a) Sluc¢ajna varijabla X ima normalnu distribuciju s parametrima p i

o2, o > 0, ako joj je funkcija gustoce

1 _(x*u)2
w2, x€R.

f(x) =

e

oVN2n
Pisemo X ~ N(u, o).

(b) Slucajna varijabla X ima (Studentovu) t-distribuciju s n stupnjeva slobode, ako joj

Jje funkcija gustoce
r(4)

SV I(E) (142)"

J(x)

Pisemo X ~ t(n).

(c) Slucajna varijabla X ima binomnu distribuciju s parametriman € Ni(Q < p < 1,
ako joj je funkcija gustoce

ﬂ@:(iﬁﬂ]—m“{ xel0,1,....,n).

Pisemo X ~ B(n, p).
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(d) Slucajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju s parametrom A, ako joj je funkcija

gustoce
X

A
f(x) =e =, xeN,.
x!
Pisemo X ~ P(Q).
Definiramo korelaciju u teoriji vjerojatnosti.

Definicija 2.1.11. Neka je X slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P). Definiramo X* := max{0,X}, X~ := max{0,-X}, EX" := fX+dP i EX™ =
Q

f X~dP. KaZemo da slucajna varijabla X ima matematicko ocekivanje ako je barem jedan
Q
od integrala EX™ i EX™ konacan. U tom slucaju je matematicko ocekivanje

EX :=EX" -EX". (2.8)
Matematicko ocekivanje je konacno ako je E|X| = EXT + EX™ < +o0.

Definicija 2.1.12. Neka su X i Y slucajne varijable takve da je E(X*) < +o0 i E(Y?) < +00.
Oznacimo uxy = EX i uy = EY.

(a) Varijanca od X je nenegativni broj

VarX := B[(X — ux)*].
(b) Standardna devijacija od X je nenegativan broj
std(X) := VVarX.
(c) Kovarijanca od X i Y je broj
cov(X,Y) := E[(X = ux)(Y — py)].

(d) Ako suoyx = std(X) > 0ioy = std(Y) > 0, tada su dobro definirane standardizirane
varijable od X i Y izrazima:

X - Y -
ZX = ﬂX, Zy = IUY.
Ox Oy

U tom slucaju je koeficijent korelacije od X i Y broj

corr(X,Y) := cov(Zx.Zy).
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Na kraju definiramo statisticke testove 1 hipoteze.

Definicija 2.1.13. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor i P mnoZina vjerojatnosnih mjera defi-
niranih na (Q, ). Tada uredenu trojku (Q, ¥, P) zovemo statisticka struktura. MnoZina P
je Cesto parametrizirana konacnodimenzijskim parametrom 6:

P ={Py:0cB}
O je podskup od R? (d > 1) koji zovemo parametarski prostor. Parametarski model je
P={f(0):0€0}

gdje su gustoce f(-;0) slucajnih velicina Xy, Xy, . .., X, dimenzije k (k > 1) parametrizirane
parametrom 0 dimenzije d (d > 1).

Definicija 2.1.14. Statistika na statistickoj strukturi (Q,F ,P) je svaka slucajna velicina
koja je izmjeriva funkcija nekog slucajnog uzorka na toj statistickoj strukturi.

Neka je X = (X1, X, . .., X,,) sluCajni uzorak duljine n (n € N) iz parametarskog modela
P = {f(-;0) : 0 € O} zadanog vjerojatnosnim gustocama 1 neka je {®y, ®;} jedna particija
parametarskog prostora ®. To znaci da su 0y, ®; C O takvi podskupovi da su disjunktni
(4. ®NO; =0)idaje OyUBO; = O. Pretpostavimo da Zelimo testirati statisticke hipoteze

H,: 6 € 0
H, : 96@1

Hipotezu H, zovemo nultom hipotezom, a H, alternativnom hipotezom.

Definicija 2.1.15. Randomizirajuci test za testiranje statistickih hipoteza Hy u odnosu na
H, je izmjerivo preslikavanje T : R¥" — [0,1]. Testna statistika je statistika koristena
u testu. p-vrijednost je vjerojatnost dogadaja da ce testna statistika poprimiti vrijednosti
za koje je vjerodostojnost osnovne hipoteze u odnosu na alternativnu hipotezu manja od

2.1.2 Opisna statistika i testiranje statistickih hipoteza

U statistici, korelacija je ovisnost izmedu slucajnih varijabli. Jakost linearne korelacije
(linearne ovisnosti) izrazava se koeficijentom p za koji vrijedi —1 < p < 1. p zovemo
koeficijent korelacije slucajnih varijabli X 1 Y. ViSe o korelaciji izmedu dvije slucajne
varijable moze se naci na [4] 1 [S].

Definicija 2.1.16. Procjenitelj od T je procjena parametra t. Procjenitelj T, = f,(X1,...,X,)
Jje nepristrani procjenitelj za parametar T ako vrijedi ET, = 1.
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Postoje dvije vrste koeficijenata korelacije: koeficijent korelacije uzoraka r 1 koeficijent
korelacije populacija p. Koeficijent korelacije uzorka je procjena (procjenitelj) koeficijenta
korelacije populacije. Navedimo dva koeficijenta korelacije koji se Cesto koriste:

e Pearsonov koeficijent korelacije je broj

n

2 Xiyi — nxy
i=1
Fxy = - - )
\/( 2 X = nfz)( 2yt — ”)_’2)
i=1 i=1
gdje je n duljina uzoraka, a X 1 ¥ su aritmeticke sredine uzoraka X = (x,...,x,) 1
Y=, 0m)
e Spearmanov koeficijent korelacije je broj
6 d?
ry = 1 - L9
nn?-1)

gdje je n duljina uzoraka, a d; = R(x;) — R(y;) je razlika izmedu dva ranga uzoraka
X 1Y (poslozimo vrijednosti uzorka po veli¢ini od najveeg prema najmanjem pa
najveca vrijednost ima rang 1, druga rang 2 i tako dalje).

Napomena 2.1.17. Pearsonov koeficijent korelacije je najpoznatiji koeficijent korelacije
uzorka i najcesce se koristi. Ako su uzorci X i Y normalno distribuirani, tada je Pearso-
nov koeficijent korelacije nepristrani procjenitelj koeficijenta korelacije populacije. Kada
uzorci X i Y nisu normalno distribuirani, preporucuje se koristiti Spearmanov koeficijent
korelacije.

Da bismo dokazali ili opovrgnuli tvrdnju da je korelacija izmedu dvije varijable X i Y
znacajna, koristimo korelacijski test. Neka su x 1y uzorci od X i Y. Hipoteze korelacijskog
testa su

Hy: p=0
Hy: p=#0,
a testna statistika 7 korelacijskog testa je
Vn -2
=205 L n-2), (2.9)

N
gdje je n duljina uzoraka x iy, r je koeficijent korelacije uzoraka x iy, a #(n — 2) oznacava

Studentovu t-distribuciju s n — 2 stupnjeva slobode. Koeficijent korelacije » moze biti
Pearsonov koeficijent korelacije, Spearmanov koeficijent korelacije i ostali.
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2.1.3 Linearna regresija

Nakon §to se pokaZe da postoji linearna veza izmedu dva skupa podataka, prirodno je htjeti
pronaci model koji aproksimira vrijednosti jednog skupa podataka preko vrijednosti njemu
koreliranog skupa podataka. Kako je veza (korelacija) izmedu dva skupa linearna, tada Ce 1
model biti linearan. Pravac je jedna vrsta jednostavnog linearnog modela koji aproksimira
vrijednosti jednog skupa podataka uzimajuéi vrijednosti drugog skupa podataka uz uvjet
da su skupovi podataka korelirani. Jedna vrsta takvih modela zove se model linearne re-
gresije i Cesto se koristi u statistici. Sada ¢emo objasniti Sto predstavljaju linearni modeli u
statistici (vidi [6]).

Neka je
p
Y =By + Z,kak +e (2.10)
k=1
jednodimenzionalni linearni model, gdje su xi, xa,...,x, varijable poticaja, € sluCajna
greSka, Y varijabla odaziva i B, 81, . . ., 8, parametri modela. Kada imamo viSe opaZanja,

(2.10) zapisujemo kao

)4
Yi:,B0+Z,kak+6,~, i:1,2,...,n,
k=1

gdje pretpostavljamo da su greske €, ..., €, nezavisne s distribucijom N(0,0?). U ma-
tri¢cnom obliku, to je

Y =Xb + €,
gdiejeY =(Yy,.... ) e=(€,....6))" ~ NO,0?1), b= (Bo,B1,....Bu) i

1 X110 Xip

1 Xy ot X2p
X =

1 Xn1 B -xl’lp

Zelimo 1i minimizirati llell, = ||Y — Xbl|, po b, dobivamo da je najbolja procjena za b
b=XX)'X7Y,
uz uvjet da je X" X regularna. Tada su procijenjene vrijednosti

Y =Xb=XX"X)"'XY,

1 ostaci
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e=Y-Y=(1-HY, H:=XXX"X.

Linearni model zadovoljava sljedec¢a svojstva:

e b~NOb,(XX)'o?)

bi=b;

oo, TP
o ¢~ N, (1 - Ho?)

n
[ ] 2: € = 0
i=1
~, T . . . . . . . .. . (n—-p—1o2
e 0% = £ je nepristrani procjenitelj za o i vrijedi % ~x¥n-p-1)

MoZemo procijeniti koliko je linearni model dobar. Neki od nacina su:

LN 2
SSR Z( l_Y’) .. . .o
e R?=1- ssr=1- = >, R? zovemo koeficijent determinacije
2 (-1
° sz — _SSR
n—p-1

) 5 Gty fnp-)) . o
e R°=1-=———— R, zovemo prilagodeni (adjusted) R
;1 Yi=Y) /(n—-1)
SSRy-SSR

o ['=—S3— ~ F(p — po,n — p) test znacajnosti modela
n—p

Kada koristimo linearni regresijski model, moramo provjeriti zadovoljava li on odre-
dene uvjete. Sada navodimo Cetiri glavne pretpostavke koje bi trebale biti zadovoljene te
kako ih moZemo ispitati:
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e linearni odnos izmedu varijabli poticaja (nezavisne varijable) i odaziva (zavisna va-
rijabla)
- koristenjem Y —¥ grafai ¥ —e grafa (residual plot) moZemo provijeriti linearnost

- u Y - Y grafu ocekujemo simetri¢no rasprSenje podataka oko dijagonale, a u
Y — e grafu simetri¢no rasprSenje oko apcise

- nelinearnost moZemo ukloniti transformacijom varijable koriste¢i neku neline-
arnu funkciju

e nezavisnost greSaka

- koriStenjem acf() funkcije u R-u moZemo provjeriti nezavisnost

- na grafu o¢ekujemo da je oko 95% stupica unutar 95% pouzdane pruge prika-
zane na njemu

- nezavisnost mozemo rijesiti statisticki boljim sakupljanjem podataka ili korisSte-
njem pravilnog ARIMA modela za greske

e homogenost greSaka
- koriStenjem ¢ — e grafa (reziduali s obzirom na vrijeme) i ¥ — e grafa (residual
plot) moZemo provjeriti linearnost
- u oba grafa ofekujemo simetri¢no rasprsenje oko apcise
- homogenost moZemo ukloniti analizom po dijelovima podataka s jednakom va-
rijancom, ispitivanjem pravilnog odabira modela ili koriStenjem ARCH modela

e normalnost greSaka

- normalnost moZemo provjeriti statistickim testiranjem residuala za ispitivanje
normalnosti podataka (Lillieforsova inacica Kolmogorov-Smirnovljevog testa,
Shapiro-Wilk test i ostali)

Kako je navedeno iznad, kada su greske linearnog modela zavisne, jedan od nacina da
rjeSimo taj problem je modeliranjem greSaka ARIMA modelima.

Definicija 2.1.18. Neka je S skup. Slucajan proces s diskretnim vremenom i prostorom
stanja S je familija X = (X, : n > 0) slucajnih varijabli (ili elemenata) definiranih na
nekom vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) s vrijednostima u S. Dakle, za svaki n > 0,
X, : Q — S je slucajna varijabla.
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Definicija 2.1.19. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) zove se stacionaran ako za sve k > 0 i sve n > 0, slucajni vektori (Xo, X, ..., Xy)
i (X, Xont1s - - - » Xuk) imaju istu distribuciju (u odnosu na vjerojatnost P).

Definicija 2.1.20. Za niz (X,),e; kaZemo da je bijeli Sum ako je nekoreliran s ocekivanjem
0 i konstantnom varijancom o*. Pisemo (X;) ~ WN(O, o?).

Definicija 2.1.21. Slucajni proces {X; : t € Z} zove se ARMA(p, q) proces ako je (X,)
stacionaran i za svaki t vrijedi

Xi =1 X1 — o Xp o — -+ — ¢pXt—p =Z+01Zi+-- + qut—q» (2.11)
gdje je (Zt) ~ WN(0,0?). Ako je ¢y = ¢y = -+ = ¢, = 0, proces zovemo MA(q), a ako je
0y =6, =---=06, =0 proces zovemo AR(p).

Definicija 2.1.22. KaZemo da je proces ARIMA(p, d, q) proces, ako ga trebamo diferenci-
rati d puta da bismo dobili ARMA(p, q) proces (postoji d jedinicnih korijena). Proces ce
biti stacionaran & d = 0.

Model linearne regresije s ARIMA greSkama oblika je

p
Yi=Po+ Y Bixitm, i=12...n, (2.12)
k=1

gdje je n, ARIMA(p, d, q) greska.

U slucaju kada se usporeduje viSe ARIMA modela za najbolji odabir aproksimacije greSaka,
Cesto se koriste AIC i BIC kriteriji te ANOVA test.

Kada su sve pretpostavke dobrog modela zadovoljene, korisno je provijeriti i usporediti
aproksimacije modela sa stvarnim vrijednostima. Takoder, modeli linearne regresije cesto
se koriste za predvidanja. Vise o modelima linearne regresije moZe se naci na [1]] 1 [6]].

2.2 Modeliranje diskretiziranih podataka

Jedan od razloga zbog kojih diskretiziramo podatke je da ih transformiramo u modele koji
sluZe za predvidanje i nova otkri¢a. Jedan od poznatih modela koji se koriste u bioinfor-
matici, strojnom ucenju, u prepoznavanju govora i ostalima je skriven Markovljev model
(engl. hidden Markov model). Da bismo objasnili teoriju iza skrivenog Markovljevog mo-
dela, prvo moramo definirati Markovljeve lance i sva njihova svojstva koja ¢e nam trebati
za implementaciju HMM-a. ViSe o Markovljevim lancima moZze se naci na [9].
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2.2.1 Markovljevi lanci

Definicija 2.2.1. Neka je S skup. Slucajan proces s diskretnim vremenom i prostorom
stanja S je familija X = (X, : n > 0) slucajnih varijabli (ili elemenata) definiranih na
nekom vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) s vrijednostima u S. Dakle, za svaki n > 0,
X, : Q — § je slucajna varijabla.

Definicija 2.2.2. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran
na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako
vrijedi

P(Xor1 = J1X0 = 6, X1 = ety - -, Xo = i0) = P(Xpy1 = JIX, = 1) (2.13)

definirane.

za svakin > 01 za sve iy,...,i,-1,i,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro

Svojstvo u relaciji (2.13) naziva se Markovljevim svojstvom.

Definicija 2.2.3. Matrica P = (p;; : i,j € S) naziva se stohastickom matricom ako je
pij=0zasvei,jeS te
Zp,.j: 1, zasvei€s. (2.14)
Jjes
Ukoliko je broj stanja u S konacan, tada je P “prava” (konacna) matrica. S druge strane,
ako je S beskonacan skup, tada ¢e P biti beskona¢na matrica.

U ovom radu zanimaju nas homogeni Markovljevi lanci.

Definicija 2.2.4. Neka je A = (A; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je
P = (p;j : i,] € S) stohasticka matrica. Sluc¢ajni proces X = (X, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi

(i) P(Xo=1i)=A;,zasvei €S, te

(ii) PXp1 = jIXy = 4,X421 = Gy1,..., X0 = o) = pij, za svakin > 01 za sve
00y in-1,1, J ES.
Ponekad ¢emo Markovljev lanac iz definicije [2.2.4|nazivati (4, P)-Markovljevim lancom.

Sada definiramo posebnu vrstu Markovljevih lanaca.

Definicija 2.2.5. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, 7, P) zove se stacionaran ako za sve k > 0 i sve n > 0, slucajni vektori (Xo, X1, ..., Xy)
i (X, Xoi1s - - Xoix) imaju istu distribuciju (u odnosu na vjerojatnost P).
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Definicija 2.2.6. Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja S
i prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucijan = (n; : i € S) na S je stacionarna
distribucija (ili invarijantna distribucija) Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne ma-
trice P) ako vrijedi

m=nP, (2.15)

odnosno po komponentama

= Z?Tkpkj, zasve j€S. (2.16)
keS

Teorem 2.2.7. Neka je X = (X,, : n > 0) (nr, P)-Markovljev lanac gdje je  stacionarna dis-

tribucija za P. Tada je X stacionaran proces. Preciznije, X je stacionaran uz vjerojatnost

P, = >, n;P.. Nadalje, za svaki m > 0 je (X4, : n = 0) ponovno (rr, P)-Markovljev lanac.
i€eS

Dokaz. Uo¢imo prvo da iz m = 7P slijedi 7 = (nP)P = nP?, te indukcijom 7 = wP" za sve

n > 1. Po komponentama,

mi = Zﬂkpkj”. (2.17)

keS
Neka je sada k > 0, n > 0, te neka su iy, i1,..., i € S. Vrijedi:

Pr(X, = i, Xps1 =01y, Xy = k) = Zﬂipiio(")l?ioil N L
€S
= Ty Pigiy - - - Pirrix. = P(Xo = 10, X1 =11, ..., Xk = Iy),

gdje drugi redak slijedi zbog (2.17)).
Nadalje, otprije znamo da je (X4, : n = 0) Markovljev lanac s prijelaznom matricom

P. Pocetna distribucija tog lanca jednaka je (P.(X,, = i) : i € §). Bududi da je P,(X,, =
i) = m;, tvrdnja slijedi. |

2.2.2 Skriveni Markovljev model (HMM)

Definicija 2.2.8. Skriveni Markovljev model (engl. hidden Markov model (HMM)) {X, :
t € N} je posebna vrsta zavisne strukture. Neka X i C\” predstavljaju povijest od vremena
1 do vremena t. Najjednostavniji skriveni Markovljev model zadovoljava svojstva

P(C|C" Yy =P(C/|C,)), t=2,3,... (2.18)

P(CX* D, Cc") = P(X,|C,), teN. (2.19)
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Model se sastoji od dva dijela: prvi je parametarski proces {C, : t = 1,2, ...} koji zadovo-
ljava Markovljev uvjet (2.13), a drugi je proces opservacija - proces koji ovisi o stanjima
{X, : t =1,2,...}, takav da kad je C, poznat, distribucija od X, ovisi samo o trenutnom
stanju C,, a ne o prethodnim stanjima ili opservacijama. Ako Markovljev lanac {C,} ima m
stanja, tada {X,} zovemo skriveni Markovljev model s m stanja. ViSe na [10].

1 \
1 \ 1 \ 1 \
7 \ 7 \ 7 \
’ \ ’ \ ’ \
‘ \ ‘ \ ‘ \
1 \ —_— 1 \ —_— 1 \

Slika 2.1: Shematski prikaz jednostavnog HMM-a.

Sljedeci parametri opisuju tipicnu implementaciju HMM-a (vidi [7]]):

Skup stanja S = {S,..., Sy} takav da je g, stanje u vremenu ¢,

Skup vjerojatnosti B = {b(0), ...,by(0)}, gdje su bj(o,) = P(odq, = Sj),zal < j <
N, emisijske vjerojatnosti stanja, a o, je opservacija u vremenu ¢ iz niza opservacija
O ={oy,...,0r} (bj(0,) je vijerojatnost da stanje j emitira vrijednost opservacije o,),

Prijelazna matrica stanja A = {a;;},za 1 <1, j < N, gdje je a;j = P(qi+1 = Sjlg: = S ),

Vektor pocetne distribucije stanja Il = {ry, ..., 7y}

Viterbijev algoritam

U HMM-u poznat nam je niz opservacija, no ne znamo koji je to¢no niz stanja emitirao te
opservacije, ali moZemo saznati koji ih je niz stanja najvjerojatnije emitirao. Da bismo to
saznali, koristimo Viterbijev algoritam koji je ujedno jedan od poznatijih algoritama koji
se koriste u HMM-u. Na kraju navodimo korake algoritma (vidi [[7]):

e Na pocetku, 6,(i) = m;bi(01), Y1(i)) =0,zal <i < N.
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e 0,()) = g3§[5z—1aij]bj(01), W¥.(j) = argmax[6,-1(D)a;;l,zat=2,...,Ti1 < j<N

1<i<N

e Konacno, gr* = argmax[o7(i)], ¢, = Yi41(qi+17), zat =T —1,...,1, s optimalnim
1<i<N

putem Q" = {q",...,qr"}.



Poglavlje 3
Opis podataka

Postoji dosta javnih informacija o koronavirusu i svemu vezano uz tu temu. Podaci koji su
nam dostupni i koje smo odlucili koristiti su 0 dnevnim kumulativnim brojevima slucajeva
svake drzave koji se nalaze na GitHub repozitoriju Johns Hopkins University - Center for
Systems Science and Engineering [2]. Naravno, ovo su samo jedni od javno dostupnih
podataka te smo mogli izabrati i druge kao Sto su smrtnost od koronavirusa, hospitalizacija
1 ostali.

Kako znamo da su u danasnjem svijetu mnoge zemlje povezane, a pogotovo drZave
koje se nalaze u Europskoj uniji, za obradivanje smo odlucili preuzeti podatke za devet
drzava: Italiju, Austriju, Njemacku, Sloveniju, Hrvatsku, Ujedinjeno Kraljevstvo, Dansku,
Belgiju i Nizozemsku. Podaci su dani za svaki dan u periodu od 22.1.2020. do 13.10.2021.

Za potrebe daljnjih analiza, najprije smo transformirali kumulativne podatke u dnevne
brojeve novih slucajeva, a da bismo dobili Zeljene podatke, bilo je potrebno provesti tran-
sformacije dnevnih brojeva novih slucajeva.

3.1 Podaci o dnevnom tjednom prosjeku zarazenih

Jasno je da dan u tjednu ovisi o broju novih dnevnih slucajeva - nedjeljom 1 ponedjeljkom
ima manje pozitivnih na COVID-19 u odnosu na ostale dane u tjednu jer se manje ljudi
testira vikendom. Zbog toga, sluzbeni broj pozitivnih u nedjelju i ponedjeljak nikad nije
pravi broj. Kako u ovom radu pratimo tok zaraze (rast ili pad), ne Zelimo analizirati krive
brojke. Da to izbjegnemo, transformirali smo podatke o dnevnom broju novih slucajeva
u novu varijablu dnevni tjedni prosjek zarazenih (daily weekly average) na sljedeci nacin:
prvo smo uzeli prvu vrijednost (dan) i sljedecih Sest te ih uprosjecili pa smo uzeli drugu
vrijednost i sljedecih Sest te ih uprosjecili i tako dalje.

17
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Slika 3.1: Vremenski niz dnevnog tjednog prosjeka zarazenih koronavirusom

1z grafickog prikaza 3.1l moZemo primijetiti da podaci zaraZenih za sve drzave prate skoro
isti trend, ali se razlikuju u vremenu kada pocinje uzlazni i silazni trend te u visini vrhunca
svakog vala. Takoder vidimo da su te razlike u vremenu od par tjedana (npr. razlika
izmedu Italije 1 Ujedinjenog Kraljevstva od pocetka drugog i1 Cetvrtog vala je pedeset dana,
tj. sedam tjedana).

3.2 Diskretizacija podataka - stopa zaraze

Svaki pojedinac ima moZze razviti neke od mogucih simptoma koronavirusa. Netko nije
svjestan da je pozitivan na COVID-19 jer nema nikakve simptome, dok netko drugi pret-
postavlja da se zarazio, ali se odbija testirati. Dolaskom delta soja, nove varijante koro-
navirusa, zaraza je brza i veca, ali cijepljeni uglavnom imaju simptome obine gripe pa
nisu sigurni jesu li se zarazili. Ponekad se ni ne registrira kada netko bude pozitivan nakon
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Sto se testira kod kuce. Sve to su razlozi zbog kojih sluZzbene brojke o dnevnim novim
slu¢ajevima nekad nisu to¢ne. Stovise, esto je pravi broj puno vedi.

Da bismo “popravili” krive podatke, varijablu dnevnih tjednih prosjeka zarazenih tran-
sformirali smo u novu diskretnu varijablu stope zaraze (infection rate). Varijablu smo
diskretizirali tako da smo prosjeke stavili u kategorije pa nam time pravi broj zaraZenih
nije trebao. Vrijednosti nove varijable stope zaraze jedne su od sljedecih:

e (: daily weekly average / populacija drzave < 10/1000000

e 1:10/1000000 < daily weekly average / populacija drzave < 50/1000000

e 2:50/1000000 < daily weekly average / populacija drzave < 100/1000000
e 3:100/1000000 < daily weekly average / populacija drzave < 500/1000000

e 4 : daily weekly average / populacija drzave > 500/1000000

Broj stanovnikzﬂ svake drzave je sljedeci:

broj stanovnika

Italija 60 342 758
Austrija 9076 194
Njemacka 84 146 021
Slovenija 2079 322
Hrvatska 4071 669
Ujedinjeno

Kraljevstvo 08 369 926
Danska 5819 787
Nizozemska 17 186 015
Belgija 11 657 948

1podaci preuzeti s https : //www.worldometers.info/population/europe/
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Slika 3.2: Vremenski niz stope zaraze koronavirusom

Na slici [3.2] moZemo uogiti da je tok stope zaraze na pocetku pandemije koronavirusa
gotovo isti za sve navedene drZave s razlikom u vremenu od par tjedana, dok ipak moZemo
primijetiti razlike u toku pandemije za razliCite drZave pri kraju obradenih podataka. To
nam daje naslutiti kako je bilo povezanosti izmedu drZava s obzirom na stopu zaraze, no
da su se dogodile promjene nakon godinu dana.

Grafickim prikazom dviju varijabli vidjeli smo da je tok zarazenih koronavirusom za
sve drzave medusobno vrlo slian, ali da bi moglo biti razlike izmedu drzava godinu i pol
dana nakon pocetka pandemije. Zbog toga naslu¢ujemo da bi ovisnost koli¢ine zaraZzenih
izmedu zemalja zaista mogla postojati, barem u pocetku pandemije.
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Primjena teorije na podatke

Clanice Europske unije podosta su povezane zbog dana$nje mobilnosti te poslovnog i pri-
vatnog zivota svojih stanovnika. Zbog toga mislimo da bi i tok zaraze jedne drZzave mo-
gao utjecati na tok zaraze druge drZave u Europskoj uniji. Izmedu ostalog, u poglavlju 3]
graficki prikazi podataka dali su nam naslutiti da bi linearne ovisnosti broja slucajeva za-
raze virusom i stopa zaraze izmedu navedenih zemalja mogle postojati. Da bismo dokazali
ili opovrgnuli te tvrdnje, koristit cemo definicije i teoreme iz poglavlja

Dodatno, modelirati ¢emo diskretiziranu varijablu stope zaraze u skriven Markovljev
model i pokazati kako je to samo jo$ jedan uspjeSan nacin kako mozemo analizirati razlicite
vrste podataka vezane uz pandemiju koronavirusa.

4.1 Korelacije

Na pocetku zabiljeZenih podataka o zarazi koronavirusom u grafickom prikazu u poglavlju
primijetili smo da je tok gotovo isti za sve analizirane drzave. Medutim, oko petstotog
dana mogli smo vidjeti razlike u tokovima razliitih zemalja. Vrijednosti za taj period
predstavljaju podatke za lipanj 2021. godine, a to je vrijeme kada su pojedinci koji su se
odlucili cijepiti ve¢inom dobili drugu dozu cjepiva. Kako nas zanima utjece li povezanost
zemalja na tok zaraze 1 kako smo uocili razlike u odnosu na stanje na pocetku pandemije 1
stanje u novije vrijeme, podatke ¢emo podijeliti na dva dijela i posebno analizirati podatke
za svaki period. Prvo dio Ce sadrzati vrijednosti za period od 1.5.2020. do 30.6.2021., a
drugi za period od 1.7.2021. do 13.10.2021. Podatke prije 1.5.2020. neemo analizirati jer
ne predstavljaju reprezentativan uzorak za taj period pandemije.

Prije nego Sto izraunamo i testiramo koeficijente korelacije, moramo testirati imaju li
varijable normalnu distribuciju da bismo znali koje koeficijente korelacije moZemo koris-
titi. Kako je stopa zaraze diskretna varijabla, ona ocito nije normalno distribuirana pa ¢emo

21
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samo testirati varijablu dnevnog tjednog prosjeka, ali posebno za svaki period. Postavljamo
hipoteze:

Hy: podaci su normalno distribuirani
Hi: ne H,

Koriste¢i programski jezik R dobili smo jako male p-vrijednosti za svaku drZzavu pa odba-
cujemo hipotezu Hy na svim razumnim razinama znacajnosti. Dakle, pretpostavljamo da
podaci nisu normalno distribuirani ni za jednu drzavu.

4.1.1 Korelacijski koeficijenti i testovi
Podaci za period 1.5.2020. - 30.6.2021.

Prethodno smo testirali jesu li varijable dnevnog tjednog prosjeka zaraze normalno distri-
buirane. Kako smo odbacili hipotezu o normalnosti za svaku drzZavu, koristimo Spearma-
nov koeficijent korelacije definiran u [2.1.2]za procjenitelja koeficijenta korelacije popula-
cije. Dobivamo sljedece rezultate:

Italija Austrija  Njemacka Slovenija Hrvatska
Ttalija 1 0.961944 0.897087 0.906498 0.89087
Austrija 0.9619442 1 0913416 0.920212 0.945113
Njemacka | 0.897087 0.913416 1 0.911793 0.949522
Slovenija 0.906498 0.920212 0.911793 1 0.911468
Hrvatska 0.890871 0.945113 0.949523 0.911468 1
Ujedinjeno | 240406 0.658401  0.682142  0.806388 0.606273
Kraljevstvo
Danska 0.836223  0.807321 0.902447 0.868901 0.85912
Nizozemska | 0.852443 0.865148 0.924945 0.868436 0.900772
Belgija 0.861008 0.881635 0.812776 0.776790 0.84901
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Ujedinjeno Kraljevstvo  Danska  Nizozemska  Belgija

Italija 0.740426 0.836223  0.852443  0.861008
Austrija 0.658401 0.807321  0.865148  0.881635
Njemacka 0.682142 0.902447  0.924945  0.812776
Slovenija 0.806388 0.868901  0.868436  0.776790
Hrvatska 0.606273 0.859115  0.900772  0.849014
Ujedinjeno 1 0732496  0.693446  0.587262
Kraljevstvo

Danska 0.732496 1 0.847694  0.705556
Nizozemska 0.693446 0.847694 1 0.878720
Belgija 0.587262 0.705556  0.878720 1

Tablica 4.1: Spearmanovi koeficijenti korelacije za dnevni tjedni prosjek zaraze

Primijetimo da su Spearmanovi koeficijenti korelacije vrlo visoki za sve testirane drZave
osim Ujedinjenog Kraljevstva koji ima nesto slabije koeficijente korelacije. Takoder, bro-
jevi zaraze Ujedinjenog Kraljevstva imaju najvecu korelaciju sa Slovenijom, a najmanju
s Belgijom. Nedavnim izlaskom Ujedinjenog Kraljevstva iz Europske unije te druk¢ijim
pristupom suzbijanju pandemije koronavirusa od ostalih zemalja Europske unije, sukladno
je za ocekivati da Ce koeficijenti korelacije biti manji nego za ostale drzave.

Koeficijenti korelacije u znacajni su za sve parove drZava, a time mozemo naslu-
titi da za ovaj period postoje jake korelacije izmedu podataka, tj. postoji jaka povezanost
izmedu toka zaraze izmedu svih navedenih zemalja prije druge doze cjepiva. Da bismo do-
kazali ili opovrgnuli ovu tvrdnju, koristit ¢emo korelacijske testove. Postavljamo sljedece
hipoteze:

Hy: p = 0 (p je koeficijent korelacije varijabli daily weekly average)
H;: ne Hy

Nulta hipoteza tvrdi da korelacije izmedu podataka ne postoji, dok alternativna hipoteza
tvrdi suprotno. Za svaki par drZzava dobivamo sljedeci rezultat:

Spearman’s rank correlation rho

data: datal and data2
S = ..., p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true rho is not equal to 0
sample estimates:
rho

Kako je p-vrijednost jako mala, u svakom testu odbacujemo hipotezu H, na svim razumnim
razinama znacajnosti pa pretpostavljamo da su dnevni tjedni prosjeci zaraze svih drzava
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medusobno korelirani. Dakle, pokazali smo da kako su drZzave u Europskoj uniji povezane,
tako su i1 tokovi epidemije svake drzave bili povezani do datuma 30.6.2021.

Analogan postupak koristimo za varijablu stope zaraze. Spearmanovi koeficijenti ko-
relacije su sljedeci:

Italija Austrija  Njemacka Slovenija  Hrvatska
Italija 1 0.909355 0.864927 0.8831378 0.829858
Austrija 0.909355 1 0.838934  0.879037  0.872946
Njemacka 0.864927 0.838934 1 0.873549  0.858847
Slovenija 0.883138 0.879037 0.873549 1 0.855290
Hrvatska 0.829858 0.872946 0.858847  0.855290 1
Ujedinjeno | ) 61870 0.598622 0487149 0710085  0.460433
Kraljevstvo
Danska 0.764638 0.700028 0.857752  0.828557 0.787902
Nizozemska | 0.819053 0.796642 0.802868 0.8675412 0.755435
Belgija 0.827418 0.819898 0.757868  0.833270 0.751789
Ujedinjeno Kraljevstvo  Danska  Nizozemska Belgija
Italija 0.601822 0.764638  0.819053  0.827418
Austrija 0.598622 0.700028  0.796642  0.819898
Njemacka 0.487149 0.857752  0.802868  0.757868
Slovenija 0.710085 0.828557  0.867542  0.833270
Hrvatska 0.460433 0.787902  0.755435  0.751789
Ujedinjeno 1 0441381  0.582788  0.553633
Kraljevstvo
Danska 0.441381 1 0.803595  0.718503
Nizozemska 0.582788 0.803595 1 0.921099
Belgija 0.553633 0.718503  0.921099 1

Tablica 4.2: Spearmanovi koeficijenti korelacije za stopu zaraze

Kod varijable stopa zaraze uo¢avamo velike korelacijske koeficijente kod svih parova drzava
osim kod parova s Ujedinjenim Kraljevstvom. Kako smo dobili identi¢ne rezultate kao i
kod varijable daily weekly average, ovime samo potvrdujemo da smo ispravno transformi-
rali 1 diskretizirali varijablu stope zaraze.

Da bismo dokazali da velike korelacije zaista postoje, ponovno postavljamo hipoteze:

H(): P = 0
H,: ne H,
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Isto kao i kod varijable dnevnog tjednog prosjeka zaraze, za svaki par drzava u korelacij-
skom testu dobivamo p-vrijednost manju od 2.2 - 107! pa na svim razumnim razinama
znacajnosti odbacujemo hipotezu Hy. Dakle, pretpostavljamo da su podaci korelirani, a
kako vidimo iz .2} te korelacije su znacajne.

Analizom i statisti¢kim testovima ustvrdili smo da su u periodu od 1.5.2020. do 30.6.
2021. postojale znaCajne korelacije u toku zaraze koronavirusom izmedu odabranih ze-
malja u Europi. Zbog razli¢itih vrsta povezanosti zemalja u Europi, oCekivali smo da ¢e
rast/pad novih slu€ajeva u jednoj drzavi utjecati na rast/pad u drugoj, no zanimljiva je
¢injenica da su korelacije velike, tj. da je tok zaraze virusom jedne drZave znacajno utjecao
na tok zaraze virusom druge drZave u tom periodu.

Posebno nas zanima situacija u Hrvatskoj u usporedbi s ostalim drzavama. Tocnije,
kako smo pokazali da korelacija Hrvatske s bilo kojom drugom drZavom postoji i znacajna
je, Zelimo vidjeti kolika je vremenska razlika toka zaraze u Hrvatskoj u odnosu na ostale
drzave.
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Iz grafova se moze vidjeti da je u periodu 1.5.2020.-30.6.2021. vremenska razlika u toku
zaraze izmedu Hrvatske i ostalih zemalja sljedeca:

e Hrvatska - Italija: oko 14 dana

e Hrvatska - Austrija: oko 20 dana

e Hrvatska - Njemacka: oko 20 dana

e Hrvatska - Slovenija: par dana

e Hrvatska - Ujedinjeno Kraljevstvo: oko 100 dana
e Hrvatska - Danska: oko 40 dana

e Hrvatska - Nizozemska: 40-50 dana

e Hrvatska - Belgija: oko 30 dana

Podaci za period 1.7.2021. - 13.10.2021.

Za podatke u drugom periodu koristimo identican postupak kao i za prvi period. Kako pret-
postavljamo da podaci o dnevnom tjednom prosjeku zaraze nisu normalno dustribuirani,
iznova izraCunavamo Spearmanove koeficijente korelacije.

Italija Austrija  Njemacka Slovenija  Hrvatska
Ttalija I 0.248352  0.519745 0.235953  0.184025
Austrija 0.248352 1 0.865164 0971937  0.955495
Njematka | 0.519745 0.865164 1 0.827495  0.810763
Slovenija 0.235953  0.971937  0.827495 1 0.947419
Hrvatska 0.184025 0.955495 0.810763  0.947419 1
Ujedinjeno | 114185 0275793 0347950 0214825 0317479
Kraljevstvo
Danska 0.606639 -0.348507 -0.103625 -0.407284 -0.339794
Nizozemska | 0.144848 -0.463933 -0.257439 -0.508667 -0.491509
Belgija 0484742  0.832936 0.883339  0.829011 0.821836
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Ujedinjeno Kraljevstvo ~ Danska  Nizozemska  Belgija

Ttalija 0.114182 0.606639  0.144848  0.484742
Austrija 0.275793 10.348507  -0.463933  0.832936
Njematka 0.347959 20.103625  -0.257439  0.883339
Slovenija 0.214825 -0.407284  -0.508667  0.829012
Hrvatska 0.317479 -0.339794  -0.491509  0.821836
Ujedinjeno 1 0.043584 028390  0.236235
Kraljevstvo

Danska 0.043584 1 0.614715  -0.07664
Nizozemska 0.283900 0.614715 1 -0.271224
Belgija 0.236235 0.07664  -0.271224 1

Tablica 4.3: Spearmanovi koeficijenti korelacije za dnevni tjedni prosjek zaraze

1z tablice moZemo vidjeti da su se u ovom periodu dogodile mnoge promjene. Cini
se kako dnevni tjedni prosjek zaraze Ujedinjenog Kraljevstva viSe nije koreliran niti s jed-
nim prosjekom zaraze druge drZave, a da prosjek zaraze Italije ostaje koreliran jedino s
prosjekom Njemacke 1 Danske. Takoder mozemo uociti da Austrija, Njemacka, Slove-
nija, Hrvatska i Belgija ostaju medusobno korelirane, ali niti s jednom drugom drZavom
(osim dodatno Njemacka i Italija). Danska ostaje korelirana s Nizozemskom i Italijom, a
Nizozemska jedino s Danskom.

Da bismo dokazali ili opovrgnuli naSe tvrdnje, koristimo Spearmanov korelacijski test.
Postavljamo hipoteze:

H(): P = 0
H;: ne Hy

Prikazujemo korelacijske testove u kojima nismo mogli odbaciti nultu hipotezu:

Spearman’s rank correlation rho

data: dwa_it2 and dwa_hr2
S = 157418, p-value = 0.06022
alternative hypothesis: true rho is not equal to ©®
sample estimates:
rho
0.1840245

Spearman’s rank correlation rho

data: dwa_it2 and dwa_uk2
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S = 214948, p-value = 0.2461
alternative hypothesis: true rho is
sample estimates:

rho
-0.114182

Spearman’s rank correlation

data: dwa_it2 and dwa_ne2
S = 164976, p-value = 0.1404
alternative hypothesis: true rho is
sample estimates:

rho
0.1448476

Spearman’s rank correlation

data: dwa_dm2 and dwa_de2
S = 212911, p-value = 0.2928
alternative hypothesis: true rho is
sample estimates:

rho
-0.1036251

Spearman’s rank correlation

data: dwa_uk2 and dwa_dm2
S = 184512, p-value = 0.6589
alternative hypothesis: true rho is
sample estimates:

rho
0.04358351

Spearman’s rank correlation

data: dwa_dm2 and dwa_be2
S = 207705, p-value = 0.4371
alternative hypothesis: true rho is
sample estimates:

rho
-0.07663973

not

rho

not

rho

not

rho

not

rho

not

29

equal to 0

equal to 0

equal to 0

equal to 0

equal to 0

Iz rezultata korelacijskih testova zaklju¢ujemo da na razini znacajnosti 5% ne odbacujemo
nultu hipotezu za parove drzava Italija 1 Hrvatska, Italija 1 Ujedinjeno Kraljevstvo, Italija
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1 Nizozemska, Danska i Njemacka, Ujedinjeno Kraljevstvo i Danska te Danska i1 Belgija.
Dakle, u periodu od 1.7.2021. do 13.10.2021. pretpostavljamo da korelacija izmedu svih
navedenih drZava ne postoji. Ostale korelacije za koje smo spomenuli da ih mozda vise
nema ipak postoje, ali nisu znacajne.

Provjerimo sada korelacije za varijablu stope smrtnosti ponovno koriste¢i Spearmanove

koeficijente korelacije:

Italija Austrija  Njemacka Slovenija  Hrvatska
Italija 1 0.17372  0.258765 0.130022 -0.051131
Austrija 0.17372 1 0.682727 0.961522 0.871165
Njemacka 0.258765  0.682727 1 0.651025 0.667311
Slovenija 0.130022 0.961522  0.651025 1 0.884267
Hrvatska -0.051131 0.871165 0.667311  0.884267 1
Ujedinjeno | 306644 0.136077 0144707  0.078133  0.182671
Kraljevstvo
Danska 0.484123 -0.268119 0.131006 -0.388951 -0.46757
Nizozemska | 0.122289 -0.075770 0.269478 -0.192043 -0.232186
Belgija 0.200805 0.523257 0.581876  0.385297  0.34909
Ujedinjeno Kraljevstvo ~ Danska  Nizozemska  Belgija
Italija -0.386844 0.484123  0.122289  0.200805
Austrija 0.136077 -0.268119  -0.075770  0.523257
Njemacka 0.144707 0.131006  0.269478  0.581876
Slovenija 0.078133 -0.388951  -0.192043  0.385297
Hrvatska 0.182671 -0.46757  -0.232186  0.34909
Ujedinjeno 1 0.017626  0.245327  0.184604
Kraljevstvo
Danska -0.017626 1 0.545614  0.354292
Nizozemska 0.245327 0.545614 1 0.309081
Belgija 0.184604 0.354292  0.309081 1

Tablica 4.4: Spearmanovi koeficijenti korelacije za stopu zaraze

Pogledamo 1i tablicu mozemo primijetiti da Italija 1 Ujedinjeno Kraljevstvo nemaju
znacajan koeficijent korelacije stope zaraze niti s jednom drugom drZzavom, dok Danska i
Nizozemska jedino imaju znacajnije koeficijente jedna s drugom. Podaci za Belgiju imaju
znacajnije koeficijente jedino s podacima Austrije i Njemacke, a Austrija, Njemacka, Slo-
venija i Hrvatska imaju medusobno velike koeficijente korelacije.
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Da provjerimo je li zaista toliko korelacija nestalo, koristimo Spearmanov korelacijski
test. Kako su u prvom periodu svi podaci medusobno bili korelirani i u svakom slucaju
smo odbacili hipotezu H,, ovdje ¢emo ponovno prikazati statisti¢ke testove u kojima nismo

mogli odbaciti nultu hipotezu. Postavljamo hipoteze:

H()Z P = 0
Hi: ne H,

Spearman’s rank

data: inf_rate_it2 and
S = 159406,
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
0.1737198

Spearman’s rank

data: inf_rate_it2 and
S = 167836,
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
0.1300216

Spearman’s rank

data: inf_rate_it2 and
S = 202784,
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
-0.051131

Spearman’s rank

data: inf_rate_it2 and
S = 169328,
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
0.122289

p-value = 0.

p-value = 0.

p-value = 0.

p-value = 0.

correlation rho

inf_rate_at?2
07635
true rho is not

correlation rho

inf_rate_slo2
1862
true rho is not

correlation rho

inf_rate_hr2
6045
true rho is not

correlation rho

inf_rate_ne?2
214
true rho is not

equal to 0

equal to 0

equal to O

equal to 0



Spearman’s rank

data: inf_rate_uk2 and
S = 166668, p-value = 0.
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
0.1360772

Spearman’s rank

data: inf_rate_ne2 and
S = 207538, p-value = 0.
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
-0.07577036

Spearman’s rank

data: inf_rate_uk2 and
S = 165003, p-value = 0.
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
0.1447067

Spearman’s rank

data: inf_rate_dm2 and
S = 167646, p-value = 0.
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho
0.1310056

Spearman’s rank

data: inf_rate_uk2 and
S = 177847, p-value = 0.
alternative hypothesis:
sample estimates:

rho

correlation rho

inf_rate_at?2
1663
true rho is not

correlation rho

inf_rate_at?2
4424
true rho is not

correlation rho

inf_rate_de2
1408
true rho is not

correlation rho

inf_rate_de2
1828
true rho is not

correlation rho

inf_rate_slo2
4282
true rho is not

POGLAVLIJE 4. PRIMJENA TEORIJE NA PODATKE

equal to O

equal to O

equal to O

equal to O

equal to O
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0.07813283

Spearman’s rank correlation rho

data: inf_rate_uk2 and inf_rate_dm2
S = 196320, p-value = 0.8584
alternative hypothesis: true rho is not equal to 0
sample estimates:
rho
-0.01762633

Spearman’s rank correlation rho

data: inf_rate_uk2 and inf_rate_be2
S = 157306, p-value = 0.0594
alternative hypothesis: true rho is not equal to 0
sample estimates:
rho
0.1846043

Spearman’s rank correlation rho

data: inf_rate_hr2 and inf_rate_uk?2
S = 157679, p-value = 0.06216
alternative hypothesis: true rho is not equal to ©
sample estimates:
rho
0.1826713

Na razini znacajnosti 5% ne odbacujemo nultu hipotezu za sljedece parove: Italija i Aus-
trija, Italija i Slovenija, Italija i Hrvatska, Italija i Nizozemska, Ujedinjeno Kraljevstvo i
Austrija, Nizozemska 1 Austrija, Ujedinjeno Kraljevstvo i Njemacka, Danska 1 Njemacka,
Ujedinjeno Kraljevstvo 1 Slovenija, Ujedinjeno Kraljevstvo i Danska, Ujedinjeno Kraljev-
stvo 1 Belgija te Ujedinjeno Kraljevstvo i Hrvatska. Dakle, pretpostavljamo da u periodu
od 1.7.2021. do 13.10.2021. ne postoje korelacije stope zaraze za navedene drzave. Ostale
slabije korelacije koje smo spomenuli postoje izmedu drZzava, ali nisu znacajne. Primije-
timo da Ujedinjeno Kraljevstvo gubi korelaciju s €ak Sest drzava, Italija s Cetiri, Austrija s
tri, Hrvatska, Slovenija, Njemacka 1 Nizozemska s dvije 1 Belgija s jednom.

Vazno je joS napomenuti da Italija gubi korelaciju s Hrvatskom, Austrijom i Sloveni-
jom koje sve imaju neSto vazniju ulogu za Hrvatsku zbog jace povezanosti i lokacije, ali
Austrija, Slovenija i Hrvatska medusobno i dalje imaju jake korelacije.
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Uocimo kako za obje varijable u ovom periodu gubimo korelacije izmedu Italije 1 Hr-
vatske, Italije 1 Nizozemske, Danske i Njemacke te Ujedinjenog Kraljevstva i Danske.
Posebno, za varijablu dnevni tjedni prosjek zaraze gubi se korelacija izmedu Italije i Uje-
dinjenog Kraljevstva te Danske i Belgije, a za varijablu stopa zaraze Italija i Austrija, Italija
1 Slovenija, Ujedinjeno Kraljevstvo 1 Austrija, Nizozemska i1 Austrija, Ujedinjeno Kraljev-
stvo 1 Njemacka, Ujedinjeno Kraljevsvo i1 Slovenija, Ujedinjeno Kraljevstvo 1 Belgija te
Ujedinjeno Kraljevstvo i Hrvatska.

Spomenuli smo da je razlog zbog kojeg smo razdvojili podatke na prije i poslije 1.7.2021.
je taj da je to period u kojem su cijepljeni dobili drugu dozu. Stoga, pokazimo joS§ proci-
jepljenosiﬂ u svakoj navedenoj drzavi:

procijepljenost

Italija 70.08%
Austrija 62.31%
Njemacka 65.75%
Slovenija 50.99%
Hrvatska 43.14%
Ujedinjeno

Kraljevstvo 08.24%
Danska 75.75%
Nizozemska 67.99%
Belgija 74.38%

Ujedinjeno Kraljevstvo koje gubi korelacije s najvise ostalih drZzava ima visoku procijep-
ljenost, ali ne najvecu, no znamo da ima najmanju povezanost s drugim drzavama (mozda
je iizlazak iz Europske unije utjecao na to). Nemamo konkretnih dokaza da veca procijep-
ljenost utjece na promjenu, ali ¢injenica je da se korelacije gube nakon druge doze cjepiva.
Takoder, oni su imali neSto drukciji pristup prema suzbijanju zaraze i druk¢ije mjere nego
u ostatku Europe pa su i to moguéi ¢imbenici koji su pridonijeli tome.

Italija ima jedan od najvecih postotaka procijepljenosti pa je zanimljivo da korelacija
njenih podataka nestaje sa susjednim zemljama - Austrijom, Slovenijom 1 Hrvatskom, a
korelacije izmedu Austrije, Slovenije 1 Hrvatske ne nestaju. Pogledamo li tablicu s pro-
cijepljenostima svake zemlje, uocit ¢emo da Italija jedina ima procijepljenost iznad 70%,
dok Austrija, Slovenija i Hrvatska imaju procijepljenost ispod 70%. U ovom sluc¢aju po-
novno nemamo konkretnih dokaza da velika procijepljenost i razli¢it pristup suzbijanju
pandemije imaju utjecaj na prestanak korelacije podataka Italije 1 ostalih drZava, no opet
moramo biti svjestni da se promjene dogadaju nakon perioda kada su cijepljeni dobili drugu
dozu cjepiva.

Ipodaci se odnose na procijepljenost cijelog stanovnistva jedne drzave do datuma 13.10.2021. i preuzeti
su s https : //coronavirus.jhu.edu/region
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Zanimljivo je istaknuti vremensku razliku u toku zaraze Hrvatske s ostalim drzavama s
kojima i dalje ima korelaciju. Prikazat éemo podatke varijable dnevni tjedni broj zarazenih
pa kako Hrvatska gubi korelaciju samo s Italijom, vremenska razlika izmedu Hrvatske i
Italije nece biti opisana.
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Iz grafova primijeCujemo da su vremenske razlike u toku zaraze izmedu Hrvatske 1 njoj
koreliranih zemalja sljedece:

e Hrvatska - Austrija: oko 20 dana

Hrvatska - Njemacka: oko 30 dana

Hrvatska - Slovenija: par dana

Hrvatska - Danska: oko 60 dana

Hrvatska - Nizozemska: oko 60 dana

Hrvatska - Belgija: oko 60 dana

4.1.2 Model linearne regresije

Nakon Sto smo testirali postojanje korelacije za obje varijable, korelirane podatke mozemo
transformirati u model linearne regresije. Izracunat ¢emo Cetiri modela linearne regresije
za varijablu stope zaraze - dvije za prvi period 1 dvije za drugi period.

Kao $to smo naveli u poglavlju 2.1.3] za dobar model linearne regresije trebaju nam
Cetiri glavne pretpostavke:

e linearan odnos izmedu zavisne i nezavisnih varijabli

e nezavisnost greSaka
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e homogenost greSaka

e normalna distribuiranost greSaka

Kako su za prvi period svi podaci medusobno korelirani, u linearnom modelu moZemo
imati samo jednu nezavisnu i jednu zavisnu varijablu. Koristit éemo podatke za Hrvatsku i
Italiju te Hrvatsku i Austriju. Italiju i Austriju uzet ¢emo za nezavisne varijable, a Hrvatsku
za zavisnu varijablu. Dobivamo sljedece rezultate:

> summary (Im(inf_rate_hrl ~ inf_rate_itl))

Call:
Im(formula = inf_rate_hrl

inf_rate_itl)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.24678 -0.24678 -0.08699 0.59343 0.91301

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 0.40657 0.05105 7.964 1.59e-14 ***
inf_rate_itl 0.84021 0.03189 26.343 < 2e-16 ***
Signif. codes: 0 ’***’ 9.001 '**’ 0.01 '*’ 0.05 '.’ 0.1 * ' 1

Residual standard error: 0.5596 on 418 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6241, Adjusted R-squared: 0.6232
F-statistic: 694 on 1 and 418 DF, p-value: < 2.2e-16

> summary (Im(inf_rate_hrl ~ inf_rate_atl))

Call:
Im(formula = inf_rate_hrl ~ inf_rate_atl)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.08046 -0.13175 -0.08046 -0.08046 0.91954

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 0.18304 0.04412 4,149 4.04e-05 ***
inf_rate_atl 0.94871 0.02661 35.647 < 2e-16 ***

Signif. codes: 0 ’***’ §.001 ’**’ .01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1
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18 Residual standard error: 0.4541 on 418 degrees of freedom
19 Multiple R-squared: ©0.7525, Adjusted R-squared: 0.7519
20 F-statistic: 1271 on 1 and 418 DF, p-value: < 2.2e-16

Prvi model linearne regresije ima vrijednost R? jednaku 0.6241, a drugi 0.7525. Vrijednost
R? opisuje varijabilnost modela, $to zna¢i da su oba modela imaju veliku varijabilnost.
Ipak, moramo provjeriti zadovoljavaju li nasi modeli pretpostavke dobrog modela.

Da bismo provjerili nezavisnost greSaka oba modela, koristimo acf() funkcijuuR - u:

ACF funkcija reziduala linearnog modela ACF funkcija reziduala linearnog modela

1.0
1.0

0.6
1
0.6

ACF
0.4

ACF
0.4

0.2

0.0

Slika 4.1: Reziduali linearnih modela Hrvatske i Italije (lijevo) te Hrvatske i Austrije
(desno).

Vidimo da greske niti jednog modela nisu nezavisne pa zbog toga linearni modeli nece biti
dobri.

Kako bi se izbjegla zavisnost greSaka, koristi se linearna regresija s ARIMA greSakama.
Funkcija auto.arima() u R-u sama preko AIC kriterija (model s najmanjom vrijednosti
AIC kriterija izabire se kao najbolji model) odreduje koji je ARIMA model najbolji za
aproksimaciju greske.

1
2 > fit <- auto.arima(inf_rate_hrl, xreg = inf_rate_itl)
3 > summary(fit)

4 Regression with ARIMA(1,0,0) errors

5

6 Coefficients:
7 arl intercept xreg
8 0.9878 1.2818 0.0076
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s.e. 0.0071 0.5086 0.0603

sigma”2 estimated as 0.0215: log likelihood=210
AIC=-412 ATICc=-411.9 BIC=-395.84

Training set error measures:

ME RMSE MAE MPE MAPE MASE
Training set 0.00496472 0.1461141 0.0310433 -Inf 1Inf 1.445238
ACF1

Training set 0.002975647

> fit <- auto.arima(inf_rate_hrl, xreg = inf_rate_atl)
> summary (fit)
Regression with ARIMA(1,0,0) errors

Coefficients:
arl intercept xreg
0.9875 1.3307 0.0090
s.e. 0.0071 0.4910 0.0524

sigma”2 estimated as 0.0215: log likelihood=209.99
AIC=-411.98 AICc=-411.89 BIC=-395.82

Training set error measures:

ME RMSE MAE MPE MAPE MASE
Training set 0.004376987 0.1461208 0.03137849 -Inf 1Inf 1.460843
ACF1

Training set 0.003222598

Funkcija je izabrala ARIMA(1,0,0), tj. AR(1) za najbolji model za obje linearne regresije.
o2 vrijednost jako je mala (blizu nuli), a iz definicije kriterija za dobar model u m
vidimo da bi tako trebalo 1 biti.

Zbog definicije, ovakav model sadrzi dvije vrste greSaka - greske linearne regresije i
greske ARIMA modela. Ako je model dobar, greSke ARIMA modela trebale bi biti bijeli
Sum [2.1.200 Provjerimo zadovoljavaju li greske pretpostavke dobrog modela:
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Residuals from Regression with ARIMA(1,0,0) errors

ACF
g

. . . . . '
0 5 10 15 20 25
Lag

200
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Slika 4.2: Reziduali linearne regresije Hrvatske i Italije.

Residuals from Regression with ARIMA(1,0,0) errors

ACF
g

Slika 4.3: Reziduali linearne regresije Hrvatske i Austrije.

> checkresiduals (fit)
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Ljung-Box test

data: Residuals from Regression with ARIMA(1,0,0) errors
Q* = 0.022934, df = 7, p-value =1

Model df: 3. Total lags used: 10
> checkresiduals(fit)
Ljung-Box test

data: Residuals from Regression with ARIMA(1,0,0) errors
Q* = 0.02706, df = 7, p-value = 1

Model df: 3. Total lags used: 10

Iz grafickog prikaza ACF funkcije reziduala zakljuCujemo da su reziduali nezavisni te
da zadovoljavaju uvjete dobrog modela. Hipoteze gore nevedenog Ljung-Box testa su
sljedece:

H, : procjena modela je zadovoljavajuca

H, :ne H,
p-vrijednosti oba modela vece su od 0.05 pa na razini znacajnosti 5% ne odbacujemo hi-
potezu Hj ni za jedan model. Pretpostavljamo da su procjene modela zadovoljavajuce.

Za drugi period uzimamo Ujedinjeno Kraljevstvo i Nizozemsku te Belgiju i Dansku
za modele linearne regresije. Nizozemsku i Dansku postavljamo za nezavisne varijable, a
Ujedinjeno Kraljevstvo i Belgiju za zavisne varijable.

> summary (lm(inf_rate_uk2 ~ inf _rate_ne2))
Call:
Im(formula = inf_rate_uk2 ~ inf_rate_ne2)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.3475 -0.3475 -0.3475 0.4034 0.9015

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.84943 0.17925 10.318 < 2e-16 ***
inf_rate_ne2 0.24905 0.09115 2.732 0.00741 **

Signif. codes: 0 ’'***’ @.001 '**’ .01 '*’ 0.05 .’ 0.1 * ' 1
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Residual standard error: 0.4562 on 103 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.06758, Adjusted R-squared: 0.05852
F-statistic: 7.465 on 1 and 103 DF, p-value: 0.007405

> summary (Ilm(inf_rate_be2 ~ inf_rate_dm2))
Call:
Im(formula = inf_rate_be2 ~ inf_rate_dm2)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.98333 0.01667 0.01667 0.24444 0.24444

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.52778 0.09760 15.654 < 2e-16 ***
inf_rate_dm2 0.22778 0.05924 3.845 0.000209 ***

Signif. codes: O ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 .’ 0.1 * ’ 1

Residual standard error: 0.3004 on 103 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1255, Adjusted R-squared: ©0.117
F-statistic: 14.78 on 1 and 103 DF, p-value: 0.0002089

Pogledamo li vrijednosti R? oba modela, vidimo da oba modela imaju jako malu varijabil-
nost te ve¢ time naslu¢ujemo da modeli nisu dobri. Provjerimo jo$ nezavisnost greSaka:

ACF funkcija reziduala linearnog modela ACF funkcija reziduala linearnog modela
e <
© _| w _|
o o
o ©
o S
T w
g s g 3
il ‘ [ ------------------------------ T
e ' |‘J\ “\ =
o~
=2 N e
g
T T T T T ! T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Lag Lag

Slika 4.4: Reziduali linearnih modela Ujedinjenog Kraljevstva i Nizozemske (lijevo) te
Belgije 1 Danske (desno).
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MoZemo uociti da postoji velika zavisnost medu rezidualima. Da se izbjegne zavisnost
greSaka, ponovno koristimo modele linearne regresije s ARIMA greSkama.

> fit <- auto.arima(inf_rate_uk2, xreg = inf_rate_ne2)
> summary (fit)

Series: inf_rate_uk2

Regression with ARIMA(1,0,0) errors

Coefficients:
arl intercept xreg
0.8446 2.2654 0.0404
s.e. 0.0526 0.2616 0.1144

sigma”2 estimated as 0.06404: 1log likelihood=-3.81
AIC=15.62 AICc=16.02 BIC=26.24

Training set error measures:
ME RMSE MAE MPE MAPE
Training set 0.003749325 0.2494253 0.1260604 -0.8942817 5.221273
MASE ACF1
Training set 1.872898 0.06639

> fit <- auto.arima(inf_rate_be2, xreg = inf_rate_dm2)
> summary (fit)
Regression with ARIMA(®,1,1) errors

Coefficients:
mal xreg
-0.4613 0.3383
s.e. 0.0919 0.0753

sigma”2 estimated as 0.02165: 1log likelihood=52.63
AIC=-99.25 AICc=-99.01 BIC=-91.32

Training set error measures:

ME RMSE MAE MPE MAPE
Training set 0.01297791 0.1450182 0.04142999 0.1733184 2.547707
MASE ACF1

Training set 1.43624 -0.006010829

AIC kriterijem izabrani su ARIMA(1,0,0) (AR(1)) i ARIMA(O, 1, 1) modeli za greske li-
nearne regresije. Vrijednosti o jako su male, a to je jedan indikator da bi modeli mogli
biti zadovoljavajuéi. Provjerimo joS pretpostavke za greSke modela:
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Residuals from Regression with ARIMA(1,0,0) errors
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Slika 4.5: Reziduali linearne regresije Ujedinjenog Kraljevstva i Nizozemske.

Residuals from Regression with ARIMA(0,1,1) errors
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Slika 4.6: Reziduali linearne regresije Belgije i Danske.

I > checkresiduals(fit)
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Ljung-Box test

data: Residuals from Regression with ARIMA(1,0,0) errors
Q* = 3.6605, df = 7, p-value = 0.8179

Model df: 3. Total lags used: 10
> checkresiduals(fit)
Ljung-Box test

data: Residuals from Regression with ARIMA(0,1,1) errors
Q* = 12.056, df = 8, p-value = 0.1487

Model df: 2. Total lags used: 10

ACEF funkcije reziduala pokazuju da su reziduali nezavisni te za zadovoljavaju uvjete do-
brog modela. Kako su p-vrijednosti Ljung-Box testa veée od 0.05, na razini znaCajnosti
5% ne odbacujemo hipotezu H,. Dakle, pretpostavljamo da su modeli zadovoljavajudi.

4.2 Diskretno modeliranje

Jedan od razloga zbog kojeg smo stvorili diskretiziranu varijablu stope zaraze je taj da
ju moZemo modelirati na viSe nacina. Jedan od tih nacina je da ju pretvorimo u skriven
Markovljev model, a time potencijalno otkrivamo i dokazujemo nova zanimljiva otkri¢a
vezana uz koronavirus. U skriven Markovljev modelirat ¢emo podatke stope zaraze Italije,
Austrije, Njemacke, Slovenije 1 Hrvatske.

Iz definicije vidimo da je potrebno definirati stanja, emisijske vjerojatnosti sva-
kog stanja, tranzicijsku matricu stanja te pocetnu distribuciju. Kako je model stacionaran,
iz teorema dovoljno je izracunati stacionarnu distribuciju jer je ona tada i pocetna
distribucija.

Definiramo pet stanja: Nista, Malo, Srednje, Puno i Extra, a vrijednosti stope zaraze
kao niz opservacija. Postavljamo matricu emisijskih vjerojatnosti

0.9 0.05 0.03 0.01 0.01
0.05 09 0.03 0.01 0.01
0.03 0.05 09 0.01 0.01
0.01 0.01 0.05 09 0.03
0.01 0.01 0.03 0.05 09
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te tranzicijsku matricu

0.70 0.10
0.10 0.70
0.05 0.10
0.05 0.05
0.05 0.05

0.1 0.05
0.1 0.05
0.7 0.10
0.1 0.70
0.1 0.10

0.05
0.05
0.05
0.10
0.70

Pomocu jednakosti (2.15)) iz definicije dobivamo stacionarnu distribuciju:

— (11 13 16 13 11
= (64’ 64° 64° 64> 64

13 16 13

)}

46

Kako bismo saznali koji je niz stanja najvjerojatnije emitirao pet nizova opservacija,

koristimo Viterbijev algoritam Rezultati za Hrvatsku su sljedeci:

I > stanja_viterbi_hr

16

18
19
20
21
%)

23

24

26
27
28
29
30
31

32

[1]
[7]
[13]
[19]
[25]
[31]
[37]
[43]
[49]
[55]
[61]
[67]
[73]
[79]
[85]
[91]
[97]
[103]
[109]
[115]
[121]
[127]
[133]
[139]
[145]
[151]
[157]
[163]
[169]
[175]
[181]

"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Nista
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

n

"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"

"

"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Nista"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Nista
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Nista
"Nista"
"Nista"
"Nista
"Nista
"Nista
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
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[187]
[193]
[199]
[205]
[211]
[217]
[223]
[229]
[235]
[241]
[247]
[253]
[259]
[265]
[271]
[277]
[283]
[289]
[295]
[301]
[307]
[313]
[319]
[325]
[331]
[337]
[343]
[349]
[355]
[361]
[367]
[373]
[379]
[385]
[391]
[397]
[403]
[409]
[415]
[421]
[427]
[433]
[439]
[445]
[451]
[457]
[463]

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno'
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Puno"
"Puno"
"Puno"
"Srednje"
"Srednje"

47
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[469]
[475]
[481]
[487]
[493]
[499]
[505]
[511]
[517]
[523]
[529]
[535]
[541]
[547]
[553]
[559]
[565]
[571]
[577]
[583]
[589]
[595]
[601]
[607]
[613]
[619]
[625]

Pogledajmo sada niz

> inf_rate

[1]
[32]
[63]
[94]

[125]
[156]
[187]
[218]
[249]
[280]
[311]
[342]
[373]
[404]
[435]
[466]
[497]

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

0

P NDNNMNNNWWRRRL,PRPR KRR

0

R NNMNNMNNNWWRRRL,PRP R

R NDNNMNNMNNWWRRRR R~ QI

hr

FNNNNNWWRRRR,RR

R NDNNMNMNNWWRRR,RPRP R

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

vrijednosti stope zaraze za Hrvatsku:

R NDNDNMNNNWWRRRLRPRP R

R NNNRFRNWWRRR,RPFRP R,

R NNMNMNNRLRNWWRRRL,PRP R

R N WNRNWWRRRRO RSO

P NWNRPEFNWWRRR,RPRP R

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

P NWNRNWWRRRL,RPRP R

P NWNRLRNWWNRERLRPRP R

P NWNRLRNWWNRERLRPRP R

R NWNRNWWNRRPRPR R

R NWNREFNWWNRRPRP R

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

P NWNRNWWNRE R PP R

P NWNRLRNWWNRERLRPRP R

P NWNRLRNWWNRERRLRPRP R

R NWNRFRFNWWNRRPRPR R

R NWNRERFNWWNRRPRP R

"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

R R WNREFNWWNRPRPPRPR

R R WNRFRNWWNRRRPOOR

R R WNRFRNNWNR R PRPORR

R R NNRNNWNRRPRP

R R NDNNNNWNR R PR

"Srednje"
"Srednje"

"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"
"Malo"

"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"
"Srednje"

P R NDNNMNNNWNR PR PR R

R R NDNNMNNMNNWNRR~R RO R~

F R NNNNNWNRRR R, R~

R R NDNNMNNMNNWWRRRRRR

RF R NNNNNWWRRRRR R~

P R NDNNMNNNWWRRRPRS R
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[528] 1111111111111 111111111111111111
[559] 11 1111111111111 1222222222222222
[590] 2 2 2 2 2 22 2222 22222222222222222222
[621] 2 2 2 2 2

MozZemo primijetiti da svako stanje emitira vrijednost koju ima najvecu vjerojatnost emiti-
rati, a to je za oCekivati jer Viterbijev algoritam trazi put koji je najvjerojatniji da se dogodi.
Analogne rezultate dobivamo za sve druge drzave.

Ovime smo pokazali da smo diskretnu varijablu stope zaraze uspjeSno modelirali u
skriven Markovljev model te da bi se moglo jo$ detaljnije istraZivati u ovome smjeru dok
se ne pronade nesto neocekivano. Skriven Markovljev model samo je jedan od diskretnih
vrsta modeliranja te bi se pojavom novih informacija i podataka o koronavirusu mogle
koristiti druge metode diskretnih modeliranja.



Poglavlje 5
Zakljucak

Detaljnom analizom podataka ustvrdeno je da u periodu 1.5.2020.-30.6.2021. korelacije
varijabli toka zaraze postoje izmedu svih drZava i znacajne su. Posebno, za zemlje koje su
vaznije za Hrvatsku - Italija, Austrija, Njemacka i Slovenija, korelacije izmedu njih su vrlo
znacajne 1 ocekivane. Ostale drzave takoder imaju velike korelacije s Hrvatskom, ali Ujedi-
njeno Kraljevstvo ima najmanji koeficijent korelacije. Sjeverozapadne drzave medusobno
imaju jaki utjecaj jedna na drugu, ali i na drZave na jugoistoku Europe. Ujedinjeno Kra-
ljevstvo ima najmanje koeficijente korelacije od ostalih drZzava, a mogudi razlozi za to su
nedavan izlazak iz Europske unije te drukdiji pristup suzbijanju pandemije.

Primijetili smo vremenske razlike toka zaraze izmedu Hrvatske i ostalih zemalja od
kojih su najmanje s drzavama geografski i ekonomski najblize Hrvatskoj, a najvecée s
drzavama na sjeverozapadu Europe.

U periodu 1.7.2021.-13.10.2021. dogadaju se promjene. Za obje varijable nestaju ko-
relacije Italije i Hrvatske, Italije i Nizozemske, Danske i Njemacke, Danske i Ujedinjenog
Kraljevstva. Dodatno, za varijablu dnevnog tjednog prosjeka zaraze nestaju korelacije
izmedu Italije i Ujedinjenog Kraljevstva te Danske i Belgije, dok za varijablu stope zaraze
nestaju korelacije izmedu Italije 1 Austrije, Italije 1 Slovenije, Ujedinjenog Kraljevstva i
Austrije, Nizozemske 1 Austrije, Ujedinjenog Kraljevstva i Njemacke, Belgije te Hrvatske.
Primijetimo da je Ujedinjeno Kraljevstvo koje je imalo najmanje koeficijente korelacije u
prvom periodu izgubilo korelacije s ¢ak Sest drZava, Italija s Cetiri, Austrija s tri, Hrvatska,
Slovenija, Njemacka, Danska i Nizozemska s dvije, a Belgija s jednom drzavom.

Takoder je vrijedno spomena da Hrvatska 1 dalje ima korelaciju s Austrijom, Njemackom
1 Slovenijom koje do tada nisu imale procijepljenost vecu od 70%, dok se korelacija s Ita-
lijom gubi, a ona je do tada imala procijepljenost vecu od 70%.

Nemamo jo§ dovoljno podataka da bismo znali koji je pravi razlog zbog kojeg se ovakve
znacajne promjene dogadaju nakon 30.6.2021., no kombinacija veée procijepljenosti u ne-
kim drzavama, koriStenje COVID potvrda te ispravno provodenje mjera mogli su utjecati
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na prestanak utjecaja nekih drZava na druge.
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Dodatak A

Dijelovi koda KoriSteni za analizu

podataka

Viterbijev algoritam implementiran u R-u

Viterbi <- function(pie, trans_matrix,

1 <- length(data)
delta <- numeric(5)

for(i in 1:5)

emission_matrix,

delta[i] <- pie[i] * emission_matrix[i, data[l] + 1]

logdelta <- matrix(numeric(5*1),

logdelta[l, ] <- log(delta)

psi <- matrix(numeric(5*1), 1,
pSi[l’ :I <- C(®1 01 01 ®1 0)

for(t in 2:1) {
for(j in 1:5) {

pomocni <- numeric(5)

for(i in 1:5) {

pomocni[i] <- log(trans_matrix[i,

}

1,

5)

5)

j1) + logdeltal[(t -

logdeltal[t, j] <- max(pomocni) + log(emission_matrix[j,

+ DD

psi[t, j] <- which.max(pomocni)

}
3

Q <- numeric(l)
Q[1l] <- which.max(logdeltall,

D

52
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for(t in 1:(1 - 1)) {
pom <- numeric(5)

for(i in 1:5) {
pom[i] <- logdelta[(l - t + 1), i] + log(trans_matrix[i,
+ 111D

}

Q[1 - t] <- which.max(pom)
}
return(Q)

}
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Sazetak

S obzirom na trenutnu situaciju, koronavirus trenutno je jedna od naj¢e$cih tema novih is-
trazivanja. U ovom radu ispitujemo i usporedujemo dnevne stope zaraze susjednih zemalja
1 regija. Naime, razumno je oCekivati da e stope zaraze zemalja ili regija koje su vrlo
povezane utjecati jedna na drugu.

Divergencija izmedu stopa zaraze raznih drzava opaZena je nakon 30.6.2021. vjerojatno
zbog razliitih postotaka procijepljenosti. Zbog toga podaci su podijeljeni na dva dijela:
prije i poslije 30.6.2021.

U prvom periodu dokazane su znacajne korelacije izmedu svih odabranih drzava. U
drugom periodu, znacajna korelacija je nestala izmedu nekih drzava.

S koreliranim drzavama napravljeni su modeli linearne regresije te je utvrdena njihova
zadovoljavajuéa procjena.

Da bi se isprobao drugaciji pristup podacima, diskretizirani podaci su na kraju pretvo-
reni u skrivljen Markovljev model.



Summary

Considering the current crisis, COVID-19 related topics are at the forefront of research.
In this work, we are concerned with daily infection rates in neighbouring countries and
regions. Namely, it stands to reason that infection rates in highly connected countries or
regions will be related.

However, divergence has been observed for the period after 30.6.2021., probably due
to varying vaccination rates. For that reason, data was separated into two parts: before and
after 30.6.2021.

In the first period, significant correlation between all the countries was obtained. In the
second period, significant correlation did not exist for some countries.

Using the correlated countries, linear regression models were made and tested.

To try a different approach to data analysis, discrete data was modeled into a hidden
Markov model.



Zivotopis

Zovem se Nikolina Sari¢ i rodena sam 6. srpnja 1995. godine u Zagrebu. Oduvijek me za-
nimala matematika 1 bila sam sposobna rijesiti razne matematicke probleme. ZavrSila sam
VII. gimnaziju u Zagrebu 2014. godine te iste upisala Prirodoslovno-matematicki fakultet
u Zagrebu. Pet godina nakon, 2019. godine stekla sam titulu prvostupnice matematike
(bacc. math.) nakon koje sam upisala diplomski sveuciliSni studij Matematicka statistika.



	Sadržaj
	Uvod
	Teorija
	Matematički pojmovi
	Modeliranje diskretiziranih podataka

	Opis podataka
	Podaci o dnevnom tjednom prosjeku zaraženih
	Diskretizacija podataka - stopa zaraze

	Primjena teorije na podatke
	Korelacije
	Diskretno modeliranje

	Zaključak
	Dijelovi koda korišteni za analizu podataka
	Bibliografija

