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Uvod

Zivimo u digitalnom dobu i svakodnevno na ekranima raznih rezolucija promatramo slike
raznih dimenzija. Svi smo se i sami na$li u situaciji kada smo Zeljeli povecati ili na neki
nacin modificirati sliku koju smo ili pronasli na mreZi ili smo i sami njezin autor. Ovaj
diplomski rad zapocet ¢emo s bojama i1 njthovom reprezentacijom u racunalu. Spome-
nut ¢emo na koji nacin i pomocu kojih osjetila ¢ovjek uopce vidi boje. Nastavit ¢emo s
definicijom B-splajnova te navesti neka njihova vazna svojstva. Bavit ¢emo se interpola-
cijom splajnom i ocjenom greske interpolacijskoga splajna te navesti primjer interpolacije
B-splajnom. Na samome kraju rada bavit ¢emo histopolacijom i histopolacijskim uvjetima.
Usporedit cemo slike dobivene uveCavanjem smanjenje verzije originalne slike bikvadrat-
nim histopolacijskim splajnom s metodom najbliZzeg susjeda, bilinearnom interpolacijom i
bikubi¢nom interpolacijom.



Poglavlje 1
Boje

Covjek predmete oko sebe vidi zahvaljujuéi senzorima za elektromagnetske valove u po-
drucju valnih duljina koje nazivamo vidljiva svjetlost. To podruc¢je obuhvaca valne duljine
od 390 nm do 760 nm, tj. frekvencijski spektar od 394.7 THz do 769.2 THz. Covjek ima
razvijene dvije vrste senzora specijalizirane za dvije razli¢ite namjene, za dan i no¢. No¢
je karakteristina po tome S$to je razina svjetlosti vrlo niska. Za ovakvo okruzenje razvila
se prva vrta osjetila, Stapi¢i. Oni raspoznaju razliCite intenzitete svjetlosti 1 funkcioniraju
pri vrlo malim koli¢inama svjetlosti. Tijekom dana raspoloZiva koli¢ina svjelosti je vrlo
velika. Za to okruZenje razvijena je druga vrsta osjetila, Cunji¢i. Pomocu njih, Covjek
je sposoban primiti informacije o boji predmeta iz okoline. U nasem oku postoje tri tipa
osjetila: za crvenu, zeleni i1 plavu boju 1 upravo su ona zasluZna za prvi i osnovni prostor
boja.

1.1 RGB prostor boja

Kako bismo sustavno mogli raditi s bojama, vazno je bojama pridjeliti numericke vrijed-
nosti. Tijekom proucavanje svjetlosti i problematike vezane za boje, razvijeno je nekoliko
modela kojima se pokuSa dobiti konrola nad bojama. Kao Sto smo gore spomenuli, prvi i
osnovni model proizasao je iz toga kako vidimo boje - tako je nastao RGB prostor boja.
Slova u nazivu navedenog prostora pocetna su slova engleskih naziva boja - Red (crvena),
Green (zelena), Blue (plava). Uzevsi u obzir Cinjenicu da Covjek ima osjetila za tri pri-
marne boje, pretpostavilo se da se sve boje mogu dobiti kao linearna kombinacija triju
osnovnih boja. Na taj nacin, da bismo pamtili boju pojedine tocke, trebamo pamtiti koliko
ima crvene, zelene i plave boje, tj. potrebno je pamtiti tri broja. Ukoliko sve tri nave-
den komponente iznose nula, dobit éemo crnu boju, a ukoliko sve tri komponente iznose
maksimum, bijelu. U preostalim slucajevima, tj. ako su pojedine komponente prisutne
s razli¢itim udjelima dobit ¢emo preostale boje. Primjerice, nijanse sivih boja moZemo
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dobiti tako da su sve tri komponente jednake. Ovaj proces moZzemo zamisliti kao da na
raspolaganju imamo crveni, zeleni i plavi izvor svjetlosi te da su sva tri izvora usmjerena
u istu tocku. Ukoliko su sva tri izvora ugasSena, tocka je crna jer nema nikakve druge svje-
tlosti. Ukljuc¢ujemo li pojedine izvore, tocka ¢e poprimiti razlicite boje usljed mijeSanja
boja. Zbog svojstva da se pojedine komponente svjetlosti zbrajaju, navedeno mijeSanje
nazivamo aditivno mijeSanje. Ovaj opisani model vrlo je jednostavan, ali njegova mana je
Sto se sve boje ne mogu opisati pomocu tri primarne boje.

\ |

)

Slika 1.1: Aditivno mijeSanje boja

1.2 Paméenje boja u racunalu

Rad s bojama na raunalu prilagodljiv je potrebama i memorijskim ograni¢enjima sustava.
Osnovni nacin prikaza boja u racunalu je putem RGB sustava. Za svaku boju, pamte se
tri komponente (crvena, zelena 1 plava). Postoje dva nacina rada: upotreba palete boja 1
direktna reprezentacija boje. Prvi naCin razvijen je zbog ustede memorije te shodno tome
ima odredena ograni¢enja. Dubina je glavni faktor koji odreduje koliko ¢emo boja modi
prikazati. Dubinu mjerimo u broju bitova. Ovisnost dubine i broja mogucih boja dana je s:

n =24

gdje je n broj raspolozivih boja, a d dubina. Uz 24 bita po pikselu, bitove mozemo gupirati
u grupe od 8 bitova, gdje svaka boja ima svojih 8 bitova. Tada se koristi direkta repre-
zentacija boje za svaki piksel $to nam daje 224 = 16 777 216 moguéih boja koje moZzemo
prikazati. Navedena metoda prikazana je Slikom 1.2. Na lokaciji (x,y) piSe zapis boje:
00F F00, Sto odgovara zelenoj boji. Mana direktne reprezentacije je Sto zahtjeva veliku
koli¢inu memorije za pohranu vecih slika.
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Zapis slike u memoriji Prikaz na ekranu racunala
X X

00FF00 » Y

~

Slika 1.2: Direktna reprezentacija boje



Poglavlje 2
B-splajn

Polinomna interpolacija visokog stupnja se u praksi ne koristi zbog svojih loSih svojstava.
Umjesto polinomne interpolacije na cijelom intervalu, koristi se po dijelovima polinomna
interpolacija. Na svakom podintervalu koristi se polinom fiksnog niskog stupnja koji je
tada puno nizi od stupnja polinoma ukoliko bi imali jedan polinom za cijeli interval. Ovo
poglavlje zapocet ¢emo definicijama proSirene particije te B-splajnova.

2.1 Definicija i svojstva B-splajna

ProSirena particija

Definicija 2.1.1. Neka je dan strogo rastuci niz évorova X := (x;)!_,:

a=xg<x3<---<x;=b

i k € N red polinoma. Neka je t dan s:

n<---<tp=x9g=a
Tl S0 S M = X1y eoes X1s ooy Xm D5 oees Xi=1»
— " (2.1)

my my_y

b=2x;=tiups1 £ < opem
gdje sum;, 0 < m; < k, multipliciteti ¢vorova, m = (my, ...,m;_1), i M suma multipliciteta

¢vorova, M = my + my + ... + m_1. Niz ¢vorova t naziva se prosirena particija particije X i
najcesée seuzima: ty = --- =ty =aity = - =ty =b, gdjejen=k+ M.



POGLAVLIJE 2. B-SPLAJN 6

Definicija B-splajna

Zapocet ¢emo s proSirenom particijom ¢ := (#;). B-splajnovi reda 1 za dani niz ¢vorova su
karakteristicne funkcije dane particije, tj. funkcije:

1t <t<t
B; (1) := Xi(1) := . (2.2)
0 inace
Za zadnji podinterval se Cesto uzima [t,, f,;1], ako Zelimo da nam desni rub intervala b ude
u domenu. Primjetimo da su te funkcije neprekidne s desna. Takoder, za B-splajn reda 1
mora vrijediti:

D B0 =1,V € [a,b) (2.3)
Sada, koristeci B-splajnove reda 1, rekurzivno dolazimo do B-splajnova reda k:
Bix = wixBix-1 + (1 = Wis1£)Bis1 -1 (2.4)
gdje je

Iz toga slijedi da je B-splajn reda 2 dan sa:
Bis = wipX;i + (I — wir12) X1 (2.6)

1 opCenito se sastoji od dva netrivijalna linearna dijela koja se neprekidno spajaju u po
dijelovima linearnu funkciju koja koja iS¢ezava izvan intervala [¢;,;.,). Upravo se iz tog
razloga B-splajn reda 2 naziva i linearni B-splajn. Nadalje, B-splajn reda 3 je dan sa:

Bis = wi3Bix + (1 — wir13)Bivi2
= W3 Xi + (Wis(1 = wir12) + (1 = Wir13)Wis12) Xin (2.7)
+ (1 = wir13)(1 — Wi22)Xiso
1 opcenito se sastoji od tri netrivijalna kvadratna dijela koja se neprekidno spajaju u po

dijelovima kvadratnu funkciju klase C! koja i§¢ezava izvan intervala [#;, t,,3). Nakon k — 1
koraka, dolazimo do B, oblika:

i+k—1

Bii= ) buX; (2.8)
j=i

gdje je bj; polinom stupnja < k, odnosno stupnja tono k — 1 posto je to zbroj produkata
k — 1 linearnih polinoma.
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Svojstva B-splajnova
U nastavku ¢emo navesti neka vazna svojstva B-splajnova:

Teorem 2.1.2. B-splajnovi By za koje je t; < t.. su nenegativni, malog nosaca te cine
particiju jedinice. Odnosno vrijedi:

a) Biy(x) = Ozax<tiix>tyy

b) Bix(x) >0zat; < x < tiy, aiztoga slijedi supp By C [t;, tivi], tj. segment [t;,t;41]
je nosac od By, (zatvarac¢ skupa koji sadrZi sve tocke u kojima B;; ima vrijednosti
razlicite od 0)

c) Akojet € <tj, t.,-+1>, ondaje Biy(t) > 0,i=j—-k+1,.., ]
d) YL, Bix(x) = 1,¥x € [a, b].
Dokaz.  a) Ovo svojstvo dokazat ¢emo matemati¢kom indukcijom po k.

(i) Baza indukcije (n = 1): Zak = 11 x < t; imamo (2.2)).

(i1) Pretpostavka indukcije (n = k — 1): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za B-
splajnove reda k — 1 zaneki k € N, tj. B;;—1(x) =0,x < t,.

(iii) Korak indukcije (n = k): 1z (2.4) slijedi:
By = wixBix-1 + (1 — wir10)Bit1i-1-

Prema pretpostavci je B;x—1(x) = 0. Kako je x < #;, slijedidaje 1 By x-1(x) =0
pa tvrdnja vrijedi 1 za Bjy, tj. B;x = 0. Sada, prema principu matematicke
indukcije, tvrdnja vrijedi Yk € N. Analogan postupak provodi se i za x > f;,.

b) Ovo svojstvo dokazat ¢emo matematickom indukcijom po k.

(i) Bazaindukcije (n = 1): Zak =11t; < t;y; imamo (2.2).

(i) Pretpostavka indukcije (n = k — 1): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za B-
splajnove reda k — 1 za neki k € N.

(iii)) Korak indukcije (n = k): Zat; < x < ti, u sluaju kada je t; < f;- ili
tiv1 < liyk, 12 B;; se dobiva linearnom kombinacijom s pozitivhim koefi-
cijentima dvaju nenegativnih B;;_; 1 B;;14-1 od kojih je barem jedan veci od
0 (iz pretpostavke slijedi da je [#;, #;44—1] nosac¢ od B;;_;, a [ti+1, 4] nosa€ od
Bii14-1). Prema pretpostavci, tvrdnja vrijedi i za B;;. Sada, prema principu
matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi Vk € N.
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¢) Iz svojstva b) Teorema 2.1.2. znamo da je nosaC od B;; sadrzan u [#;, #;,4]. Ako je
tj € L liv1s - Livi-1 1 1 < tjr, slijedi, Bi(t) > 0,1t € <lj,l‘j+1>. Dakle, za fiksni
_].,B,"k(t) >0zate <tj, lj+1>, i= j,j— 1,...,j— k+1.

d) Ovo svojstvo dokazat cemo matematickom indukcijom po k.

(i) Baza indukcije (n = 1): Za k = 1 iz (2.2)) vidimo da tvrdnja ocito vrijedi.
(i1) Pretpostavka indukcije (n = k — 1): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za B-
splajnove reda k — 1 za neki k € N.

(iii) Korak indukcije (n = k): Iz (2.4), svojstva ¢) Teorema 2.1.2. iza x € [tj,1.1)
imamo:

J
D Bu)= > By
i i=jt1-k
J J
X—1 Livk — X
= Z — B 1(x) + Z —— B 1(x)
i=j+1—k livi-1 — 1 =T 1-k tivk — tinl
J j+1
X—1 Livk-1— X
= Y — B+ ), By
iy firk-1 = i o ikt —
J
= Z Bij-1(x)

Iz nosaca B-splajna slijedi da je Bjyi—xx-1(x) = 0, Bj1x-1(x) = 0 za dani po-
dinterval te zbog toga vrijedi predzadnja jednakost. Sada, prema principu ma-
tematicke indukcije, tvrdnja vrijedi Yk € N.

O

B-splajn za koji vrijedi B;x(t;) > 0 ili B;;(#;+x) > 0 je onaj kojem je prvi ili zadnji ¢vor
maksimalnog multipliciteta k. U najéeS¢em sluCaju, kadajet; =--- =t 14,41 = -+ = tysss
¢e to vrijediti za prvi i zadnji splajn.

Korolar 2.1.3. Ako je t; multipliciteta m < k, odnosno tj_y <tj=--+=tjzm_1 < ljm tada
je Bi,k(tj) >0,i= j—k+m,...,j— 1.

Dokaz. 1z Teorema 2.1.2. znamo da je nosa¢ od B;; sadrzan u [, t;14]. Krenimo od i = 1
1 poveCavajmo ga za 1. Provjeravamo koji je prvi i za koji je B;x(t;) > 0. Takav i mora
zadovoljavati t;x = tji,, dakle i = j — k + m, a zadnji i za koji vrijedi navedeni uvijet je
i=j-1 O
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2.2 Prostor Sy,

Prostor Sy,

U ovom odjeljku pokazat ¢emo da S, sadrZi sve polinome stupnja < k. Zapocet ¢emo s
par definicija.

Definicija 2.2.1. Splajn reda k s prosirenom particijom t je linearna kombinacija B-splajnova
B; . pridruZenih ¢vorovima te particije.

Skii= {Z Bixati, a; € R} (2.9)

Jje skup svih takvih funkcija.
Definicija 2.2.2. Neka je 11, prostor svih polinoma stupnja < k.

Definicija 2.2.3. Neka je S prostor svih po dijelovima polinomnih funkcija reda k s tockama
prekida t; koje su k — 1 — #t; puta neprekidno diferencijabilne u t;. S #t; oznacavamo multi-
plicitet ¢vora.

Teorem 2.2.4 (Marsdenov identitet). Vrijedi:

(=) =) Bixia(0), VT € R (2.10)

gdje je
in(0) = (Gig1 —7) -l — 7). (2.11)

Za j=1,2,.. kvrijedi:

W= N DB (x) 2.12)

gdje je

O _ v U= D)

& =(=1) k=11 1)!%,,( (0). (2.13)

Dokaz. 1z rekurzivne relacije (2.4) za proizvoljan niz koeficijenata a vrijedi:

Z Bixa; = Z Bi—1((1 — wip)ai-1 + wjra;). (2.14)

S druge strane, promorimo li poseban niz:

a; = Yi(1) = (g1 —7) -+ - (ligh1 — T) (2.15)
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vidimo da za #; < t;,4_1, odnosno za B;;_; # 0 imamo:

(I = wix(x))ai-1 + wix(x)a; =
(1 = i)t = ) + Wi () tirk—1 = DWig—1(T) = (2.16)
(X = DWig-1(7),

posto je (1 — w;x) f(t;) + wirf(tk-1) pravac koji prolazi toc¢kama f(#;) i f(t14-1), slijedi da
mora biti jednak f jer je u nasem slucaju f pravac. It zoga slijedi:

D Bisis() = (x = 1) ) By 1 (Wi (1), (2.17)
iz ¢ega indukcijom slijedi:
D Buix(®) = (x =" Y By (@) = (x— )t (2.18)

jer je ¥i1(t) = 1 (¥;1(7) je prazan produkt) i B;;(x) = 1 (zbog (2.3)). Deriviramo li
jednakost (2.18) k — j puta obzirom na 7 i uvrStavanjem 7 = 0 dobivamo rastav za x/~!, j.

@12 0

Kako je 7 u (2.10) proizvoljan slijedi da S, sadrZi sve polinome stupnja < k. Podije-
limo 1i (2.10) s (k — 1)! i deriviramo obzirom na 7, dolazimo do:

(-0 _ Z B_k(x)(—D)V_l%,k(T)

, 0. 2.19
k—)! k1) g (1)
Uvrstimo i to u Taylorovu formulu:
( - T)k ' k—v
p(x) = Z D). Vpelly, (2.20)

zakljuCujemo da svaki takav polinom moZemo zapisati u obliku:

p= Bixdip (2.21)

gdje je dualni funkcional A;; definiran kao:

—D)"~ 1 i
Aigef = Z( ) ‘f),"(T)D"‘Vf(r). (2.22)
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Kako B;(t;) # 0 implicira da je ¢, x(¢;) = 0, ukoliko u (2.10) stavimo 7 = ¢;, tada Ce jedino
ostati samo oni nosaci koji su ili lijevo ili desno od ¢;. 1z toga slijedi:

(=17 =" B (2.23)
=)
gdje je
., := max{a, 0} (2.24)
pozitivni dio broja «, tj. (x — ¢;)*”" funkcija takva da vrijedi:
_ (x—t)" x—¢t,>0
x—t)it = ! / 2.25
(x = 1)) {O <0 (2.25)

Kako je #; < t; < iy, to povladi da je D""'y;(;) = 0 u slucaju kada je v < #r; iz (2.19)
slijedi:
(x—t)" €S, 1<v<#t, (2.26)

Teorem 2.2.5. Prostor splajnova reda k s proSirenom particijom t, S, jednak je prostoru
S.

Dokaz. Bez smanjena opéenitosti pretpostavimo da je #; < t;4, Yi. Dovoljno je dokazati
da je za bilo koji konacan interval I := [a, b], restrikcija S|; prostora S jednaka restrikciji
S k., prostora Sy,. S, razapet je svim B-splajnovima ¢iji su barem neki dijelovi nosaca u
intervalu 7, tj. sa svim B, takvima da vrijedi (t;, t;,x) N I # 0. Baza prostora S ; sastoji se
od funkcija:

(x—a)", v=1,..k

i (2.27)

(x— t,')+ V, V= 1,...,#1‘,’, a<t;< b.
To slijedi iz toga Sto se po dijelovima polinomna funkcija f s to¢kom prekida #; koja je
k — 1 — #t,; puta neprekidno diferencijabilna moze jedinstveno zapisati kao:

#t;

f) =p+ ) (x=1) e, (2.28)
v=1

gdje je p odgovarajuéi polinom reda k i ¢, odgovarajuci koeficijenti. Kako obje funkcije iz

(2.27) leze u S, zbog ([2.21)), (2.23)) i (2.26)) slijedi:
S S S (2.29)

S druge strane, dimenzija S|; jednaka je broju B-splajnova koji imaju dio nosaca u I §to
je jednako k + 3., ., #1;, a to je gornja meda dimenzije prostora (S ). Iz toga slijedi da
vrijedi jednakost u (2.29), Sto smo i Zeljeli dokazati. |
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2.3 Evaluacija
U ovom odjeljku razmatrat ¢emo kako pomocu rekurzivne relacije (2.4)) evaluirati splajn:

s= ) Bua. (2.30)

Iz (2.14) slijedi:

S = Z B,‘,kai = Z B,-,k_lal[.l], (231)

al'l = (1 - wiai + wiga;. (2.32)

gdje je

Primjetite kako al[.” nije konstanta, ve¢ pravac koji prolazi tockama (¢;, a;_1) i (tiyx-1, ;).
al[”(t) je konveksna kombinacija a;_; i a; uz t; < t < t;;;—. Nakon k — 1 iteracije dolazimo
do sljedeée formule:

s= Y Bia™, (2.33)
1z koje slijedi da je:

na intervalu [z, #;11).

5= al[k—l]

U nastavku navodimo algoritam za raCunanje. Konstantni polinomi aEO]

k +1,..., j koji odreduju s na intervalu [¢;,¢;,;) rekurzivno generiraju polinome a
1,...,k—1.:

=a,l=j—
[r]

ir=

[r+1] .
i .

1

d™ = (1 - wipepen)d + Wi nd’, j-k+r+l1<i<i (2.34)

k=11
J
2.34) je izmedu 01 1. Zbog toga se racunanje s(f) = ag.k_”(t) preko gornje rekurzije (2.34
sastoji od konveksnih kombinacija, Sto je vazno za numericku stabilnost.

Tada je s = a na intervalu [#},¢;,1). Dodatno, za t; < t < t;,, vrijednost w;_,.1(f) iz

2.4 Derivacija

Kako bi dosli do formule za deriviranje B-splajnova trebat ¢e nam sljedeca dva teorema i
korolar.

Teorem 2.4.1. Neka je I := [a, b) konacan interval. Tada restrikcija:
{Bixr : Biyr # 0} (2.35)

¢ini bazu prostora po dijelovima polinomnih funkcija stupnja < k na I s tockama prekida
{t; - a < t; < b} koje su k — 1 —#t; puta diferencijabilne u svakoj od svojih tocaka prekida t;.
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Korolar 2.4.2. Ako je t; < ti.x—1, onda je derivacija splajna iz Sy, splajn stupnja < k — 1
s istim nizom ¢vorova, tj. DSy, € Si-1,.

Teorem 2.4.3. Ako je 7 iz definicije (2.22)) iz intervala [t;, t;.i), onda:

/li,k [Z Bj,kaj) = d;. (236)
J

Prema Korolaru 2.4.2., derivacija Ds splajna s € S, je ponovno splajn s istim nizom
¢vorova, ali za jedan stupnj manji. To znaci da, prema Teoremu 2.4.3., ukoliko je 7 €
[#, ti+x—1) do koeficijenta B-splajna a; dolazimo pomocu formule:

Cl; = /li,k_l(DS).
Kako bi povezali @’ s a, moZzemo izraziti 4; ;- D kao linearnu kombinaciju funkcionala
Aix, koristeci pri tome ¢injenicu da A, linearno ovisi o ;. 1z definicije (2.22)) i
(Fivk=1 = Wik-1 = Yik — Yic1x- (2.37)
slijedi:

S (=D Wik — Wi
(o= ) = ), S oD

v=1

—D)"~ 1 i
— (t1+k - I)Z ( ) ‘ﬁl; I(T)Dk_vf(T).

D" f(r)

Zadnja jednakost vrijedi zbog (2.37) i D*"'y;;_; = 0. S druge strane iz definicije (2.22)
imamo:

k-1 _Dv—l e
AuaDf@ = 3 T _‘”2”;!1”)

v=1

_ v—1
(k— 1)2 ( ) ‘pll; 1( )Dk_vf(T).

Dk—l—va(T)

Usporedimo li gornje dvije jednakosti, dobijemo:

k-1
Aijo1D = ———(Aig — Ai14)- (2.38)
livk—1 — &
Pretpostavimo li da je B4 # 0, tj. da je t; < t;14—1, moZemo odabrati T € (t;, t;4—1) =
(ti1, tisk—1) N {t;, tixxy. To nas dovodi do algoritma za raCunanje koeficijenata a;.:

D dBis1:=D ) aiBiy
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a; — aj_y
a=k-1)———, t; <t (2.39)

tivk-1 — 1
Komentirajmo jos slucaj kada je #; = t;,4—;. Tada je B;;—; = 0 te nema potrebe raunati

a;. U tom sluCaju splajn
S = Z Bl-,kai

ne mora biti neprekidan u ¢; te raCunanje (Ds)(#;) nema smisla. S druge strane, raCunanje
(Ds)(t;—) 1 (Ds)(t;+) uvijek ima smisla i dani algoritam daje sve potrebne a;. potrebne za
izracun.

2.5 Ocuvanje oblika

Definicija 2.5.1. Kontrolni poligon C,, povezan s reprezentacijom }; Bia; splajna s € S,
isprekidana je linija ili po dijelovima linearna funkcija s vrhovima P; := (1}, a;), gdje je

T R R T |
ik * k -1

(2.40)

Slika 2.1 ilustrira matematicku formulaciju ocuvanja oblika, tj. ¢injenicu da bilo koji
pravac sijece splajn najvise onoliko puta koliko sijece i kontrolni poligon.

Teorem 2.5.2. Ako je splajn s = }; B;a; kontinuirano diferencijabilan, onda:

la; — s(£;,)| < const|tf* sup |Ds(1)| (2.41)
t

gdje je
1] == sup(tis; — 1) (2.42)

1

it;, dans .

Korolar 2.5.3. Neka je C,, kontrolni poligon povezan s reprezentacijom },; B;a; neprekid-
nog splajna s € S,. Tada:

sup |s(t) — Co, (1)) < const|t]* sup |D?*s(1)). (2.43)
t t
Teorem 2.5.4 (Svojstvo konveksne ljuske). Ako je t; < t < t;,, onda je s(t) konveksna
kombinacija od k B-splajn koeficijenata a1, ..., a;.

To svojstvo slijedi iz algoritma za evaluaciju splajna ili direktno iz svojstva da su B-
splajnovi nenegativni i ¢ine particiju jedinice.
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4 5

Slika 2.1: Kubic¢ni splajn, njegov kontrolni poligon 1 pravci koji ih sijeku

Definicija 2.5.5. S ~(a) je broj strogih promjena predznaka na nekom nizu a.
Na primjer: S (-1,1,-1,1)=3, S (-1,0,-1,1)=1, §7(0,0,0,0)=0.

Teorem 2.5.6 (Smanjenje varijacije). S (s) < S (a), tj. za proizvoljne x; < - -+ < X,
S7(s(x1), s 8(x,)) < S7(a).

Korolar 2.5.7 (OCuvanje oblika). Splajn sijece svaki pravac najvise onoliko puta koliko ga
sijece njegov kontrolni poligon. Posebno, ukoliko je kontrolni poligon monoton (konvek-
san), onda isto vrijedi i za splajn.



Poglavlje 3

Interpolacija splajnom

3.1 Interpolacija splajnom

Pretpostavit ¢emo da je t = (tl-);’:*l" nepadajuci niz ¢vorova takav da je t; < t;, Vi. U ovom

poglavlju Zelimo pronaci splajn s € Sy, takav da za dane 7 = (7;)_, i funkciju f vrijedi:
s(t) = f(r), i=1,..n, (3.1

gdje je dim S, = n. Ako je:
s= ) @B, f:=f(@) (3.2)
=1
tada interpolacijski uvijeti kazu da trazimo (a;)’_, takve da vrijedi:
D By =fi i=1,..n (3.3)
=1
Uvedimo oznake: « := (@, ...,a,) ,A = (@) iy = Bu@)) oy, f = (fis ., f)T. Sada
nas problem postaje rjeSavanje linearnog sustava:

Aa = f (3.4)

Odnosno, problem traZenja jedinstvenog interpolacijskog splajna s pretvoren je u ispitiva-
nje regularnosti matrice A u ¢emu ¢e nam pomocu sljedeéi teorem.

Teorem 3.1.1 (Schoenberg-Whitney). Neka je T strogo rastuci niz tocaka za koji iz a <
ti =+ =ty =7; < bslijedir < k— 1. Tada je matrica A := (Bjx(t;)) regularna ako i
samo ako vrijedi:

Bi(t)#0, i=1,..,n. (3.5)

16
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Neka je n X n matrica (Bj(7;)) regularna. Glavna prednost koriStenja B-splajnova jest
¢injenica da je matrica (B;,(7;)) vrpCasta Sirine k (matrica s manje od k dijagonala iznad i
ispod glavne dijagonale).

Kako su B-splajnovi malog nosaca i uz B;(t;) # 0 vrijedi:
Bii(t)+0 = |j—i <k, t.
x(T) I{ .I g (3.6)
Bi,k(T,') =0 = |] - l| > k.

Prilikom programiranja s vrpCastim matricama, za njihovo spremanje u memoriju racunalo
moze koristiti “vrpcasto spremanje”. Odnosno, potrebno je spremiti najvise (2k— 1) -n ele-
menata umjesto njih n X n, posto se nule ne pamte.

Jo$ jedno vaZno svojstvo interepolacijske matrice jest totalna pozitivnost. Za matricu
Aizadaniniz iy, ..., i, ji, ..., Js SQ:

PR Y rs
A [J] ]3] T (aif’j‘i)Fl,q:l
definirana je podmatrica dobivena od A odabirom odredenih redova i stupaca.

Definicija 3.1.2. Za matricu A reda n kaZemo da je totalno pozitivna ako su sve njezine
minorine nenegativne, odnosno ako vrijedi:

i e i ..
detA| . 71 >0, gdje je

[]1 ]s] sael
I1<ip<---<i,<n; ji<---<j.<m r=12,...,n

Teorem 3.1.3 (Karlin). Matrica (B (7;)) totalno je pozitivna za sve 1| < - -+ < T,.

3.2 Ocjena greske interpolacijskoga splajna

Neka je I interpolacijski projektor sa skupa neprekidnih funkcija,/ : G — Sy, s € Sy, =
Is = 5. Neka je za neki fiksni interval [a, b]:

lgll := max,<c<plg(x)|.

Lema 3.2.1. Za svaku neprekidnu funkciju g na intervalu [a, b, interpolacijska greska
ogranicena je s:

llg — 1gll < (1 + [lIDdist(g, S r.r), (3.7)
gdje je:
I
]| := max M
geClab\o ||g]]

dist(g, S x,) := min||g — s].
SES}U
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Dokaz. Vs € Sy, vrijedi:

llg —1gll =llg — s = 1(g = I < llg — sl + [I1lllg = sll = (1 + IZIDllg — sI.
Ako vrijedi Vs € Sy, onda vrijedi i za onaj za koji se postize minimum:

llg = Igll < (1 + [l|Ddist(g, S r.)-

Nedostatak ocjene je Sto ne znamo ||/||, a to ovisi o |¢[:
lt| := max (i1 — ;)
l
10 7. MoZe se pokazati da:

Lema 3.2.2. Postoji pozitivna konstanta const; takva da je norma interpolacijskog procesa
I ogranicena odozdo s:
min{tj 1 — ¢ {Tp, Tip1) N {Ej, Ljgk—1) # 0}

[lZ]| > const, max . (3.8)
i Tiv1 — T

Iz gornje leme vidimo da [|/|| moZe biti proizvoljno velik ako priblizimo dvije interpo-
lacijske tocke. O dist(g, S«,) mozemo reci joS nesto:

Teorem 3.2.3. Postoji konstanta consty j, za j =0,....k — 1 takva da za sve t = (t,-)i.flk uz:
h==4=a<li;1 < <ty <b=ty1 =" =l

i Vg € C/la, b vrijedi: _ _
dist(g, S,) < cosnty jltf w(g; 1)), 3.9)

gdje je w modul neprekidnosti definiran kao:
w(g: h) := max{lg(x) — gO)| : lx =yl < h; x, y € [a, D]} (3.10)
Ukoliko je j = k — 1 i g ima k neprekidnih derivacija, imamo:
dist(g, Si,) < const|t|*||lg®|l. (3.11)
Ukoliko postoji sloboda odabira interpolacijskih tocaka za proSirenu particiju ¢, tada se
preporucaju Greville-ove tocke dane s (2.40)i za njih vrijedi:

x = " 1B, (3.12)
i=1

Oznacimo li s I} interpolacijski operator koji interpolira splajnom reda k u Greville-ovim
toCkama, moZemo pokazati da je:
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IGI = LIGI < 2, 1] < 27.
Posto je:
llg — Iigll < (1 + |7 IDdist(g, S k.0),

za "umjeren” k, a sigurno za k < 4, je I;’ skoro najbolja moguca aproksimacija funkcije g u
Sk,t'

3.3 Primjer interpolacije B-splajnom

Uzmimo da Zelimo interpolirati C> kubi¢nim splajnom, to znaci da unutarnji ¢vorovi tre-
baju biti jednostruki. Zahtjevamo da vrijedi:

s(x)=pi, i=0,1,..,L
ProSirenu particiju 7 definiramo s:

X0 j=1,2,3,4
t; = Xj—4 j:5,...,l+3
X j=1l+4,..,0+7

Dimenzija prostora splajnova je n = [ + 3, a splajn kojim interpoliramo je oblika:

n

s(x) = > a;Bja(x). (3.13)

J=1

Kako imamo [ + 1 = n — 2 interpolacijskih tocaka, a moramo odrediti n koeficijenata
aj, ostaje nam 2 stupnja slobode. Postoji viSe nacina na koje moZemo postaviti uvjete na
ta dva stupnja slobode:

1. Zahtjevamo da vrijedi s”(x9) = 01 s”(x;) = 0. Ovu vrstu interpolanta nazivamo
interpolant prirodnim splajnom.

2. Zahtjevamo da je interpolant klase C* u x; i x,_;. Ovaj uvijet nazivamo uvijet bez
¢vorova jer prva i zadnja dva segmenta ¢vorova ([xg, x2] 1 [x;_, x;] redom) specifici-
raju jedan kubicni polinom kao da x; i x;—; nisu ¢vorovi.

3. Zahtjevamo da su zadane tangente u krajnim to¢kama krivulje, tj. da vrijedi s'(xg) =
Po18'(x;) = pj. Ovu vrstu interpolanta nazivamo kompletnim interpolantom kubi¢nim
splajnom. On se najces¢e koristi 1 mi ¢emo ga Kkoristiti u nastavku.
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Trazimo kompletan interpolant kubi¢nim splajnom takav da vrijedi:

n

pj =) = ) aiBix), j=0,..1
i=1

py=s'0e) = ) aiBjy(x), j=0,L
i=1
Kako su prvi i zadnji ¢vor maksimalnog multipliciteta, vrijedi ay = ppia, = p;. U
Xo =1 =--+=t45amo By 41 B,4 imaju s desna derivacije razli¢ite od 0. B 4 je klase C™V
u xo, By 4 je klase C° u xy, a B;4 je barem C! klase u xo zai > 31 B;4 = 0 za x < xo pa je
B} ,(xo) = 0. Kako iz svojstva B-splajna

i B = 1
i=1

slijedi
D Bly(x) = 0,Vx,
i=1

imamo:

BI] ’4()(()) = —B£’4(.X0).

Sli¢no dolazimo do:

B, | 4(x) = =B, ,(x)).
Ve¢ smo odredili koji su B-splajnovi razli¢iti od nule u nekom x; = #;44,i = 1, ...,/ — 1.
Kako je x; jednostruki ¢vor, slijedi:
Bj,4(xl~) :Bj’4(li+4) > 0, j=1i+ 1,i+2,i+3.

Iz toga slijedi:
i+3

Pi = Z Clij,4(xi)-

j=i+l

Iskoristit cemo dobivene zakljucke i dobivamo sljededi sustav:

ai Po

a Po

B =..
ap-1 P;

an pi

Neka je b; j = B, 4(x;), b;’ i = B;A(xj). Tada je matrica B oblika:
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[ 1 0 0 o .- 0 0
by by O 0 o 0 0
0 by by byy - 0 0
B =
0 0 0 0 -+ bysir buoy
0 0 0 o --- 0 0
| 0 0 0 o .- 0 0

o o

bn—l,l—l
’
bn—l,l

0

o O

0
b/

n,l

1]

21

RjeSavanjem ovog n X n sustava jednadzbi dolazimo do koeficijenta B-splajnova. Na-
vedena matrica moze biti velikih dimenzija, ali je tridijagonalna te za rjeSavanje sustava s

takvom matricom ima puno efikasnih numeric¢kih metoda.



Poglavlje 4

Histopolacija

4.1 Histopolacija

Promjena rezolucije slike povezana je s promjenom broja piksela originalne slike. Do
vrijednosti piksela nove slike dolazimo koriste¢i neki aproksimacijski algoritam na origi-
nalnoj slici. Kada povecavamo dimenziju slike, stvaramo nove informacije te zbog toga
moZze doc¢i do neZeljenih efekata koji smanjuju oStrinu slike.

Najcesce koriStene metode interpolacije su interpolacija najblizeg susjeda, bilinearna
i bikubi¢na interpolacija. Navedene interpolacijske metode koriste polinomne splajnove
kako bi ocuvale §to viSe informacija o slici. Od navedenih metoda, aproksimacijske bazi-
rane na kubi¢nim polinomima su najto¢nije i vizualno najugodnije.

Mi ¢emo u ovom poglavlju govoriti o promjeni razlucivosti slike pomocu histopolacij-
skog splajna. Taj pristup promijene rezolucije slike kao rezultat daje oStrije slike, ali je
podloZniji numerickim oscilacijama te je potrebno poduzeti odredene korake kako bi se
oscilacije smanjile.

Prvo ¢emo definirati histopolacijski splajn. Zatim ¢emo usporediti gore navedene
metode s histopolacijskim splajnom. Glavna ideja histopolacijskog pristupa je poisto-
vjecivanje piksela s 2D numeri¢kim Celijama i vrijednosti piksela s prosje¢nom vrijednosti
¢elije. Motivacija za to dolazi od nacina na koji digitalne kamere “spremaju’ sliku.

4.2 Histopolacijski splajn

Razmotrimo sada sljedeci konstrukcijski problem. Pretpostavimodajea = xop < x; < -+ <
X,-1 < X, = b1 daumjesto vrijednosti u tockama znamo prosjeéne vrijednost intervala v;
neke funkcije v:

1 i
v; = —f vix)dx, i=1,..,n, 4.1)
Axi X1

22
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gdje su poznate vrijednosti Ax; := x; — x;_; za sve intervale I; = [x;_y, x;].

Nas zanima aproksimacija s funkcije v takva da vrijedi:

Lfvs(f)dfzﬁi, Vi. 4.2)
Ax; I;

Uvijet (4.2) naziva se histopolacijski problem, a splajn s koji zadovoljava navedeni
uvijet naziva se histopolacijski splajn.
Neka je definirana primitivna funkcija dane funkcije v:

V(x) = f v(§) dé (4.3)

Kako su nam poznate prosjecne vrijednosti intervala funckije v (4.1)), vrijednosti pri-
mitivne funkcije V na rubovima intervala su dane s:

Vo) =Y f WO dE= Y A, (4.4)
=1 Y =1

Interpolacijom primitivne funkcije V dolazimo do splajna S koji interpolira funkciju V na
rubovima intervala x;_; i x;. TraZeni histopolacijski splajn koji zadovoljava (4.2) je:

s=S" 4.5)

4.3 Primjena u promijeni razlucivosti slike

Moglo bi se reci da senzori digitalnih kamera “spremaju” ili broje fotone koji se u rela-
tivno kratkom periodu nadu na nepreklapajucim, svjetlosno osjetljivim dijelovima senzora.
Piksele slike moZzemo zamisliti kao dvodimenzionalne elije u nekoj m X n pravokutnoj
mreZzi. Vrijednost piksela predstavlja prosjecni intenzitet svjetlosti snimljen senzorom koji
nas vodi do histopolacijsog pristupa u promjeni razlucivosti slike. Histopolacijski pristup
oponasa proces snimanja slike digitalnom kamerom tako da konstruira splajn plohu koja
sadrzi prosjeke intenziteta svjetlosti piksela poCetne slike. Ukoliko pove¢amo 1 ponovno
smanjimo sliku istom metodom, pogreska bi trebala biti nula. Slicno konstrukcijskom
problemu u prethodnom odjeljku, vrijednost piksela je prosje¢na vrijednost intervala v; ;
funkcije v:

1
Vij= —f v(x,y)dxdy. (4.6)
Wil i,

Nas cilj je pronaci prosjecne vrijednosti piksela na nekoj iz X i mrezi koja dijeli iste gra-
nice kao i originalna mreza. Nepoznatu funkciju v aproksimirat ¢emo histoplacijskom
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splajn plohom s. Splajn ploha s mora zadovoljavati rekonstrukcijski uvijet za sve
Celije pravokutne mreZe. Histoplacijsku splajn plohu moZemo dobiti kao tenzorski pro-
dukt dviju jednodimenzionalnih metoda za racunanje histopolacijskih splajnova. Na taj
nacin, 2D rekontrukcija i promjena razlucivosti odvija se dimenziju po dimenziju. Ovaj
pristup generalizacija je 1D rekonstrukcijskog problema. Dakle, dovoljno je razmatrati
problem promjene razlucivosti slike u jednoj dimenziji. Originalna mreZa sadrzZi n Celija
(piksela) u svakom redu, dok ih nova mreZa sadrzi 7i:

ii = [X-i—lajéi] ’ i = 17 seey ﬁa (47)

gdje je Xop = xo 1 X, = x,. Kako bi promjenili razlucivost slike u jednom smjeru, dovoljno
je iskoristiti histopolacijski splajn (4.5):

. 1 (o 1
V= — f s(xX)dx = —(S(X) - S(FE_)), i=1,..,7. 4.8)
AX, ii*l Axl

Nakon §to se promjena razlucivosti slike odvije po svim redovima originalne slike, isti pos-
tupak mora se ponoviti po svim stupcima nove mreze slike. Promotrimo li desnu stranu
jednakosti (#.8)) ocito je da nema potrebe za eksplicitnom konstrukcijom histopolacijske
funkcije s. Kako bi izracunali prosjecne vrijednosti piksela slike, dovoljno je evaluirati
interpolacijski splajn na granicama intervala. Vrijednosti interpoliranih piksela potrebno
je kvantizirati kako bi bili u okviru Zeljene diskretizacije intenziteta vrijednosti piksela.
Obicno je 8 bita po boji, odnosno 256 razina, dovoljno za reprezenzaciju inzenziteta pik-
sela. Valja napomenuti kako je za svaku boju potrebno raditi zasebnu aproksimaciju. U
dvije dimenzije histopolacijski problem je:

1
f S, y)dxdy =v;;
Il Ji,
Neka je domena pravokutna mreza [a,b] X [c,d] inekajea = xo < x; < -+ < X, <

Xp=b, ¢c=yo<yi <:'r<Yu1 <ym=d. Svakipiksel I;; = [x;_1, x;] X [y;-1,y;], i=
I,...,n, j=1,..,moriginalne slike ima vrijendost jednaku v, ;.
Dvodimenzionalni slu€aj takoder moZemo rijeSiti aproksimirajuci neku primitivnu funk-

ciju. Neka je:
Xy
Flx,y) = f f F&mdedn,
X0 Yo

onda je:
(92
,y) = ——F(x,y).
J(xy) axdy (x,)
Neka je kumulativna funkcija jednaka:

V(xi9y0) = 0’ i= O, o n
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V(-x()’yj) = O, j = 0, e, m

J
Vv = D ) Ay, i=1,nj=1,..m,

gdje je Ay; := y; — y;j-1. Nadalje, zahtjevamo da F(x;,y;) aproksimira V(x;,y;). Iz [3]
vidimo da ako F interpolira V u ¢vorovima, lako je pokazati da:

f S, y)dxdy = (V(xi,y) = V(xic1,y) = V(xi, yj-1) + Vxic, yj-1) = Vi

Axl I j AX,’ij

Neka je f; histopolacijski splajn koji aproksimira piksele u j-tom redu, tj. zadovoljava:

. ‘
Ef filtxydx=v;;, Yi=1,..,p. (4.9)
T JXi-|

Sada radimo Qkomitu aproksimaciju tako da odaberemo [xi_l,xi] 1 pronademo funkciju
gi(y) = j fx X,l f(x,y)dx koja aproksimira vrijednosti ﬁ fx x,. fi(x)dx:

1 y] 1 . . .
A—yjf gi(y)dy:EL_l fixydx, i=1,..,nj=1,.,m. (4.10)

Yj-1

To znaci, da primitivna funkcija

Y Y ] Xi
Gi(y) = f gilmdn = f i f fCx.mydxdn
Yo yo BN Jxi

u ¢vorovimay; aproksimiraz Ay, Ar f fi(x) dx, $to je aproksimacija od ;- L (V(x,,y 1)~
V(xi-1,y-1)). Konacno, iz @ i @) shJed1

AxlAy,f dx o f(x y)dy = f ( f f(x, y)dx)
A_yj jy‘;l gi(y)dy = A, L_l fidx=v;;

J

Stovise, histopolacijski uvjeti ocuvani su kada se rezolucija poveca za neku vrijednost
u obje dimenzije. ToCnije, neka je i = p-nim = r-m, zaneke p,r € N ineka je:

Axi
Xpim=xi+—1I, i=1,.,n, I=1,..,p,
p

AV
5’rj+k =y;t+ il, j: 1,....m, k= 1,...,r.
r
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Funkcije f; i dalje zadovoljavaju (4.9)), a funkcije g; redefinirane su:

I . N
gi(y) := A_~f fGoydx, i=1,..,0
Xi Sz

1 zahtjevamo da zadovoljavaju:

1 Vi 1 %
— gy dy = —~f fix)dx, j=1,...m, AX =X —X_1.
Ay J Iy A% Xi-1 ’

Onda zbog AX )i, = %:

1 f 1 Y 1 )4
(x,y)dxdy = —f _ (v dy =
”I’J” Ii,jf g Y ij yj1 P ; Sy
1 p )4 )NCpi+I 1 X; i
;A_xl 121: pr—l—] ﬁ(X) dx - A_.x, L—l ‘f](X) dx = vi’j

4.4 Numericki testovi

Kako bi evaluirali metodu promijene razlucivosti slike pomocu histopolacijskog splajna,
odabrane slike smanjit cemo na 50% prvobitne dimenzije te ju ponovno povecati. Nave-
denih 50% odnosi se na promjenu razlucivosti slike u svakoj dimenziji. Navedenu metodu
usporedit éemo s nekoliko poznatih metoda. Dobivene slike usporeduju se s referentnom
slikom uz pomo¢ srednje kvadratne pogreske (eng. Mean-Squared Error) i najviSeg omjera
signala 1 Suma (eng. Peak Signal-to-Noise Ratio). Pomocu navedenih mjera odredujemo
kvalitetu slike. Definirajmo prvo navedene mjere.
Neka je A originalna jednobojna m X n slike i neka je A njezina aproksimacija.

Definicija 4.4.1. Srednja kvadratna pogreska (MS E) dana je s:

CLES L
MSE=— 3 > (AG. )~ AG. )Y, (4.11)

i=1 j=1

gdje su m i n redom Sirina i visina slike. Za slike s tri RGB vrijednosti po pikselu, MS E

definiramo kao:
n

1 3 m _
MSE =~ Z Z Z(A(i, j.o)—AG, j, ), (4.12)

c=1 i=1 j=1

gdje c oznacava intenzitet crvene, zelene ili plave boje po pikselu.
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Slika 4.1: Originalna slika veli¢ine 256 X 256

Definicija 4.4.2. Najvisi omjer signala i Suma (PS NR) dan je s:

2

A
PSNR =10-1 i) 4.1
SN 0 OglO(MSE)’ (4.13)

gdje je A,..x najveca vrijednost piskela slike.

Bolje aproksimacije imaju manji MS E, a ve¢i PS NR. Mi smo rezoluciju Slike 4.1 sma-
njili s 256 X 256 na 128 x 128 te ju ponovno povecali na prvobitne dimenzije. Usporedivali
smo metodu najblizeg susjeda, bilinearnu interpolaciju, bikubi¢nu interpolaciju i bikva-
dratni histopolacijski splajn. Rezultate izvrSavanja vidimo na Slici 4.3. Tablica 4.1 sadrzi
pripadaju¢e MS E i PS NR vrijednosti. Iz navedene tablice vidimo da histopolacijski splajn
daje najbolje rezultate, i za MS E i za PS NR.

Metoda MSE | PSNR

najblizi susjed 152.88 | 26.29
bilinearna interpolacija 140.05 | 26.67
bikubi¢na interpolacija 115.24 | 27.51
bikvadratni histopolacijski splajn | 113.35 | 27.59

Tablica 4.1: Numericki rezultati promjene razlucivosti slike - Lena.
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Slika 4.2: Originalna slika veliCine - 228 x 228

Istim metodama promjenili smo razlucivost Slike 4.2. S dimenzija 228 x 228 smanjili
smo ju na 114 x 114 te ju ponovno povecali na prvobitne dimenzije. U nastavku nalazi se
Tablica 4.2 s pripadaju¢im numeri¢kim rezultatima i usporedba slika dobivenih primjenom
navedenih metoda (Slika 4.4).

[ Metoda | MSE | PSNR |
najblizi susjed 78.04 | 29.21
bilinearna interpolacija 53.78 | 29.21
bikubicna interpolacija 29.81 | 33.37
bikvadratni histopolacijski splajn | 22.8 | 34.55

Tablica 4.2: Numericki rezultati promjene razlucivosti slike - Oblici.

Na Slici 4.5 golim okom i ne vidimo pretjerane razlike u kvaliteti pojedine metode,
no uvecamo li pojedini detalj slike, razlike postanu puno uocljivije (Slika 4.6). Uocimo
kako metoda najblizeg susjeda, koja je i daleko najjednostavnija, daje najloSije rezultate i
slika djeluje zamuceno, a isto vrijedi 1 za bilinearnu interpolaciju. Bikubi¢na interpolacija
1 bikvadratni histopolacijski splajn rezultiraju oStim slikama s oStrim rubovima te histo-
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polacijski splajn daje daleko najbolje brojeve. Problem metode histopolacijskog splajna
su artefakti u obliku sjena (ringing effect). Isti problem javlja se u manjoj mjeri i kod

bikubicne interpolacije.

Za kraj, promotrit ¢emo sliku u boji (Slika 4.3). Navedenu sliku smanili smo na dimen-
zije 253 X253 te ponovno povecali na prvobitne dimenzije 506 x 506. Iako su MSE i PSNR
nesto 1osiji kod bikvadratnog histopolacijskog splajna u usporedbi s metodom bikubi¢ne in-
terpolacije, moZemo primjetiti da bikvadratni histopolacijski splajn ipak rezultira oStrijom

slikom (Slika 4.7).

Slika 4.3: Originalna slika veli¢ine - 506 x 506

Metoda MSE | PSNR

najblizi susjed 68.30 | 29.79
bilinearna interpolacija 55.32 | 29.79
bikubicna interpolacija 359 | 32.58
bikvadratni histopolacijski splajn | 38.19 | 32.31

Tablica 4.3: Numericki rezultati promjene razlucivosti slike - Cvijet.
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Originalna slika
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Najblizi susjed
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Bikubicna interpolacija
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Slika smanjena na 50%
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120
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Bilinearna interpolacija
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0 50 100 150 200 250
. Bikvadratni histopolacijski splajn
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150

200
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0 50 100 150 200 250

Slika 4.4: Usporedba metoda - Lena



POGLAVLIJE 4. HISTOPOLACIJA 31

Originalna slika Slika smanjena na 50%
0
50
100 -
150 -
' )
200 100 -
0 50 100 150 200 0 20 40 60 80 100
Najblizi susjed 0 Bilinearna interpolacija
0
50 50
100 - 100 -
150 1 . 150 - .
200 4 200
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Bikubic¢na interpolacija o Bikvadratni histopolacijski splajn
50 50
100 + 100 A
150 - . 150 - .
200 200
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Slika 4.5: Usporedba metoda - Oblici
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Originalna slika
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Slika 4.6: Usporedba metoda - Dio slike
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Originalna slika Slika smanjena na 50%
125 60
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300
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NajbliZi susjed
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175 175
200 200
225 295
250 250
275 275
300
50 100 150 200 50 100 150 200
Bikubicna interpolacija Bikvadratni histopolacijski splajn
125 125
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175 175
200 200
225 225
250 250
275 275
300
50 100 150 200 50 100 150 200

Slika 4.7: Usporedba metoda - Dio slike
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada je upoznati se s metodam promjene razlucivosti slike uz pomo¢
histopolacijskog splajna. Navedenu metodu usporedili smo s metodom najblizeg susjeda,
bilinearnom i bikubi¢nom interpolacijom. Rezoluciju slike smanjvali smo na 50% dimen-
zije pocetne slike i ponovno i1 pove€avali na prvobitne dimenzije pa usporedivali dobivene
rezultate. Evaluacija rezultata navedenih metoda provedena je uz pomo¢ MSN (srednje
kvadratne pogreske) i PSNR (najveci omjer signala i Suma). Metoda bikvadratnog histo-
polacijskog splajna dala je najbolje rezultate.



Summary

The aim of this thesis is to get acquainted with the method of changing the image reso-
lution with the help of histopolation spline. We compared this method with the nearest
neighbor method, bilinear and bicubic interpolation. We reduced the image resolution to
50% of the dimensions of the initial image and again increased it to the original dimensions
and compared the obtained results. The evaluation of the results of these methods was per-
formed using MSN (Mean-Squared Error) and PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio). The
biquadratic histopolation spline method provided the best results.
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