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SAZETAK

U radu definiramo novu oblikovnu kategoriju Sh* koju éemo nazvati kategorijom konac-
noga gruboga oblika. Ta Ce kategorija imati iste objekte kao kategorije oblika i gruboga oblika,
ali ¢e morfizmi medu tim objektima biti drugaciji. Kategoriju kona¢noga gruboga oblika kons-
truiramo koriStenjem teorije inverznih sustava i poliedarskih ekspanzija topoloskih prostora, to
jest, vanjskim pristupom. Definirat ¢emo dva odgovarajuca vjerna funktora, jednoga iz katego-
rije oblika u kategoriju kona¢noga gruboga oblika, a drugoga iz kategorije konacnoga gruboga
oblika u kategoriju gruboga oblika. Primjerima ¢emo pokazati da ti funktori nisu puni, to jest,
da je kategorija kona¢noga gruboga oblika prava natkategorija kategorije oblika i prava potka-

tegorija kategorije gruboga oblika.

Kategoriju konacnoga gruboga oblika za kompaktne metricke prostore opisat éemo i unutar-
njim pristupom. Da bismo to postigli, restringirat éemo klasu objekata na skup svih zatvorenih
podskupova Hilbertove kocke Q, a teoriju inverznih sustava zamijeniti teorijom €-neprekidnih
funkcija. Stoga ¢emo prvo detaljno razraditi teoriju €-neprekidnosti definirajuéi osnovne poj-
move i dokazujuéi najvaznija svojstva e-neprekidnih funkcija i relacije e-homotopije. Potom
generaliziramo Borsukove fundamentalne i aproksimativne nizove te Sanjurjove pribliZavajuce
nizove definiraju¢i ®@-fundamentalne, ®-aproksimativne te @-pribliZavajue nizove redom. Na
skupovima @-fundamentalnih, ®-aproksimativnih i @-pribliZavajuéih nizova definirat ¢emo od-
govarajuce relacije ekvivalencije Cije ¢e klase biti morfizmi novih kategorija Sh_®, Sh® i InSh®

redom. Kategoriju InSh® nazvat éemo kategorijom unutarnjega konacnoga gruboga oblika.

Nadalje, definiramo tri odgovarajuéa funktora, jedan medu kategorijama Sh® |y (restrikcija
kategorije Sh® na zatvorene podskupove od Q) i Sh(;?, jedan medu kategorijama Sh;’? i Sh®
te jedan medu kategorijama ShY i InSh®. Dokazat éemo da ée tako definirani funktori biti

kategorijski izomorfizmi, $to ¢e znaditi da je InSh® unutarnja reinterpretacija kategorije konac-
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Sazetak

noga gruboga oblika zatvorenih podskupova Hilbertove kocke. Uz to, definirat ¢emo vjeran
funktor medu kategorijama InSh i InSh® koji objekte drzi fiksnima, a svakom morfizmu unu-
tarnjega oblika pridruzuje inducirani morfizam unutarnjega kona¢noga gruboga oblika. Stoga
¢emo postojecu Sanjurjovu kategoriju /nSh unutarnjega oblika smatrati pravom potkategorijom

nove kategorije InSh® unutarnjega kona¢noga gruboga oblika.

Konacno, dokazat ¢emo da unutarnji konacni grubi oblik ne ovisi o ulaganju metrickoga
prostora u Hilbertovu kocku Q, odnosno, da su svaka dva smjeStenja proizvoljnoga kompakt-
noga metrickoga prostora istoga unutarnjega konacnoga gruboga oblika. Time ¢emo klasifika-
ciju po unutarnjem kona¢nom grubom obliku prosiriti na cijelu klasu .# % pt svih kompaktnih
metri¢kih prostora i pritom dokazati da su kompaktni metricki prostori M i M’ istoga kona¢noga

gruboga oblika ako i samo ako su M i M’ istoga unutarnjega kona¢noga gruboga oblika.

ii



SUMMARY

In this thesis we will define a new shape category Sh® of topological spaces called the finite
coarse shape category. Category Sh® will have the same class of objects as the categories of
shape and coarse shape, but morphisms will be different. We will contruct the finite coarse
shape category by using polyhedral expansions and inverse systems theory, i.e., using an exter-
nal approach. Two appropriate faithful functors will be defined, one of them from the shape
category Sh to the finite coarse shape category Sh® and the other one from the finite coarse
shape category Sh® to the coarse shape category Sh*. We will prove by the examples that those
functors are not full, i.e., that the finite coarse shape category is a proper subcategory of the

coarse shape category and that it contains the shape category as its proper subcategory.

The coarse shape category of metric compacta will also be given an intrinsic approach. To
achieve that, we will restrict the class of objects to the set of all closed subsets of the Hilbert
cube Q and replace the inverse systems theory by the theory of €-continuous functions. There-
fore we shall give a detailed overview of the €-continuity theory by defining the main notions

and proving the most important properties of the €-continuous functions and €-homotopy.

We will generalise Borsuk’s fundamental and approximative sequences and Sanjurjo’s proxi-
mate sequences by defining so called ®-fundamental, ®-approximative and ®-proximate sequ-
ences, respectively. On the sets of the ®-fundamental, ®-approximative and ®-proximate sequ-
ences between any two closed subsets of the Hilbert cube Q we will define an appropriate
equivalence relations, classes of which will be morphisms of the new categories Sh%, Sh® and

InSh®, respectively. Category InSh® will be called the intrinsic finite coarse shape category.

Futhermore, three new functors will be defined, one of them between the categories Sh* |Q

(the restriction of the Sh® category to the set of all closed subsets of Q) and Sh%, the second

v



Summary

one between Sh} and Shy and the third one between the categories Sh and InSh®. We will
prove that each of these three functors is an isomorphism, which means that category InSh® is
an intrinsic reinterpretation of the finite coarse shape category Sh®|o of all closed subsets of
Q. We will also define a faithful functor from InSh to InSh® which is an identity on the set
of objects and which associates each intrinsic shape morphism with the induced intrinsic finite
coarse shape morphism. Hence, Sanjurjo’s intrinsic shape category /nSh may be considered as

a proper subcategory of the constructed intrinsic finite coarse shape category InSh®.

In the last section we will prove that the intrinsic finite coarse shape does not depend on the
embedding of a compact metric space into the Hilbert cube Q, i.e., that every two embeddings
of any compact metric space have the same intrinsic finite coarse shape. That will allow us to
extend the classification by the intrinsic finite coarse shape to the whole class .# € pt of metric
compacta. Finally, we will prove that two compact metric spaces M and M’ have the same finite

coarse shape if and only if M and M’ have the same intrinsic finite coarse shape.
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UvoD

Osnovna klasifikacija topoloskih prostora, utemeljena na homotopskoj teoriji, je klasifika-
cija po homotopskom tipu. Homotopska teorija rijesila je velik broj problema vezanih uz klase
prostora s dobrim lokalnim svojstvima (na primjer klase poliedara, CW-kompleksa i apsolut-
nih okolinskih retrakata), ali je bitno manje korisna kod prostora s losijim lokalnim svojstvima.
Stoga se pojavila potreba za teorijom, opcenitijom od homotopske, koja ¢e topoloske prostore

klasificirati grublje od klasifikacije po homotopskom tipu. U tu svrhu, razvijena je teorija oblika.

Temelje teorije oblika postavio je poljski matematicar K. Borsuk krajem Sezdesetih go-
dina 20. stoljeca [1], [2]. U pocetku, klasifikacija po obliku obuhvacala je klasu .# 6 pt svih
kompaktnih metrickih prostora. Borsukova oblikovna kategorija za objekte ima sve zatvorene
podskupove Hilbertove kocke Q, a morfizmi oblika medu njima su klase ekvivalencije na sku-
povima fundamentalnih nizova medu tim objektima. lako je i u ovoj teoriji kljuénu ulogu imao
pojam homotopije (kao veza medu komponentnim funkcijama fundamentalnih nizova), rezulti-
rajuca klasifikacija bila je grublja od one po homotopskom tipu. Borsukova oblikovna kategorija
bila je tek prvi korak u razvoju teorije oblika, a uskoro su uslijedila brojna proSirenja postojece

teorije.

Prvi sljedeci veliki korak u razvoju teorije oblika rezultat je suradnje S. MardeSic¢a i J. Se-
gala [12]. KoriStenjem (algebarske) teorije inverznih sustava razvijen je jezik pro-kategorija i
njime je opisana teorija oblika, pri ¢emu je do tada postojeca klasifikacija proSirena na klasu
svih kompaktnih Hausdorffovih prostora. Ovaj pristup dobio je svoju zavrSnu verziju sredinom
sedamdesetih godina kada su S. Mardesi¢ [11] i K. Morita [14] razvili teoriju oblika koriStenjem
inverznih sustava nad kategorijom 7Top svih topoloskih prostora. Klju¢nu ulogu u ovoj teoriji
ima pojam poliedarske ekspanzije topoloskoga prostora, a morfizmi oblika su klase ekvivalen-

cije pro-morfizama po relaciji pro-ekvivalencije medu njima.



Uvod

Nesto kasnije, krajem osamdesetih godina 20. stoljeca, novi pristup teoriji oblika ponudio
je Spanjolski matematiCar J.M.R. Sanjurjo [16]. Pristup koristenjem inverznih sustava moZe se
smatrati "vanjskim", dok se Sanjurjov pristup moZze opisati kao "unutarnji" pristup teoriji oblika.
Naime, morfizmi oblika u Mardesi¢evom pristupu s inverznim sustavima klase su posebnih ni-
zova (pro-morfizmi) neprekidnih funkcija koje su definirane medu termima poliedarskih eks-
panzija promatranih prostora, $to znaci da su domena i kodomena komponentnih funkcija tih
nizova okoline promatranih prostora. Takav pristup prirodno je opisati kao vanjski. S druge
strane, Sanjurjo je pro-morfizme zamijenio takozvanim priblizavaju¢im nizovima kojima su
komponente €-neprekidne funkcije ¢ije su domena i kodomena promatrani prostori (a ne nji-

hove okoline). Iz tog razloga, ovakav pristup smatramo unutarnjim pristupom teoriji oblika.

Unutarnjim pristupom obliku definirana je oblikovna kategorija ¢iji objekti su svi zatvoreni
podskupovi Hilbertove kocke Q, a morfizmi unutarnjega oblika su klase odgovarajuce ekviva-
lencije pribliZavajucih nizova medu tim objektima. U [13] i [16] dokazano je da je, za bilo koji
par X, Y zatvorenih podskupova od Q, skup Sanjurjovih morfizama unutarnjega oblika izmedu
X 1Y u bijektivnoj vezi sa skupom Mardesicevih morfizama oblika izmedu X i Y. Kljucnu
ulogu pri uspostavljanju izomorfizma izmedu Mardesiceve i Sanjurjove oblikovne kategorije
zatvorenih podskupova od Q imali su Borsukovi fundamentalni nizovi, odnosno, pripadajuci
Borsukovi morfizmi oblika. Uz to, buduéi da svaki metricki kompakt dopusta smjestenje u Q
kao zatvoreni podskup, jednakost klasifikacija po obliku vanjskim i unutarnjim pristupom vri-

jedi na klasi .# ¢ pt svih kompaktnih metrickih prostora.

Novi veliki skok u teoriji oblika napravili su N. Kocei¢ Bilan i N. Uglesi¢ u [8] prije nepunih
15 godina. Na temelju MardeSiéeve S-ekvivalencije nastao je pojam opcenitije S*-ekvivalencije
metrickih kompakata koji je potom poopcen do potpuno nove klasifikacije svih topoloskih pros-
tora po grubom obliku. Klasifikacija po grubom obliku je, opCenito, grublja od klasifikacije po
obliku, dok se u slucaju prostora s dobrim lokalnim svojstvima (na primjer poliedara, CW-
kompleksa i apsolutnih okolinskih retrakata) klasifikacije podudaraju. Stovise, spomenute se
klasifikacije u tom slucaju podudaraju i s klasifikacijom po homotopskom tipu. Teorija gruboga
oblika ispri¢ana je jezikom inverznih sustava i pro*-kategorija, pri cemu su Mardesicevi pro-

morfizmi zamijenjeni pro*-morfizmima. Za bilo koja dva topoloska prostora, morfizmi gruboga

2
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oblika medu njima su klase ekvivalencije pro*-morfizama po relaciji pro*-ekvivalencije medu

njima.

Kategorije oblika i gruboga oblika vezane su vjernim funktorom, a s obzirom na to da obje
kategorije imaju iste objekte, kategoriju oblika smijemo smatrati pravom potkategorijom kate-
gorije gruboga oblika. Nova teorija gruboga oblika ponudila je i neke zanimljive invarijante,
kao na primjer grupu gruboga oblika topoloskoga prostora i svojstvo povezanosti putovima gru-
boga oblika. Grupa gruboga oblika sadrZi grupu oblika kao svoju podgrupu te stoga daje vise
informacija o promatranom prostoru nego grupa oblika. Tako je, recimo, jednodimenzionalna
grupa oblika solenoida trivijalna, dok je pripadna grupa gruboga oblika neprebrojiva. Uz to,
u [9] je dokazano da svojstvo povezanosti putovima oblika povlaci svojstvo povezanosti puto-
vima gruboga oblika, pri ¢emu se ova dva svojstva podudaraju na klasi kompaktnih metrickih

prostora.

Na temelju svega navedenoga, jasno se namece pitanje mogucénosti unutarnjega pristupa
klasifikaciji grubljoj od oblika u kategoriji koja to dopusta. Prva prirodna ideja je pokusati re-
interpretirati kategoriju gruboga oblika kompaktnih metrickih prostora unutarnjim pristupom i
upravo tako je ovo istraZivanje zapocelo. Medutim, pojavili su se ozbiljni tehnicki problemi
izvjesnoga uniformnoga proSirenja morfizama i njihovih medusobnih ekvivalencija sa zatvo-
renoga podskupa X od Q (unutarnji pristup) na terme HANR-ekspanzija podskupa X (vanjski
pristup). Kroz promisljanje o tom problemu pojavila se ideja o korekciji morfizama gruboga
oblika koja je iznjedrila novu oblikovnu kategoriju konacnoga gruboga oblika. Pokazat Ce se
da je kategorija konacnoga gruboga oblika prava natkategorija postojece kategorije oblika i
prava potkategorija kategorije gruboga oblika te da dopusta unutarnju reinterpretaciju na klasi

M € pt svih kompaktnih metrickih prostora.

Prvo poglavlje rada predstavlja pregled potrebnih predznanja, to jest, osnovnih pojmova i
teorema vaznih u izgradnji teorije oblika. U drugom poglavlju éemo konstruirati kategoriju ko-
na¢noga gruboga oblika vanjskim pristupom definirajuci inv® i pro® kategorije te odgovarajuée
razredbene relacije medu njihovim morfizmima koje ¢e odrediti morfizme konacnoga gruboga
oblika kategorije Sh®. Zatim poopc¢ujemo postojece Borsukove i Sanjurjove kategorije oblika

definirajuéi kategorije Sh%, Sh® i InSh® redom &iji objekti su zatvoreni podskupovi Hilber-
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tove kocke Q. U treCem poglavlju uspostavljamo odgovarajuée izomorfizme medu spomenutim
kategorijama ¢ime ¢emo pokazati da je kategorija InSh® unutarnja reinterpretacija kategorije
kona¢noga gruboga oblika zatvorenih podskupova od Q. Stoga ¢emo kategoriju InSh® nazvati
kategorijom unutarnjega konacnoga gruboga oblika. Na samom kraju ¢emo klasifikaciju po
unutarnjem konacnom grubom obliku prosiriti sa skupa zatvorenih podskupova od Q na cijelu
kategoriju .# € pt svih kompaktnih metrickih prostora i dokazati da su dva kompaktna metricka
prostora istoga konacnoga gruboga oblika ako i samo ako su istoga unutarnjega konacnoga gru-

boga oblika.



1. TEMELJINI POJMOVI I TVRDNIJE

U ovom ¢emo poglavlju dati pregled potrebnih predznanja za razumijevanje glavnoga dijela
rada. Navest ¢emo temeljne pojmove i iskazati osnovne teoreme homotopske teorije i teorije
(gruboga) oblika. Pregled zapocinjemo pojmom kategorije i primjerima najvaznijih (topolo-

Skih) kategorija.

1.1. PREGLED TEORIJE KATEGORIJA

Definicija 1.1.1 Kategorija C trojka je (O, M, o) koja se sastoji od
— klase O = Ob (C) ¢ije elemente nazivamo objektima u C

— klase M = Mor (C) koja se sastoji od skupova C (X,Y), pridruZenih svakom paru (X,Y)

objekata u C, ¢ije elemente nazivamo morfizmima u C s domenom X i kodomenom Y

— pridruZivanja o koje nazivamo komponiranjem morfizama i koje svakoj uredenoj trojci

(X,Y,Z) objekata u C pridruzuje to¢no jednu funkciju
oxyz) :CX,Y)xC(Y,Z) = C(X,Z),

pri ¢emu sliku para (f,g) € C(X,Y) x C(Y,Z) oznaCujemo go f (ili krace gf) i nazivamo

kompozitom morfizama fi g,
tako da vrijedi
(1) akoje X #X’iliY #Y’,ondaje C(X,Y)NC(X",Y') =0
(2) akoje feC(X,Y), g€ C(Y,Z)ihe C(Z,W),ondaje ho(gof)=(hog)of

(3) za svaki objekt X u C postoji morfizam 1x € C (X, X) kojeg nazivamo identickim morfiz-

mom 1 za kojega vrijedi

folx=f, zasvaki f € C(X,Y),



Temeljni pojmovi i tvrdnje Pregled teorije kategorija

Ixog=g, zasvakig e C(Z,X).

Morfizam f € C(X,Y) zapisivat ¢emo u obliku f : X — Y, a za objekt X € Ob(C) éemo
krace pisati X € C. Uz to, lako se pokaZe da je, za svaki objekt X € C, identi¢ki morfizam 1x

jedinstven i nazivamo ga jos i identitetom na X.

Definicija 1.1.2 Neka je C kategorijai X,Y € C objekti u C. Za morfizam f : X — Y kaZemo

da je izomorfizam ako postoji morfizam g : Y — X takavdaje fog=1yigo f = lyx.

U tom slucaju, morfizam g je jedinstven i nazivamo ga inverzom morfizma f. Za objekt
X € C kaZzemo da je izomorfan objektu Y € C ako postoji izomorfizam f : X — Y. Relacija "biti
izomorfan" je razredbena relacija (ekvivalencija) na klasi Ob (C).
S obzirom na neka dodatna svojstva klase objekata Ob (C) ili skupova morfizama C(X,Y),

definiramo sljedece vrste kategorija:
— Diskretnom kategorijom nazivamo kategoriju kojoj su jedini morfizmi identitete.

— Trivijalnom kategorijom nazivamo kategoriju C koja ima samo jedan objekt, to jest, za

koju je card (Ob (C)) = 1.
— Praznom kategorijom nazivamo kategoriju C kojoj je Ob(C) = 0.
— Malom kategorijom nazivamo kategoriju C kojoj je klasa objekata Ob (C) skup.

— Konkretnom kategorijom nazivamo kategoriju kojoj su objekti skupovi s nekom dodatnom

strukturom, a morfizmi funkcije medu njima koje poStuju tu strukturu.

Primjer 1.1.3 Navedimo neke primjere kategorija koje ¢e nam biti od interesa u nastavku

rada:

(a) Set oznaluje kategoriju skupova kojoj je klasa objekata klasa svih skupova, a za svaki
par skupova (X,Y) skup morfizama Set (X,Y) tvore sve funkcije iz X u Y uz standardno

funkcijsko komponiranje. Izomorfizmi u Set su bijekcije.

(b) Grp oznaluje kategoriju grupa kojoj klasu objekata tvore sve grupe, a za svaki par grupa
(G, H) skup morfizama Grp (G, H) tvore svi homomorfizmi iz G u H. Izomorfizmi u Grp

su bijektivni homomorfizmi grupa.
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(¢) Ab oznaluje kategoriju komutativnih grupa kojoj klasu objekata tvore sve Abelove grupe,
a za svaki par Abelovih grupa (G, H) skup morfizama Ab (G,H) tvore svi homomorfizmi

iz G u H. Izomorfizmi u Ab su bijektivni homomorfizmi Abelovih grupa.

(d) Top oznaluje kategoriju topoloskih prostora objekti koje su svi topoloski prostori, a za
svaki par prostora (X,Y) skup morfizama Top (X,Y) tvore sve neprekidne funkcije (pres-

likavanja) iz X u Y. Izomorfizmi u Top su homeomorfizmi.

(e) Top?* oznatuje kategoriju topoloskih parova objekti koje su svi uredeni parovi (X,A) to-
poloskih prostora, pri ¢emu je A C X potprostor od X, a za svaki par objekata ((X,A), (Y,B))
skup morfizama Top? ((X,A), (Y,B)) tvore sva preslikavanja f : X — ¥ zakojaje f (A) C
B. Morfizme kategorije Top? nazivamo preslikavanjima parova. 1zomorfizmi u Top? su

homeomorfizmi parova.

Definicija 1.1.4 NekasuCi D kategorije. KaZemo da je D potkategorija kategorije C, u oznaci

D C C, ako vrijedi:
— Ob(D) COb(C)
— zasveX,YeDjeD(X,Y)CC(X,Y)

— akoje feD(X,Y)ige D(Y,Z), onda se kompozit gf u D podudara s kompozitom gf
ucC.

Ako je D potkategorija kategorije C i ako je D (X,Y) =C (X,Y), za svaki par objekata (X,Y)

u D, onda kazemo da je D puna potkategorija kategorije C.
Primjer 1.1.5 Navedimo neke istaknute potkategorije topoloske kategorije Top:
(a) ./ oznatuje punu potkategoriju kategorije Top objekti koje su svi metricki prostori

(b) € pt oznatuje punu potkategoriju kategorije Top objekti koje su svi kompaktni me-

tricki prostori
(¢) & oznaluje punu potkategoriju kategorije Top objekti koje su svi normalni prostori
(d) 2 oznatuje punu potkategoriju kategorije Top objekti koje su svi diskretni prostori

(e) ANR oznacuje punu potkategoriju kategorije Top objekti koje su svi apsolutni okolinski

retrakti
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(f) Pol oznacuje punu potkategoriju kategorije Top objekti koje su svi poliedri.
Napomena 1.1.6 Kategorije Po/ i ANR detaljno ¢emo razmatrati u odjeljku 1.2.
Definicija 1.1.7 Kongruencijom na kategoriji C nazivamo svaku klasu

~={~xr) XY €0b(C)}

za koju vrijedi:

(1) relacija ~x y) je ekvivalencija na C (X,Y), za svaki par objekata X,Y € Ob(C)

(2) akoje f ~ f’, g ~ g iako kompozicija go f postoji, onda je go f ~ g’ o f’, za sve morfizme

f,f . g & kategorije C.

Klasu morfizma f € C(X,Y) s obzirom na kongruenciju ~ oznacujemo [f].

Neka je ~ kongruencija na kategoriji C. Stavimo:
Ob(C|~) = 0b(C), Cl~ (X,Y) =C(X,Y) |- i [g]o[f] =[gof]

¢im kompozicija g o f postoji. Tada je C|.. kategorija koju nazivamo kvocijentnom kategorijom
kategorije C s obzirom na kongruenciju ~.

Definicija 1.1.8 Nekasu f,g € Top (X,Y). Kazemo da je f homotopno g, u oznaci f ~ g, ako

postoji preslikavanje H : X x I — Y takvo da je

H(x,0)=f(x) i H(x,1)=g(x), zasvakixe€ X.
Preslikavanje H nazivamo homotopijom.
Primjer 1.1.9

(a) Svaka su dva preslikavanja f, g : R — R homotopna. Homotopija H : X x I — Y je eks-

plicitno dana pravilom
H(x,1) = (1—1) f (x) +1g (x).
Posebno, svako preslikavanje f : R — R je nulhomotopno, to jest, homotopno je pro-

izvoljnoj konstanti ¢ : R — R.

(b) Neka je X topoloski prostor i §” = {x € R""! : ||x|| = 1} jedini¢na n-sfera u R"*!. Svaka
su dva preslikavanja f,g : X — S" homotopna ¢im im slike bilo koje to¢ke x € X nisu

antipodalne. U tom je sluc¢aju homotopija H : X x I — S" eksplicitno dana pravilom

0
H (x,t) = [(1=1)F(x) +tg ()]




Temeljni pojmovi i tvrdnje Pregled teorije kategorija

(c) Neka su f,g € Top(X,Y) dvije konstante. Tada je f ~ g ako i samo tocke yo = f(X) i

y1 = g(X) leZe u istoj komponenti putovne povezanosti prostora Y.

Pokaze se da su odgovarajuce relacije homotopije zaista kongruencije na kategorijama Top
i Top?. Pripadne kvocijentne kategorije Top|~ i Top?|.. redom oznacujemo HTop i HTop?
te nazivamo homotopskom kategorijom i homotopskom kategorijom parova. Njihove morfizme
nazivamo homotopskim klasama odgovarajucih preslikavanja. Posebno, svako preslikavanje f

kojemu je homotopska klasa [f] izomorfizam nazivamo homotopskom ekvivalencijom.

Primjer 1.1.10 Pune potkategorije kategorije H Top objekti kojih su metricki, kompaktni me-

tricki i normalni prostori oznacujemo redom H.Z , H.# ¢ pt i H.V .

Definicija 1.1.11 Za izomorfne objekte X i Y u kategoriji HTop kaZzemo da imaju isti homo-

topski tip 1 piSemo X ~ Y.
Homotopski tip jednotockovnoga prostora u HTop naziva se trivijalnim i oznacuje s 0.

Definicija 1.1.12 Za topoloski prostor X kaZemo da je kontraktibilan ako je identiteta 1y :

X — X nulhomotopna.

Primjetimo da je po primjeru 1.1.9.(a) prostor R kontraktibilan. Stovise, vrijedi sljedeca

propozicija.

Propozicija 1.1.13 Topoloski prostor X je kontraktibilan ako i samo ako je svako preslikavanje

u Top iz prostora X (ili u prostor X)) nulhomotopno.

Drugim rije¢ima, ako je u topoloskom prostoru X identiteta nulhomotopna, onda je svako
preslikavanje f : X — Y i svako preslikavanje g : Z — X, gdje su Y,Z € Top proizvoljni, nulho-

motopno.

Propozicija 1.1.14 Objekt X € HTop je kontraktibilan ako i samo ako ima trivijalni homo-

topski tip.

Primjer 1.1.15 Prostori R"\ {0} i ", za svaki n € N, istoga su homotopskoga tipa. Zaista,

promotrimo inkluziju i : $"~! < R\ {0} i preslikavanje

X

R0} = 8" f(x) =

[l
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Vrijedi da je foi= lg-1 paje pogotovo foi~ lg 1. Nadalje, io f: R*\ {0} — R"\ {0} je

homotopno identiteti 1gm\ (o} homotopijom

H R\ {0} x I — R\ {0}, H(x,1) = (1—1)

— 41X
24

Dakle, promatrana inkluzija i preslikavanje f su homotopske ekvivalencije.

Definicija 1.1.16 Neka su C i D neprazne kategorije. (Kovarijantni) funktor iz kategorije C u
kategoriju D pridruzivanje je koje svakom objektu X u C pridruZuje to¢no jedan objekt F (X) u
D, a svakom morfizmu f : X — Y u C pridruZuje tocno jedan morfizam F (f) : F (X) — F (Y)
u D tako da vrijedi
F(1x) = lp(x), zasvaki X € Ob(C),
F(gof)=F(g)oF(f), ¢im je kompozicija go f dobro definirana.

Funktor F iz kategorije C u kategoriju D oznacujemo F : C — D.
Primjer 1.1.17

(a) Ako je C' potkategorija kategorije C, onda je inkluzija I : C' — C, definirana na prirodan
nacin, kovarijantni funktor. Posebno, identitetu 1¢ : C — C nazivamo identickim funkto-

rom.

(b) Zaboravljivi funktor je funktor koji objekt s bogatijom strukturom shvaca kao isti taj
objekt sa siromasnijom strukturom. Neki od primjera zaboravljivih funktora su Fj :

Top — Set, F> : Grp — Set i F3 : HTop> — HTop.

(¢) Funktori I : Set — Top i D : Set — Top skupove opskrbljuju redom indiskretnom i dis-

kretnom topologijom.

(d) Homotopski funktor H : Top — HTop drzi objekte fiksnima, a svakom preslikavanju f :

X — Y pridruZuje njegovu homotopsku klasu [f]: X — Y.
Jedno od klju¢nih svojstava funktora jest to da "Cuvaju izomorfizme".

Propozicija 1.1.18 Neka je F : C — D funktor. Ako je f izomorfizam u kategoriji C, onda je

F (f) izomorfizam u kategoriji D.

Definicija 1.1.19 Za funktor F : C — D kaZemo da je pun ako za svaki par objekata X,Y € C
i svaki morfizam g : F (X) — F (Y) u D postoji morfizam f: X — Y uC takav daje F (f) = g.

10
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Drugim rije¢ima, funktor je pun ako je njegovo djelovanje na skupovima morfizama surjek-

tivno.

Definicija 1.1.20 Za funktor F : C — D kaZemo da je vjeran ako za svaka dva morfizma fi g

uCiz F(f)=F(g)slijedi f =g.

Drugim rije¢ima, funktor je vjeran ako je njegovo djelovanje na skupovima morfizama

injektivno.
Primjer 1.1.21 Homotopski funktor H : Top — HTop je pun i nije vjeran.

Kompoziciju funktora definiramo prirodno. Ako su F : C — C"i G : C' — C” funktori, onda

je pridruZivanje Go F : C — C" definirano pravilima
GoF (X)=G(F (X)), zasvakiX € Ob(C),

GoF (f)=G(F(f)), zasvaki morfizam f uC,

funktor kojega nazivamo kompozicijom funktora F i G.

Definicija 1.1.22 Kazemo da je funktor F : C — D kategorijski izomorfizam ako postoji funk-
torG:D —Ctakavdaje FoG=1piGoF = 1¢.
Za kategorije C i D kaZemo da su izomorfne ako postoji barem jedan kategorijski izomorfizam

F:C—D.

Ako je F kategorijski izomorfizam, onda je funktor G iz definicije 1.1.22. jedinstven i

oznatuje se F~!. Relacija "biti izomorfan" je razredbena relacija kategorija.

Primjer 1.1.23 Puna potkategorija kategorije Top koja se sastoji od svih diskretnih topoloskih
prostora je izomorfna punoj potkategoriji kategorije Top koja se sastoji od svih indiskretnih

topoloskih prostora, a obje su izomorfne kategoriji Set.

Definicija 1.1.24 Neka su F,G : C — D (kovarijantni) funktori. Prirodna transformacija ¢
funktora F u funktor G, u oznaci @ : F ~~ G, je familija (@x : X € Ob(C)) morfizama @y :
F (X) — G (X) u kategoriji D, koje nazivamo komponentama transformacije, takva da za svaki

morfizam f: X — Y u C vrijedi

G(floox =@roF (f),

11
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to jest, da dijagram

komutira u D.

Definicija 1.1.25 Prirodnu transformaciju ¢ : F ~ G kojoj je svaka komponenta @y : F (X) —

G (X) izomorfizam u D nazivamo prirodnom ekvivalencijom.

Kazemo da je funktor F' : C — D prirodno ekvivalentan funktoru G : C — D, i pisemo F ~ G,
ako postoji barem jedna prirodna ekvivalencija ¢ : F ~» G. Prirodna ekvivalencija je razredbena

relacija svih funktora izmedu bilo koje dvije kategorije.

Definicija 1.1.26 Kazemo da je funktor F : C — D kategorijska ekvivalencija ako postoji fun-
ktorG:C — Dtakavdaje FoG~1lpiGoF ~ 1.
Za kategorije C i D kazemo da su ekvivalentne ako postoji barem jedna kategorijska ekvivalen-

cijaF :C—D.

Relacija "biti ekvivalentan" je razredbena relacija kategorija koja daje klasifikaciju grublju

od klasifikacije do na izomorfizam.

.......

zatvoreni podskupovi Hilbertove kocke Q.

Definicija 1.1.28 Produktom familije (X; : i € I) objekata u kategoriji C nazivamo uredeni par
(X,(m: X — X;:i€1)) koji se sastoji od objekta X iz C i familije (7; : X — X; : i € I) morfi-
zama u C za koje vrijedi sljedece univerzalno svojstvo:

za svaki objekt ¥ u C i svaku familiju (f;: Y — X; : i € I) morfizama u C postoji jedinstveni

morfizam f:Y — X u C takav da je m;jo f = f;, zasvakii € I.

12
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Ako postoji produkt (X, (m;: X — X;:i € 1)) familije (X; : i € I) objekata u kategoriji C, onda
je objekt X jedinstven do na izomorfizam u C i oznaCujemo ga HIX,-. U slucaju konacnog
[AS

indeksnog skupa I = {iy,...,i,} koristimo oznaku X = Xj, x --- x X; .

Definicija 1.1.29 Kazemo da kategorija C dopusta produkte ako u C postoji produkt bilo koje

familije njezinih objekata.

Primjer 1.1.30 Kategorije Set, Grp, Top, ¥, Cpt i HTop dopustaju produkte, a kategorija

konacnih skupova i kategorija ciklickih grupa ne dopustaju produkte.

13
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1.2. KATEGORIJE HANR 1 HPol

Definicija 1.2.1 Neka je X topoloski prostor, A podskup od X i r: X — A preslikavanje. Ka-
Zemo da je r retrakcija ako je r|4 = 14. Podskup A nazivamo retraktom od X ¢im postoji barem
jedna retrakcija r: X — A.

Opéenitije, podskup A nazivamo okolinskim retraktom od X ako postoji okolina U od A u X i

retrakcijar: U — A.
Primjer 1.2.2

(a) Svaki jednotockovni i svaki otvoreno-zatvoreni podskup topoloSkog prostora je njegov

retrakt.

(b) Segment [—1,1] je retrakt euklidskog prostora R. Stovise, zatvorena jedini¢na kugla B"

je retrakt euklidskoga prostora R”, pri cemu je

r:R"— B"
x, xeB"
r(x) =
L XeR\B
x|

jedna od mogucih retrakcija.
(¢) Jedini¢na sfera S"~! nije retrakt ni od R” ni od B", ali je okolinski retrakt za oba prostora.

Definicija 1.2.3 Neka je C potklasa klase svih topoloskih prostora. Kazemo da je C slabo

nasljedna ako vrijedi:
(i) svaki X € C je Hausdorffov
(ii) ako je A zatvoren podskup od X € C,ondaje A € C
(iii) ako su X i X’ homeomorfni prostoriiX € C, ondajei X' € C.

Neki od primjera slabo nasljednih klasa su Ob (.#), Ob(4") i Ob(Cpt).
Od velike ¢e nam vaZnosti u nastavku rada biti pojam apsolutnoga (okolinskoga) retrakta i

njegova dobra svojstva.

Definicija 1.2.4 Neka je C slabo nasljedna klasa i Y topoloski prostor. Kazemo da je Y apso-

lutni (okolinski) retrakt za klasu C ako vrijedi:

14
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(i) YeC

(if) ako je Z € CiY' zatvoren podskup od Z homeomorfan prostoru Y, onda je Y’ (okolinski)

retrakt od Z.

Punu potkategoriju kategorije Top Ciji objekti su svi apsolutni (okolinski) retrakti za klasu

C oznacavat ¢emo AR (C) (odnosno, ANR (C)).
Primjer 1.2.5

(a) Segment I = [0, 1] je apsolutni retrakt za klasu .4

(b) Vrijedi 2 = AR (2) jer je svaki potprostor diskretnoga prostora i otvoren i zatvoren.
Primjetimo da za svaku slabo nasljednu klasu C vrijedi AR (C) C ANR (C).

Definicija 1.2.6 Neka su X i Y topoloski prostori i A zatvoren podskup od X. KaZemo da je Y
ekstenzor za par (X,A) ako svako preslikavanje f : A — Y dopusta neprekidno proSirenje na X,
to jest, ako dopusta preslikavanje g : X — Y takvo da je g|4 = f.

Opéenitije, kazemo da je Y okolinski ekstenzor za par (X,A) ako svako preslikavanje f:A — Y
dopusta neprekidno prosirenje na neku okolinu U od A u X, to jest, ako dopusta preslikavanje

g:U — Y takvodaje gla = f.

Definicija 1.2.7 Neka je C slabo nasljedna klasa. KaZemo da je prostor Y apsolutni (okolinski)
ekstenzor za klasu C ako je Y (okolinski) ekstenzor za svaki par (X,A), gdje je A zatvoren

podskup od X € C.

Punu potkategoriju kategorije Top Ciji objekti su svi apsolutni (okolinski) ekstenzori za

klasu C oznacavat ¢emo AE (C) (odnosno, ANE (C)).
Primjer 1.2.8
(a) Segment I = [0, 1] je apsolutni ekstenzor za klasu .4
(b) Svaki indiskretni topoloski prostor je apsolutni ekstenzor za svaku klasu C.
Primjetimo da za svaku slabo nasljednu klasu C vrijedi AE (C) C ANE (C).

Napomena 1.2.9 Neka je C slabo nasljedna klasa. Svojstva "biti AR (C)", "biti ANR (C)", "biti
AE (C)" i "biti ANE (C)" su topoloSka svojstva, to jest, ako su ¥ i ¥’ homeomorfni topoloski
prostori i ako je Y € AR(C) (Y € ANR(C),Y € AE(C), Y € ANE (C)), ondajeiY’ € AR(C)
(Y' € ANR(C),Y' € AE(C),Y' € ANE (C)).

15
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Neka korisna svojstva apsolutnih (okolinskih) retrakata i apsolutnih (okolinskih) ekstenzora

daje nam sljedeci teorem.
Teorem 1.2.10 Za svaku slabo nasljednu klasu C vrijedi:
(i) CNAE(C) CAR(C)
(ii) CNANE (C) CANR(C)
(iif) akojeY € ANE (C) iU otvoren podskup od Y, onda je U € ANE (C).
Posebno, u slucaju C = . vrijedi
(iv) M NAE (M) =AR (M)
(v) M NANE (M) =ANR (A ).

Teorem 1.2.11 Neka je (¥, : A € A) familija topoloskih prostora. Ako je Y; € AE(C), za
svaki A € A, onda je topoloski produkt /IH Y, € AE (C).

€A
Posebno, ako je indeksni skup A konacan i Y, € ANE (C), onda je kona¢ni topoloski produkt
I1Y, € ANE(C).
s (€)

Primjer 1.2.12

(a) Euklidski prostor R” je apsolutni okolinski ekstenzor za klasu .4, za svaki n € N. Svaki

otvoreni podskup od R” je apsolutni okolinski ekstenzor za 4.

(b) Hilbertova kocka Q je apsolutni ekstenzor i apsolutni retrakt za .#". Svaki otvoreni pod-

skup od Q je apsolutni okolinski ekstenzor i apsolutni okolinski retrakt za .4

Kategorije AR(.#') i ANR(.#) éemo ubuduce oznaCavati AR i ANR, a njihove objekte

nazivati AR-ovima i ANR-ovima, redom.

Definicija 1.2.13 Neka je X topoloski prostor, (Y,d) metricki prostor i € € RT. Za presli-

kavanja f,g : X — Y kazemo da su &-bliska, u oznaci d (f,g) < €, ako za svaki x € X vrijedi

d(f(x),8(x)) <e.

ANR-ovi imaju mnoga dobra homotopska svojstva koja ¢e nam trebati u nastavku rada.
Punu potkategoriju homotopske kategorije HTop objekti koje su svi prostori homotopskoga

tipa ANR oznacujemo HANR.
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Teorem 1.2.14 Neka je X topoloski prostor i ¥ ANR. Tada postoji € > 0 takav da su svaka dva

e-bliska preslikavanja f,g : X — Y homotopna.

Definicija 1.2.15 Neka su X i Y topoloski prostori i A podskup od X. KaZemo da Y ima
svojstvo proSirenja homotopije (HEP) s obzirom na par (X,A) ako za svako preslikavanje f :
X — Y i svaku homotopiju F' : A x I — Y takvu da je Fy = f postoji homotopija H : X xI —Y
takva daje Hy = f i H|ax; = F.

Primjer 1.2.16 Svaki topoloski prostor ima HEP s obzirom na par (B", S”_l), zasvakin € N.
Zaista, neka je Y topoloski prostor i n € N proizvoljan. Neka su dani homotopija F : §"~! x I —

Y ipreslikavanje f: B" — Y takvida je
F(x,0)=f(x), zasvakixe S" 1.
Neka je D= {x € R" : ||x|| < 2}. Definirajmo preslikavanje & : D — Y pravilom

f (), x| <1

h(x) =
F(plld=1), 1<|x] <2

ineka je
G:B'xXI—Y
G(x,1) =h((1+1)x).
Funkcija G je dobro definirana i neprekidna, pri ¢emu za svaki x € B" i svaki ¢ € [ vrijedi
G(x,0)=h(x)=f(x) i Glx,t)=h((1+1)x) =F (x,1).
Dakle, proizvoljni topoloski prostor ¥ ima HEP s obzirom na par (B",S”_l), za svakin € N.

Propozicija 1.2.17 Svaki ANR Y ima HEP s obzirom na bilo koji par metrickih prostora
(X,A), gdje je A zatvoreni potprostor od X.

Korolar 1.2.18 Neka je X metricki prostor, A zatvoren podskup od X, ¥ ANR i f,g: A —
Y homotopna preslikavanja. Ako f dopusta neprekidno proSirenje f': X — Y, onda postoji

neprekidno proSirenje g’ : X — Y od g takvo da je f' ~ g'.

Teorem 1.2.19 Neka je X metricki prostor, A zatvoren podskup od X, Y ANR1i f,g: X =Y

preslikavanja takva da je f|4 ~ g|4. Tada postoji okolina U od A u X takva da je f|y ~ g|u.

17



Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije HANR i HPol

Neka je n € Nginekaje {eq,...,e,, 1} kanonska baza euklidskog prostora R"*!. Konveksnu

ljusku

n+1 n+1
{Z?Liei: ZA,‘Z],)L,‘E[O,”}
i=1 j=

i=1

skupa {ey,...,e,41} nazivamo standardnim n-simpleksom i oznatavamo A".

Definicija 1.2.20 Neka je V neprazni skup ¢ije elemente nazivamo vrhovima. Apstraktnim
simplicijalnim kompleksom L sa skupom vrhova V nazivamo svaku mnoZinu nepraznih konac-

nih podskupova 6 € & (V) od V takvu da
(i) zasvakiv eV vrijedi {v} € L
(ii) zasvakioc € & (V)isvakite & (V) takavdaje 0 # t C o vrijedi 7 € L.
Skupove o € L nazivamo simpleksima, a simplekse T C o nazivamo stranicama simpleksa o.

Definicija 1.2.21 Tijelom |L| apstraktnoga simplicijalnoga kompleksa L sa skupom vrhova V

nazivamo skup svih funkcija y: V — I za koje vrijedi:

) Ly(v)=1
veV

(ii) skup vrhova {v eV : y(v) # 0} je simpleks od L.

Zasvaki y € |L| skup {v eV : y(v) # 0} nazivamo nosacem od 7, a za svaki v € V broj y(v)

nazivamo v-fom baricentrickom koordinatom tocke 7.

Definicija 1.2.22 Neka je A = {(A;,.7) : i € I} mnoZina topoloskih prostora takvih da je
(a) zasvei,j € I potprostor A;NA;otvoreniuA;iuA; ili
(b) zasvei,j €I potprostor A;NA; zatvoreniuA;iuA;

te da je relativna topologija na A; NA; kao potprostoru od A; jednaka relativnoj topologiji na

A;NA;j kao potprostoru od A, za sve i, j € I. Tada topologiju
T(A)={UCX:UNA; € .7, zasvakii €I}
na skupu X = 'UIA,- nazivamo slabom topologijom induciranom mnoZinom A.
[AS
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Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije HANR i HPol

Neka je 0 = {vj,,...,vi, } simpleks apstraktnog simplicijalnog kompleksa L. Tada je funk-
cija
D5 :|o| — A"
@0 (1) = Y 7(v)e;
j=0
bijekcija. Za svaki simpleks o € L uvedimo na |o | topologiju takvu da funkcija & bude home-
omorfizam. Primjetimo da ta topologija ne ovisi o poretku vrhova simpleksa i da se topologija

na |0 Nt| podudara s topologijom potprostora || N |t| od |o]| i |T|, za svaka dva simpleksa

o,T€L.

Definicija 1.2.23 Neka je L apstraktni simplicijalni kompleks. Tijelo |L| sa slabom topolo-
gijom induciranom mnoZinom {|c| : ¢ € L} nazivamo realizacijom apstraktnoga simplicijal-
noga kompleksa L. Prostor X nazivamo poliedrom ako je X realizacija nekoga apstraktnoga

simplicijalnoga kompleksa L.

Napomena 1.2.24 Svaki element y € |L| smijemo promatrati kao element vektorskoga pros-
tora [T R,, gdje je R, =R, za svaki vth v € V. Stovise, realizaciju |L| apstraktnoga simplicijal-

vevV

noga kompleksa L sa skupom vrhova V mozemo smjestiti u topoloski prostor [] R, snabdjeven
vev

slabom topologijom induciranom mnoZinom svih kona¢nodimenzionalnih afinih potprostora s

euklidskom topologijom.
Propozicija 1.2.25 Neka je X poliedar. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:
(i) X je parakompaktan
(ii) X je povezan ako i samo ako je putovima povezan
(iii) Svaki otvoreni podskup od X je poliedar.
Teorem 1.2.26 Svaki poliedar ima homotopski tip nekoga objekta kategorije ANR.

Poliedri imaju dobra homotopska svojstva. Punu potkategoriju kategorije HANR (a time
1 punu potkategoriju kategorije HTop) dobivenu restrikcijom klase objekata na sve poliedre

oznacujemo HPol.

Teorem 1.2.27 Neka je X prostor, L apstraktni simplicijalni kompleks i f,g : X — |L| pres-
likavanja. Ako za svaki x € X postoji simpleks ¢ € L takav da je f(x),g(x) € o, onda je f

homotopno g.
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Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije HANR i HPol

Poliedri su prostori i s dobrim lokalnim svojstvima. Vrijedi:
— svaki je poliedar lokalno kontraktibilan
— svaki je poliedar lokalno povezan

— svaki je poliedar lokalno putovima povezan.
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Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije inv-C i pro-C

1.3. KATEGORUE inv-C 1 pro-C

Definicija 1.3.1 Preduredajem na skupu A nazivamo svaku refleksivnu i tranzitivhu binarnu

relaciju < na A, a uredeni par (A, <) nazivamo preduredenim skupom.
Ocito je svaki antisimetri¢ni uredaj na A uredaj, dok je u tom slucaju (A, <) uredeni skup.

Definicija 1.3.2 Za preduredeni skup (A, <) kazemo da je usmjeren ako za sve A;,A; € A
postoji A € Atakavdaje ) <AiA, <A.

Za preduredeni skup (A, <) kazemo da je kofinitan ako je za svaki A € A skup svih njegovih
prethodnika {1’ € A: 1’ < 1} konacan.

Primjer 1.3.3

(a) Prazan skup, bilo koji jednotockovni skup i svaki skup X s relacijom X x X su trivijalni

primjeri usmjerenoga i uredenoga skupa.

(b) Skup % (X) svih pokrivaca topoloskoga prostora X je usmjeren s obzirom na relaciju <

definiranu pravilom

U < Y ako isamo ako %, profinjuje % .

(¢) Skup O (xp) svih okolina neke tocke xo topoloskoga prostora X je usmjeren i ureden s

obzirom na relaciju < definiranu pravilom

U <V akoisamoakojeV CU.

Definicija 1.3.4 Neka je (A, <) preduredeni skup. Za podskup A’ C A kaZemo da je kofinalan
u A ako za svaki A € A postoji A’ € A’ takav daje A < A'.

Podskup (A’, <) usmjerenog skupa (A, <) ne mora biti usmjeren. Medutim, situacija se

mijenja uz dodatni uvjet na kofinalnost skupa A’ u A.

Propozicija 1.3.5 Ako je (A, <) usmjeren skup i A’ C A kofinalan u A, onda je i (A/,<)

usmjeren skup.

Propozicija 1.3.6 Ako je (A, <) predureden skup, onda postoji podskup A" C A kofinalan u A
takav da je (A’, <) ureden skup. StoviSe, ako je (A, <) usmjeren (kofinitan), onda je i (A, <)

usmjeren (kofinitan).
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Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije inv-C i pro-C

Temeljni pojam u izgradnji teorije oblika "vanjskim" pristupom je pojam inverznog sustava.

Definicija 1.3.7 Neka je C kategorija. Inverzni sustav u C je uredena trojka (X;,, py/,A) koja
se sastoji od usmjerenog skupa A kojeg nazivamo indeksnim skupom, objekata X iz C, A € A,
koje nazivamo ¢lanovima inverznog sustava i, za svaki par indeksa A, A" € A, A <A/, morfizama

paa Xy — Xj u C, koje nazivamo veznim morfizmima, takvih da vrijedi
Pas = lx,, zasvaki A € A,
DPaa O Parar = Paarr, ZaSve A < A < A7 € A.

Invezni sustav (X3, paar,A) oznacavat éemo X. Ako je skup N indeksni skup inverznoga
sustava X, onda X nazivamo inverznim nizom i piSemo X = (X, pnn+1). Inverzni sustav kojemu
je indeksni skup jednotoCkovan nazivamo rudimentarnim sustavom i oznacujemo (X), gdje je
X njegov jedini ¢lan. Inverzni sustav kojemu je indeksni skup @ nazivamo praznim sustavom i

oznacujemo .

Definicija 1.3.8 Nekasu X = (X;,py1,A) 1Y = (Yy,qu,, M) inverzni sustavi u kategoriji C
ineka je f: M — A funkcija. Morfizam izmedu inverznih sustava X i'Y je uredeni par ( f, f“)
koji se sastoji od funkcije f i morfizama fy, : Xp(,) — Yy, 4 € M, u C takvih da za svaki par

w,p €M, u < p' postojid € A, A > f(u),f(u), takav da vrijedi
JuoPrr = duu © fuw o Pruna-
Funkciju f : M — A nazivamo indeksnom funkcijom.

Ubuduce ¢emo morfizam (f, f,) izmedu sustava X i Y oznaavati (f, fy) : X — Y. Pret-

hodnu jednakost prikazuje komutativni dijagram

Xy,

Pt %ﬁ“)l
Xi(u) Xy
s I

Yli q#ul Y.u/

Neka je
My={(up)eM®:p<p'}.
PridruZivanje (u,u’) — A u smislu definicije 1.3.8. odreduje funkciju

oM, — A, a(p,u')=21
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Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije inv-C i pro-C

koju nazivamo pomakom morfizma ( f, fu) : X — Y. Morfizam izmedu rudimentarnog sustava
(X) iinverznog sustava Y u potpunosti je odreden familijom morfizama ( fu: X—=>Y,:ueM )

pa ga oznaCujemo (fy) : (X) — Y.

Definicija 1.3.9 Ako je indeksna funkcija morfizma ( f, f”) : X — Y uzlazna i ako za sve
(1, p') € My vrijedi o (u, ") = f ('), onda za morfizam (f, f,) kazemo da je jednostavan.
Dodatno, ako inverzni sustavi X i Y imaju isti indeksni skup A, a indeksna funkcija jednostav-

nog morfizma (f, f;) : X — Y je identiteta 1, onda morfizam (f, f3 ) nazivamo razinskim.

Propozicija 1.3.10 Neka su X = (Xj,pa2,A), Y = (Yu,quu,M) i Z = (Zy,ryy,N) inverzni
sustavi u kategoriji C te neka su ( f, f“) :X—Yi(ggv): Y — Z morfizmi. Tada je uredeni

par (h,hy), gdje je h = fogihy = gyo f), zasvaki v € N, morfizam izmedu X i Z.

Definicija 1.3.11 Neka su X = (X),pas,A), Y = (Yu,quu M) i Z = (Zy,ryy,N) inverzni
sustavi u kategoriji C. Kompozicijom morfizama (f, fu) : X = Y i (g,8v) : Y — Z nazivamo
morfizam

(:8v) 0 (f:fu) = (Fog.gvofew)) : X = Z.

Lako se pokaze da je komponiranje morfizama izmedu inverznih sustava asocijativna ope-
racija u kojoj, za svaki inverzni sustav X = (X;, pap/,A), morfizam (14, 1y, ) : X — X djeluje
neutralno u kompoziciji s lijeve i s desne strane. Oznakom inv-C oznacujemo kategoriju kojoj
klasu objekata tvore svi inverzni sustavi u kategoriji C, kojoj skup morfizama inv-C (X,Y) iz-
medu bilo koja dva objekta X i Y tvore svi morfizmi izmedu inverznih sustava X i Y i u kojoj

je kategorijsko komponiranje morfizama dano definicijom 1.3.11.

Definicija 1.3.12 Neka su X = (X3,pa1,A) i Y = (Y, gy, M) inverzni sustavi u kategoriji

C. Redi ¢emo da je morfizam (f,fy) : X — Y ekvivalentan morfizmu (f’,f[l) :X—=Y,u

oznaci (f,fu) ~ (f'.f}). ako za svaki p € M postoji A € A, A > f (i), f' (1), takav da je
fuo s = fuo Py

Prethodnu jednakost prikazuje komutativni dijagram

X
Priwa wum
X(u) Xp(u)
PN
Yy
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Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije inv-C i pro-C

Propozicija 1.3.13 Relacija ~ ekvivalencije morfizama izmedu inverznih sustava je kongru-

encija na kategoriji inv-C.

Kvocijentnu kategoriju inv-C|~. oznatujemo pro-C, a njezine morfizme [(f, fu)] (klase ek-
vivalencije morfizama izmedu inverznih sustava) oznac¢ujemo f.
Neka je X = (X;,pya,A) inverzni sustav i A" C A usmjereni podskup skupa A. Tada je
X' = (X;, pan,N) inverzni sustav kojega nazivamo podsustavom od X. Morfizam i = [(i,iy )] :
X — X" u pro-C, gdjeje i : A — Ainkluzija, a iy = lx,, za svaki A € A, nazivamo restriktivnim

morfizmom.

Propozicija 1.3.14 Za svaki inverzni sustav X u kategoriji C postoji podsustav X’ koji je izo-

morfan s X u pro-C i kojemu je indeksni skup ureden.

Teorem 1.3.15 (Mardesiéev trik za pro-C) Za svaki inverzni sustav X = (Xj, paa/,A) u ka-
tegoriji C postoji inverzni sustav Y = (Y, g, M) koji je izomorfan s X u pro-C i kojemu je
indeksni skup M kofinitan, usmjeren i ureden kardinalnosti card (M) < card (A). Uz to, svaki

¢lan i vezni morfizam sustava Y je ¢lan i vezni morfizam sustava X.

Lema 1.3.16 (Lema o repi¢ima za inv-C) Neka su X = (X3, ppa,A) 1 Y = (Yu,quu M)
inverzni sustavi i neka je ( fs fu) : X — Y morfizam. Za svaki par indeksa g < p’ oznaimo s

Ay skup svih indeksa A € A takvih da je

JuoPrr =4duu © fuw o Prua-
Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(i) akoje A’> A 1A € Ay, ondaje A" € Ay

(ii) za bilo koje indekse u,...,u, € M takve da je u; < --- < u,, n € N, i bilo koji indeks

AeNizAd € Ay, Ay, i, slijedi A € Ay,

iii) akoje f’: M — A indeksna funkcija takva da je f' > f, ondaje ( f/, f},) : X — Y morfizam
J N

ekvivalentan morfizmu ( f, f,,t), pri cemu je
fu=Fue sy Xpu) = Yu, zasvakip € M.

Teorem 1.3.17 Neka su X = (X),pas,A) i Y = (Y, gy, M) inverzni sustavi u kategoriji C

i neka je indeksni skup M kofinitan. Svaki morfizam f: X — Y u pro-C dopusta jednostavan
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morfizam za svoga predstavnika. Stovise, ako indeksni skup A nema maksimum i ako je M
ureden skup, onda svaki morfizam f dopusta jednostavnog predstavnika sa strogo uzlaznom

indeksnom funkcijom.

Teorem 1.3.18 (Teorem o reindeksiranju za pro-C) NekasuX = (X3, pan,A) 1Y = (Yu,quu M)
inverzni sustavi u kategoriji C i neka je f: X — Y morfizam u pro-C. Tada postoje inverzni
sustavi X’ i Y’ nad istim kofinitnim i uredenim indeksnim skupom kojima su ¢lanovi i vezni
morfizmi ujedno ¢lanovi i vezni morfizmi sustava X i Y redom. Nadalje, postoje izomorfizmi
i:X—=>X1j:Y—=Y upro-Cimorfizam f : X’ — Y’ u pro-C koji dopusta razinskoga pred-
stavnika takvi da vrijedi

jof="foi,

to jest, da dijagram

komutira u pro-C.

Teorem 1.3.19 (Moritina lema za pro-C) NekasuX = (X;,py1,A)1Y = (Yy,qa2/,A) inverzni
sustavi u kategoriji C s istim indeksnim skupom A i neka je f : X — Y morfizam u pro-C koji
dopusta razinskoga predstavnika (14, f3 ). Tada je f izomorfizam ako i samo ako za predstav-
nika (14, f3) vrijedi da za svaki A € A postoje A’ € A, A’ > A, i morfizam hj : Y3, — X3 u C
takvi da vrijedi

faohy =qun 1 hyofy =puu,

to jest, da dijagram
P

komutirau C.
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1.4. KATEGORUJE imv*-C 1 pro*-C

Definicija 1.4.1 Nekasu X = (X,py2,A) 1Y = (Yy,qu, M) inverzni sustavi u kategoriji C
ineka je f : M — A funkcija. Za uredeni par ( f, fl’f) koji se sastoji od funkcije f i, za svaki
M € M, niza morfizama f}" : X¢(,,) — Yy, m € N, u C kaZemo da je *x-morfizam izmedu inverznih
sustava X 1Y ako za svaki par i, u’ € M, u < p’, postoje A € A, A > f(u), f(u'),imyy €N

takvi da za svaki m > my, ;s vrijedi

T oPrun = quu © fur o Pruna-

Funkciju f : M — A nazivamo indeksnom funkcijom. Ubuduce ¢emo *-morfizam ( f, f[f)
izmedu sustava X i Y oznacavati ( fs f[f) : X — Y. Prethodnu jednakost prikazuje komutativni

dijagram
X
Py (V %ﬂ/)l
X(u) X(ur)
"l A

YH’ < Yul

Gy

PridruZivanje (i, 1") — A u smislu definicije 1.4.1. odreduje funkciju
oMy — A o (p,p') =2

koju nazivamo pomakom *-morfizma ( f, f*) : X — Y, a pridruZivanje (u, it') — my s u smislu
d i p up

definicije 1.4.1. odreduje funkciju

B:M, =N, (ﬂyﬂ/) =My

koju nazivamo komutativnom razinom *-morfizma ( f, f[{‘) X—Y.

Ako za x-morfizam (f,f[[’) :X =Y, zasvaki € M, vrijedi f' = fu, za svakim € N, onda za
( f, fﬁ") kazemo da je induciran morfizmom (f, f,) : X — Y. U slu¢aju rudimentarnoga sustava
(X) i inverznoga sustava Y, x-morfizam izmedu (X) i Y u potpunosti je odreden familijom

morfizama ( f}}': X — Y, : 4 € M,m € N) pa ga oznaCujemo ( f}/') : (X) — Y.
u I u

Definicija 1.4.2 Ako je indeksna funkcija +-morfizma (f, f2') : X — Y uzlazna i ako za sve

(u,u’) € My vrijedi o« (u, ') = f(1'), onda za *-morfizam (f, f[f) kazemo da je jednostavan.
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Dodatno, ako inverzni sustavi X i Y imaju isti indeksni skup A, a indeksna funkcija jednostav-
nog x-morfizma ( f, f[f) : X — Y je identiteta 1,4, onda x-morfizam ( f, fl’f) nazivamo razin-

skim.

Propozicija 1.4.3 Neka su X = (X3, p2,A), Y = (Yu,quw M) i Z = (Zy,ryy,N) inverzni
sustavi u kategoriji C te neka su (f, f;?) :X—Yi(ggV):Y— Zx+-morfizmi. Tada je uredeni

par (h,h), gdjeje h= fogihll = g\ ofé?‘v), zasve v € N,m € N, x-morfizam izmedu X i Z.

Definicija 1.4.4 Neka su X = (X3, p1,A), Y = (Yu,quu,M) i Z = (Zy,ryy,N) inverzni
sustavi u kategoriji C. Kompozicijom *-morfizama ( f, f[{’) :X—>Yi(g,gV):Y— Znazivamo

*-morfizam

(8.80) 0 (F.fi) = (Fog.guof,) : X—Z.

Lako se pokaZe da je komponiranje x-morfizama izmedu inverznih sustava asocijativna ope-
racija u kojoj, za svaki inverzni sustav X = (X3, paa7,A), *-morfizam (1/\, 1%1) : X=X, gdje
je 13’}1 = lx,, za sve A € A,m € N, djeluje neutralno u kompoziciji s lijeve i s desne strane.
Oznakom inv*-C oznacujemo kategoriju kojoj klasu objekata tvore svi inverzni sustavi u ka-
tegoriji C, kojoj skup morfizama inv*-C (X,Y) izmedu bilo koja dva objekta X i Y tvore svi
x-morfizmi izmedu inverznih sustava X i Y i u kojoj je kategorijsko komponiranje morfizama

dano definicijom 1.4.4.

Definicija 1.4.5 Neka su X = (X3,paa,A) i Y = (Yu,quw,M) inverzni sustavi u kategoriji
C. Reci ¢emo da je *x-morfizam (f,f;f) : X =Y ekvivalentan *-morfizmu (f’,f;t’") X—=Y,
u oznaci (f,fl’f) ~ (f/,f;{”), ako za svaki u € M postoje A € A, A > f(u), f' (1), imy € N

takvi da za svaki m > my, vrijedi

fd oPruir = fu" o Ppu-

Prethodnu jednakost prikazuje komutativni dijagram

Xy,

Pf(u)r w‘m
Xi(w) Xpr(u)
fi f;lm
Yy
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Propozicija 1.4.6 Relacija ~ ekvivalencije *-morfizama izmedu inverznih sustava kongruen-

cija je na kategoriji inv*-C.

Kvocijentnu kategoriju inv*-C|.. oznacujemo pro*-C, a njezine morfizme [( f, fl’f)} (klase
ekvivalencije *-morfizama izmedu inverznih sustava) oznac¢ujemo f*.
Medu kategorijama pro-C i pro*-C postoji prirodna funktorska veza. Pridruzivanje koje inverzne
sustave u kategoriji C drZi fiksnima, a svakom morfizmu f = [(f, fu)] : X = Y u pro-C pridru-
zuje morfizam f* = [( 1 f[f)} : X — Y u pro*-C predstavljen *-morfizmom koji je induciran

morfizmom (f, fy;) dobro je definirano i odreduje funktor
Jc: pro—C — pro* —C.
Za morfizam f* = J¢ (f) kaZemo da je induciran morfizmom f.

Propozicija 1.4.7 Za svaki inverzni sustav X u kategoriji C postoji podsustav X’ koji je izo-

morfan s X u pro*-C i kojemu je indeksni skup ureden.

Teorem 1.4.8 (Mardesicev trik za pro*-C) Za svaki inverzni sustav X = (X3, paa7,A) u kate-
goriji C postoji inverzni sustav Y = (Y, gy, M) koji je izomorfan s X u pro*-C i kojemu je
indeksni skup M kofinitan, usmjeren i ureden kardinalnosti card (M) < card (A). Uz to, svaki

¢lan i vezni morfizam sustava Y je ¢lan i vezni morfizam sustava X.

Lema 1.4.9 (Lema o repi¢ima za im*-C) Neka su X = (X;,paa,A) i Y = (Yu,quu M)
inverzni sustavi i neka je ( f, f[{l) : X — Y s-morfizam. Za svaki par indeksa yu < p’ ozna-

¢imo s Ay, skup svih indeksa A € A takvih da je

fIT Opf(”)l = q””/ Of;f, Opf(”/)l, zZa SkOI'O svem € N
Tada vrijede sljedeée tvrdnje:
(i) akoje A’>A 1A € Ay, ondaje A € Ay

(ii) za bilo koje indekse up,...,u, € M takve da je u; < --- < u,, n € N, i bilo koji indeks

AeNizA €Ay, Ay, i, slijedi A € Ay yis

(iii) ako je f': M — A indeksna funkcija takva da je f’ > f, onda je (f’,fl;m) X =Y *-

morfizam ekvivalentan x-morfizmu ( £ fﬁ”) , pri ¢emu je

f#'" :f!’l" OPru)f(u)  Xprw) = Yu, zasvep e M,meN.
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Teorem 1.4.10 Neka su X = (X3, py2,A) 1Y = (Yu,quu, M) inverzni sustavi u kategoriji C i
neka je indeksni skup M kofinitan. Svaki s-morfizam f* : X — Y u pro*-C dopusta jednostavan
s-morfizam za svoga predstavnika. StoviSe, ako indeksni skup A nema maksimum i ako je M
ureden skup, onda svaki *-morfizam f* dopusta jednostavnog predstavnika sa strogo uzlaznom

indeksnom funkcijom.

Teorem 1.4.11 (Teorem o reindeksiranju za pro*-C) NekasuX= (X3, pya,A) 1Y = (Yu,quu, M)
inverzni sustavi u kategoriji C i neka je f* : X — Y x-morfizam u pro*-C. Tada postoje inverzni
sustavi X’ 1 Y’ nad istim kofinitnim i uredenim indeksnim skupom kojima su ¢lanovi i vezni
morfizmi ujedno ¢lanovi i vezni morfizmi sustava X i Y redom. Nadalje, postoje izomorfizmi

i: X5 Xij:Y—=Y upro-Cismorfizam £*: X' — Y’ u pro*-C koji dopusta razinskoga
predstavnika takvi da vrijedi

Jo(G) ot =f*oJc(i),

to jest, da dijagram

X JC(i) X/
PJ{ Jf/*
Y JC(.]) Y/

komutira u pro*-C.

Teorem 1.4.12 (Moritina lema za pro*-C) Neka su X = (X3,paa,A) 1Y = Yy, g0, M)
inverzni sustavi u kategoriji C s istim indeksnim skupom A i neka je f* : X — Y *-morfizam u
pro*-C koji dopusta razinskoga predstavnika (1 Ay fi”) Tada je f* izomorfizam ako i samo ako
za predstavnika (IA,f)’i”) vrijedi da za svaki A € A postoje A’ € A, A > A, im, € N takvi da

za svaki m > my_postoji morfizam /%' 1Y), — X; u C takav da vrijedi
faohy =aquu i hyofy=par,

to jest, da dijagram

Paal
7
m A m
fl f;{/

komutirau C.
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Napomenimo jos da u kategoriji pro*-C, opCenito, ima viSe izomorfizama nego u pripad-
noj pro-C kategoriji. Na primjer, postoje dva inverzna niza u Grp (Top) koji su medusobno

izomorfni u pro*-Grp (pro*-Top), a nisu izomorfni u pro-Grp (pro-Top).
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Temeljni pojmovi i tvrdnje Inverzni limesi i ekspanzije

1.5. INVERZNI LIMESI I EKSPANZIJE

Definicija 1.5.1 Neka je C bilo koja kategorijai X = (X, pj s, A) inverzni sustav u C. Inverz-
nim limesom sustava X nazivamo uredeni par (X,p) koji se sastoji od objekta X € Ob(C) i
morfizma p : (X) — X u pro-C sa svojstvom da za svaki morfizam g : (Y) — X u pro-C postoji

jedinstveni morfizam g : ¥ — X u C takav da je

pel(e)] =g
to jest, da dijagram
[(2)]
() -5 > (X)
p
g
X

komutira u pro-C.

Morfizam p : (X) — X inverznog limesa skraéeno zapisujemo p : X — X i nazivamo inverz-

nim limesom sustava X.

Propozicija 1.5.2 Ako postoji, inverzni limes sustava X jedinstven je do na izomorfizam, od-
nosno, ako su p: (X) — Xip': (X’) — X inverzni limesi sustava X, onda postoji jedinstveni

/

izomorfizam g : X’ — X u C takav da je po[(g)] =p’.

Cesto i objekt X, zbog jedinstvenosti do na izomorfizam, nazivamo inverznim limesom

sustava X. Uz to, piSemo X = limX i kaZemo da X ima limes X u C.

Definicija 1.5.3 Ako svaki inverzni sustav u kategoriji C ima limes, onda kazemo da je C

kategorija koja dopusta limese.

Primjetimo da je inverzni limes sustava X = (X, , pyas, A) zapravo familija (p, : X — X; | A € A)

morfizama u C takvih da je
pr =P opy zasve A <A,

takva da za svaki objekt ¥ u C i svaku familiju (g; : Y — X; | A € A) morfizama u C takvih da
je
&) = Ppy 08y Zasve A S ll,
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postoji jedinstveni morfizam g : Y — X u C takav da je
prog =gy zasvaki A € A,

to jest, da dijagram

82

komutira u C. Posebno, ako je X = (X) rudimentarni sustav, onda je 1x : X — X inverzni limes

sustava X.

Napomena 1.5.4 Neka je C kategorija koja dopusta limese te nekasup: X - Xiq:Y —Y

inverzni limesi sustava X = (X3, py2,A) i Y = (Yu, gy, M) u C, redom. Za svaki morfizam

[(¢,fu)] : X = Y u pro-C postoji jedinstveni morfizam f : limX — lim Y u C za kojega vrijedi

JuoPgw)=4quof, zasvakip € M.

Ako stavimo limf = f, onda uz postoje¢u oznaku lim X = X inverzni limes moZemo promatrati

kao funktor lim : pro-C — C.

Primjer 1.5.5 Navedimo neke primjere inverznih limesa u spomenutim kategorijama.

(a) Neka je (Ay : A € A) familija skupova zatvorena na konacne presjeke. Uvedimo uredaj

na skup A stavljajuéi A < A’ ako i samo ako je Ay C A inekasu jy 1Ay — Ay, za

sve A < A/, inkluzije. Oznalimo A = N A;. Limes inverznog sustava A = (A, juu,A)

AEA

u kategoriji Ser je morfizam [(i3 )] : A — A, gdje suiy : A — A,, A € A, inkluzije.

(b) Neka je A potprostor topoloskog T prostora X. Oznac¢imo s

O(A)={0; : €A}

mnoZinu svih okolina skupa A u X. Uvedimo uredaj na skup A stavljajué¢i A < A’ ako

i samo ako je O, C 0,. Neka su jy/ : Oy < Oy, za sve A < A/, inkluzije. Limes

inkluzijskog sustava O = (0, jaa,A) ukategoriji Top je morfizam [(iy )] : A — O, gdje

suiy A<= Oy, A €A, inkluzije.

(c) Nekaje (Y1,y1) = (S',s0) punktirana kruZnica i

(Ynayn) = (Ynflaynfl) \ (SlaSO) ,n>2,
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klin od n punktiranih kruZnica. Neka je p,,+1 : Y11 — Y, preslikavanje s pravilom pri-
druZivanja

Y, YEY,
Pnn+1 (y) =

Yn, YE Yn+1 \Yn

Limes inverznog niza ((Y,,yn) , pun+1) 0 Top nazivamo havajskom nausnicom.

Slika 1.1: Havajska nausnica

Propozicija 1.5.6 Kategorije Set, Grp, Ab, Top i Cpt dopustaju inverzne limese.

Iako limes inverznog sustava diskretnih topoloskih prostora u kategoriji Top opCenito nije
diskretan prostor, kategorija & diskretnih topoloskih prostora dopusta limese. S druge strane,
inverzni limes povezanih topoloskih prostora ne mora biti povezani prostor pa kategorija pove-
zanih topoloskih prostora nije kategorija koja dopusta limese. Isto vrijedi i za kategorije Pol,

HTop, /.

Napomena 1.5.7 Ubuduce ¢emo pod limesom bilo kojeg inverznog sustava topoloskih pros-

tora podrazumijevati limes u kategoriji Top.

Neka je (X, : A € A) familija topoloskih prostorai [] X, topoloski produkt. Neka su
AeA

T, HXA — X3, A €A,
AeA

projekcije produkta na odgovarajucu koordinatu. Sliku ) (x) projekcije elementa x € [] Xj
AeEA
oznaCujemo x; . Ako su Ay, ..., Ay potprostori prostora Xj ..., X; redom, onda potprostor

All x"'XAl,, X HX;L
AeN

produkta [ X;, gdje je A’ = A\ {A1,..., A}, oznaCujemo (A, ..., Ay, ).
AeA
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Teorem 1.5.8 Neka je X = (X;, paa,A) inverzni sustav u Top i neka je

X = {XE HX;L P (X;L/) =X, A SA/}
AEA

Oznacimo

Pa="T|x: X —X;, zasvaki A € A.

Tada je [(py)] : X — X inverzni limes sustava X. Nadalje, bazu prostora X tvore svi skupovi
(02)NX =p; ' (02),
gdje su O, € %, elementi baze %, prostora X, , za svaki A € A.

Ubuduée ¢emo prostor X = lim X smatrati potprostorom produkta [] X, bez naglasavanja
AeA
"do na homeomorfizam", a preslikavanja p, u morfizmu [(p; )] : X — X smatrat ¢emo restrik-

cijama standardnih projekcija. Elemente prostora X nazivamo nitima.

Korolar 1.5.9 Limes inverznog sustava T; prostora je T; prostor, za svaki i = 0,1,2,3,3.5.
Limes inverznog niza metrizabilnih prostora je metrizabilan prostor.

Teorem 1.5.10 Neka je X = lim (X, p;/,A), pri ¢emu je X; Hausdorffov prostor, za svaki
A € A. Tada je X zatvoren potprostor produkta [] X,. Posebno, ako su svi prostori X; kom-

AeA
paktni i neprazni, onda je X kompaktan i neprazan.

Korolar 1.5.11 Limes inverznog niza nepraznih kompaktnih metrickih prostora je neprazan

kompaktan metricki prostor.
Propozicija 1.5.12 Limes inverznog niza kontinuuma je kontinuum.
Primjer 1.5.13

(a) Neka je, za svakin € N,
n
G, =]]{0,2}
i=1

inekasu py,11:Cyr1 — Gy, n €N, projekcije. Tada je je limes inverznog niza (Cp, pun+1)

Cantorov skup.

(b) Topoloska sinusna krivulja
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Slika 1.2: Topoloska sinusna krivulja

moZe se prikazati kao limes inverznog niza (X, pun+1), gdje su, za svakin € N,

to={(ron2) e (e 2l
8 x/) 2n+3)n’ wl )’

a Punt - Xne1 — X, n € N, projekcije krivulje X;, 1 na krivulju X, u smjeru osi x.

Teorem 1.5.14 Svaki kompaktni Hausdorffov prostor limes je inverznoga sustava kompaktnih

poliedara.

Korolar 1.5.15 Svaki kompaktni metricki prostor limes je inverznoga niza kompaktnih poli-

edara.

Definicija 1.5.16 Neka je X topoloski prostor i X = (X, paas,A) inverzni sustav u kategoriji
Top. Rezolventom prostora X nazivamo morfizam p : (X) — X u pro-Top koji ima sljedeca

svojstva:

(R1) Neka je P € ANR, ¥ otvoreni pokriva¢ od P i h : X — P preslikavanje. Tada postoje
A € Aipreslikavanje f: X; — P takvidasuhi fop, ¥ -bliski.

(R2) Nekaje P € ANR iV otvoreni pokriva¢ od P. Tada postoji otvoreni pokriva¢ ¥’ od P sa
svojstvom da za svaki A € A i svaka dva preslikavanja f, f’ : X; — P takvadasu fopj i

f'opy #’-bliski postoji A’ > A takav da su fopyy i f opya ¥ -bliski.

Ako je X, poliedar (ANR), za svaki A € A, onda rezolventu p : (X) — X nazivamo poli-

edarskom (ANR) rezolventom prostora X.
Teorem 1.5.17 Svaki topoloski prostor X dopusta svoju poliedarsku rezolventu p : (X) — X.
U kompaktnom slucaju inverzni limes i rezolventa se podudaraju.

Teorem 1.5.18 Neka je p : (X) — X morfizam u pro-Cpt. Tada je p rezolventa od X ako i

samo ako je p inverzni limes od X.
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Primjer 1.5.19 Neka je

11
X, = {_,} U (n,+oo), zasvakin e N,
n'n

ineka su puyi1 : Xyr1 — X1 pn: {0} — X, n € N, inkluzije. Tada je morfizam

p=[(pn)]: {O} — X = (X, Pant1)
u pro-Top inverzni limes sustava X, ali nije rezolventa od {0}.

Propozicija 1.5.20 Svaki podskup X ANR-a M dopusta ANR rezolventu koja je limes inklu-

zijskog sustava baze otvorenih okolina od X u M.
Rezolventu iz propozicije 1.5.20. nazivamo inkluzijskom ANR rezolventom prostora X .

Korolar 1.5.21 Svaki kompaktni Hausdorffov prostor dopusta svoju kompaktnu poliedarsku

rezolventu.

Definicija 1.5.22 Neka je C kategorija i D njezina potkategorija. D-ekspanzijom objekta X €
Ob (C) nazivamo morfizam p : (X) — X u pro-C, gdje je X inverzni sustav u D, sa svojstvom
da za svaki inverzni sustav Y u D i svaki morfizam h : (X) — Y u pro-C postoji jedinstveni

morfizam f: X — Y u pro-D takav da je
h=fop,

to jest, da dijagram

komutira u pro-C.
D-ekspanziju p : (X) — X skraceno zapisujemo p : X — X.

Definicija 1.5.23 Za potkategoriju D kategorije C kazemo da je gusta (ili pro-reflektivna) u C
ako za svaki objekt X u C postoji D-ekspanzijap: X — X.

Propozicija 1.5.24 Neka je C kategorija i D njezina potkategorija. Tada vrijede sljedece tvrd-

nje:
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(i) Nekasup:X — Xip': X — X' dvije D-ekspanzije istog objekta X. Tada postoji jedins-

tveni izomorfizam i : X — X' u pro-D takav da je
. /
Iop=p
kojega nazivamo kanonskim izomorfizmom. Posebno, ako je p = p’, onda je i = 1x.

(ii) Ako je i:X — X’ izomorfizam u pro-D i p : X — X D-ekspanzija objekta X, onda je
iop: X — X' takoder D-ekspanzija od X.

(iii) Morfizam [(1x)] : (X) — (X) je D-ekspanzija objekta X € Ob (D) ¢im je D puna potka-

tegorija kategorije C.
Sljedeca karakterizacija geometrijski pojasnjuje ideju ekspanzije.

Propozicija 1.5.25 Neka je C kategorija, D njezina potkategorija i X = (X, pyas,A) inverzni
sustav u D. Morfizam p : X — X je D-ekspanzija objekta X iz C ako i samo ako su ispunjeni

sljedeci uvjeti:

(EXP-1) zasvaki objekt P u D i svaki morfizam i : X — P u C postoje A € A i morfizam f: X; — P

u D takav da je
fopy=h

(EXP-2) akosu f, f': X; — P morfizmi u D takvi da je fop, = f’ o pj, onda postoji A’ > A takav

da je
fopan = fop-
P+—" x P+—— X
f/
P 2
/ s
X)L X)L L X)L/
(a) svojstvo EXP-1 (b) svojstvo EXP-2

Slika 1.3: Karakterizacijska svojstva ekspanzije

Definicija 1.5.26 Neka je C kategorija i D C C gusta i puna potkategorija. Nekasup : X — X
ip' : X — X' D-ekspanzije istoga objekta X € Ob(C)te q:Y — Y iq :Y — Y  D-ekspanzije
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istoga objekta Y € Ob(C). Reéi ¢emo da su morfizmi f: X — Y if : X' — Y u pro-D ekviva-
lentni, u oznaci f ~ f', ako vrijedi

jof="foi,

to jest, ako dijagram

komutira u pro-D, pri éemu sui: X — X' ij:Y — Y’ kanonski izomorfizmi medu razli¢itim

ekspanzijama objekata X i Y redom.

Propozicija 1.5.27 Relacija ~ pro-D ekvivalencije kongruencija je na klasi svih morfizama u

pro-D izmedu inverznih sustava u D koji su ekspanzije objekata iz C.
Klasu ekvivalencije morfizma f oznacujemo (f).

Propozicija 1.5.28 Za bilo koje dvije D-ekspanzie p: X - X, p : X - X' iq:Y =Y,
q :Y — Y objekata X i Y redom i za svaki morfizam f: X — Y u pro-D postoji jedinstveni
morfizam f' : X’ — Y’ u pro-D takav da je f ~ f'. Posebno, ako su g,g’ : X — Y takvi da je
g~¢g,ondajeg=¢g.

Na kategoriji pro*-D uvodi se analogna razredbena relacija.

Definicija 1.5.29 Neka je C kategorijai D C C gusta i puna potkategorija. Nekasup: X — X
ip’: X — X' D-ekspanzije istoga objekta X € Ob(C) te q:Y — Y iq :Y — Y D-ekspanzije
istoga objekta ¥ € Ob(C). Reéi ¢emo da su morfizmi f* : X — Y i f*: X' — Y’ u pro*-D

ekvivalenmi, u oznaci f* ~ £*, ako vrijedi
Io()of =£"olp (i),

to jest, ako dijagram

x 2®
f*J{ Jf/*
Y JD(.]) Y/

komutira u pro*-D, pri Cemu sui: X — X' 1j:Y — Y’ kanonski izomorfizmi medu razli¢itim

ekspanzijama objekata X i Y redom.
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Propozicija 1.5.30 Relacija ~ pro*-D ekvivalencije kongruencija je na klasi svih morfizama

u pro*-D izmedu inverznih sustava u D koji su ekspanzije objekata iz C.
Klasu ekvivalencije morfizma f* oznacujemo (f*).

Propozicija 1.5.31 Za bilo koje dvije D-ekspanzie p: X - X, p : X - X' iq:Y =Y,
q :Y — Y objekata X i Y redom i za svaki morfizam f* : X — Y u pro*-D postoji jedinstveni
morfizam £* : X' — Y’ u pro*-D takav da je f* ~ f'*. Posebno, ako su g*,g* : X — Y takvi da

jegt~ g/*, onda je g* = g/*.
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1.6. KATEGORIJA OBLIKA

Neka je D gusta i puna potkategorija kategorije C. Na temelju relacije ekvivalencije ~ u pro-D

paru (C, D) pridruzujemo novu kategoriju koju oznacujemo Sh(c,p) 1 za koju vrijedi:
— Ob(Shcp)) = 0b(C)
— za bilo koji par objekata X,Y € Sh(c py skup morfizama Sh(c p) (X,Y) Cine sve klase

ekvivalencije (f) po relaciji ~ morfizamaf: X — Y u pro-D, gdjesup: X - Xiq:Y —»Y
bilo koje D-ekspanzije objekata X i Y redom.

Kategoriju Sh(c p) nazivamo kategorijom (apstrakinoga) oblika za par (C,D), a njezine mor-

fizme (f) : X — Y nazivamo morfizmima oblika i oznaCujemo F : X — Y.

Napomena 1.6.1 Morfizam oblika F : X — Y dan je dijagramom

i vrijedi da je skup Sh(c p)(X,Y) bijektivno korespodentan sa skupom pro-D(X,Y), za bilo
koje D-ekspanzije X i Y objekata X i Y redom.

Nekasu F = (f) : X - Y iG=(g):Y — Z morfizmi oblika. Kompoziciju morfizama oblika

F 1 G definiramo s pomocu predstavnika f: X — Yig:Y — Z, to jest, stavljajuci
GoF :=(gof): X > Z.

Identitetom oblika 1x : X — X na objektu X nazivamo klasu (1x) identi¢koga morfizma 1y :

X — X.

Teorem 1.6.2 Neka je C kategorija i D njezina potkategorija. Za svaki morfizam f: X —Y u
C i za bilo koje D-ekspanzije p: X — X, q : Y — Y objekata X i Y redom postoji jedinstveni

morfizam f: X — Y u pro-D takav da je

fop=qo[(f)],

to jest, da dijagram
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komutira u pro-C. Akosup:X — X iq:Y — Y neke druge D-ekspanzije objekata X i Y
redom i f' : X’ — Y’ morfizam u pro-D takav daje f op’ = q o [(f)], onda je f ~ f'.

Po teoremu 1.6.2. svakom morfizmu f € C(X,Y) moZzemo pridruZiti klasu ekvivalentnih

morfizama f € pro-D (X,Y), odnosno, morfizam oblika F' € Shc p) (X,Y). Stavljajuci
Sc,p) (X) =X, za svaki objekt X € C,
Sc,p) (f) = F, zasvaki morfizam f € C(X,Y),
dobivamo kovarijantni funktor Sic p) : C — Sh(c p) kojega nazivamo funktorom oblika.

Teorem 1.6.3 Neka je C kategorija, D njezina potkategorija i X objekt iz C. Ako je P objekt

iz D, onda djelovanje funktora oblika na skupu morfizama C (X, P) inducira bijekciju
S(C,D) . C(X,P) — Sh(C,D) (X,P) .
Po teoremu 1.6.3. svaki morfizam oblika F : X — P, gdje je P objekt iz D, smijemo identi-
ficirati s morfizmom f: X — PuC.

Korolar 1.6.4 Funktor oblika S p) inducira izomorfizam izmedu D i pune potkategorije od

Sh(c p) suZene na objekte iz D.

Morfizam oblika F : P — Q, gdje su P i Q objekti iz D, jedinstveno je reprezentiran mor-
fizmom f: P — Q u D pa se stoga identificiraju. Nadalje, buduci da funktor oblika Sc p)
drZi objekte fiksnima, po korolaru 1.6.4. kategoriju D smijemo smatrati punom potkategorijom

kategorije oblika Shc p).

Definicija 1.6.5 Reéi ¢emo da su objekti X i Y iz C istoga oblika, u oznaci Sh(X) = Sh(Y),

ako su izomorfni u kategoriji Shc p).

Ocito je F = (f) : X — Y izomorfizam u Shc p) ako i samo ako je f: X — Y izomorfizam
u pro-D. Drugim rijeCima, objekti X i ¥ su istoga oblika ako i samo ako su X i Y izomortni u

pro-D. Konacno, bududi da svaki funktor cuva izomorfizme, vrijedi
X=2YuC = Sh(X)=Sh(Y).

Teorem 1.6.6 Neka je X topoloski prostorip = [(py)]: X — X = (X, par,A) rezolventa od
X. Ako je X; € ANR, za svaki A € A, onda je

Hp = [([pa])] : X = HX = (X3, [pan],A)
HANR-ekspanzija prostora X, gdje je H : Top — HTop homotopski funktor.
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Korolar 1.6.7 Kategorije HANR i HPol guste su u kategoriji HTop.

Po korolaru 1.6.7. ima smisla promatrati kategorije Sh(yr,p anr) 1 Sh(tT0p,HPOo1)- Buduci
da je svaki ANR homotopski ekvivalentan nekom poliedru i, obratno, svaki poliedar homotop-
ski ekvivalentan nekom ANR-u (dokaz u [13]), to su kategorije Sh(yr,p ranr) 1 Sh(HT0p, HPOI)
medusobno izomorfne. Stovise, s obzirom na to da su klase objekata ovih kategorija jednake, u

nastavku rada ¢emo ih poistovjecivati.

Definicija 1.6.8 Kategorije Sh(yr,p nang) 1 Sh(HT0p,HPo1) 0ZNaCUjemo Sh i nazivamo katego-

rijom (topoloskoga) oblika.
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1.7. KATEGORIJA GRUBOGA OBLIKA

Neka je D gusta i puna potkategorija kategorije C. Na temelju relacije ekvivalencije ~ u pro*-D

paru (C, D) pridruZzujemo novu Kategoriju koju ozna¢ujemo Sh?c, D) i za koju vrijedi:

— Ob (Sh;

wm):omo

— za bilo koji par objekata X,Y € ShZ‘C D) skup morfizama Sh?‘c D) (X,Y) Cine sve klase
ekvivalencije (f*) po relaciji ~ morfizama f* : X — Y u pro*-D, gdjesu p: X — X i

q:Y — Y bilo koje D-ekspanzije objekata X i Y redom.

Kategoriju Sh’(*c D) nazivamo kategorijom (apstraktnoga) gruboga oblika za par (C, D), a njezine

morfizme (f*) : X — Y nazivamo morfizmima gruboga oblika i oznaCujemo F*: X — Y.

Napomena 1.7.1 Morfizam gruboga oblika F* : X — Y dan je dijagramom

i vrijedi da je skup Shsz‘D) (X,Y) bijektivno korespodentan sa skupom pro*-D (X,Y), za bilo
koje D-ekspanzije X i Y objekata X i Y redom.

Neka su F* = (f) : X - Y i G* = (g) : Y — Z morfizmi gruboga oblika. Kompoziciju
morfizama gruboga oblika F* i G* definiramo s pomocu predstavnika f*: X - Yig“: Y — Z,
to jest, stavljajuci

G oF":=(gfof"): X = Z.

Identitetom gruboga oblika 1% : X — X na objektu X nazivamo klasu (I1x*) identickoga mor-

fizma 1x* : X — X.

*

Definirajmo funktor Ji¢c p) : Sh(c py — Sh(c D

) stavljajuci
Jicp) (X) =X, zasvaki objekt X € C,
Jiep) (F)=F"=(Jp(f)), zasvaki morfizam oblika F = (f) € Sh(c p) (X,Y).

Propozicija 1.7.2  Funktor J ¢ p) : Shic py — Shj,

(D) vjeran je funktor koji, opéenito, nije pun.
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Po propoziciji 1.7.2. kategoriju oblika Sh(c p) smijemo smatrati potkategorijom kategorije

*

gruboga oblika Sh(c’ D)’ Stavljajuéi

Sie.0) =J(cp)°Sicp)

dobivamo (kovarijantni) funktor § ZFC NE C—Sh’,

(D) kojega nazivamo funktorom gruboga oblika.

Napomena 1.7.3 Primijetimo da funktor gruboga oblika drzi objekte fiksnima, a svakom
morfizmu f : X — Y u C pridruZuje morfizam gruboga oblika F* : X — Y predstavljen mor-
fizmom f* : X — Y u pro*-D koji je induciran morfizmom f: X — Y u pro-D, pri cemu je

Sep)(f)=(f,ap:X = Xiq:Y — Y su D-ekspanzije objekata X i Y redom.

Teorem 1.7.4 Neka je C kategorija, D njezina potkategorija i X objekt iz C. Ako je P objekt
iz D, onda djelovanje funktora gruboga oblika na skupu morfizama C (X, P) inducira injektivnu
funkciju

Sic.p) i C(X,P) = Shic. p (X, P).

Definicija 1.7.5 Reci ¢emo da su objekti X i Y iz C istoga gruboga oblika, v oznaci Sh* (X ) =

Sh* (Y), ako su izomorfni u kategoriji Shqu D)

Ocito je F* = (f*) : X — Y izomorfizam u Sh’("c p) ako i samo ako je f*: X — Y izomorfizam

u pro*-D. Drugim rijeCima, objekti X i Y su istoga gruboga oblika ako i samo ako su X i Y

izomorfni u pro*-D. Konacno, buduéi da funktori cuvaju izomorfizme, vrijedi
X=2YuCiliSh(X)=Sh(Y) = Sh*(X)=Sh"(Y).

Teorem 1.7.6 Neka su P i Q objekti guste i pune potkategorije D kategorije C. Tada su sljedece

tvrdnje ekvivalentne:
(i) PiQ suizomorfni u kategoriji D;
(ii) P i Q suistoga oblika;
(iif) P i Q su istoga gruboga oblika.

Po korolaru 1.6.7. ima smisla promatrati kategorije Sh* iSh? koje su

(HTop,HANR) (HTop,HPol)
medusobno izomorfne. S obzirom na to da su klase objekata ovih kategorija jednake, u nastavku

rada ¢emo ih poistovjecivati.
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Definicija 1.7.7 Kategorije Sh’(kHTm HANR) i Sh’(‘ HTop,HPol) oznacujemo Sh* i nazivamo katego-

rijom (topoloskoga) gruboga oblika.

Teorem 1.7.8 Klasifikacija topoloskih prostora po obliku strogo je finija od klasifikacije po

grubom obliku, to jest, postoje prostori X i Y koji su istoga gruboga oblika, a nisu istoga oblika.
Teorem 1.7.9 Povezanost je invarijanta gruboga oblika.

Drugim rije¢ima, ako je topoloski prostor X povezan i Sh* (X) = Sh*(Y), onda je i topoloski

prostor Y povezan. Posljedi¢no, povezanost je invarijanta oblika.
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1.8. DEFINICIJA I OSNOVNA SVOJSTVA

E-NEPREKIDNOSTI

Definicija 1.8.1 [6] Neka je X topoloski prostor, (Y,d) metri¢ki postor i € € R*. Za funkciju
f:X — Y kaZzemo da je e-neprekidna u tocki xo € X ako postoji okolina U od xp u X takva da
je

fU) S B(f(x0),€).

Za funkciju f : X — Y kaZemo da je €-neprekidna ako je €-neprekidna u svakoj tocki xg € X.

Grubo govoreci, funkcija je €-neprekidna ako su joj "skokovi", u svakoj tocki prekida,
strogo ograni¢eni odozgo s €. Primijetimo da, za razliku od neprekidnosti, pojam &-neprekidnosti

funkcije ima smisla samo ako je kodomena metricki prostor.

Propozicija 1.8.2 Neka je X topoloski prostor, (Y,d) metricki prostor i f: X — Y funkcija.

Funkcija f je neprekidna ako i samo ako je €-neprekidna, za svaki € € R™.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f : X — Y neprekidna i neka su xp € X 1 € > 0 proizvoljni.
Bududi da je f neprekidna u x, to za okolinu B(f (xg),€) tocke f(xp) u Y postoji okolina U

tocke xo u X takva da je
fU) CB(f(x0),€).

To znaci da je f e-neprekidna u xg pa je, zbog proizvoljnosti tocke xp iz X i konstante € > 0,
nuznost dokazana.

Pretpostavimo da je, za svaki € € R, funkcija f : X — Y &-neprekidna i neka je xo € X pro-
izvoljna tocka. Neka je V proizvoljna okolina tocke f (xp) u Y. Tada postoji € > 0 takav da je
B(f (x0),€) CV (kugle su baza metricke topologije). Bududi da je, po pretpostavci, funkcija f

e-neprekidna u xo, to postoji okolina U od x¢ u X takva da je

fU) S B(f(x0),€) SV,

Sto znaci da je f neprekidna u tocki xo. Zbog proizvoljnosti tocke xop € X funkcija f je e-

neprekidna. L

Sljededi primjer pokazuje da postoje €-neprekidne funkcije koje nisu neprekidne.
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Primjer 1.8.3 Nekaje f: R — R, f(x) = sgn(x), funkcija predznaka. Tada je f funkcija koja
je %—neprekidna, ali nije neprekidna.

Zaista, buduci da je restrikcija f[gr\ (o : R\ {0} — R\ {0} neprekidna, to je f %—neprekidna u
svakoj tocki x € R\ {0}. Nadalje, f je prekidna u 0, ali za okolinu U = (—1, 1) tocke 0 vrijedi

4 4 4
r=-royc (-1 =5(r0.%)
paje f ocito %—neprekidna u 0.
Opéenito, ako za funkciju f : X — Y vrijedi da je
g = inf{s eR": fie 8—neprekidna} >0,
onda postoji to¢ka xo € X takva da za svaku okolinu U od xp u X vrijedi

)

Jos jedna veza neprekidnosti i €-neprekidnosti dana je sljede¢om propozicijom.

[¢7)

)£ 8(f ),

o

pa f nije neprekidna (u xgp).

Propozicija 1.8.4 Neka je X topoloski prostor i (Y,d) metricki prostor. Neka je f: X — Y
neprekidna funkcija i g : X — Y funkcija takva da je d (f,g) < €, za neki € > 0. Tada je g

3¢e-neprekidna.

Dokaz. Neka je xy € X proizvoljna tocka. Buduéi da je funkcija f neprekidna u xg, to postoji

okolina U od xp u X takva da je
fU) S B(f(x0),€).
Neka je x € U bilo koja tocka. Tada je
d(g(x),8(x0)) <d(g(x),f(x))+d(f(x),f(x0))+d(f(x0),8(x0)) <e+e+e=3e

U slucaju da su i domena i kodomena metricki prostori, £-neprekidnost se moZe karakteri-

zirati sljede¢om propozicijom.

Propozicija 1.8.5 Nekasu (X,d’) i (Y,d) metricki prostori. Funkcija f : X — Y je €-neprekidna

ako i samo ako za svaku to¢ku x € X postoji &, > 0 takav da je

f(B(x,6:)) CB(f(x),€).
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Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f €-neprekidna i neka je x € X proizvoljna tocka. Tada

postoji okolina U od x u X takva da je

fU)SB(f(x),€).

Bududi da su kugle baza metricke topologije, to postoji O, > 0 takav da je B(x, ;) C U. Stoga
je

f(B(x,6:)) € B(f(x),€),
¢ime je dokazana nuZnost.

Prepostavimo da za svaku tocku x € X postoji 6, > 0 takav da je

f(B(x,6:) CB(f(x),€)

i neka je xo € X proizvoljna tocka. Stavimo U = B (xo, &y,). Tada je

fU) SB(f(x0),€)
pa je funkcija f e-neprekidna u tocki xg. Zbog proizvoljnosti tocke xg, f je €-neprekidna. W

Sto se ti¢e komponiranja, £-neprekidnost nema posebno dobra svojstva. Na primjer, kompo-
zicija dviju €-neprekidnih funkcija f: X — Y i g: Y — Z, opcenito, nije €-neprekidna funkcija.
Stovise, ne mora uopée postojati € € R* takav da je kompozit go f : X — Z €&’-neprekidna
funkcija, Sto nam pokazuje sljedeci primjer.

Primjer 1.8.6 Nekaje f: R} — Z§, f (x) = |x], funkcija koja svakom broju x € R} pridru-
Zuje najvedi cijeli broj manji ili jednak od x i neka je g : Ry — R, g (x) = x7.
Funkcija f je neprekidna na ]Rar \ N, a u svakoj to¢ki n € N je %—neprekidna. Zaista, uzmimo

bilo koje n € Ni0 < 0 < 1. Stavimo
U,=(n—96,n+9).
Skup U,, je okolina tocke n u Rg i vrijedi
Fw) ==ty (n—t e t)=n(rm.3)

pa je funkcija f %—neprekidna u svakoj tocki skupa N. Dakle, f je %—neprekidna na R(J{ . Primi-
jetimo da funkcija f nije €-neprekidna ni za jedan € < 1. Nadalje, funkcija g je neprekidna na

R pa je, po propoziciji 1.8.2., g takoder i %—neprekidna na Rg . Neka je
hiRS = 2§, h(x) =g (f (x) = [x]*
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Ocito je funkcija i neprekidna na ]Rar \ N pa ostaje ispitati e-neprekidnost na N. Neka sun € N

i0 < & < 1 proizvoljni te U, ista okolina od n u Rar kao ranije u primjeru. Tada je
h(U,) = {(n— l)z,nz} C <n2 —2n,n2+2n> =B(h(n),2n)
jerje
n—(n—1)Y2=n*—n®+2n—1=2n—1<2n,

Sto znaci da je funkcija i 2n-neprekidna u svakoj tocki n € N. Primjetimo da, za svaki n € N,

funkcija h nije e-neprekidna ni za jedan € < 2n— 1. Bududi da je

lim (2n — 1) = o0,
to ne postoji € € R za koji je h neprekidna na N. Dakle, & nije €-neprekidna na R(J)r ni za koji
e eRT.

Sljedeca propozicija nam daje jedinu situaciju u nekompaktnom slucaju u kojoj imamo kon-

trolu nad €-neprekidnoséu kompozita funkcija.

Propozicija 1.8.7 Neka je f : X — Y neprekidna funkcijai g : Y — Z e-neprekidna funkcija.
Tada je kompozit go f : X — Z e-neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je xo € X proizvoljna tocka. Budu¢i da je funkcija g €-neprekidna u tocki f (xg) €

Y, to postoji okolina V od f (xo) uY takva da je

g(V) S B(g(f(x0)),€)-

Nadalje, zbog neprekidnosti funkcije f u tocki xg postoji okolina U od xp u X takva da je
f(U) CV.Stoga je
g(f(U)) (V) S B(g(f(x0)),¢€)

paje go f e-neprekidna funkcija u xp. |

Dodajmo jos dvije propozicije koje govore o ponasanju -neprekidnosti na produktnim pros-

torima.

Propozicija 1.8.8 Nekaje X =X X - -- x X,, produkt topoloskih prostora, Y = (¥} X - -+ X ¥, dw)
produkt metrickih prostorate f;: X; — Y;,i=1,...,n, funkcije. Nekaje f=fi x--- X f,: X =Y
funkcija zadana pravilom f (xy,...,x,) = (f1(x1),..., fu (x4)). Tada je funkcija f : X — Y &-

neprekidna ako i samo ako je svaka funkcija f; : X; — Y;, i = 1,...,n, e-neprekidna.
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Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f = fi x ... x f, : X — Y e-neprekidna i neka je x° =

(x(l), S ,xg) € X proizvoljna toc¢ka. Buduéi da je f e-neprekidna u x°, to postoji okolina
U=U; x---xU,
tocke x° u X takva da je
FU)Y=fi(U) %% fu(Un) CBa, (f(x°) ) =B (i (x),€) x - xB(fu (x)) ).
To znaci da, za svaki i = 1,...,n, postoji okolina U; od x? u X; takva da je
AW CB(f() 2)

pa je, zbog proizvoljnosti koordinata x?, svaka funkcija f; : X; — Y; €-neprekidna.

Obratno, pretpostavimo da je funkcija f; : X; — Y; €-neprekidna, za svaki i = 1,...,n. Neka je

0

2= (x2,...,x9) € X bilo koja totka. Budu¢i da je svaka funkcija f; €-neprekidna u x?, to za

svaki i =1,...,n postoji okolina U; od x? u X; takva da je
£ CB(fi(x)) ¢).
Neka je U = U; x --- x U,. Tada je U okolina od x° u X za koju vrijedi
FU) = FU) % £ (U) SB(fi (x]) ,€) x - x B(fu (x5) &) = Ba. (£ (") &)
pa je, zbog proizvoljnosti tocke x, funkcija f = f; x --- X f, : X — Y e-neprekidna. |

Propozicija 1.8.9 Nekaje X =X x - -- x X, produkt topoloskih prostoraiY = (Y| x - X ¥;,,d,),

p € N, produkt metrickih prostora. Tada vrijedi:

(i) ako je funkcija fi X --- X f, : X — Y e-neprekidna, onda je svaka funkcija f; : X; — Y,

i=1,...,n, €-neprekidna

(ii) ako je svaka funkcija f;: X; — Y;,i=1,...,n, e-neprekidna, onda je fi X --- X f,: X =Y

{/n - e-neprekidna funkcija.

Dokaz. Dokaz se lako provede kao u prethodnoj propoziciji koristeci definicije produktnih ku-

gala u metrikama d,, p € N, te nejednakost

dy < Yn-dw.

50



Temeljni pojmovi i tvrdnje Definicija i osnovna svojstva €-neprekidnosti

U slucaju kompaktne metricke domene X, &-neprekidne funkcije f : X — Y imaju bolja

svojstva, Sto ¢e se pokazati posebno bitnim pri komponiranju.

Definicija 1.8.10 Neka su (X,d") i (Y,d) metricki prostori. Za funkciju f : X — Y kaZemo da
je uniformno €-neprekidna ako postoji & > 0 takav da za svake dvije tocke x,x’ € X za koje je

d' (x,x') < & vrijedid (f (x),f (X)) <e.

Broj 6 iz definicije 1.8.10. nazivamo radijusom €-uniformnosti funkcije f. Svojstvo unifor-
mne &-neprekidnosti je bitno jace od svojstva €-neprekidnosti i, ocito, ima smisla samo ako su

i domena i kodomena metricki prostori.

Propozicija 1.8.11 Neka su (X,d’) i (Y,d) metricki prostori. Ako je funkcija f: X — Y

uniformno €-neprekidna, onda je i £-neprekidna.

Dokaz. Neka je xo € X bilo koji. Bududi da je f uniformno e-neprekidna, to postoji 6 > 0
takav da su slike bilo kojih dviju O-bliskih tocaka u X e-bliske u Y. Stavimo U = B (xo, )
i neka je x € U proizvoljna to¢ka. Tada je d’ (xp,x) < & pa je d(f(x0),f (x)) < &, to jest,
f(x) €B(f(x0),€). Dakle,

f(U) S B(f(x0),€)

paje f e-neprekidna u xy. Zbog proizvoljnosti tocke xy € X funkcija f je €-neprekidna. |

Propozicija 1.8.12 Neka su (X,d’) i (Y,d) metricki prostori. Funkcija f : X — ¥ uniformno

je neprekidna ako i samo ako je uniformno e-neprekidna, za svaki € € R*.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f : X — Y uniformno neprekidna i uzmimo bilo koji € > 0.

Tada postoji 6 > 0 takav da za svake dvije tocke x,x’ € X za koje je d’ (x,x’) < & vrijedi

d(f(x),f(x)) <e.

To znaci da je f uniformno €-neprekidna pa je, zbog proizvoljnosti konstante € > 0, nuznost
dokazana.
Pretpostavimo da je, za svaki € € R™, f: X — Y uniformno e-neprekidna. Neka je € > 0
proizvoljan. Tada postoji 6 > 0 takav da za svake dvije tocke x,x’ € X za koje je d’ (x,x') < &
vrijedi

d(f().f(¥)) <e.

Sto znaci da je f uniformno neprekidna. |
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Na kompaktnim metrickim prostorima vrijedi svojevrsni analogon Heine-Cantorova teorema

za €-neprekidnost.

Teorem 1.8.13 Neka je (X,d’) kompaktni metri¢ki prostor i (Y,d) metricki prostor. Ako je

funkcija f : X — Y €-neprekidna, onda je i uniformno 2¢€-neprekidna.

Dokaz. Bududi da je funkcija f €-neprekidna, po propoziciji 1.8.5. za svaku tocku x € X postoji

Oy > 0 takav da je
f(B(x,8:)) CB(f(x).€).

Neka je, za svaki x € X,

Tada je familija

U ={Uy:xeX}
otvoreni pokriva¢ od X koji, zbog kompaktnosti, dopusta konacni potpokrivac
U ={Uy,,...,Uy,}.

Stavimo

2 I

1) o
(‘)':min{x1 e X”} > 0.
2
Neka su x,x” € X proizvoljne tocke za koje je d’ (x,x') < 8. Buduéi da je %’ pokriva¢ od X, to

postoji i € {1,...,n} takav da je x € Uy, pa je
d' (x,x;) < %

Sada iz trokutne nejednakosti dobivamo

Ox. Oy, .
" Y < d (x: / / Oxi <& S 50
d (xi,x') <d' (xi,x)+d' (x,x') < 2+3_ 2+2 Oy,
To znaci da su obje tocke x i X’ udaljene najvise &, od x;, to jest,
x,x" € B(x;,6,,)
pa je, po pretpostavci,
fx),f () €B(f(xi),€).

Konacno, iz trokutne nejednakosti dobivamo

d(f(x).f () <d(f(x),fxa)+d(f(x),f(x)) <2

pa je funkcija f uniformno 2e-neprekidna. |
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Sada moZemo dokazati sljedecu propoziciju koja ¢e nam omoguciti kontrolirano komponi-

ranje €-neprekidnih funkcija na kompaktnim metri¢kim prostorima.

Propozicija 1.8.14 Neka su X i Z metricki prostori i ¥ kompaktan metricki prostor. Neka je
g :Y — Z e-neprekidna funkcija i neka je & radijus 2e-uniformnosti za g. Akoje f: X —Y

0-neprekidna funkcija, onda je kompozit go f : X — Z 2¢-neprekidna funkcija.

Dokaz. Bududi da je Y kompaktan metricki prostor, po teoremu 1.8.13. funkcija g je uniformno

2¢e-neprekidna pa za svake dvije tocke y,y’ € Y za koje je d (y,y) < & vrijedi

d(g(y),g())) <2e.

Neka je xp € X proizvoljan. Tada, zbog d-neprekidnosti funkcije f, postoji okolina U tocke xq

u X takva da je
f(U) € B(f(x0),6).

Neka je sada x € U bilo koja tocka. Tada je f(x) € B(f (xo),0), odnosno,
d(f(x),f(x0)) <8

pa je
d(g(f(x).g(f (x))) < 2e.
To znaéi da je
g(f(x)) € B(g(f(x0)),2¢),
odnosno,

g(f(U)) S B(¢(f(x0)),2¢)

pa je, zbog proizvoljnosti tocke xy, kompozit g o f 2€-neprekidna funkcija. |

Dakle, na kompaktnim metrickim prostorima moZemo kontrolirano komponirati €-neprekidne
funkcije, a upravo takvi prostori ¢e nam biti standardni ambijent u ostatku rada.
Opisimo sada poopcenje homotopije na pojam £-homotopije koja ¢e imati ulogu razredbene

relacije medu €-neprekidnim funkcijama. Sljedeca definicija mozZe se pronaci u [7].

Definicija 1.8.15 Neka je X topoloski prostor i ¥ metricki prostor. Svaku &-neprekidnu funk-
ciju H : X x I — Y nazivamo &-homotopijom.
KaZemo da je funkcija f : X — Y €-homotopna funkciji g : X — Y ako postoji €-homotopija
H: X xI—Y takvadaje

H(-,0)0=f1iH(,1)=g.
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“ e €
U tom slucaju, piSemo: f ~ g.

Propozicija 1.8.16 Neka je X topoloski prostor i ¥ metricki prostor. Relacija €-homotopije

relacija je ekvivalencije na skupu svih e-neprekidnih funkcijaiz X u Y.

Dokaz.

Refleksivnost: Neka je f: X — Y e-neprekidna funkcija. Tada je
H:XxI—Y, H(x,-)=f(x)

e-homotopija pa je f £ f.
Simetricnost: Neka su f,g: X — Y €-neprekidne funkcije takve da je f ~ g. Neka je H :

X x I —Y e-homotopija takva da je
H(,00=fiH(,1)=g.
Tada je, po propoziciji 1.8.7., funkcija
H =H(x,1—t):XxI—>Y
e-neprekidna funkcija takva da je
H'(,0)=giH(,1)=f

. €
pajeg=f.
Tranzitivnost: Neka su f,g,h: X — Y €-neprekidne funkcije takve da je f ~ gig ~ h. Neka je

H':X xI—Y e-homotopija takva da je
H'(0)=fiH(,1)=¢
inekaje H” : X x I — Y €-homotopija takva da je
H"(,0)=g i H"(-,1)=h.
Definirajmo funkciju H : X x I — Y pravilom

H' (x,21),

(=]
IA
IA
NI —

H (x,t) =

IN
IN

H" (x,2t — 1),

N[—

Primjetimo da je funkcija H dobro definirana jer je
1
H <x,2> =H'(x,1) = H" (x,0) = g(x), zasvakix € X.
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Po propoziciji 1.8.7., funkcije

H' (x,2t) : X x {0, } -7,

1
H" (x,2t —1): X x {2,1} —Y

su e-neprekidne. Dokazimo da je i funkcija H : X x I — Y e-neprekidna. Neka je (xo,%p) € X x I

proizvoljna tocka. Promotrimo tri moguca slucaja:

retpostavimo da je 7y € |0, 5 ). Tada da je (xp,79) € X X |0, 5 ) pa zbog e-neprekidnosti
1) Pretpostavimo da j 0,%). Tada da j X x [0,%) pa zbog &-neprekidnosti
funkcije H’ (x,2t) postoji okolina U C X x [0, %> od (xo,%) u X x I takva da je

HU)=H'(U) CB(H' (x0,10),€) = B(H (xo,t0) ,€)
pa je funkcija H e-neprekidna u (xo, ).

(2) Pretpostavimo da je fo € (3,1]. Tada da je (xo,%) € X x (3,1] pa zbog &-neprekidnosti
funkcije H” (x,2t — 1) postoji okolina U C X x (3,1] od (xo,7) u X x I takva da je

H(U)=H"(U) CB(H" (x0,1),€) = B(H (x0,19) ,€)
pa je funkcija H e-neprekidna u (xo, ).

(3) Pretpostavimo da je o = % Tada je

1)
= X
<X0,2 cX X

1 1
0 2} 2% [2’1}

pa znamo da
(a) zbog e-neprekidnosti funkcije H' (x,2r) postoje &; € (0, %> i okolina
1 1
U'=U] < -8 }
xo >< 2 17 2
od (xo,5) uX x [0,3] takva da je

H{U") =H(U")CB <H’ <x0, ;) ,£> =B <H <x0, ;) ,£> )
(b) zbog e-neprekidnosti funkcije H” (x,2t — 1) postoje &, € (0, %> i okolina
iy 4e)
od (x9,%) uX x [5,1] takva da je
H{U")=H"(U")CB (H” (xo, ;) ,£> =B (H (xo, ;) ,£> )
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Neka je
Uy, = U;O OU)Z) i 6 =min{d;,5}.

Tada je Uy, okolina od xp u X pa je

1 1
U:UXOX<2—6’2+6>

okolina od (xo, %) u X x I za koju iz jednakosti

1 1 11

1w =H(vgx (5 -6.5] Jur (v |5.5+5))

uz (a) i (b) vrijedi

1
H(U)gfiaﬂ)UH(UOg;B<H<mh>¢Q

pa je funkcija H €-neprekidna u (xo, ).

Dakle, H : X x I — Y je e-neprekidna funkcija za koju vrijedi
. €

paje f ~h. |

Relacija e-homotopije nije kongruencija, ali u slucaju kompaktnih metri¢kih prostora &-
homotopije ipak imaju dovoljno dobra svojstva. Sada éemo jo§ dokazati vezu izmedu medu-

sobne blizine funkcija i njihove medusobne €-homotopnosti.

Propozicija 1.8.17 Neka je X topoloski prostor i (Y,d) metricki prostor. Nekasu f,g: X — Y
2
€1-bliske funkcije takve da je f &-neprekidna i g €3-neprekidna. Tada je f = g, gdje je € =

maX{81,82,83}.

Dokaz. Definirajmo funkciju H : X X I — Y pravilom

flx), 0<r<i
H (x,t) = ) 2
gx), 3<t<1

Tvrdimo da je H 2e-neprekidna. Neka je (xo,f0) € X x I proizvoljna tocka. Bududi da je

funkcija f &-neprekidna u xg, to postoji okolina Uy od xp u X takva da je

f(U1) CB(f(x0),€).
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Nadalje, buduci da je funkcija g €3-neprekidna u xg, to postoji okolina U, od x¢ u X takva da je
g(U2) CB(g(x0),&3).

Konacno, buduéi da je d (f,g) < €1, to je
d(f(x0),8(x0)) < 1.

Neka je U = Uy NU,. Tada je U x I okolina od (xq,) u X X I takva da za svaku tocku (x,) €
U x I vrijedi

d(H (x,t),H (xo,10)) < d (H (x,1) ,H (x0,1)) +d (H (x0,1) ,H (x0,1)) <

< max{&,&}+max{0,&} < 2e.

Prethodne nejednakosti vrijede jer je

o
IN
A

d(f(x),f (x0)) < &,

d(g(x),8(x0)) < &,

N —

d(H (x,t),H (x0,1)) =

NI—
IN
IN

d(f (x0),f (xo0))

d(H(X(),Z‘),H(X(),to)) = d(g(xo),g(xo)) =0, % <t,t(p <1-

0, 0<tp<

d(f(x0),g(x0)) <€, inace

Dakle, funkcija H : X X I — Y je 2&-neprekidna i vrijedi
H(,O) =f1 H(71) =8

. 2¢e
paje f~g. [ |
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1.9. KATEGORIJE BORSUKOVA I SANJURJOVA

OBLIKA

Definicija 1.9.1 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi Hilbertove kocke Q. Funkciju & : N —
C(Q, Q) nazivamo fundamentalnim nizom iz X u Y ako za svaku okolinu V od Y u Q postoje

okolina U od X u Qi ngy € N takvi da za svaki n > ng vrijedi
P(n)|y~P(n+1)|y uV.

Napomena 1.9.2 Ako je ® fundamentalni niz iz X u Y, funkciju @ (n) : Q — Q ¢emo ubuduce

oznacavati @, : Q — Qipisati ® = (P,): X — Y.
Fundamentalne nizove moZemo karakterizirati na sljedeci nacin.

Propozicija 1.9.3 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Funkcija ®: N — C(Q,0Q) je
fundamentalni niz iz X u Y ako i samo ako za svaku okolinu V od Y u Q postoje okolina U od

X u Qing € N takvi da za sve n,n’ > ng vrijedi
CI)n|U ~ Cpnlly uV.

Fundamentalne nizove komponiramo prirodno - po koordinatama. Takva kompozicija je
asocijativna, a za proizvoljni zatvoreni podskup X od Q, ulogu identitete ima fundametalni niz
Ix=(1,): X =X, gdjejel,=1p:Q— Q, zasvakin € N. To znaci da zatvoreni podskupovi
od Q kao objekti i fundamentalni nizovi kao morfizmi medu njima tvore kategoriju koju ozna-
Cujemo Cy.

Medu fundamentalnim nizovima iz X u Y uvodi se sljedeca relacija ekvivalencije ~.

Definicija 1.9.4 Reci ¢emo da je fundamentalni niz ® = (®,) : X — Y ekvivalentan funda-
mentalnom nizu @ = (®,) : X — Y ako za svaku okolinu V od Y u Q postoje okolina U od X

u Qing € N takvi da za svaki n > ng vrijedi
CI)n|U ~ ¢;|U uV.
U tom slucaju, pisemo: ® ~ @',

Propozicija 1.9.5 Relacija ~ je ekvivalencija na skupu svih fundamentalnih nizovaiz X u Y.
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Klasu ekvivalencije fundamentalnog niza ® = (®,) : X — Y s obzirom na relaciju ekvi-
valencije ~ oznacavamo [®], odnosno, [(®,)]. Skup svih klasa ekvivalencije fundamentalnih
nizova iz X uY oznaCujemo Shy (X,Y).

Promotrimo kvocijentnu kategoriju Cr|~. Medu klasama ekvivalencije fundamentalnih nizova
kompozicija se definira na prirodan nacin, stavljajuéi [¥] o [®] := [¥ o ®] kad god kompozicija
Yo ® ima smisla. Lako se pokaZe da je komponiranje klasa ekvivalencije fundamentalnih ni-
zova dobro definirano i asocijativno, pri ¢emu [1x] djeluje neutralno u kompoziciji. To znaci da
zatvoreni podskupovi od Q kao objekti i klase ekvivalencije fundamentalnih nizova kao mor-
fizmi medu njima tvore kategoriju koju oznacujemo Shy. Dokaz sljedeCega teorema moze se

pronadi u [13].

Teorem 1.9.6 Neka je ® = (P,): X — Y fundamentalni nizinekasup:X — X = (X, punt1),
q:X — Y = (Y,,qun+1) inkluzijske HANR-ekspanzije podskupova X i Y od Q redom. Tada

postoje strogo rastuéa funkcija ¢ : N — N i morfizam (f, f,,) : X — Y u inv-HANR takvi da je
fn= qu,(n)\xf(n), za svaki n € N.

Neka je o : C¢ (X,Y) — inv-HANR (X,Y) funkcija koja svakom fundamentalnom nizu & :
X — Y pridruzuje morfizam @ (®) := (f, f,) : X — Y u smislu teorema 1.9.6 i neka Sh|g ozna-
Cuje restrikciju kategorije oblika na zatvorene podskupove Hilbertove kocke Q. Pridruzivanje
koje klasi [®@] fundamentalnog niza ® : X — Y pridruzuje morfizam oblika F = ([@ (®)]) : X —
Y dobro je definirano i odreduje izomorfizam izmedu kategorija Sh|p i Shy koji objekte drzi
fiksnima.
Uvedimo sada pojam aproksimativnog niza Cije ¢e se komponentne funkcije pokazati jako bit-
nom vezom izmedu prekidnih funkcija koje tvore pribliZavajue nizove i neprekidnih funkcija

koje tvore fundamentalne nizove.

Definicija 1.9.7 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Funkciju o : N — C (X, Q) nazi-
vamo aproksimativnim nizom iz X u Y ako za svaku okolinu V od Y u Q postoji ng € N takav
da za svaki n > ng vrijedi

on)~am+1) u V.

Napomena 1.9.8 Ako je o aproksimativni niz, funkciju o (n) : X — Q ¢emo ubuduce ozna-

Cavati o, : X — Qipisatia = (o) : X — Y.
Aproksimativne nizove moZemo karakterizirati na sljedeci nacin.
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Propozicija 1.9.9 Funkcija a: N — C (X, Q) je aproksimativni niz iz X u Y ako i samo ako za

svaku okolinu V od Y u Q postoji ny € N takav da za sve n,n’ > ng vrijedi
Oy >~ 0,y uV.

Definicija 1.9.10 Neka su X i Y kompaktni metri¢ki prostori. Za aproksimativni niz @ =
(an) : X — Y kazemo da je ekvivalentan aproksimativnom nizu 8 = (f3,) : X — Y ako za svaku

okolinu V od Y u Q postoji np € N takav da za svaki n > ng vrijedi
o) ~ B uV.
U tom slucaju, pisemo: o ~ .

Propozicija 1.9.11 Relacija ~ homotopije aproksimativnih nizova relacija je ekvivalencije na

skupu svih aproksimativnih nizovaiz X uY.

Klasu ekvivalencije aproksimativnog niza @ = (") : X — Y oznacavamo [c¢t], odnosno,
[(et,)]. Skup svih klasa ekvivalencije aproksimativnih nizova iz X u 'Y oznacujemo Sh, (X,Y).
Nekasuo: X — Y if :Y — Z aproksimativni nizovi. Buduéidaje o, : X — Qi f,:Y — Q, za
svaki n € N, bilo kakva direktna kompozicija komponenti od & i 8 nije dobro definirana. Stoga

se u kompoziciji [B] o [¢] koristimo klasom fundamentalnih nizova koji su proSirenja od f3.

Propozicija 1.9.12 Neka je ® = (®,) : X — Y fundamentalni niz. Tada je ®|x := (P,|x)

aproksimativni nizizX uY.

Svakom aproksimativnom nizu moZe se pridruZiti fundamentalni niz jedinstven do na rela-

ciju ekvivalencije ~ fundamentalnih nizova. O tome govore sljedeci teorem i propozicija [10].

Teorem 1.9.13 Neka je o : X — Y aproksimativni niz. Tada postoji fundamentalni niz & :

X — Y takav je ®|x ~ a.

Propozicija 1.9.14 Neka su ®,®' : X — Y fundamentalni nizovi. Tada je ® ~ @' ako i samo

ako je @|x ~ ®'|x.

Sljedeée propozicije omogucuju dobro definiranje kompozicije klase aproksimativnih ni-

zova s klasom fundamentalnih nizova.

Propozicija 1.9.15 Kompozit (pri komponiranju "po koordinatama") aproksimativnog niza
o = () : X — Y i fundamentalnog niza ® = (®,) : Y — Z je aproksimativni niz $éar :=

(Ppo0): X —Z.
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Propozicija 1.9.16 Neka su o, : X — Y aproksimativni nizovi takvi da je @ ~ o’ i neka su

®, @' : Y — Z fundamentalni nizovi takvi da je ® ~ @'. Tada je Péox ~ D'6at’.

Sada se mozZe definirati kompozicija klase [a] : X — Y aproksimativnih nizova i klase
[®] : Y — Z fundamentalnih nizova pravilom [®] 6 [a] := [®6a] . Konacno, moZe se definirati i
kompozicija klasa ekvivalencije aproksimativnih nizova. Neka su [@] i [B] klase aproksimativ-
nih nizova o : X — Y i B : Y — Z. Tada postoji jedinstvena klasa [¥] : Y — Z fundamentalnih

nizova takva da je [¥P|y] = [B]. Kompoziciju definiramo pravilom
[Blo[a] = [¥]y]o[a] := [¥oa]

Kompozicija klasa aproksimativnih nizova dobro je definirana i asocijativna, a za proizvoljni
zatvoreni podskup X od Q, klasa [1x| aproksimativnog niza 1x = (1,) : X — X, gdje je 1, =
1y : X — X, za svaki n € N, djeluje neutralno u kompoziciji klasa aproksimativnih nizova pa
ima ulogu identitete. To znaci da zatvoreni podskupovi od Q kao objekti i klase ekvivalencije
aproksimativnih nizova kao morfizmi medu njima tvore kategoriju koju oznacujemo Sh,,.

Pridruzivanje koje klasi [@] aproksimativnog niza o : X — Y pridruzuje klasu [®] fundamental-
nog niza ® : X — Y takvu da je [®|x]| = [¢¢] je dobro definirano i odreduje izomorfizam izmedu

kategorija Shy i Sh, koji objekte drzi fiksnima.

Preostaje nam joS opisati Sanjurjovu kategoriju unutarnjega oblika. Pridjev "unutarnji" su-
gerira da predstavnike morfizama oblika tvore funkcije koje imaju i domenu i kodomenu unutar

promatranoga prostora, odnosno, ne izlaze u okoline prostora (terme ekspanzije).

Definicija 1.9.17 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Funkciju a : N — Y*X nazivamo
pribliavajué¢im nizom iz X u Y ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za svaki n > ng
vrijedi

a(n) éa(rH—l).
Napomena 1.9.18 Ako je a priblizavajudi niz, funkciju a (n) : X — Y oznalujemo a, : X — Y

ipiSemoa= (a,): X =Y.
PribliZavajuce nizove moZemo karakterizirati na sljedeci nacin.

Propozicija 1.9.19 Funkcija a : N — YX je priblizavajuéi niz iz X u Y ako i samo ako za svaki
€ > 0 postoji ng € N takav da za sve n,n’ > ng vrijedi

€
an = ay.

61



Temeljni pojmovi i tvrdnje Kategorije Borsukova i Sanjurjova oblika

Na skupu svih priblizavajucih nizova iz X u Y definira se sljedeca razredbena relacija.

Definicija 1.9.20 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Reéi ¢emo da je priblizavajuci
niz a = (a,) : X — Y ekvivalentan priblizavajuéem nizu b = (b,) : X — Y ako za svaki € > 0

postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi

€
a, >~ b,.

U tom slucaju, pisemo: a ~ b.

Propozicija 1.9.21 Relacija ~ homotopije pribliZavajucih nizova je relacija ekvivalencije na

skupu svih priblizavajucih nizovaiz X u'Y.

Klasu homotopije priblizavajuéeg niza a = (a,) : X — Y oznaCujemo |a], odnosno, [(a,)].
Skup svih klasa ekvivalencije priblizavajucih nizova iz X u Y oznacujemo InSh (X,Y).
Neka su a = (a,) : X = Y i b= (b,) : Y — Z priblizavajuéi nizovi. Primjetimo da se kom-
pozicija ne moZemo definirati "po koordinatama". Naime, zbog loSih svojstava kompozicije
e-neprekidnih funkcija, (b, oay), opCenito, nije priblizavajuéi niz iz X u Z. Kompoziciju pri-
blizavajucih nizovaa = (a}') : X =Y ib = (b)) : Y — Z definiramo na sljedeci nacin:
Neka je (€,) silazni niz pozitivnih realnih brojeva takav da je limg, = 0 i da, za svaki ng € N i

za svaki n > ng, vrijedi

Neka je (6,) silazni niz pozitivnih realnih brojeva takav da je lim 8, = 0 i da, za svaki n € N i

sve v,y €Y takve daje d (y,y') < &,, vrijedi

d (b (y),b0())) < &

Neka je jos (ky) strogo rastuéi niz indeksa takav da je, za svaki k > kj,

Za svaki n € N stavimo

¢ =byoay,.

Tada je ¢ = (cu), cn = by 0 ay,, priblizavajuci niz iz X u Z. Lako se pokaZe da klasa kompo-
zita priblizavajucih nizova ne ovisi ni o izboru predstavnika klasa [a] i [b] ni 0 izboru nizova

(€1):(8n) 1 (Kn).
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Kompozicija klasa [a] = [(ax)] : X — Y i [b] = [(by)] : Y — Z definira se s pomocu predstavnika,
to jest, [b] o [a] := [boa] = [(b,oay,)]. Komponiranje klasa priblizavajucih nizova je asocija-
tivno, a za proizvoljni zatvoreni podskup X od Q, klasa priblizavajudeg niza 1y = (1,) : X — X,
gdje je 1, = 1y : X — X, za svaki n € N, djeluje neutralno u kompoziciji klasa priblizavajuéih
nizova. To znaci da zatvoreni podskupovi od Q kao objekti i klase ekvivalencije pribliZavajuéih
nizova kao morfizmi medu njima tvore kategoriju koju oznaujemo InSh.

Vezu medu e-neprekidnim i neprekidnim funkcijama, a onda i medu priblizavajué¢im i aproksi-

mativim nizovima, omogucuje sljedeca lema [5].

Lema 1.9.22 (Ho) Neka je X parakompaktan topoloski prostor. Tada za svaku €-neprekidnu

funkciju f : X — Q postoji njoj 2&-bliska neprekidna aproksimacija ' : X — Q.

Koriste¢i navedenu lemu, svakom pribliZavajuéem nizu moZe se pridruZiti aproksimativni

niz koji mu je po koordinatama "sve bliZi" i u tom smislu ga neprekidno aproksimira.

Definicija 1.9.23 Kazemo da je aproksimativni niz o = (a,) : X — Y neprekidna aproksima-
cija priblizavajueg niza a = (a,) : X — Y ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za svaki
n > ng vrijedi
d(ay, o) < €.
Vise o vezi priblizavajucih nizova i njihovih neprekidnih aproksimacija govori sljedeci te-

orem.
Teorem 1.9.24 Neka je a = (a,) : X — Y pribliZzavajuéi niz. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(i) Postoji aproksimativni niz & = (@) : X — Y koji je neprekidna aproksimacija od a.

(ii) Za svaka dva aproksimativna niza &, @’ : X — Y koji su neprekidne aproksimacije pribli-
Zavajucega niza a vrijedi a ~ o’.

Pridruzivanje koje klasi [a] priblizavajuega niza a : X — Y pridruZuje klasu [a] neke nje-

gove neprekidne aproksimacije & : X — Y dobro je definirano i odreduje izomorfizam izmedu

kategorija Sh, i InSh koji objekte drzi fiksnima. Iz svega navedenoga zakljuCujemo da vrijedi
Sh|g =2 Shy = Sh, = InSh

pa je kategorija InSh reinterpretacija kategorije oblika na skupu zatvorenih podskupova Hil-
bertove kocke Q. Stoga kategoriju /nSh nazivamo kategorijom unutarnjega oblika, a postupak

njezine izgradnje nazivamo unutarnjim pristupom teoriji oblika.
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2. KATEGORIJE KONACNOGA GRUBOGA

OBLIKA

2.1. KATEGORUE inv®-C I pro®-C

U ovom poglavlju ¢emo razli¢itim pristupima konstruirati odgovarajuée kategorije kona¢noga
gruboga oblika. Prvo ¢emo vanjskim pristupom definirati klasifikaciju po kona¢nom grubom
obliku na apstraktnom nivou, to jest, za svaki par (C,D) koji se sastoji od kategorije C i nje-
zine guste i pune potkategorije D. Od posebnoga znacaja ée nam biti parovi (HTop, HANR) i
(HTop,HPol) koji ¢e odrediti kategoriju topoloskoga kona¢noga gruboga oblika. Unutarnjim
pristupom ¢emo definirati kategoriju unutarnjega konacnoga gruboga oblika ¢iji objekti ¢e biti

svi zatvoreni podskupovi Hilbertove kocke Q.

Definicija 2.1.1 Nekasu X = (X;,py1,A) 1Y = (Yy,qu, M) inverzni sustavi u kategoriji C
ineka je f: M — A funkcija. Za uredeni par ( f, fl’f) koji se sastoji od funkcije f i, za svaki
U € M, niza morfizama f[{’ : Xf(u) — Yy, m € N, u C kaZemo da je konacni x-morfizam izmedu

inverznih sustava X 1Y, u oznaci ®-morfizam, ako vrijedi:
(1) zasvaki par u,u’ € M, u < p’, postoje A € A, A > f(u),f(u'),imyy €N takvi da, za
svaki m > My pts vrijedi
Fa'Praon = Qup FyP )i

(2) zasvakiu € M je

card ({f[{’ ‘mée N}) < Xp.

Funkciju f : M — A nazivamo indeksnom funkcijom. Ubuduée ¢emo ®-morfizam ( f, fl’f)

izmedu inverznih sustava X i Y oznacavati ( f, f[l”) : X — Y. Prethodnu jednakost prikazuje
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komutativni dijagram

X),

Pfu)a \”fiu’)l
Xi(w) Xi(w)
f#J( J{fu

Yu < q”“, Y’J/

PridruZivanje (i, 1') — A u smislu definicije 2.1.1. odreduje funkciju
oM, — A, a(p,u')=21

koju nazivamo pomakom ®-morfizma ( 1 fﬁ) : X — Y, a pridruZivanje (i, u’) — My u smislu

definicije 2.1.1. odreduje funkciju

B:M, —N,p ([.L,[.L/) = myu
koju nazivamo komutativnom razinom ®-morfizma ( f, flT) X—>Y.

Definicija 2.1.2 Ako za ®-morfizam (f,f) : X — Y, za svaki u € M, vrijedi f} = f,.. za

svaki m € N, onda za ( f, fﬁ’) kazemo da je induciran morfizmom (f, f) : X — Y.

U slu¢aju rudimentarnoga sustava (X) i inverznoga sustava Y, ®-morfizam izmedu (X)iY

u potpunosti je odreden familijom morfizama ( fi:X—=Yy:peMme N) pa ga oznaujemo
(fm):(x) =Y.

Napomena 2.1.3 Za niz (f, fﬁ) , (f, fﬁ) e (f,f[j) ,... morfizama izmedu inverznih sus-
tava, opcenito, ( f, f,’f) ne tvori ®-morfizam (osim ako je niz pomaka ¢ ®-morfizama ( f, fl’j)
omeden 0dozgo u A, za svaki usporedivi par u, i’ € M,). Sli¢no, ako je ( fs fl’f) ®-morfizam,
onda za fiksni mg € N, opcCenito, ( f, f;f 0) nije morfizam izmedu inverznih sustava (osim ako je

komutativna razina  omedena funkcija Cija je gornja meda my).

Definicija 2.1.4 Ako je indeksna funkcija ®-morfizma ( £ flT) : X — Y uzlazna i, za svaki par
(u,u’) € My, vrijedi o (u,u’) = f(u'), onda za ®-morfizam (f,f;?) kazemo da je jednosta-
van.

Dodatno, ako inverzni sustavi X i Y imaju isti indeksni skup A, a indeksna funkcija jednostav-

nog ®-morfizma je identiteta 1, onda takav ®-morfizam nazivamo razinskim.

Sljedeca propozicija nam omogucuje definiranje kompozicije ®-morfizama koja ¢e imati

svojstva kategorijskoga komponiranja.
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Propozicija 2.1.5 Neka su X = (X3, pi2,A), Y = (Yu,quu M) i Z = (Zy,ryy,N) inverzni
sustavi u kategoriji C i neka su (f, f[f) :X—=Yi(g,f"):Y — Z ®-morfizmi. Tada je uredeni
par (i 1), gdje je

h=fgi h"’,’:g"ﬁ’fgv), zasveme N veEN,

®-morfizam izmedu inverznih sustava X 1 Z.

Dokaz. Zasvakiv € N je
card ({g’(} O fotvy im € N}) < card ({g} : m € N})-card ({fg”(‘v) tme N}) < Xop.
Uz to, tvrdnja slijedi iz dijagrama, usmjerenosti skupa A i definicije inverznog sustava. |

Definicija 2.1.6 Kompozicijom ®-morfizama ( 1, f[f) :X—=Yi(gfA): Y — Z nazivamo

®-morfizam

(gagr\tl)o (faf;in) = (fog,g'€0f;zv)) X —=7Z.

Propozicija 2.1.7 Komponiranje ®-morfizama izmedu inverznih sustava asocijativna je ope-

racija. Nadalje, za svaki inverzni sustav X = (X;,paa/,A) ®-morfizam
(1a,1%,) : X=X, 1§, =1x,, zasve A€A,meN,
djeluje neutralno u kompoziciji s lijeve i s desne strane.

Dokaz. Asocijativnost komponiranja ®-morfizama slijedi iz asocijativnosti funkcijskog kom-

poniranja jer, za svaki v € N i za svaki m € N, vrijedi:
(fogloh=fo(goh) i (Iyogiy) o S =Ho (8hv) o fiiw) -
Nadalje, ocito je
(Ffm) o (1a1%,) = (F.fi), zasvaki (f.f5) : X =Y,

(1,\, 1%) o (g,g’}f) o= (g,g’}f) , za svaki (g,g’}f) 7 —X.

Oznakom inv®-C oznacujemo kategoriju kojoj klasu objekata Ob (inv® -C) tvore svi inverzni
sustavi u kategoriji C, kojoj skup morfizama inv®-C (X,Y), izmedu bilo koja dva objekta X 1Y,
tvore svi ®-morfizmi izmedu inverznih sustava X i Y te u kojoj je kategorijsko komponiranje

morfizama dano definicijom 2.1.6. Sada ¢emo uvesti razredbenu relaciju medu ®-morfizmima.
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Definicija 2.1.8 Neka su X = (X3, paa,A) i Y = (Yyu,quu,M) inverzni sustavi u kategoriji
C. Re¢i ¢emo da je ®-morfizam (f,f[l”) : X — Y ekvivalentan ®-morfizmu (f’,f;l’") X—=Y,
woznaci (f, fir) ~ (f',f"). ako za svaki u € M postoje A € A, & > f (), f' (1), imy €M

takvi da, za svaki m > my,, vrijedi

T Prwa = Fu"Prn

Prethodnu jednakost prikazuje komutativni dijagram

X,

Pf(u)r w‘ml
Xi(u) Xpr(u)
i £
Yy

Propozicija 2.1.9 Relacija ~ ekvivalencije ®-morfizama izmedu inverznih sustava kongruen-

cija je na kategoriji inv®-C.
Dokaz. Zbog refleksivnosti i simetri¢nosti relacije jednakosti vrijedi ( f, f[f) ~ ( f, fﬁl) i
() ~ (£ ) poviaci (£.47) ~ (£53)-
Tranzitivnost slijedi iz gornjega dijagrama i usmjerenosti skupa A za A” > A, 1/, gdje je
A>f(u),f (u) i A" > (u), f" (w).
|

Propozicija 2.1.10 Neka je (X) rudimentarni inverzni sustav i Y = (quuu”M) inverzni

sustav u kategoriji C. Tada, za svaki par ®-morfizama ( f[f) , ( f;lm) 1 (X) = Y, vrijedi
(f;f) ~ (f;lm) ako i samo ako je f,' = f;{", za skoro sve m € N.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz Cinjenice da postoji jedna jedina funkcija iz M u jednotockovni in-

deksni skup rudimentarnoga sustava (X). |

Kvocijentnu kategoriju inv®-C|. oznalavat ¢emo pro®-C, a njezine morfizme [( 1 f;ﬁ)}

(klase ekvivalencije ®-morfizama medu inverznim sustavima) oznacavat ¢emo ¥,
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Propozicija 2.1.11 PridruZivanje koje inverzne sustave u kategoriji C drzi fiksnima, a svakom
morfizmu f= [(f,f”)] : X — Y u pro-C pridruzuje morfizam f* = [(f,fl’f)} : X —Yupro®-C
predstavljen ®-morfizmom koji je induciran morfizmom ( 1 fﬂ) dobro je definirano i odreduje
vjeran funktor J? : pro-C — pro®-C koji, opéenito, nije pun.

Analogno, pridruZivanje koje inverzne sustave u kategoriji C drzi fiksnima, a svakom morfizmu
£ = [(f,/2)] : X = Y u pro®-C pridruzuje morfizam £* = [(f, i) ]| : X = Y u pro*-C koji
je predstavljen *-morfizmom (odnosno, ®-morfizmom) ( f, f[{’) dobro je definirano i odreduje

vjeran funktor J. : pro®-C — pro*-C koji, opéenito, nije pun.

Dokaz. Lako se provjeri da su Jg@ i J¢ zaista funktori. DokaZimo da je J<C>B vjeran funktor, to
jest, da je za svaki par inverznih sustava X, Y u C funkcija J§ y : pro-C (X,Y) — pro®-C (X,Y)
injekcija. Neka su f,f' : X — Y takvi da je

Jo ) =t"=J2 ()
i neka su (£, fu), (f.f}) : X = Y morfizmi u inv-C takvi da je

= [(f.fu)] i 0 =[(F.10)]-

Po pretpostavci je

()] = 1(7hm)]

gdje su (f,fl’f) : (f’,fl;m) : X — Y @-morfizmi u inv®-C inducirani morfizmima (f, fy) i (f’,f;l)
redom. To znaci da za svaki € M postoje L € A, L > f(u), f' (1), imy, € N takvi da za svaki

m > my, vrijedi

Ha'Pranr = fa" P2
= fu ifr=fl
Prethodne relacije znale da za svaki 4 € M postoji A € A, A > f(u), f (1), takav da je
fuPsqon = Tupsun

paje (f,fu) ~ (f’,fll), to jest, f =f. Dakle, J¢ je vjeran funktor. Vjernost funktora Ji. se
dokazuje analogno. Primjerima ¢emo pokazati da funktori J? i J¢-, op€enito, nisu puni. Neka

suX,Y €0b(C)ig,g : X — Y morfizmi takvi da je g # g’. Morfizam

(f"): (X) = (¥)
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=g A1 =g zasvakikeN,

u inv®-C, izmedu rudimentarnih sustava (X) i (Y), nije induciran ni sa jednim morfizmom iz
inv-C pa
[(f™)] ¢ Iy (pro—C((X),(Y))),

odnosno, Jg), opcenito, nije pun. Slicno dokazujemo da J-, opéenito, nije pun. Neka su X,Y €

Ob(C) i (gn) niz morfizama g, : X — Y, m € N, takav da je g, 7 g, ¢im je m # m’. Morfizam
(") (X) = (¥)

" =gm, zasvakim e N,

u inv*-C, izmedu rudimentarnih sustava (X) i (Y), nije induciran ni sa jednim morfizmom iz
inv®-C pa

[(f™)] ¢ Tx y (pro® —C((X),(Y))),

odnosno, J E, opcenito, nije pun. |

Za morfizam f® = JCC@ (f), odnosno, f* = J¢ (f*), kaZzemo da je induciran morfizmom f,
odnosno f*. Po propoziciji 2.1.11. kategoriju pro-C smijemo smatrati pravom potkategorijom

kategorije pro®-C, dok je pro®-C prava potkategorija kategorije pro*-C.

Teorem 2.1.12 (Moritina lema za pro®-C) Neka su X = (X;,p,A) 1 Y = (Yo, qa0,A)
inverzni sustavi u kategoriji C s istim indeksnim skupom A i neka je f* : X — Y morfizam
u pro®-C koji dopusta razinskoga predstavnika (1 As fi") Tada je f* izomorfizam ako i samo
ako za predstavnika (1, f}') vrijedi da za svaki A € A postoje A’ € A, A’ > A, my e N i, za

svaki m > my, morfizam hy' : Y3, — X; u C tako da vrijedi:
(i) card ({h}:m>m, }) < Ko

(i) fProhy =qua i Wyofyy=paa, tojest, dijagram

p
X, " x,
hm
7 ’ n

komutirau C.
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Dokaz. Pretpostavimo da je ¥ = [ (14, f}")] izomorfizam u pro®-C i neka je B : Ay — N ko-
mutativna razina za predstavnika (1 As fi") Tada postoji ®-morfizam (g, gT) 1Y — X takav da
je

(1asf3) o (g.87) ~ (14,13

(g:87) © (1 7) ~ (121,
Neka su ¢ i 17, odnosno, 6’ i ’ pomak i komutativna razina, redom, za prethodne dvije ekvi-

valencije, redom. Za svaki A € A neka je A’ = max{c (1),0’ (1)} i neka je
my, =max{n(A),n"(A),B (g(1),1)}.
Za svaki A € A i za svaki m > m; stavimo
2 =83 0 dzan
Primjetimo da za svaki A € A vrijedi
card ({h} : m>my }) = card ({g’f O qgay i m > mk}) < card ({g} :m>my }) < Xo.

Buduéi da je [(g,g}')] inverz od [(1,,/3")] i daje (1,,f}") razinski @-morfizam, to za svaki

A € Aizasvaki m > my vrijedi
flohy =l o8y oqeupn =qun i

h’fof gAOQg )Uof)u gTong;L)OPg(;L)A’:Pu/
pa je nuZznost dokazana.

Obratno, pretpostavimo da razinski predstavnik (1 25 f/’l") morfizma ¥ udovoljuje uvjetu te-

orema i neka je f8 : A, — N njegova komutativna razina. Neka su
p:A—=ANpR)=1"1i

0:A—N o(d)=my

funkcije u smislu uvjeta teorema. Konstruirajmo ®-morfizam (g,g7') : Y — X takav da [ (g,£7)] :
Y — X bude inverz od f*. Za indeksnu funkciju g : A — A uzmimo funkciju ¢. Nadalje, za

svaki A € Aiza svaki m € N definirajmo morfizam g7’ : Ye(2) — X), pravilom

M m<o@)
83 = .
R, om> o))
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Primjetimo da, za svaki A € A, vrijedi
card ({g} :meN}) =card ({h} :m> 0 (A)}) = card ({I} :m>my }) < Ro.
Dokazimo da je (g,g}') ®-morfizam. Neka su 41,4, € A takvi da je A; < A, i neka je

Ao = max {g(41),&(%2)} -

Stavimo A = g (Ag) i

My n = max{w(?Ll) ) G)(;Lz),a)(ﬁo) B (g ()Ll) 720) B (g (lZ) JLO)}

Direktnim uvrStavanjem se lako provjeri da je

8%, ©dg(a)A = Pia, © &), ©dg(iy)as Zasvakim=my )

paje (g,gﬁl) .Y — X zaista ®-morfizam. Nadalje, za svaki A € A vrijedi

f/’{logT :f/{nol’l’f =qr) ZCIAg(),)a za svaki m > mp,
to jest,
fin OgTOQg(l)g(l) = 1;’/1/1 oqlg(l)v za svaki m > mp,
Sto znaci da je
(llaf)’in) ° (gng) ~ (llv %L) :

Sli¢no, za svaki A € A vrijedi

85 0 fo(n) = M3 0 fe(n) = Pag(r) = Pan, zasvakim >my,

to jest,
4 ofg(’m ° Pe(M)g(r) = 1X, ©Pag(r), zasvakim >my,
Sto znaci da je
(8.85) 0 (Lo f7) ~ (12:1%,)

Dakle, [(g,87)] : Y — X je inverz od f* u pro®-C pa je f* izomorfizam. [ ]
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2.2. KATEGORIJA KONACNOGA GRUBOGA OBLIKA

Neka je C kategorija i D C C njezina gusta i puna potkategorija. Na klasi morfizama u pro®-D
izmedu inverznih sustava u D koji su ekspanzije objekata iz C definiramo razredbenu relaciju
na sljedeci nacin:

Definicija 2.2.1 Neka je C kategorijai D C C gusta i puna potkategorija. Nekasup: (X) — X
ip':(X)— X' D-ekspanzije istoga objekta X € Ob(C)te q: (Y) =»Yiq : (Y) =Y D-
ekspanzije istoga objekta Y € Ob (C). Reéi éemo da su morfizmi £ : X - Yif®: X' — Y u
pro®-D ekvivalentni, u oznaci f2 ~ f®, ako vrijedi

JE(j)of® =F90J2 (i),

to jest, ako dijagram
Jp(i)

X X’
f(*‘,J( Jf/@)
J@ O
Y p() \'d

komutira u pro®-D, pri emu sui: X — X' 1j:Y — Y’ kanonski izomorfizmi medu razli¢itim

ekspanzijama objekata X i Y redom.

Propozicija 2.2.2 Relacija ~ pro®-D ekvivalencije kongruencija je na klasi svih morfizama u

pro®-D izmedu inverznih sustava u D koji su ekspanzije objekata iz C.

Dokaz.
Refleksivnost: Neka je £ : X — Y proizvoljni morfizam medu D-ekspanzijama objekata X i Y.
Tada je

£ 0J5 (1x) =I5 (1y) of®,

gdjesulx : X — Xily : Y — Y identi¢ki morfizmi na X i Y redom. Stoga je f® ~ f®.

Simetricnost: Neka suf® : X — Y if® : X' — Y’ morfizmi takvi da je f* ~ £®. To znati da je
£ 0J5 (i) =35 (5) of”.

gdjesui:X — X'1j:Y — Y kanonski izomorfizmi medu razli¢itim ekspanzijama objekata
X 1Y redom. Bududi da funktori Cuvaju inverze izomorfizama i kompoziciju, djelovanjem s

odgovarajuéim inverzima slijeva, odnosno, zdesna, dobivamo
DL 7® -1\ _ 1® (31 '®
fOoJD<1 )_JD<-] )of ,
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to jest, f® ~ £%.
Tranzitivnost: Neka suf® : X — Y, £®: X' - Y/ if ® : X" — Y” morfizmi takvi da je f* ~ f'®
if® ~f'® Toznadi daje

£90J5 () =I5 (j) of® i
f//® OJ% (i/) = Jg (J/) of/®7

gdiesui: X=X, i": X' -X"ij:Y—=Y.j:Y — Y kanonski izomorfizmi medu razli¢itim

ekspanzijama objekata X i ¥ redom. Tada vrijedi
905 (i oi) = J5 (i) of “odp (i) = I (i 0j) of,
odnosno,
f//@ OJ% (ill) — J%) (j//) o *)’

gdjesui” =i'oi: X = X"1j"=jo0j:Y — Y kanonski izomorfizmi medu razli¢itim ekspan-

zijama objekata X i Y redom. Dakle, f® ~ f'®. [ |
Klasu ekvivalencije morfizma f* oznacujemo (f*).

Teorem 2.2.3 Neka je C kategorija i D C C njezina gusta i puna potkategorija. Neka su p :
(X) - X1ip': (X)— X' D-ekspanzije objekta X € Ob(C) teq: (Y) - Yiq : (Y) =Y D-
ekspanzije objekta Y € Ob(C). Za svaki morfizam f* : X — Y u pro®-D postoji jedinstveni
morfizam £® : X' — Y’ takav da je f* ~ '®.

Posebno, ako su g®,g® : X — Y takvi daje g® ~ g®, ondaje g® = g ®.

Dokaz. Nekasui:X — X'ij:Y — Y kanonski izomorfizmi medu razli¢itim ekspanzijama

objekata X i Y redom. Za proizvoljni morfizam f* : X — Y, stavljajuéi
{9 =35 (j) ot oy (i!)
dobivamo morfizam f® : X’ — Y’ za koji vrijedi
£ 005 (i) =I5 () of,

to jest, f* ~ £'®, &ime je dokazana egzistencija.

Ako bi f'® : X’ — Y’ bio morfizam takav da je
£ 35 (i) =I5 (§) of”,
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vrijedilo bi
{9 =35 () ot (i) =£°
pa je dokazana i jedinstvenost. |

Sada moZemo definirati kategoriju (apstraktnoga) konacnoga gruboga oblika. Neka je D

gusta i puna potkategorija kategorije C. Na temelju relacije ekvivalencije ~ u pro®-D paru

®

C, D) pridruzujemo novu kategoriju koju oznacujemo Sh 1 za koju vrijedi:
p g £0rju Koj ] (C.,D) d y

®
— 0b (S h (c,D)

) =0b(C)
— za bilo koji par objekata X,Y € Sh%D) skup morfizama Sh%D) (X,Y) tvore sve klase
ekvivalencije (f®) po relaciji ~ morfizama f* : X — Y u pro®-D, gdije sup: X — X i

q:Y — Y bilo koje D-ekspanzije objekata X i Y redom.

Kategoriju Sh®

(C.D) nazivamo kategorijom (apstraktnoga) konacnoga gruboga oblika za par

(C,D), a njezine morfizme (f*) : X — Y nazivamo morfizmima konacnoga gruboga oblika i

oznalujemo F® : X — Y.

Napomena 2.2.4 Morfizam kona¢noga gruboga oblika F® : X — Y dan je dijagramom

i vrijedi da je skup Sh%D) (X,Y) bijektivno korespodentan sa skupom pro®-D (X,Y), za bilo
koje D-ekspanzije X i Y objekata X i Y redom.

Nekasu F® =(f) : X - Y i G® = (g) : Y — Z morfizmi kona¢noga gruboga oblika. Kom-
poziciju morfizama konacnoga gruboga oblika F® i G® definiramo s pomocu predstavnika
f: X - Yig¥:Y— Z, tojest, stavljajuci

G¥oF® = <g®of®> X = Z.
Identitetom konacnoga gruboga oblika 15 : X — X na objektu X nazivamo klasu (1x®) iden-

tickoga morfizma 1x® : X — X.

Definirajmo funktore J(%D) :Shic.p) — Sh(®c7 D) iJ(*C’D) : Sh%D) — Sh>(kc,D) stavljajuci
Ji¢.py(X) =Jicp)(X) =X, zasvaki objekt X € C,
J(%D) (F)=F®=(Jp(f)), zasvaki morfizam oblika F = (f),

J(*q D) (F®) =F*=(J5 (f¥)), za svaki morfizam konacnoga gruboga oblika F® = (f*).
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Propozicija 2.2.5 Funktori J(%D) : Shic.py — Sh?C,D) i Jiep) Shféc,D) — Sh¥

(c,p) Vierni su

funktori koji, opéenito, nisu puni.
Dokaz. Vjernost funktora J (@é D) iJ(*C D) slijedi iz vjernosti funktora J%) i J;, redom. DokaZimo
da J(%D), opéenito, nije pun. Neka su P,Q € Ob (D) i g,g' : P — Q morfizmi takvi da je g # ¢
Morfizam
()] (P) = (Q)
=g =g, zasvakik €N,
u pro®-D, izmedu ekspanzija 1p : (P) — (P) i 1p : (Q) — (Q), nije induciran ni sa jednim
morfizmom iz pro-D pa
(™) ¢ Iy (Shicp) (P.Q)).
Sli¢no dokazujemo da J(*QD), opcenito, nije pun. Neka su P,Q € Ob(D) i (g,) niz morfizama

gm:P— Q,meN, takav da je g, # g, ¢im je m # m’. Morfizam

[(F)] = (P) = (Q)
™ =gm, zasvakime N,

u pro*-D, izmedu ekspanzija 1p : (P) — (P) i 19 : (@) — (Q), nije induciran ni sa jednim

morfizmom iz pro®-D pa
(™)) & Jic.o) (Shiz ) (P.O)) -
|

Po propoziciji 2.2.5., kategoriju Sh(c p) smijemo smatrati pravom potkategorijom kategorije

konac¢noga (apstraktnoga) gruboga oblika Sh(@)c, D)’ dok je kategorija konacnoga (apstraktnoga)

gruboga oblika Sh% p) prava potkategorijom kategorije (apstraktnoga) gruboga oblika Shz*a D)"
Kompoziciju funktora oblika Sc p) i funktora J(% D) ozna¢imo SE% py 0 jest, neka je
® _®
S0y = c.p)°Scp):

Definicija 2.2.6 Funktor %,  :C — Sh®

(C.D) (C.D) nazivamo funktorom konacnoga gruboga oblika.

Napomena 2.2.7 Primjetimo da funktor konacnoga gruboga oblika drZi objekte fiksnima, a
svakom morfizmu f : X — Y u C pridruZuje morfizam kona¢noga gruboga oblika F® : X — Y
predstavljen morfizmom ¥ : X — Y u pro®-D koji je induciran morfizmom f: X — Y u pro-D,

pri cemu je Sic p) (f) = (f),ap: (X) = Xiq: (Y) — Y su D-ekspanzije objekata X i ¥ redom.
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Definicija 2.2.8 Reci ¢emo da su objekti X 1Y iz C istoga konacnoga gruboga oblika, u oznaci

Sh® (X) = Sh® (Y), ako su izomorfni u kategoriji Sh%D)-

Ocito je F® = (f*) : X — Y izomorfizam u Sh%

(D) ako i samo ako je f* : X — Y izomorfizam

u pro®-D. Drugim rije¢ima, objekti X i Y istoga su kona¢noga gruboga oblika ako i samo ako

su X 1Y izomorfni u pro®-D. Uz to, buduéi da funktori ¢uvaju izomorfizme, vrijedi:
(1) akoje X =Y Cili Sh(X) = Sh(Y), onda je Sh® (X) = Sh® (Y)
(2) ako je Sh® (X) = Sh® (Y), onda je Sh* (X) = Sh* (Y).

Teorem 2.2.9 Neka su P i Q objekti guste i pune potkategorije D kategorije C. Tada su sljedece

tvrdnje ekvivalentne:
(i) PiQ suizomorfni u kategoriji D.

(ii) P1i Q suistoga oblika.

(iif) P i Q su istoga kona¢noga gruboga oblika.

(iv) P1iQ suistoga gruboga oblika.
Dokaz. Bududi da funktori ¢uvaju izomorfizme, to vrijedi

(i) = (ii) = (iii) = (iv).
Preostaje dokazati da (iv) = (i). Neka je Sh* (P) = Sh* (Q). To znaci da postoji izomorfizam
F'={):P>0

u Sh?C, D)’

(f™) : (P) — (Q). Po Moritinoj lemi za pro*-D je f™: P — Q izomorfizam, za skoro sve

to jest, izomorfizam f* : (P) — (Q) u pro*-D koji je reprezentiran *-morfizmom

m € N, pasuPiQ izomorfniu D. |

Po korolaru 1.6.7. ima smisla promatrati kategorije Sh® i Sh®

(HTop,HANR) (HTopHPol) KOJ€ SU

medusobno izomorfne. S obzirom na to da su klase objekata ovih kategorija jednake, u nastavku

rada ¢emo ih poistovjecivati.

Definicija 2.2.10 Kategorije Sh?, i Sh®

v e @ . . _
(HTopHANR) (HTop,HPol) ©Z0ACUjEMo Sh® 1 nazivamo kate

gorijom (topoloskoga) konacnoga gruboga oblika.
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2.3. ®-FUNDAMENTALNI NIZOVI

Definicija 2.3.1 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi Hilbertove kocke Q. Za funkciju & :
N? — C(Q,Q) kazemo da je konacni *-fundamentalni niz iz X u Y, u oznaci @-fundamentalni

niz, ako vrijedi

(1) za svaku okolinu V od Y u Q postoje okolina U od X u Qi ng € N takvi da za svaki n > ng

postoji m, € N takav da je

®(n,m) |y ~®(n+1,m)|y uV, zasvakim >m,

(2) zasvakin € N je
card ({® (n,m) : m € N}) < Xo.

Napomena 2.3.2 Ako je ® ®-fundamentalni niz iz X u Y, funkciju ® (n,m) : Q — Q ubuduce
¢emo oznaCavati P : Q — Qipisati® = (V') : X — Y.

Ako za ®-fundamentalni niz ® = (®)}) : X — Y, za svaki n € N, vrijedi ®}} = P, za svaki
m € N, onda za ® kaZemo da je induciran fundamentalnim nizom (®,) : X — Y. Karakterizaciju

@®-fundamentalnih nizova daje sljedeéa propozicija.
Propozicija 2.3.3 Funkcija ® : N> — C(Q, Q) takva da za svaki n € N vrijedi
card ({®) : m € N}) < X

je @-fundamentalni niz iz X u Y ako i samo ako za svaku okolinu V od Y u Q postoje okolina U

od X u Qing € N takvi da za sve n,n’ > ng postoji m,,; € N takav da je
|y ~ Py uV, zasvakim > my,.

Dokaz. Nekaje ®: N? — C(Q,Q) ®-fundamentalni niz iz X u Y. To znaci da za svaku okolinu
V od Y u Q postoje okolina U od X u Qi ng € N takvi da za svaki n > ng postoji m, € N takav
daje
D'y ~ P |y uV, zasvakim > m,.
Neka su n,n’ € N takvi da je n,n’ > ng. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je
n <n'. Stavimo m,,, = max{my,,m,,1,...,my_1}. Tada, zbog tranzitivnosti homotopije i

definicije ®-fundamentalnog niza, vrijedi
Oy =P |y 2D | =Py uV, zasvakim > my,.
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Obratno, pretpostavimo da za svaku okolinu V od Y u Q postoje okolinaU od X u Qinyg € N

takvi da za sve n,n’ > ng postoji m,,, € N takav da je

|y ~ Py uV, zasvakim > my,.
Za svaki n > ng stavimo m,, = my,;, 1. Tada je

Oy ~ P |y uV, zasvakim >my,,
to jest, ® : N> — C(Q, Q) je ®-fundamentalni niziz X uY. |

Nekasu® = (®): X - Y i¥Y = (V") :Y — Z ®-fundamentalni nizovi. Stavimo
O =¥ od) zasven,m e N.

Na ovaj je nadin definirana funkcija ® : N> — C(Q, Q).

Propozicija 2.3.4 Funkcija ® : N> — C(Q, Q) je ®-fundamentalni niz iz X u Z.

Dokaz. Neka je W proizvoljna okolina od Z u Q. Bududi da je (V') : Y — Z ®-fundamentalni

niz, to postoje okolina V od Y u Q i nj, € N takvi da za svaki n > n{, postoji m), € N takav da je
Wy ~ W Iy uW, zasvakim > m),.

Nadalje, budu¢i da je (@) : X — Y @-fundamentalni niz, za okolinu V od Y u Q postoje

okolina U od X u Q i ng € N takvi da za svaki n > n( postoji mj, takav da je
|y =~ PN |u uV, zasvakim > m,,.

Stavimo ng = max {n{,,ng } i, za svaki n > n, stavimo m,, = max {mj,,m), }. Neka je n > ny

proizvoljan. Tada vrijedi
Oy ~ P |l uV, zasvakim >m, i
Wiy ~ W v uW, zasvakim >m,,
pa je, zbog dobre uskladenosti homotopije s kompozicijom,
W) o®@ |y W o @) |y uW, zasvakim > my,,

to jest,

Oy ly ~ 0y |u uW, zasvakim > m,.
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Uz to, za svaki n € N vrijedi
card({¥) o @ : m e N}) < card({¥)) : m € N})-card({®) : m € N}) < Xy
paje ® : N> — C(Q,Q) ®-fundamentalni niz iz X u Z. [ |

Definicija 2.3.5 Nekasu ® = (@) : X - Y i ¥ = (V) : Y — Z ®-fundamentalni nizovi.
Kompozicijom ®-fundamentalnih nizova ® i ¥ nazivamo @-fundamentalni niz ® = (@)') : X —

Z odreden preslikavanjima
O =¥"od" zasven,meN.
PiSemo: ® =WYoo .

Propozicija 2.3.6 Komponiranje ®-fundamentalnih nizova je asocijativno, to jest, ako su ® :

X—=Y,¥Y:Y —Zi0®:Z— W @-fundamentalni nizovi, onda je
Oo(Pod)=(@o¥)od.

Dokaz. Stavimo

(X))

(@) o () o ()

(=)

(@) 0 (W) o (Py)

Tvrdimo da je

!

(=)= (z).
Neka su n,m € N bilo koji. Tada, zbog asocijativnosti komponiranja funkcija, vrijedi
Iy = O] o (¥ o ®]) = (O o ¥ oy = X7,
Sto je i trebalo dokazati. |

Primjetimo da, za proizvoljni zatvoreni podskup X od Q, ulogu identickog ®-fundamentalnog

niza na X ima ®-fundametalni niz 1x = (1) : X — X za kojega je
I =19:0— Q, zasven,mecN.

Zaista,

(@) o (1)) = (D)), zasvaki (P)): X =7,

79



Kategorije konacnoga gruboga oblika ®-fundamentalni nizovi

(I o (W) = (¥)), zasvaki (¥)'): Z — X.

Time je dokazano da zatvoreni podskupovi od Q kao objekti i ®@-fundamentalni nizovi kao
morfizmi medu njima tvore kategoriju koju ¢emo oznacavati Cf?. Uvedimo na skupu svih ®-

fundamentalnih nizova iz X u Y definiramo razredbenu relaciju na sljedeci nacin:

Definicija 2.3.7 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Za ®-fundamentalni niz ® =
(@) : X — Y kaZemo da je ekvivalentan ®-fundamentalnom nizu ¢’ = ((ID;’") :X =Y ako za
svaku okolinu V od ¥ u Q postoje okolina U od X u Qi ng € N takvi da za svaki n > ng postoji
m, € N takav da je

m| . m IS
DMy ~ D" |y uV, zasvakim > m,,.
U tom slucaju, piSemo: ® ~ @'

Propozicija 2.3.8 Relacija ~ je ekvivalencija na skupu svih ®-fundamentalnih nizova iz X u

Y.

Dokaz.

Refleksivnost: Neka je @ = (P)') @-fundamentalni niz iz X u Y i neka je V proizvoljna okolina
od Y u Q. Tada postoje okolina U od X u Qi ng € N takvi da za svaki n > ng postoji m,, € N
takav da je

Py ~ D) |y uV, zasvakim > my,,

to jest,  ~ P.
Simetri¢nost: Neka su @ = ('), P’ = (fbln’") ®-fundamentalni nizovi iz X u Y takvi da je
® ~ @' i neka je V proizvoljna okolina od Y u Q. Tada postoje okolina U od X u Qi ng € N

takvi da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je
m 'm .
Py ~ D" |y uV, zasvakim > m,,.
Zbog simetri¢nosti relacije homotopije vrijedi
(I)/ m .~ n Ki m >
oy ~ @y uV, zasvaki m > my,

paje ® ~ @,
Tranzitivnost: Neka su @ = (®}1), @' = (@) i @ = (@,") «-fundamentalni nizovi iz X u ¥
takvi da je

PP id ~ P
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Neka je V proizvoljna okolina od ¥ u Q. Tada postoje okolina U’ od X u Qi nj, € N takvi da za
svaki n > nj, postoji m;, € N takav da je
|y 2 D"|yr uV, za svakim > m;
Nadalje, postoje okolina U” od X u Q i njj € N takvi da za svaki n > n( postoji mj, € N takav
daje
|y~ D."|yr uV, zasvakim > m!.

Stavimo U = U'NU", ng = max {n{,,nj } i, za svaki n > ng, m, = max {m;,,m,, }. Tada, za svaki
n > ng, vrijedi

/ " .
PNy ~ @y =P,y uV, zasvaki m > my,
Sto znadi da je © ~ @”. [ |

Klasu ekvivalencije ®-fundamentalnog niza ® = (®') : X — Y s obzirom na relaciju ekviva-
lencije ~ oznacavat cemo [®], odnosno, [(P}})]. Skup svih klasa ekvivalencije ®-fundamentalnih
nizova iz X u 'Y oznacavat éemo Sh;? (X,Y).

Promotrimo sada svojstva kvocijentne kategorije c CI? |~. Kompoziciju klasa ekvivalencije ®-

fundamentalnih nizova definirajmo na prirodan nacin, stavljajuéi
¥]o [®] := [¥o ]
kad god kompozicija ¥ o @ postoji.

Propozicija 2.3.9 Komponiranje klasa ekvivalencije ®@-fundamentalnih nizova je dobro defi-

nirano.
Dokaz. Nekasu ®@,®' : X —-YiW, ¥ :Y — Z ®-fundamentalni nizovi takvi da je
PP iV~
Neka je
O=¥od i O =9od"

Tvrdimo da je

0~0.

Neka je W proizvoljna okolina od Z u Q. Tada postoje okolina V od Y u Q i n, € N takvi da za

svaki n > nj, postoji m;, € N takav da je
/ .
Wrly ~ Wy uW, zasvakim > n,.
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Nadalje, postoje okolina U od X u Qi nj € N takvi da za svaki n > n postoji m], € N takav da
je

|y ~ D"y uV, zasvakim > m.
Stavimo ny = max {n{),nf)’} i, za svaki n > ng, stavimo m, = max {m/,,m,}. Neka je n > ng

proizvoljan. Tada vrijedi

Py ~ D ki m >
"o ~®" |y uV, zasvakim > m,

Yy ~ ‘P;{”|V u W, za svaki m > my,,
pa je, zbog dobre usladenosti homotopije s kompozicijom,
P od |y ~ ‘P;m odb;’”|U uW, zasvaki m > my,,
to jest,
Oy ~ @;m\U uW, zasvakim > m,.
Dakle, ® ~ @' pa je komponiranje klasa dobro definirano. |

Korolar 2.3.10 Komponiranje klasa @-fundamentalnih nizova je asocijativno, to jest, ako su

P: XY, WY —Zi0:Z— W e-fundamentalni nizovi, onda je

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz asocijativnosti kompozicije ®-fundamentalnih nizova:
[©] o ([¥]o[@]) = [B]c[¥od] =[O0 (Yod)] =

= [(©c¥)od] = [@oW]o[¥] = ([0]0[¥])o[P]

Primjetimo jos da je
[®]o[1x] = [®], zasvakuklasu [®]: X — 7Y,
[1x]o[¥] = [¥], zasvakuKklasu [¥]:Z — X.

Time je dokazano da zatvoreni podskupovi od Q kao objekti i klase ekvivalencije ®-fundamentalnih
nizova kao morfizmi medu njima tvore kategoriju koju ¢emo oznacavati Sh?.

Promotrimo pridruZivanje J/ : Sh = Sh? koje objekte drzi fiksnima, a klasi ekvivalencije fun-
damentalnoga niza ® : X — Y pridruzuje klasu ekvivalencije ®-fundamentalnoga niza inducira-

noga s P.
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Propozicija 2.3.11 PridruZivanje J/ : Shy — Sh;’? vjeran je funktor koji nije pun.

Dokaz. Lako je provijeriti da je J/ zaista funktor. DokaZimo da je J  vjeran, to jest, da je za
svaki par zatvorenih podskupova X,Y od Q funkcija J)J;Y :Shy(X,Y) — Sh? (X,Y) injekcija.
Neka su [®], [®'] € Sh¢ (X,Y) klase fundamentalnih nizova (®,), (®),) : X — Y takve da je

Hoy (@) =[¥] = [¥] =H, ([@]),

gdje su ¥,¥' : X — Y @-fundamentalni nizovi inducirani fundamentalnim nizovima ® i @’

redom. To znaci da je ¥ ~ ¥’ i da vrijedi

Y =3®,, zasven,me Ni

/
¥ =@ zasven,meN.

Iz definicije relacije ~ na C;? (X,Y) slijedi da za svaku okolinu V od Y u Q postoje okolina U

od X u Qi ng € N takvi da za svaki n > ng postoji m,, € N takav da za svaki m > m, vrijedi
/
ch‘U = \PT‘U :lynm’U = q);llU uV.

Dakle, ® ~ @/, to jest, [®] = [@’] pa je injektivnost dokazana.
Primjerom ¢emo pokazati da funktor J/ nije pun. Neka su X i ¥ zatvoreni podskupovi od Q te
2,8 : O — O neprekidne funkcije takve da g|x nije homotopna g’|x u Q. Tada ®-fundamentalni
niz
P=(P)): XY
Ok =g & = o/ zasvakik €N,

nije induciran ni sa jednim fundamentalnim nizom iz X u 'Y pa

[®] & Iy (Shy (X.Y),
odnosno, funktor J/ nije pun. |

Po propoziciji 2.3.11. kategoriju Shy smijemo smatrati pravom potkategorijom kategorije

®
Shy.
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2.4. ®-APROKSIMATIVNI NIZOVI

Uvedimo sada pojam ®-aproksimativnog niza ¢ije ¢e se komponentne funkcije pokazati jako bit-
nom vezom izmedu prekidnih funkcija koje tvore @-pribliZavajuce nizove i neprekidnih funkcija

koje tvore ®-fundamentalne nizove.

Definicija 2.4.1 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Za funkciju o : N> — C (X, Q)

kaZzemo da je konacni x-aproksimativni niz iz X u Y, u oznaci ®-aproksimativni niz, ako vrijedi

(1) za svaku okolinu V od Y u Q postoji ny € N takav da za svaki n > ng postoji m,, € N takav
da je

o (n,m) ~o(n+1,m) u V, za svaki m > my,

(2) zasvakin € Nje

card ({a (n,m) : m € N}) < Xj.

Napomena 2.4.2 Ako je a ®-aproksimativni niz, funkciju o (n,m) : X — Q ubuduée ¢emo

oznacavati o' : X — Qipisatio = (o)) : X — Y.

Ako za ®-aproksimativni niz @ = (o)) : X — Y, za svaki n € N, vrijedi o' = o, za svaki
m € N, onda za o kazemo da je induciran aproksimativnim nizom () : X — Y. Karakterizaciju

®-aproksimativnih nizova daje sljedeca propozicija.
Propozicija 2.4.3 Funkcija « : N> — C(Q, Q) takva da, za svaki n € N, vrijedi
card({a,' : m € N}) < Xy

je ®-aproksimativni niz iz X u Y ako i samo ako za svaku okolinu V od Y u Q postoji ng € N

takav da za sve n,n’ > ng postoji m,,, € N takav da je
o, ~ay uV, zasvakim > m,;.

Dokaz. Nekaje a: N> — C(Q, Q) ®-aproksimativni niz iz X u Y. To zna¢i da za svaku okolinu

V odY u Q postoji ng € N takav da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je

o, ~ o, ; uV, zasvakim > m,.
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Neka su n,n’ € N takvi da je n,n’ > ng. Bez smanjenja oplenitosti, pretpostavimo da je
n <n'. Stavimo m,,, = max{my,,m, 1,...,my_1}. Tada, zbog tranzitivnosti homotopije i

definicije ®-aproksimativnog niza, vrijedi
o' ~ oy~ 0y~ oy uV, zasvakim > my,,.

Obratno, pretpostavimo da za svaku okolinu V od Y u Q postoji ng € N takav da za sve n,n’ > ng

postoji m,,; € N takav da je
o, ~ oy uV, zasvakim > m,;.
Za svaki n > ng stavimo m,, = my,;, 1. Tada je
o, ~a,' ; uV, zasvakim > m,,
to jest, & : N> — C(Q, Q) je ®-aproksimativni niziz X u Y. [ |

Na skupu svih ®@-aproksimativnih nizova iz X u Y definiramo razredbenu relaciju na sljedeci

nacin:

Definicija 2.4.4 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Za ®-aproksimativni niz @ =
(a") : X — Y kazemo da je ekvivalentan ®-aproksimativnom nizu = (B") : X — Y ako za

svaku okolinu V od Y u Q postoji ng € N takav da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je
o' ~ B u V, za svaki m > my,.
U tom slucaju, piSemo: o ~ 3.

Propozicija 2.4.5 Relacija ~ je ekvivalencija na skupu svih ®-aproksimativnih nizova iz X u

Y.

Dokaz.
Refleksivnost: Neka je o = (o)') : X — Y ®-aproksimativni niz i V proizvoljna okolina od Y u

Q. Tada postoji ng € N takav da za svaki n > ng postoji m,,, € N takav da je
o, ~ o' u 'V, zasvaki m > myy,

to jest, o ~ Q.

Simetricnost: Nekasu a = (a') : X — Y i = (B) : X — Y ®-aproksimatvni nizovi takvi da
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je a ~ B ineka je V proizvoljna okolina od Y u Q. Tada postoji ng € N takav da za svaki n > ng

postoji m, € N takav da je

m ., Am ;
o, ~B," uV, zasvakim > m,.

Zbog simetri¢nosti relacije homotopije vrijedi
>~ o, u 'V, zasvakim > m,,

paje B~ a.
Tranzitivnost: Nekasua = (o) : X =Y, B=(B)): X =Y iy=(¥)): X — Y ®-aproksimativni
nizovi takvi da je

a~BiP~y.
Neka je V proizvoljna okolina od ¥ u Q. Tada postoji nj, € N takav da za svaki n > ny, postoji
m,, € N takav da je

m ., pm :
o, ~ B, u 'V, zasvaki m > m,.

Nadalje, postoji ngy € N takav da za svaki n > n postoji m;, € N takav da je
B~ y" u V, za svakim > m),.
Stavimo ng = max {nfy,n{ } i, za svaki n > ng, m, = max {mj,,m,, }. Tada za svaki n > ng vrijedi

o' ~ B~y u 'V, zasvakim > my,

Sto znaci da je @ ~ 7. |

Klasu ekvivalencije ®-aproksimativnog niza @ = (') : X — Y oznacavat ¢emo [a], od-

nosno, [(a")]. Skup svih klasa ekvivalencije ®-aproksimativnih nizova iz X u Y oznaCavat

¢emo Sh? (X,Y).
Ako u ®-aproksimativnhom nizu o0 = (@;)') : X — Y izaberemo proizvoljni podniz niza indeksa

n od a, dobit ¢emo novi ®-aproksimativni niz.

Propozicija 2.4.6 Nekaje oo = (a)) : X — Y ®-aproksimativni niz i (n) bilo koji podniz niza

prirodnih brojeva. Tada je o' = (') : X — Y ®-aproksimativni niz.

Dokaz. Neka je V proizvoljna okolina od Y u Q. Tada postoji ng € N takav da za svaki par

n,n’ > ng postoji m,,y € N takav da je
o' ~ oy u 'V, zasvakim > my,.
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Niz (ny) je neomeden odozgo pa postoji ko € N takav da je ng, > ng te je ny > ng, > no, za svaki

k > ko. Neka je k > kg proizvoljan. Tada je
Njy] > N > Nk, > N
pa po propoziciji 2.4.3. postoji mj = my,,,,, € N takav da je

m ~, M : /
Oy, > Oy u V, zasvakim = my,

Sto znadi da je o ®-aproksimativni niz. |

Definicija 2.4.7 Neka je @ = (o)) : X — Y ®-aproksimativni niz i (n;) bilo koji podniz niza

prirodnih brojeva. Za ®-aproksimativni niz o' = (') : X — Y kaZemo da je podniz od o.

Ocekivana svojstva podnizova ®-aproksimativnih nizova iskazujemo sljede¢im dvjema tvrd-

njama.

Propozicija 2.4.8 Neka je o = () : X — Y ®-aproksimativni nizi &’ = (o) : X — Y bilo
koji njegov podniz. Tada je ot ~ o'

Dokaz. Neka je V proizvoljna okolina od Y u Q. Tada postoji ng € N takav da za svaki n > ng
postoji my,, € N takav da je

m ., nm :
Oy, 2 0wV, za svakim > mpgp.

Odaberimo proizvoljni kK > ng. Primjetimo da je tada ny > k > ng pa postoje my, My, € N

takvi da je
Oy = 0" 0V, za svakim > myp
i
Oy = Oy 0V, zasvaki m > myp,.
Stoga je
o ~ ot ~ oy u V, zasvaki m > max {my, Mg, }
to jest, o ~ o’. [ |

Korolar 2.4.9 Neka je o = (o) : X — Y ®-aproksimativni niz i neka su o' = (o) : X =Y

ia’ = (Otﬁ}) : X — Y bilo koja dva njegova podniza. Tada je o’ ~ o
k

Dokaz. Po prehodnoj propoziciji je @ ~ o' i @ ~ o” pa zbog tranzitivnosti ekvivalencije ®-

aproksimativnih nizova vrijedi o’ ~ a”. [ |
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Da bismo zatvorene podskupove od Q i klase ekvivalencije ®-aproksimativnih nizova orga-
nizirali u kategoriju, moramo definirati kompoziciju klasa ®-aproksimativnih nizova. Neka su

o= (a)):X—=>YiB = (B)):Y — Z @-aproksimativni nizovi. Budu¢i da je
o' X—QipfBl:Y—Q, zasve nym €N,

bilo kakva direktna kompozicija komponenti od & i B nije dobro definirana. Stoga ¢emo, u

kompoziciji [B] o [e], koristiti ®-fundamentalne nizove koji su prosirenja od f3.

Propozicija 2.4.10 Neka je ® = (@) : X — Y @-fundamentalni niz. Tada je ®|x := (P'|x)

®-aproksimativni niziz X uY.

Dokaz. Neka je V proizvoljna okolina od ¥ u Q. Tada postoje okolina U od X u Qinyg € N

takvi da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je
Oy ~ P |lu u V, zasvakim > m,.

Stoga je

m m 1
Dl |x ~ D' [x u 'V, zasvakim > m,.

Uz to, za svaki n € N vrijedi
card ({@)|x : m € N}) < card (P} : m € N) < X
paje ®|x = (P|x) : X — Y ®-aproksimativni niz. [ |

Definicija 2.4.11 Neka je & = (®)") : X — Y @-fundamentalni niz. Tada ®-aproksimativni niz

®|x = (P|x) : X — Y nazivamo aproksimativnom restrikcijom od ®.

Svakom @-aproksimativnom nizu moZemo pridruZiti, do na ekvivalenciju jedinstveni, ®-

fundamentalni niz. O tome nam govore sljedeéi teorem i propozicija.

Teorem 2.4.12 Neka je o : X — Y ®-aproksimativni niz. Tada postoji ®-fundamentalni niz

d: X — Y takav je D|x ~ a.

Dokaz. Neka je (V) silazni niz otvorenih okolina od Y u Q takav da je NV, = V. Tada, za svaki

k € N, postoji ng (k) € N takav da za svaki n > ng (k) postoji m, (k) € N takav da je

o, ~ oy, ; u Vi, zasvakim >my, (k).
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Primjetimo da indekse ng (k) moZemo birati strogo rastuée, to jest, tako da je ng (k) < ng (k+ 1),
za svaki k € N.

Stavimo ny := ng (k), za svaki k € N. Time smo dobili strogo rastuci niz indeksa (ny), koji
odreduje podniz o = (a,ﬁ’l’() : X — Y ®-aproksimativnog niza ¢. Po propoziciji 2.4.8. vrijedi

a ~ o. Primjetimo da za svaki k € N postoji m,, € N takav da je

m ~, M .
Oy, >~ 0y u Vi, zasvakim > my,.

Sada ¢emo induktivno konstruirati silazni niz (Wy) zatvorenih okolina od X u Q i ®-fundamentalni

niz ® = (P}') : X — Y takav da je
i lx = oy, zasve k,m €N,
ida je, za svaki k € Nisvaki p > k,

D' |w, =~ P|w, u Vi, za skoro sve m.

Konstrukciju éemo provesti po svim k € N, sukcesivno prosirujuéi, za dovoljno velike m, funk-
cije oy, sa X na okoline Wy, Wy_1,..., W2, W; od X redom, a potom do funkcija &' : Q — Q.

Za k = 1 postoji m,, € N takav da za svaki m > m,, vrijedi
o, ~a, u V.

ny —

Neka je, za svaki m € N, funkcija @' : Q — Q proizvoljno neprekidno proSirenje funkcije
ay : X — O (koje postoji jer je O AR). Pritom, ako je m, m' >my, i o, = ,’ﬁ/, prosirenja biramo
tako da bude @' = <I>’1"I (iste komponentne funkcije o} uvijek prosirujemo istim proSirenjem).

Primjetimo da, za svaki m > m,,,, vrijedi
) :X—=ViCQ
pa zbog neprekidnosti postoji okolina U{" od X u Q takva da je
PV (U") CVy, zasvaki m > m,,.

Pritom, ako je m,m’ > my, 1 P = CIDT/, okoline biramo tako da bude U[" = U {”, (istim kompo-

nentnim funkcijama uvijek pridruZujemo istu okolinu). Buduc¢i da je

card {U[" : m > my, }) < Ny,
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toje [ U" okolina od X. Neka je

m=mp,

wc Mo

mZm,,l

zatvorena okolina od X (koja postoji zbog normalnosti prostora Q). Tada je

D7 (W) CVy, zasvaki m > my,.

Pretpostavimo da smo konstruirati zatvorene okoline W,_{ CW;, », C---CW, CW;odXuQ

i preslikavanja @7, ..., &' |,me N, takvadazasvei=1,...,k—1 vrijedi
&/'|x =, zasvem €N,
idazasvei,p e Ntakvedajel <i<p <k—1 vrijedi
D} |w; = P|w; uV;, zaskoro sve m.

Provedimo sada korak indukcije. Postoji indeks m,,, € N takav da za svaki m > m,, vrijedi

m ., nm
Otnk ~ O‘nw uV;.
Buduci da za svaki m > my,_, vrijedi
m o~ M
ank,l - (Xnk u Vk—l

i o,  ima neprekidno proSirenje @}’ |Wk—l s Wi—1 — Vi1, za svaki m > my,_, po korolaru

Ng—1

1.2.18. za okolinu Vj_ postoji neprekidno proSirenje k”CID}? : Wi—1 — Vi—1 funkceije oy, takvo

daje

k—1gm n ;
DY ~ DY |w,_, u Vi, zasvakim >my,_,.

: : 1y om Gronia hi k—1gm _k—1 gm' (;
Pritom, ako je m # m' i oy = o, , proSirenja biramo tako da bude * &' =" &' (iste

komponentne funkcije ,; uvijek prosirujemo istim proirenjem).

Bududi da je Wy_; C Wj._,, po konstrukeiji vrijedi
(I)Zl*2|wkfl = @’];”71 |Wk71 u Vk—Z) za SVaki m Z mnk727
pa zbog V1 C V;_, vrijedi

k—1 :
QY ~ D' ,lw, | uVi_o, zasvakim >max{my,_ ,,my,_ ,}.
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Stoga, po korolaru 1.2.18. za okolinu Vj;_, postoji proSirenje k_2<l>km : Wi—o — Vj_; funkcije

kil@f takvo da je
k—2 -
O ~ D ,|w, , uVi_o, zasvakim >max{m,_,,m,_,}.

Pritom, ako je m # m’ i %~ Y =1 <I>zll, prosirenja biramo tako da bude kfzd)’,f =k=2 @2”/ (iste
komponentne funkcije "_ICIDZ1 uvijek proSirujemo istim proSirenjem).
Nastavljajuci na ovaj nacin, pazeci na konacnost ukupnog broja prosirenja u svakom koraku,
nakon ukupno k — 1 koraka dobit ¢emo preslikavanja 1@? : Wi — Vi, za skoro sve m € N, takva
daje
"oy~ @Yy, u Vi, zasvakim>my =max{my_,....,my,}.

onacno, neka je za svaki m > m, funkcija 10— roizvoljno neprekidno proSirenje
Konac ka j k>,£kaCI>km p 1j prekidno p j
preslikavanja 1@;{" : Wi — Vi, pri Cemu za sve m # m' za koje je ICID? =1 CID’,:’/ prosirenja biramo
tako da bude &} = CIDZ‘, (iste komponentne funkcije 1<I>km uvijek proSirujemo istim prosirenjem).
Za preostali pocetni komad skupa N, to jest, za sve m < m,i, neka je @} : Q — Q proizvoljno

neprekidno prosirenje preslikavanja oy, : X — Q. Buduci da je
a,’,'z :X — Vi, zasvakim > my, i

|x =, zasvemeN,

to za sve m > my, postoji okolina U} od X u Q takva da je
DY (U S W

Pritom, ako je m # m' i P} = @f/, okoline biramo tako da bude U}"" = U, ,T/ (istim komponentnim

funkcijama &} uvijek pridruZujemo istu okolinu). Buduci da je
card ({U" : m > my, }) < No,

toje (1 U} okolina od X. Neka je

m>mnk

W, C M U];nﬂWk_l

- m>ny,

zatvorena okolina od X (koja postoji zbog normalnosti prostora Q). Tada je

DY (Wi) C Vi, zasvaki m > my,.
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Primjetimo da smo ovom konstrukcijom postigli da, za sve i,p € Ntakve daje 1 <i< p <k,
vrijedi

D} |w; = D}|w; u Vi, zaskorosvem € N.
Tvrdimo da je ovako definirani @ = (@Z) @-fundamentalni niz iz X u Y. Zaista, neka je V
proizvoljna okolina od Y u Q. Tada postoji k € N takav da je V;, C V. Po konstrukciji postoji

okolina Wy, od X u Q takva da za svaki n > k postoji m,, (k) € N takav da je
D) |y, = D)y |w, u Vi CV, zasvakim >m,, (k).

Uz to, za svaki k € N je
card ({®}' : m € N}) < Xy,

Sto znaci da je @ : X — Y @®-fundamentalni niz. Budu¢i da je

i lx = o,

n Zasven,meN,

to je o' = (Oc,’fz) = ®|x (®-aproksimativni niz o’ je aproksimativna restikcija od ®) pa zbog

o' ~ a vrijedi ®|x ~ a. Time je dokaz gotov. [ |

Propozicija 2.4.13 Nekasu ®, @' : X — Y @-fundamentalni nizovi. Tada je ® ~ @’ ako i samo

ako je @|x ~ ®'|x.

Dokaz. Pretpostavimo da je @ ~ ®’. Neka je V proizvoljna okolina od Y u Q. Tada postoje

okolina U od X u Qi ng € N takvi da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je
D"y ~ D"y u V, zasvakim >m,

pa je, pogotovo,

/ .
P x ~ P, |x u 'V, zasvakim > my.

Dakle, @[y ~ P/|x.
Obratno, pretpostavimo da je ®|x ~ @'|x. Neka je V proizvoljna otvorena okolina od ¥ u Q.
Tada postoje okolina U’ od X u Q i nj, € N takvi da za sve n,n’ > ny, postoji m/, , € N takav da
je

|y = Dy u V, zasvakim > m),,.
Nadalje, postoje okolina U” od X u Q i ng € N takav da za sve n,n’ > njj postoji m/ , € N takav
daje

|y = B |y w V ki m > m,
o =@ |yr w V, zasvakim > m,,.
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Konacno, postoji n’ € N takav da za svaki n > njj’ postoji m), € N takav da je

P |x ~D"[x u V. Kim > m!
wlx =@, |x u 'V, zasvakim > m,,.

Neka je ng = max {ngy,ng,ng' } i, za svaki n > no, stavimo m, = max {m, ,,m, ,,mj, }.

Sada, po teoremu 1.2.19., za svaki m > m,,, postoji okolina U™ od X u Q takva da je
cDZUUm ~ @,,ZﬂUm u V

Pritom, ako je m,m’ > Mp, 1 (dD”’ <I>/m) = (@m/ CIJ/'”/) , okoline biramo tako da bude U™ = U m'

ng? = ng no’ = no

(istim parovima (7 &) uvijek pridruzujemo istu okolinu). Budui da je

card ({(CIDZ’OJID/,Z)’) tm > mno}) < card({@’,?o m > mp,}) - card ({d);"g tm > mno}) < R,
tojei
card({U™ :m > my,}) < Ny

pajeU"” := N U™ okolina od X u Q takva da je

mzm,,0
Dyl ~ CI>:1"01|U u V, zasvakim > my,.
Konacno, za U = U'NU"NU" i za svaki n > ng vrijedi
Dy |y =~ Py U =~ CID;”O’|U ~ <I>:1’"|U u V, zasvaki m > max {mp,,my},

Sto znaci da je © ~ @’ i tvrdnja je dokazana. |

Sljedece propozicije nam omogucuju (prirodno) definiranje kompozicije klase ®-aproksimativnih

nizova s klasom ®-fundamentalnih nizova.

Propozicija 2.4.14 Kompozit (pri komponiranju "po koordinatama") ®@-aproksimativnog niza

o= (o)) : X — Y i ®-fundamentalnog niza & = (®) : Y — Z je ®-aproksimativni niz
oo = (Do) : X — Z.

Dokaz. Neka je W proizvoljna okolina od Z u Q. Tada postoje okolina V od Y u Qi nj € N

takvi da za svaki n > nj, postoji m;, € N takav da je

'y ~ P |y u W, zasvakim > m,,.
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Nadalje, za okolinu V od Y u Q postoji njy € N takav da za svaki n > n§ postoji m], € N takav
daje
m

o) ~ o' u 'V, zasvakim > m),.

Stavimo ng = max {n{,n{ } i, za svaki n > ng, m, = max {mj,,m), }.

Sada, za svaki n > ng, buduéi da je relacija homotopije kongruencija, vrijedi
Dloay, ~d! ooy’ u W, zasvakim > my,.
Uz to, za svaki n € N vrijedi
card({®@ o) : m € N}) < card ({®)} : m € N})-card({a)' : m € N}) < N,
Sto znadi da je (P o o)') : X — Z @-aproksimativni niz. |

Propozicija 2.4.15 Nekasu o, o’ : X — Y ®-aproksimativni nizovi takvi daje o ~ o’ i @, ' :

Y — Z ®-fundamentalni nizovi takvi da je ® ~ ®'. Tada je oo ~ P60/’

Dokaz. Neka je W proizvoljna okolina od Z u Q. Tada postoje okolina V od Y u Qinj € N

takvi da za svaki n > nj, postoji m;, € N takav da je
! .
|y ~d"|y u W, zasvakim > m,,.

Nadalje, za okolinu V od Y u Q postoji nj € N takav da za svaki n > n§ postoji m), € N takav
daje
4 .
a ~a u 'V, zasvakim > m/.

Stavimo ng = max {nf,ng } i, za svaki n > ng, m, = max {mj,,m, }.

Za svaki n > ng, bududi da je homotopija kongruencija, vrijedi
Do ~ D" oo™ u W, zasvakim > m,,
Sto znadi da je Péo ~ D0, [ |
Sada mozemo definirati kompoziciju klase ekvivalencije [¢t] : X — Y ®-aproksimativnih
nizova i klase ekvivalencije [®@] : ¥ — Z @-fundamentalnih nizova pravilom
[®]8[a] := [Poa].

Konacno, neka su [a] i [B] klase ®-aproksimativnih nizova & : X — Y i B : Y — Z. Tada postoji

jedinstvena klasa [¥] : Y — Z ®-fundamentalnih nizova takva da je [¥|y| = [B]. Definirajmo
[B]olo] = [¥ly]o[a] := [Woar]
Po propozicijama 2.4.14. 1 2.4.15. kompozicija je dobro definirana.
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Propozicija 2.4.16 Nekasu a:X — Y i B :Y — Z ®-aproksimativni nizovi te ®: X — Y,
VY:Y —+Zi0:X — Z e-fundamentalni nizovi takvi da je
[@lx] =[a], [¥ly] = [B] i [B]x] =[B]o[a] =[¥oa].
Tada je [@] = [V o D).
Dokaz. Po propoziciji 2.4.13. je
O~Yod < Oly ~ (Vo) |x
pa je dovoljno dokazati da je
Olx ~ (Pod)|x.

Primjetimo da po pretpostavci vrijedi
CI)|X ~o i ®|X ~Yéq.

Neka je W proizvoljna okolina od Z u Q. Tada postoji nj, € N takav da za svaki n > nj, postoji
m,, € N takav da je

Ol|x ~¥loa) uW, zasvakim> m,,.
Nadalje, budu¢i da je ® : Y — Z ®-fundamentalni niz, za okolinu W postoje okolina V od Y u

Q1ing € N takvi da za svaki n > ng postoji m;, € N takav da je

n
W2y :V — W, zasvakim > m,.

" "

Konacno, za okolinu V postoji n’ € N takav da za svaki n > nj)’ postoji m,’ € N takav da je

"

D'y ~ap uV, zasvakim >m, .

Stavimo ng = max {ng,ng,ny' } i, za svaki n > ng, stavimo m, = max {mj,,m),,m)'}. Sada, za

svaki n > ny, vrijedi

Yrodlx ~Wrlooy,' uW, zasvakim > my,
pa za svaki n > ng vrijedi

Ollx ~ (¥ o®))|x uW, zasvakim > m,.

Dakle,
Olx ~ (Pod)|x.
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Propozicija 2.4.17 Komponiranje klasa ®@-aproksimativnih nizova je asocijativno, to jest, ako

sua:X —=Y,B:Y—Ziy:Z— W ®-aproksimativni nizovi, onda je
(Mo ([Blefa]) = (Mo [B]) o la].
Dokaz. NekasuW:Y —+Z,0:Z—WiX:Y — Z e-fundamentalni nizovi takvi da je
[Wly] =[B], ®lz] = [V i [Zly] =[yoB]=[O0p].

Tada vrijedi:

a po propoziciji 2.4.16. je

pa je tvrdnja dokazana.

Za @-aproksimativni niz 1y = (17") : X — X, gdje je 1)/ = 1x : X — X, vrijedi
[a]o[lx] =[], zasvaki a: X —7Y,
[Ix]o[B] =[B], zasvaki B:Z — X.

Time je dokazano da zatvoreni podskupovi od O kao objekti i klase ekvivalencije ®@-aproksimativnih
nizova kao morfizmi medu njima tvore kategoriju koju ¢emo oznacavati ShY.

Promotrimo pridruZivanje J : Sh, — Sh¥ koje objekte drzi fiksnima, a klasi ekvivalencije
aproksimativnoga niza ¢ : X — Y pridruzuje klasu ekvivalencije ®-aproksimativnoga niza in-

duciranoga s o.
Propozicija 2.4.18 PridruZzivanje J¢ : Sh, — ShY vjeran je funktor koji nije pun.

Dokaz. Lako je provjeriti da je J* zaista funktor. DokaZimo da je J, vjeran, to jest, da je za

svaki par zatvorenih podskupova X,Y od Q funkcija Jg y : She (X,Y) — Sh® (X,Y) injekcija.

Neka su [@],[@] € Sh, (X,Y) klase aproksimativnih nizova (o), (@) : X — Y takve da je
Jiy (la]) =[B] = [B] =I5y ([&]),
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gdje su B,B’ : X — Y ®-aproksimativni nizovi inducirani aproksimativnim nizovima o i o/

redom. To znaci da je B ~ B’ i da vrijedi

B =, zasven,me Ni

"m N
B, =oy,, zasven,meN.

1z definicije relacije ~ medu ®-aproksimativnim nizovima slijedi da za svaku okolinu V od Y u

Q postoji ny € N takav da za svaki n > ng postoji m, € N takav da za svaki m > m,, vrijedi

!
__nm m __ ./
o, =p, ~p, =0, uV.

Dakle, o ~ @/, to jest, [&] = [&'] pa je injektivnost dokazana.
Primjerom ¢emo pokazati da funktor J¢ nije pun. Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q te

g,¢ : X — Q neprekidne funkcije takve da g nije homotopna g’ u Q. Tada ®-aproksimativni niz

oa=(0)): X =Y
ok =g, o =g zasvakikeN,
nije induciran ni sa jednim aproksimativnim nizom iz X u Y pa
] & Jx y (Sha (X,Y)),

odnosno, funktor J nije pun. |

Po propoziciji 2.4.18. kategoriju Sh, smijemo smatrati pravom potkategorijom kategorije

Sh .
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2.5. ®-PRIBLIZAVAJUCI NIZOVI

Preostaje nam jos definirati kategoriju klasa ®-priblizavajuéih nizova koja ¢e dati opis unutar-
njega konacnoga gruboga oblika. Pridjev "unutarnji" sugerira da se predstavnici morfizama
sastoje od funkcija koje imaju i domenu i kodomenu unutar promatranog prostora, a ne izlaze u

okoline prostora (terme ekspanzije).

Definicija 2.5.1 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Za funkciju a : N> — Y kaZemo

da je konacni x-pribliZavajuci niz iz X u Y, u oznaci ®-priblizavajuéi niz, ako vrijedi
(1) zasvaki € > 0 postoji ng € N takav da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je

a(n,m) éa(n—f—l,m), za svaki m > m,,

(2) zasvakin € Nje

card ({a(n,m) : m € N}) < X,.
Napomena 2.5.2 Ako je a ®-priblizavajuéi niz, funkciju a (n,m) : X — Y ubuduce ¢emo oz-

nacavatia)' : X — Yipisatia= (a)}) : X =Y.

Ako za ®-priblizavajuéi niz a = (a)}) : X — Y, za svaki n € N, vrijedi & = a,, za svaki
m € N, onda za a kazemo da je induciran priblizavajué¢im nizom (a,) : X — Y. Karakterizaciju

@-priblizavajuéih nizova daje sljedeca propozicija.
Propozicija 2.5.3 Funkcijaa: N2 — YX takva da, za svaki n € N, vrijedi
card ({a) : m € N}) < X

je @-priblizavaju¢i niz iz X u Y ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za sve

n,n’ > ng postoji m,,, € N takav da je

€
m 3, m :
w > a, zasvakim > my,.

a n

Dokaz. Neka je a : N> — YX @-priblizavajuéi niz iz X u Y. To zna¢i da za svaki & > 0 postoji

no € N takav da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je

€
m <, m .
a, ~d,,y, zasvakim > my,.

98



Kategorije konacnoga gruboga oblika @®-pribliZavajuci nizovi

Neka su n,n’ € N takvi da je n,n’ > ng. Bez smanjenja oplenitosti, pretpostavimo da je
n <n'. Stavimo m,,, = max{my,,m,1,...,my_1}. Tada, zbog tranzitivnosti &-homotopije i
definicije ®-priblizavajuceg niza, vrijedi

m €

€ £ .
way  ~eee~ay | ~dy, zasvakim > my,.

n

2o

a

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za sve n,n’ > ny postoji
m,,y € N takav da je

& .
a, ~ay, zasvakim > my,,.
Za svaki n > ng stavimo m,, = my,, 1. Tada je

t .
W ~ay,, zasvakim > my,

a, =

to jest, a : N2 — YX je ®-priblizavajuéi niziz X u Y. [ |

Na skupu svih @-pribliZavajucih nizova iz X u Y definiramo razredbenu relaciju na sljedeci
nadin:
Definicija 2.5.4 Neka su X iY zatvoreni podskupovi od Q. Za ®-priblizavajuci niz a = (a)) :
X — Y kazemo da je ekvivalentan ®-priblizavajuéem nizu b = (b') : X — Y ako za svaki € > 0

postoji ng € N takav da za svaki n > ng postoji m, € N takav da je
€ .
ay ~ b, za svaki m > m,,.
U tom slucaju, pisemo: a ~ b.

Propozicija 2.5.5 Relacija ~ je ekvivalencija na skupu svih ®-priblizavaju¢ih nizova iz X u

Y.

Dokaz.
Refleksivnost: Neka je a = (a)') : X — Y @-priblizavajudi niz i € > 0 proizvoljan. Tada postoji
no € N takav da za svaki n > ng postoji my;,, € N takav da je

€
m .
S za svaki m > my,,

a

m
a,,

to jest, a ~ a.
Simetricnost: Nekasua= (a'): X — Y ib= (b') : X — Y ®-priblizavajuci nizovi takvi da je
a ~ bineka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji ng € N takav da za svaki n > ng postoji m, € N
takav da je

ay ~ pm

no»

za svaki m > my,.

99



Kategorije konacnoga gruboga oblika @®-pribliZavajuci nizovi

Zbog simetricnosti relacije €-homotopije vrijedi
m € m s
by ~a,’, zasvakim > m,

pajeb~a.
Tranzitivnost: Nekasua= (a'): X - Y, b=(b"): X =Y ic= () : X — Y @-priblizavajudi
nizovi takvi da je

a~bib~c.
Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji nj, € N takav da za svaki n > n;, postoji m,, € N takav
daje
€ .

al' ~ b za svakim' > m,,.
Nadalje, postoji njj € N takav da za svaki n > n postoji m;, € N takav da je

p £ m Kim>nm'"

moe ot oza svakim > m;.
Stavimo ng = max {nf,n{ } i, za svaki n > ng, m, = max {mj,,m,, }. Tada za svaki n > ng vrijedi
ay ~bl'~c" zasvakim>m,,

Sto znadi daje a ~ c. |

Klasu ekvivalencije ®-priblizavajuceg niza a = (a}) : X — Y oznacavat ¢emo [a], odnosno,

[(a’™)]. Skup svih klasa ekvivalencije ®-priblizavajuéih nizova iz X uY oznacavat éemo InSh® (X,Y).
Cilj nam je definirati kategoriju objekti koje ¢e biti svi zatvoreni podskupovi od Q, a morfizmi
medu njima klase ekvivalencije ®-priblizavajuéih nizova. U tu svrhu, trebamo definirati kom-
poziciju ®-priblizavaju¢ih nizova, a potom i kompoziciju klasa ekvivalencije.
Nekasua=(a)): X - Y ib= (b)) :Y — Z ®-priblizavajuci nizovi. Primjetimo da kompo-
ziciju b o a ne mozemo definirati "po koordinatama". Naime, lako je provjeriti da zbog loSih
svojstava komponiranja €-neprekidnih funkcija (b oal'), opéenito, nije ®-priblizavajuci niz.
Stoga, kompoziciju @-priblizavajucih nizova a = (a;{”) :X —>Yib=(b"):Y — Z definiramo
na sljedeci nacin:

Neka je (&,) silazni niz pozitivnih realnih brojeva takav da
(1) jelimeg, =0

(2) zasvaking € N i za svaki n > ng vrijedi

Sno

m 2, um :
b, = by, zasvaki m > myp.

100



Kategorije konacnoga gruboga oblika @®-pribliZavajuci nizovi

Neka je (6,) silazni niz pozitivnih realnih brojeva takav da
(1) jelimé, =0;
(2) zasvakin € N, zasve m > m, isvey,y €Y takve dajed (y,y) < 6, vrijedi

d (b (y), by () < &

Pokazimo da takav niz (8,) zaista postoji. Neka je n € N bilo koji. Tada postoji m,, € N takav
daje
(a) b} %-neprekidna funkcija, a onda i uniformno &,-neprekidna na Y, za svaki m > m,

(2) card ({b)} : m > my}) < Xo.

Za svaku funkciju b, m > my, postoji 6," > 0 takav da je

d (by (), b (') < &,

&Gimsuy,y €Y takvidajed(y,y) < 8™. Birajuéi, za sve m,m’ > m,, 8" = 8" &im je b = b’
(istim komponentnim funkcijama b} pridruzujemo isti 6,"), postizemo da je
card ({8, : m > m,}) < Ry
pa postoji
6y, =min ({3, :m>m,}U{d;,...8,-1}) >0
s trazenim svojstvima. Neka je jo$ (k,) strogo rastuci niz indeksa takav da je, za svaki k > k,,
vrijedi

on

m 2 m . !
ay, = ay, zasvakim > mj ;.

Za sve n,m € N stavimo

m __ gm m
Cn =by oay.

Propozicija 2.5.6 Neka su X, Y i Z zatvoreni podskupoviod Q te a = (af') : X — Y ib=

(DY) 1Y — Z e-priblizavajuci nizovi. Tada je

@-priblizavajuéi niz iz X u Z.
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Dokaz. Neka je € > 0 bilo koji. Tada postoji no € N takav da je &,, < €. Neka je n > ng

proizvoljan. Tada postoji niz ‘C’"TO—homotopija H':Y x I — Z takav da je
(1) Hy'(-,0) = by i Hy' (-, 1) = by, za svaki m > myp;
(2) card ({H] : m > myyn}) < Xo.
Uvjet (2) je moguce postici jer je
card ({ (&), b)) = m > mygp }) < card ({bfo m > Mgy }) - card ({B)) 1 m > mygn}) < Ro.

np)-n

Za svaku funkciju H)', m > my,,, postoji 6" takav da je kompozit funkcije H," i bilo koje ;-
neprekidne funkcije g : X x I — Y x I g,,-neprekidna funkcija. Zbog (2) je moguce postici da
je

card ({8, : m > mpyn}) < Ny
pa postoji 6 = min{5)" : m > my,}. Neka je p > n takav da je 8, < 8. Tada je, po propozici-
jama 1.8.8.11.8.14,

Engy
m m Y m m . !
by, o ay, = by oay , zasvakim > max {mnonamk,,k,,}

€,-homotopijom H;" o (afp, id,) X x I — Z. Buduci daje k, > k, (zbog p > n), to je

Sn
m 2 m . /
ar, = ay,, zasvakim>m

%—homotopijom G) : X xI—Y. Stoga je, po propoziciji 1.8.14.,
m n f\rg m m : /
by oay =~ Dby oay, , zasvakim > max {mn,mknkp}

€,-homotopijom by’ o G} : X X I — Z. Nadalje, buduci da je

Ong
m 2, m : /
ay, = ay, , 72 svaki m > M
Op, .. . C e
5> -homotopijom G;;" : X xI—Y,toje, po propoziciji 1.8.14.,

&n

m n 0 m m : /
by, o ay, = by, o dy, » 7a svaki m > max {mnmmknokp}

€ny-homotopijom by o G/[;" : X x I — Z. Sada, zbog tranzitivnosti &,,-homotopije, za svaki

" _ / / / s .
m > m, , = max {mno,mnon,mkp,mknkp,mknokp} vrijedi

m_ _m Eng m m
by oay, = by, oaq,
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paiz g,, < € slijedi

1
non:

m

€ m
~Y 1
Cpy = Cp» Z2 svakim > m

Konacno, buduéi da za svaki n € N vrijedi

card ({b) oay :m e N}) < card ({b) : m € N})-card ({af : m € N}) < Ry,
to je ¢ = (b oa}! ) w-priblizavajuéi niz iz X u Z. (]
Napomena 2.5.7 Lako se pokaZe da klasa kompozita ®-priblizavajuéih nizova ne ovisi o iz-

boru predstavnika klasa [a] i [b]. Nadalje, neka su ¢,¢’ : X — Z kompozicije ®-priblizavajuéih

nizovaa:X — Y ib:Y — Z dobivene uz izbore nizova (&,),(8,) i (k) te (g)),(5,) i (k) redom.

" "

Definirajmo nizove (8;:),(5,1) i (kn) takve da je
€ = max {&,, &}, 8 = min {8,,6, }, k= max {ky,ky,}, zasvakineN,
i neka je ¢ : X — Z kompozicija od a i b dobivena uz izbor nizova (8;: ) , (6,;,) i (k:;) Tada je
¢ ~cic ~cpajec~c.
Kompoziciju klasa [a] = [(a}")] : X — Y i [b] = [(b}")] : ¥ — Z definiramo pravilom
[b]o[a] := [boa] = [(by oay,)]
Propozicija 2.5.8 Komponiranje klasa ®-pribliZavajuéih nizova je asocijativno, to jest, ako su

a:X—=Y,b:Y—Zic:Z— W @-pribliZavajuéi nizovi, onda je

[c]o([blola]) = ([c] o [p]) o [a].

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz asocijativnosti standardnog funkcijskog komponiranja i napomene

2.5.7. |
Za @-priblizavajuéiniz 1x = (17') : X — X, gdjeje 17" = 1x : X — X, zasve n,m € N, vrijedi
[a]o[1x] =[a], zasvaki a: X —7Y,
[Ix]o[b] =[b], zasvaki b:Z — X.

Time je dokazano da zatvoreni podskupovi od Q kao objekti i klase ekvivalencije ®-pribliZavajuéih
nizova kao morfizmi medu njima tvore kategoriju koju éemo oznacavati InSh® i nazivati kate-
gorijom unutarnjega konacnoga gruboga oblika.

Promotrimo pridruZivanje J? : InSh — InSh® koje objekte drzi fiksnima, a klasi ekvivalencije
priblizavajuéega niza a : X — Y pridruzuje klasu ekvivalencije ®-pribliZavajuega niza induci-

ranogas a.

103



Kategorije konacnoga gruboga oblika @®-pribliZavajuci nizovi

Propozicija 2.5.9 PridruZzivanje J? : InSh — InSh® vjeran je funktor koji nije pun.

Dokaz. Lako je provjeriti da je J? zaista funktor. DokaZimo da je J? vjeran, to jest, da je za
svaki par zatvorenih podskupova X,Y od Q funkcija J y : InSh(X,Y) — InSh® (X,Y) injekcija.
Neka su [a],[d] € InSh(X,Y) klase pribliZavajuéih nizova (a,), (a),) : X — Y takve da je

Tiy (la)) =[b] = [p] = T3 y ([d]),

gdje su b, b’ : X — Y ®-priblizavajuéi nizovi inducirani priblizavajuéim nizovima a i a’ redom.

To znadi da je b ~ b’ i da vrijedi
by =ay,, zasven,m € Ni

/
m __
bn _am

za sve n,m € N.
1z definicije relacije ~ medu ®-priblizavajué¢im nizovima slijedi da za svaki € > 0 postoji ng € N

takav da za svaki n > ng postoji m, € N takav da za svaki m > m, vrijedi
€ !
a,=bl'~b) =d,.

Dakle, a ~ d', to jest, [a] = [d'] pa je injektivnost dokazana.
Primjerom ¢emo pokazati da funktor J” nije pun. Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od
O te g,¢ : X — Y funkcije takve da postoji € > 0 takav da g nije e-homotopna g’. Tada ®-
pribliZavajudi niz

a=(a}): X —Y

aﬁk =g, aﬁk_l =g/, zasvakik €N,

nije induciran ni sa jednim pribliZavaju¢im nizom iz X u Y pa
la] ¢ J¢ y (InSh(X,Y)),
odnosno, funktor J? nije pun. |

Po propoziciji 2.5.9. kategoriju unutarnjega oblika /nSh smijemo smatrati pravom potkate-

gorijom kategorije unutarnjega kona¢noga gruboga oblika InSh®.

Definicija 2.5.10 Neka su X i Y zatvoreni podskupovi od Q. Reci éemo da su X i Y istoga
unutarnjega konacnoga gruboga oblika, u oznaci InSh® (X) = InSh® (Y), ako su izomorfni u

kategoriji InSh®.
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U nastavku rada dokazat cemo da se klasifikacije po konacnom grubom obliku i unutarnjem
konagnom grubom obliku zatvorenih podskupova od Q podudaraju. Stovise, dokazat éemo da
su kategorije InSh® 1 Sh®|p (puna potkategorija kategorije Sh* kojoj su objekti svi zatvoreni

podskupovi od Q) medusobno izomorfne.
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3. IZOMORFIZMI KATEGORIJA

KONACNOGA GRUBOGA OBLIKA

3.1. IZOMORFIZAM KATEGORUJA Sh¥|y I Shf?

Neka Sh®|p oznaCuje punu potkategoriju kategorije SA* kojoj su objekti svi zatvoreni pod-
skupovi od Q. Uspostavimo vezu medu kategorijama Shf® i Sh®|p, to jest, pridruzimo klasi
[®] : X — Y proizvoljnoga ®-fundamentalnoga niza ® = (®7) : X — Y odgovarajuéi morfizam

kona¢noga gruboga oblika F® : X — Y.

Teorem 3.1.1 Nekaje ® = (P}): X — Y @-fundamentalni nizinekasup:X — X= (X, pun+1),
q:Y =Y = (Y4, qirr1) inkluzijske HANR-ekspanzije podskupova X i Y od Q redom. Tada pos-
toje podniz @' = () : X =Y od ® i ®-morfizam (f, f{") : X = Y u inv®-HANR takvi da je,
za svaki k € N,

i =% |Xf(k) : X¢k) — Yk, zaskorosvem € N.

Dokaz. Indukcijom po k € N ¢emo konstruirati podniz (CID?fk) od (P, strogo rastucu funkciju

f N — Ni preslikavanja (f,T), k,m € N, takva da je, za svaki k € N,

i = |Xf(k) : X¢(k) = Y, zaskorosvem € N.
Neka je k = 1. Za okolinu Y] od Y u Q postoje okolina U; od X u Q i n € N takvi da za svaki
n > nj postoji m,111,1 € N takav da je

1

m m 3
@) |y, = Py |y, uYy, zasvakim>m,,.

Buduci da je (X,) baza okolina, to postoji n} € N takav da je X,; C U;. Stavimo f(1) =n}.
Ocito, za svaki n > np vrijedi

1

m ~ PN :
D [xy) = Ppy Ix; ) uYt, zasvakim>my,,.
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Definirajmo
. 1
f{n = (I)Tl |Xf(1) 'Xf(l) — 1, mzmnlnl
fiXra) =1, m<m,

gdje je f: Xr(1) — Y1 proizvoljno preslikavanje.

Pretpostavimo da smo za neki k € N definirali konac¢ni niz indeksa n; < --- < ng_1, vrijed-
nosti f(1) <--- < f(k—1) i preslikavanja f{",...,f" |, m € N, takva da je, za svaki i €
{1,...,k—1},

= (I)ZHXf(i) : Xp(i) — Vi, zaskorosvem e N,

i provedimo korak indukcije. Za okolinu ¥; od Y u Q, po definiciji ®-fundamentalnog niza,

k

postoje okolina Uy od X u Qi ny € N takvi da za svaki n > ny postoji m,, , € N takav da je

k

m ~ BN :
@) |y, = Py, lu, Y, zasvakim>my, .

Nadalje, postoji n) € N takav da je nj, > f(k—1) i X,y € Uy. Stavimo f (k) = nj. O¢ito, za

svaki n > ny vrijedi

: k
D [x ) = Py lx, U Yk zasvakim >my, .
Definirajmo
m . k
m Cbnk‘xf(k) . Xf(k) — Yk, m> mnknk
fk = 9
. k
f'Xf(k) — Y4, m<my.,,

gdje je f : Xy ) — Y proizvoljno preslikavanje. Ovim induktivnim postupkom smo, za svaki
k € N, definirali niz preslikavanja f,;" X k) — Yy, m € N, s traZenim svojstvima. Uz to, za svaki

k € N, vrijedi

k

m o am . . .
Ii' = P |x,, vk, zasvakin>ny izasvakim>m,,,.

Dokazimo da je (f, f{") € inv®-HANR (X,Y). Neka su k, k" € N, k < k', proizvoljni. Stavimo
A =max{f(k),f(K')} = f(K')inp=max{ng,np}. Neka je n > ng proizvoljan. Vrijedi

Qi © Ji © Prna = qiw © fy = Qi © Py, x5

a po konstrukciji je
m ~ R . K
D, lx, = P'lx, wYe, zasvakim=mj, .,
paje
k/

11 1 1
ik © Pry, 1%, 2= i 0 Py'lx, u Yy, zasvakim=my, .
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Nadalje,

gk © Py [x, ~ D) |x, uYx, zasvak1m>mn >

a po konstrukciji je
cbmlle : @), ‘X,x flin|X,1 i OPf(k)A, Za Svak1m>mnkn

Stavimo my = max {m } Tada je

nin’ n KW
Qe © Ji o Py = S0 Proa, zasvakim > my,
odnosno,
[qre) o [fi] 0 [Pf KA } [fe'] o [ A], za svaki m > myy

u kategoriji HANR.

Konacno, za svaki k € N, vrijedi
card ({[f{"] : m € N}) < card ({®@} : m € N}) < Xo.

Time smo dokazali da homotopske klase ([ f,ﬁ”D zajedno s indeksnom funkcijom f tvore ®-
morfizam (f, f") : X = Y uinv®-HANR.
|

1z teorije kona¢noga gruboga oblika znamo da ®-morfizam ( fs f,T) :X = Y uinv®-HANR
odreduje morfizam f* = [(f,f")] : X = Y u pro®-HANR kojemu je pridruZen jedinstveni
morfizam konanoga gruboga oblika F® : X — Y. Neka je o : C/.p® (X,Y) — im®-HANR (X,Y)
funkcija koja svakom @-fundamentalnom nizu @ : X — Y pridruzuje ®-morfizam o (®) :=

( 5 f,T) : X — Y uinv®-HANR u smislu teorema 3.1.1. Definirajmo pridruZivanje
Qyy : ShY (X,Y) — Sh¥|o (X, Y)

Qxy ([@]) = ((0(®@)]) = F*.

Time smo, za svaki par zatvorenih podskupova X,Y od Q, definirali pridruZivanje Qx y koje
klasi [(®)] : X — Y ®-fundamentalnog niza @ : X — Y pridruZuje morfizam kona¢noga gruboga
oblika F® : X — Y. DokaZimo da je pridruZivanje Qx y dobro definirano, to jest, da ne ovisi o

izboru predstavnika klase ®-fundamentalnih nizova.
Propozicija 3.1.2 Neka su ®,®’ : X — Y @-fundamentalni nizovi. Ako je @ ~ @', onda je

Qyxy ([@]) = Qxy ([®])-
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Dokaz. Neka je
Qx y ([@]) = Qxy ((@)) = F* = ([(f,.fiN]) i

ur ([@1) = ([(@)]) =72 = {[(#57)])

gdieje (f, /") = o(®) i (f/,flé”’) = @ (9'). Dovoljno je dokazati da su ®-morfizmi

FS) (FA") X = (X panst) = Y = (Ve Gricr1)

ekvivalentni u inv®-HANR. Neka je k € N proizvoljan. Zbog (D) ~ (CI)/”’”), za okolinu ¥} od

Y u Q postoje okolina U od X u Qin; € N takvi da za svaki n > n; postoji m,, takav da je
D)) |v =~ q’;ﬁ"lu uY;, zasvakim>m!.

Nadalje, postoji indeks n; € N takav da je

. . k .
Tt =Pulxp : Xpwy = Yo, zasvakim >my, , i

k

D' [x,) = D), u Yy, zasvakin>ny izasvakim>m,,.

b
Analogno, postoji indeks n; € N takav da je

!

'm 'm . k .
fi :d)n;( |Xf/(k) 1 Xpr() = Yi, zasvakim>m i

N

'k

'm ~ & m . /- .
D, |Xf’(k) _<I>n;€|xf,(k) u Yy, zasvakin>ny izasvakim>m,,.

Kona¢no, postoji indeks n, € N takav da je X, C U. Stavimo A = max{f (k),f’ (k),n2},

. ’ ’ . ce .
no = max {ny,ng,n} } i my = max {m,ll,m’,‘lk”k,mn’j(nk,mﬁkno,m,{j{no}. Za svaki m > my vrijedi

Tiopswn = Ii' Ix, = Py, lx, 1

fkmopf’(k)l = fkm|X;L = q)n’Z|X,1'

Sada dobivamo
m ~ m ~ ,,n ~ ,m 1
Dy [x; = Py x;, = Ppilx, =~ CI>n;( |x, uYy, zasvakim > my,

odnosno,
Te orrur = f" o P, zasvakim > m,

Sto znati da su @-morfizmi (f, f}") i ( 1, f,:m) ekvivalentni u inv®-HANR, to jest,

FO=(((f.m)={[(£.rm])=F*.
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Propozicija 3.1.3 Morfizam kona¢noga gruboga oblika F® = ([ (®)]) ne ovisi o izboru baza

okolina (X,) i (¥,) od X i Y u Q redom.

Dokaz. Nekaje ® = (@) : X — Y @-fundamentalni niz i neka su za poetak (X,,) i (X)) te (¥x)
i (Yk/) silazne baze otvorenih okolina od X i ¥ u Q redom takve da je X, C X,, i Y] C ¥, za sve

n,k € N. Neka su

(f fe) : X' = Xn, Punt1) = Y = (Yes Gr1) 1
(Fo1m) X = (X phr) = Y = (V)
®-morfizmi u inv®-HANR takvi da je
o (@) =(f.f") i o (@) = 1").
Dovoljno je dokazati da je
(A0 = ([(F.6M)])
to jest, da su morfizmi

£ = [(f, /M X = Yif = [(f . 6")] X =Y

ekvivalentni u pro®-HANR jer ¢e u tom slu¢aju inducirani morfizmi kona¢noga gruboga oblika
F® i F'® redom biti isti. Definirajmo morfizme (1y,i,) : X' — X i (1n,jx) : Y — Y takve da
su

in: X)Xy i ji: Y =Y, zasvenkeN,

inkluzije. Tvrdimo da sui = [(In,i,)] : X' — X ij=[(1n,Jjx)] : Y — Y izomorfizmi u pro-
HANR. Neka je n € N proizvoljan. Tada postoji n’ > n € N takav da je X,y C X,. Stavimo

i’ (n) = n’. Time je definirana indeksna funkcija i’ : N — N. Nadalje, neka je
i : Xir(n) = X!, zasvakin €N,
inkluzija. Tada je (¢',i},) : X — X’ morfizam u inv-HANR za kojega vrijedi
fof = 1x i i oi = Iy,
gdje jei’ =[(7,1,)] : X — X'. Zaista, neka je n € N proizvoljan. Stavimo A = (n). Tada je

in O 1 (n) © Pi(1(m))A = in Oy © PAX = Puit(n) * Xi(n) = Xn
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paje ioi’ = 1x. Nadalje,
1;1 O ii’(n) OP’IN(i’(n))k = l:’l o] il Opi»tl = p;i’(n) . Xll/(n) — X,é
pajei oi = 1y, ¢ime je dokazano da je i: X' — X izomorfizam u pro-HANR kojemu je i’ : X —
X' inverz. Analogno se dokaZe da je j = [(1n, jx)] : Y — Y izomorfizam u pro-HANR. Dakle,
iij su kanonski izomorfizmi medu ekspanzijama X' i X od X, odnosno, medu ekspanzijama Y’
1Y od Y redom. Tvrdimo da je
o] (i) =J°(j) of".
Treba dokazati da je
(fo £ 0 (1) ~ (I iy o (£ 1)

u inv®-HANR. Neka je k € N proizvoljan. Stavimo

A =max{f(k),f (k)}, n' =max {m,m} i mk:max{mk ,mk

men' )y S -
Tada vrijedi

, , . k .
oify OpllN(f(k))k = fi oif op}(k)l =D x; ~ Ppilx; u¥, zasvakim>my . i

. / / . / / . . . 'k
]Z’ofl’g(k) P (1A = J?ofkmopf’(k)l = ]]'{”ocbnmdxi EJ?OQD%X;/L uY;, zasvakim> Myt
pa je, za svaki m > my,

T 0154 © Pratruopa = I 0 Fiag © P

u inv*-HANR. Dakle, (£*) = (£*) paje F® = F'®.
Neka su sada (X,) i (X;,) te (¥x) i (¥{) proizvoljne silazne baze otvorenih okolina od X i Y u Q

redom 1 neka su

(faflzn) X = (XnapnnJrl) —Y= (YkacIkk-H) i
(£ ") X = (X Pl = ¥ = (Hogha)
®-morfizmi u inv®-HANR takvi da je
o (@) =(f.f") i (@) =(f.A").

Nekasu F® = ([(f,f")]): X — YiF®= <[(f/,flim>}> : X — Y inducirani morfizmi konac-

noga gruboga oblika. Za sve n,k € N stavimo
X, =X.NX, 1Y =Y,nyl
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Tada su (X;) i (¥}') silazne baze otvorenih okolina od X i ¥ u Q redom takve da je X,/ C X, X;,

iV C1,Y/, zasve n,k € N. Neka je

(f//,f,:m) X — (Xr/z/ap:{n+l) Y = (Y]é/’qgkﬂ)

®-morfizam u inv®-HANR takav da je

o (CI)) _ (f”,f/:m)

i neka je F'® = <[( 7, f,:'”)D : X — Y inducirani morfizam kona¢noga gruboga oblika. Po

ve¢ dokazanom dijelu propozicije vrijedi

(rgem =L@ 1 0am]) = @47

paje F® = F'®. Time je dokaz gotov. [ |
Propozicija 3.1.4 Neka suX,Y,Z zatvoreni podskupoviod Qi [®] € Sh(;? (X,Y),[¥] e Sh(;> (Y,Z)
proizvoljni morfizmi. Tada vrijedi
Qx z([¥]o[®]) = Qv z ([¥]) o Qx .y ([®]).
Dokaz. Nekaje Qxy ([@]) = F®, Qyz ([¥]) = G® i Qx z ([¥] o [®]) = H®. Treba dokazati da
je
H® =G¥oF"®.

Neka su ®-fundamentalni nizovi ® = (®') : X — Y i ¥ = (V) : Y — Z predstavnici klasa
[®] i [¥] redom. @-fundamentalni nizovi (®)'), (¥7) i © = (OF) = (V') o (P) odreduju
e-morfizme & (@) = (f, /") : X—= Y, 0(¥)=(g,8"): Y Ziw(®) = (hh'):X—>Zu

inv®-HANR redom za koje vrijedi
£ =[(f,. )] X =Y,
g” =88] Y Z,
h® = [(h1Y)]: X = Z,

gdje suf®, g® i h® morfizmi u pro®-HANR koji induciraju morfizme kona¢noga gruboga oblika

F® G® i H® redom. Stavimo

(g.80) 0 (F 1) = (W),
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Dovoljno je dokazati da je (h,h}f) ~ (h’ ,h;;") u inv®-HANR. Neka je k € N proizvoljan. Sta-
vimo A = max {& (k) ,H (k)}. Za skoro sve m € N vrijedi

he" o pyr = (gkm of, ;Ek)) O Pf(g(i)r = &k © (f 2(k) © pf(g(k))k) =
= 8k © fonylxy = Wiy 0 Py Iy
hznoph(k)l = hZZ|X;L = ®Z§{|Xl = ‘I’% oCID’:Z|XA.
Neka je kg = max {n}c, s Mg k) } Tada za skoro sve m € N vrijedi
(DZ;@)’XA ~ B lx, u Yo
m ~ \pn
o = Yilvge v Ze,
pa zbog uskladenosti homotopije s kompozicijom, za skoro sve m € N, vrijedi
\Pzzc OCI)nmg(k)b()L ~ Z(l) 0(1)2';|X7L qu.

Nadalje, za skoro sve m € N, vrijedi

O lx, = O lx, uZ
to jest,

m m —~ m
nzo(bn;!‘xk - koocI)k0|X7L u Zy.

Sada, za skoro sve m € N, iz tranzitivnosti homotopije slijedi

‘P”Z, o(bf;ﬂxl ~ \PZZ O(I)Z(k)lxx u 7z,
odnosno,
K0 Proa = B0 P,
Sto znaci da je
(h i) ~ (")
i tvrdnja je dokazana. |

Po propoziciji 3.1.4, pridruzivanje Q : Sh?> — Sh®|g zadano pravilima
Q(X) =X, zasvaki zatvoreni podskup X C Q,

Q([®]) := Qxy ([®]) = F®, zasvaki [®] € Shj.’? (X,Y),

(kovarijantni) je funktor. Sada ¢emo dokazati da su kategorije Sh? i Sh®|g izomorfne, pri éemu

je funktor Q kategorijski izomorfizam.

113



Izomorfizmi kategorija konacnoga gruboga oblika Izomorfizam kategorija Sh® o i Sh;’?

Teorem 3.1.5 Funktor Q : Shf? — Sh®| o kategorijski je izomorfizam.
Dokaz. Neka su X 1Y proizvoljni zatvoreni podskupovi od Q. Treba dokazati da je
Qyy : ShY (X,Y) — Sh¥|o (X, Y)
bijekcija. Prvo ¢emo dokazati injektivnost. Neka su [®@],[®'] € Shcf’B (X,Y) takvi da je
F® =Qyy ([@]) = Qxy ([@]) =F®

i neka su ®-fundamentalni nizovi ® = (@), @' = (CD;,L’") : X — Y predstavnici klasa [®@] i [@']

redom. Neka je f* : X — Y morfizam u pro®-HANR takav da je
Fo={t")=F® i

(£ =1 = [(£.m)]
gdje su o (@) = (f.£"), 0 (@) = (f'.f") : X — Y e-morfizmi u inv®-HANR odredeni -
fundamentalnim nizovima ® i ®’ redom. Tvrdimo da je [®] = [®], to jest, da je
(@)~ (@)
Neka je k € N proizvoljan. Vrijedi

m ~ M s : k .
e~ @n,\xf(k) u Yy, zasvakin' >ny, zasvakim > My 1

/mN ’m L / . /k
fi =P, |Xf/<n) uYy, zasvakin' >n;, za svaklmZmn;(n,.

Stavimo nj, = max {f (k), f' (k)} , n}l = max {ny,n}} i m*, = max {mﬁkn,,m;in,}.

Tada je

f,§"|Xn;€ ~ <I>$|Xn;€ uYy, zasvakin' > ng, zasvakim>mb,
f;c’"|Xn;( ~ q):sz,,;( uYy, zasvakin'>n}, zasvakim>mk,.
Nadalje, po pretpostavci je
(F ) ~ (£ 1)
pa za svaki k € N postoje A > n i mj, € N takvi da je

flzn Opf(k)lk ~ fkm on’(k)/lkv za svaki m > mﬁc,

to jest,

/ .
fx, = f"x, Y, zasvakim > mj.
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Neka je sada V proizvoljna okolina od Y u Q. Tada postoji kg € N takav da je ¥, C V. Stavimo

A =N, U= Xlko’ ny = ngo i my, = max {mﬁ%,m@o} Tada za svaki n > ng vrijedi

/ !/ .
Dy :f,?(ﬂU :fk0m|U ~ @ |y uV, zasvakim > my,,

to jest,

(@) ~ (")
¢ime je dokazana injektivnost. DokaZimo jo$ surjektivnost, to jest, da za svaki morfizam ko-
nafnoga gruboga oblika F® : X — Y postoji ®-fundamentalni niz ® = (@) : X — Y takav da
je

Q (@) = F*.
Neka je F® : X — Y proizvoljni morfizam kona¢noga gruboga oblika. Tada postoje ¥ : X — Y

u pro®-HANR i (f, f{") : X — Y u inv®-HANR takvi da je

(%) = ([(f, f")]) = F®.

Bududi da je indeksni skup N kofinitan, mozemo pretpostaviti da je ®-morfizam ( f, f,g”) jed-
nostavan pa je indeksna funkcija f rastuéa. Neka je, za svaki k € N, f' (k) > f (k) takav da
je
C1(Xp)) < X7
Stavimo X = Cl (X f/(k)) . Time je definirana indeksna funkcija /' : N — N za koju smijemo

pretpostaviti da je rastuca, to jest da je
Xi. 1 C Xy, zasvakik € N.

Ocito je (X,i) silazni niz zatvorenih okolina od X u Q (koji postoji zbog normalnosti prostora

Q) takav da je NX; = X. Neka je
K= oprwpw = K xpg - Xpw — Y
Tada je, po Lemi 1.4.9.,
(£ 1) ~ (F. 1)

u inv®-HANR pa su morfizmi konaénoga gruboga oblika inducirani ovim dvama ®-morfizmima

jednaki, to jest,

(g =F.

115



Izomorfizmi kategorija konacnoga gruboga oblika Izomorfizam kategorija Sh® o i Sh;’?

Konstruirajmo indukcijom po n € N @-fundamentalni niz ® = (®}) : X — Y takav da je

o (@)= (f.£").

Neka je, za svaki m € N, @' : Q — Q proizvoljno neprekidno prosirenje preslikavanja f}"| X
X{ — Y;. To zna€i da je

q”1n|xl’ = fﬁx{, zasvakim € N,

paje
@Y (X]) C V1, zasvakimeN.

Pritom, ako jem # m'i f" = f{"l, prosirenja biramo tako da bude @' = CID’l”, (iste komponentne
funkcije f7" uvijek proSirujemo istim prosirenjem) pa Ce vrijedi
card ({®7' : m € N}) < Xj.
Pretpostavimo da su preslikavanja @Y, ..., ®" | : O — Q definirana tako da je
¢T|X1/ :f{"|Xlr, za svakim € N,

D7 x; = f2'lx;, zasvakim €N,

m _m .
Qi lx  =fitilx |, zasvakim €N

idaje,zasven’,n” € Ntakvedaje 1 <n' <n’" <n-—1,

. /
D X!, = | x, Uy, zasvaki m> My

. / .. v . . .
U oznaci m}, ,, potencija n’ oznaluje da se homotopska veza uspostavila unutar okoline Y,,,
a indeks n'n” oznafuje da se promatrane homotopije odnose na skoro sve parove funkcija

P,

" m € N. Pritom, ako je 1 <n' <n—1, m#m' i f = £, prosirenja smo birali

tako da bude @7 = <I>’n",/ (iste komponentne funkcije 7, za svaki fiksni n’, uvijek prosirujemo
istim proSirenjem).

Definirajmo sada preslikavanja @} : Q — Q tako da je
@ |x: = fi'lx;, zasvakimeN i

D)/ |x; =~ PY[x; uYy, za svaki m > m},,
D) |x; = D[y, uYa, za svaki m > m3),,
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CI>’,?|X’L] ~ CI>Z_1|X47] uY, 1, zasvakim>m""| .

To ¢emo postici sukcesivno prosirujuci, za skoro sve m € N, preslikavanje f,'|x na skupove
X, S CXCXCO.
Buduéi da je (f, f;") : X — Y jednostavni ®-morfizam, vrijedi
Gn-1no fi' > f,’l’il\xf(n) uY, |, zasvakim>m,_,,,

pa je
Illx = fotylxy w1, zasvakim>m) .

/

Koristeéi korolar 1.2.18. proSirimo, za svaki m > mZ:}n =m,_ |,

preslikavanje f)"| x; do pres-

likavanja "~ 1" : X' | —Y,_; tako da je

n—1gm ~ HM : n—1
ol _CID,,_1|XVIH1 uY,_1, zasvakim>m, " .

Pritom, ako je m # m' i f}]'|x; = il x!» proirenja biramo tako da bude n=lgm —n—1 @' (iste

komponentne funkcije 1|y, uvijek prosirujemo istim proSirenjem). Po pretpostavci je
p J€ J |x'n UVIJEK D i p i pretp J
m ~ BN . n—2
S |Xr/172 ~ q)n72|X,’,72 uY, o, zasvakim>m, "5
pazbog X, | C X/ , vrijedi

m m : n—2
Doylx = Puoly | uYyo, zasvakim>mpTy, .

1

. n—2 n—1 n—2 .. . .. T
Stavimo m;,_5 = max {mn_ln, m,_5. 4 } Iz tranzitivnosti homotopije slijedi

n—1gm m : n—2
D)) = Dyl y[x  uY, o zasvakim > m, "3

n:

n—2

. . 71 .
Sada, ponovnom korolara 1.2.18. na preslikavanje "~ ®}', za svaki m > m, 5 ,

pazeci na ko-

nac¢nost ukupnog broja proSirenja, dobivamo preslikavanje ”_ZQDT : X, — Y, takvo da je

n—2&M ~, HM : n—2
Q) =D [y, u¥y o, zasvakim=m"5,.

Nastavljajuci na ovaj nacin, pazeci na kona¢nost ukupnog broja prosirenja u svakom koraku,

nakon n — 1 koraka dobit ¢emo preslikavanja 1CI>? : X{ — Y7, za skoro sve m € N, 1 indeks
1 _ n—1 n—2 n—3 1
mj, = max {mnfln’mannfl My _3p_25- - ’mlz}
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tako da vrijedi

lcbmxf ~ QY| uYy, zasvakim> mi,.
Konac¢no, neka je za svaki m > m}n, @ : O — Q proizvoljno neprekidno proSirenje preslikava-
nja '@, pri ¢emu smo, ako je m # m’ i '@ =! CIDH’"/, proSirenja birali tako da bude @ = CIDT,
(iste komponentne funkcije '®” progirujemo istim prosirenjem). Za preostali pocetni komad
skupa N, to jest, za sve m < m}n, neka je @' : QO — Q proizvoljno neprekidno prosSirenje presli-

kavanja f,"|y:. Po konstrukciji je
@y |xr = f'|x;, zasvakim €N,

D) |x; = PY'[x; uYy, za svaki m > mj},,

m m : 2
D)/ |x; = PY|x; uYa, zasvakim=>my,,

- ~1
D lx =Py ylx | uYay, zasvakim>m, "y,
pri Cemu vrijedi
card ({®)} : m € N}) < Xy.

Dakle, ovim postupkom smo, za sve n,m € N, definirali preslikavanje
@, 0= 0

pri Cemu vrijedi
m 'm
ol |X_f’(n) =f,", zasven,meN,

n

O[5 ~ D[y uY,, zasven<n', isvakim>mj,,

card ({®) : m € N}) < X, zasvakin € N,

Sto znaci da je & = (D)) : X — Y @-fundamentalni niz za takav da je @ (®) = (f’, ,Il’") paje
Q([@]) = ([0 (@)]) =F".

Time je dokazano da je Q : Sh? — Sh®|¢ kategorijski izomorfizam. |
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3.2. IZOMORFIZAM KATEGORUA ShY 1 Sh¥

U konstrukciji ovoga izomorfizma od koristi ¢e nam biti veze dokazane u poglavlju 2.4. Neka
je 7 funkcija koja svakom @-aproksimativnom nizu o : X — Y pridruzuje neki ®-fundamentalni
niz ®: X — Y takav da je ®|x ~ o. Po teoremu 2.4.12. takav ®-fundamentalni niz & postoji,
a po propoziciji 2.4.13. klasa ekvivalencije [®] ®-fundamentalnoga niza ® = 7 (o) ne ovisi
o izboru funkcije . Stoga ima smisla, za proizvoljni par zatvorenih podskupova X,Y od Q,
definirati pridruZivanje

Iy y : Shy (X,Y) — Sh% (X,Y)
Ix y ([a]) = [w ()]
Teorem 3.2.1 Funkcija Iy y je bijekcija, za svaki par zatvorenih podskupova X,Y od Q.

Dokaz. Dokazimo prvo da je Ilyy dobro definirana funkcija. Neka su o, : X — Y ®-

aproksimativni nizovi takvi da je o ~ o’. Neka je ® =7 (o) i @' = w(a’). Buduéi da je
CI)|X ~o~ o~ q3/|x,

to je, po propoziciji 2.4.13., ® ~ @',

Injektivnost: Neka su o, o’ : X — Y ®-aproksimativni nizovi takvi da je
m(a)=d~d =7(a).
Buduéi da je
(1)|X ~od CI)/|X ~ OC/
to je, po propoziciji 2.4.13., ot ~ o'.
Surjektivnost: Neka je [P] € Sh}@ (X,Y) proizvoljna klasa ekvivalencije ®-fundamentalnih ni-

zovai® = (P): X — Y njezin predstavnik. Treba dokazati da postoji ®-aproksimativni niz

o : X — Y takav da je
Ixy ([a]) = [z (a)] = [©].
Po propoziciji 2.4.10., stavljajuéi o = ®|x : X — Y (aproksimativna restrikcija od &) dobivamo

@®-aproksimativni niz s traZzenim svojstvom. |

Definirajmo sada pridruzivanje IT : Sh® — Sh}@? medu objektima i morfizmima kategorija

Sh¥® i Shj@ na sljedeéi nacin:
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- neka je, za svaki zatvoreni podskup X C Q,

- neka je, za svaki par zatvorenih podskupova X, Y C Qi za svaki [a] € Sh® (X,Y),
I ([a]) :=TIxy ([]) = [ (@)]-

Teorem 3.2.2 PridruZivanje IT: Sh® — Sh? je funktor.

Dokaz. Dokazimo da IT ¢uva kompoziciju, to jest, da za svaka tri zatvorena podskupa X,Y 1 Z

od Q te za svake dvije klase [a] € ShY (X,Y) i [B] € Sh¥ (Y,Z) vrijedi

Iy z ([B]o[a]) =My z ([B]) o Ix y ([@]) -

Neka su ®-aproksimativni nizovi & : X — Y i B : Y — Z predstavnici klasa [¢] i [B] redom te

nekasu®: X Y, ¥:Y —-Zi0:X — Z @-fundamentalni nizovi takvi da je

([a]) = [@], I([B]) = [¥] i TI([B]e[a]) = (O],

To znaci da je
[@lx] = [a], [¥]x] = [B] i [B[x]=[B]e]a,

pa po propoziciji 2.4.16. vrijedi

I([Blola]) = [6] = [¥ o d] = [¥]o[®] = II([B]) o T ([ex])-

Korolar 3.2.3 Funktor IT: SA® — Sh;? kategorijski je izomorfizam.

Dokaz. Tvrdnja je neposredna posljedica teorema 3.2.1. i 3.2.2. |
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3.3. IZOMORFIZAM KATEGORIJA Sh® 1 InSh®

Vezu medu @-priblizavajuéim i ®-aproksimativim nizovima, a onda i medu njihovim klasama
ekvivalencije, omogucuje nam lema 1.9.22. Koriste¢i spomenutu lemu, svakom @®-priblizavajuéem
nizu moZemo pridruZiti ®-aproksimativni niz koji mu je "po koordinatama sve blizi i blizi" i u

tom ga smislu neprekidno aproksimira.

Definicija 3.3.1 KaZemo da je ®-aproksimativni niz & = (") : X — Y neprekidna aproksi-
macija ®-priblizavajueg niza a = (a') : X — Y ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za

svaki n > ng postoji m, € N takav da je
d(ay,o') <€, zasvakim > my,.

Vise o vezi @-priblizavajucih nizova i njihovih neprekidnih aproksimacija nam govori slje-

deci teorem.
Teorem 3.3.2 Neka je a = (a)}') : X — Y @-pribliZzavajuéi niz. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(i) Postoji ®-aproksimativni niz o = (") : X — Y koji je neprekidna aproksimacija od a.

(if) Za svaka dva ®-aproksimativna niza o, &’ : X — Y koji su neprekidne aproksimacije @-

priblizavajuéega niza a vrijedi o ~ o’
Dokaz.

(i) Nekajea= (a?):X — Y ®-priblizavajudi niz i neka je (&,) silazni niz pozitivnih realnih
brojeva takav da
(1) jelimeg, = 0;
2) za svaki ng € N i za svaki n > ng vrijedi
y
ng.
2

m

no an ’

za svaki m > my,.
Sada, za svaki n € N, stavimo

g X =0, m<my,

!
a": X = Q, m>my,
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gdje je g proizvoljno preslikavanje, aa " neprekidna &,-bliska aproks1mac1ja 2-neprekidne
funkcije a))'. Postojanje funkcije a " slijedi iz leme 1.9.22. Pritom, ako je m,m’ > my,
ia) = neprekldne aproksimacije biramo tako da bude a m (iste komponentne
funkcije a? uvijek aproksimiramo istom neprekidnom aproksimacijom).

Tvrdimo da je o = (@))") ®-aproksimativni niz iz X u Y. Neka je V proizvoljna otvorena

okolina od Y u Q i neka je € > 0 takav da

(1) je B(Y,e) CV

(2) su svaka dva e-bliska preslikavanja u V homotopna.

Primjetimo da uvjet (2) ima smisla jer je V. ANR. Bududi da je limg, = 0, to postoji
no € N takav da je &,, < §. Neka je n > ng proizvoljan. Tada postoji m), := my,, € N

takav da je

€ng)

2
a’ ~ad"

: /
1o w, zasvakim > m,.

To znaci da za svaki n > ng i za svaki m > m/, postoji 8”T‘J-homotopija
H' :XxI—Y
H(-,0)= H(-,1)=a).

n()’ n

Nadalje, po lemi 1.9.22., postoji neprekidna &,,-bliska aproksimacija
H™:X xI—B(Y,&,) CV
funkcije H,'. Sada vrijedi:
d (e, H," (,0)) <d (o, di) +d (ay H" (-.0)) =

d(a),a )—l—d(H,T(-,O),HIm(-,O))<8n0+8n0:2-8n0<8,

0> %y n
paje
o ~H"(-,0) u V.
Analogno je
d (e 1" (1)) <d(a.at)+d (af H" (1)) =
d(o)',a )+d(H,T(,1),H,;m( 1))<s,,0+.*3,10 2-g,<¢€
paje
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Stoga je
o ~H"(-0)~H"(-,1)~0" u V.

o n
Konac¢no, budu¢i da za svaki n € N po konstrukciji vrijedi
card ({a,' : m € N}) < Xy,
toje a = (') : X — Y ®-aproksimativni niz.
(ii) Nekasuo= ("), a' = (oc,/lm) : X — Y neprekidne aproksimacije ®-pribliZavajuceg niza

a=(a"):X — Y. Tvrdimo da je & ~ &'. Neka je V proizvoljna otvorena okolina od Y u

QO inekaje € > 0 takav da
(1) jeB(Y,e) CV
(2) su svaka dva e-bliska preslikavanja u V homotopna.
Tada postoji nj, € N takav da za svaki n > ny, postoji m), € N takav da je
d(a),a)) < g, za svaki m > m,,.

Analogno, postoji njj € N takav da za svaki n > n postoji m;, € N takav da je

/ £ X
d (a:l”,ocnm) <378 svaki m > m.,.
Stavimo ng = max {nfy,ng }, i svaki n > ng, m > m, = max {mj,,m;, }. Tada za svaki n > ng
vrijedi
m ,/m m m m 'm € €
d(oc,, , 0, ) <d(ay ,a,,)+d(an,ocn ) < §+§:8’
azbogd (a’, o), d (an’", Ot;,m) < § vrijedi

. ’
paje o ~ " uV. Dakle, a ~ o
|

Neka je A funkcija koja svakom @-priblizavaju¢em nizu a : X — Y pridruZuje neku nepre-
kidnu aproksimaciju @ : X — Y od a. Po tvrdnji (ii) teorema 3.3.2. klasa ekvivalencije [o(]
@-aproksimativnoga niza @ = A (a) ne ovisi o izboru funkcije A. Stoga ima smisla, za pro-

izvoljni par zatvorenih podskupova X,Y od Q, definirati pridruZivanje
Axy : InSh® (X,Y) — ShY (X,Y)
Axy (la]) = [A(a)].
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Teorem 3.3.3 Funkcija Ay y je bijekcija, za svaki par zatvorenih podskupova X,Y od Q.

Dokaz. Dokazimo prvo da je Ax y dobro definirana funkcija. Neka sua,d’ : X — Y @-priblizavajuci
nizovi takvi da je a ~ a’. Nekaje @ = A (a) i @’ = A (d’). Treba dokazati da je o ~ o’. Neka je

V proizvoljna otvorena okolina od Y u Q i neka je € > 0 takav da
(1) jeB(Y,e) CV
(2) su svaka dva g-bliska preslikavanja u V homotopna.

Tada postoji n(, € N takav da za svaki n > n(, postoji m), € N takav da je
d(a", ") < kim>m,
(ay, o)) < 5 zasvakim > m,,.

Nadalje, postoji njj € N takav da za svaki n > n postoji m;, € N takav da je

!

i € .
d(am Otm) < 5 2 svaki m > m],.

n »=n

n n

Konaéno, postoji ny’ € N takav da za svaki n > ny’ postoji m, € N takav da je

€
q I
a" A "
n =

m .
a, ,zasvakim>m, .

Stavimo ng = max {n{,nj,ny' } i, za svaki n > no, m, = max {mj,,mj,mj}. Neka sun > ng i

m > my, proizvoljni. Tada postoji £-homotopija H))' : X x I — Y takva da je

£

Po lemi 1.9.22. postoji neprekidna i funkciji H," 5-bliska funkcija

'm £
H :X><I—>B(Y,§) cv.

Tada vrijedi
d (o H"(-,0)) <d (o H" (-,0)+d (H (-,0),H"(-,0)) =
— d (o) +d (H(-0),H (,0)) < S+ 5 —¢
n ) ) n ) 2 2
i, analogno,
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paje

Dakle, o ~ o'.

Injektivnost: Neka su a,a’ : X — Y @-priblizavajuéi nizovi takvi da je

Treba dokazati da je a ~ a’. Neka je € > 0 proizvoljaniV = B (Y, ). Tada postoji nj, € N takav

da za svaki n > nj, postoji mj, € N takav da je

I
~o"

' u V, za svaki m > m),.

m
a}’l

Nadalje, postoji njj € N takav da za svaki n > n postoji m], € N takav da je

£ .
d(al,a)) < 37 svakim > m),.

Konacno, postoji ny’ € N takav da za svaki n > ny’ postoji m;, € N takav da je

!/ !/

€
m m : "
d(an , O, ) < 3 zasvakim >m, .
n

Stavimo ng = max {nf,ng,ny’ } i, za svaki n > no, m, = max{mj,,mj,,m)'}. Neka sun > nq i

m > m,, proizvoljni. Tada postoji homotopija H," : X x I — V takva da je

H'(-,0)=a" i H"(-,1)=a".

n

Neka je G : X x I — Y funkcija takva da je

d(Gyl HY') < 5, Gl (40) = a i G (1) = a
Po propoziciji 1.8.4. funkcija G je €-neprekidna pa je a)’ ~ a;;”. Dakle, a ~ d'.
Surjektivnost: Neka je (o] € Sh® (X,Y) proizvoljna klasa ®-aproksimativnih nizovai o = (o) :
X — Y njezin predstavnik. Treba dokazati da postoji ®-pribliZzavajuciniza = (a)') : X — Y takav
daje
Axy ([a]) = [A (a)] = [o].
Neka je, za svaki k € N, Vi = B (Y, ). Tada, za svaki k € N, postoji nf € N takav da za svaki

n> n’5 postoji mX takav da je

o~ u Vi, zasvakim>mk.
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Primjetimo da to znaci da je Oc;'i : X — Vg, za svaki m > m;c = m’;k, 1 da indekse n’é moZemo
0 0
birati strogo rastuce, to jest, tako da je n’é < n’é“, za svaki k € N. Definirajmo
!
oy = (x”ﬁ, zasve k,m € N.
0
Tada je o = (Oc,:m> : X — Y podniz @-aproksimativnog niza @ pa je [@'] = [a]. Za svaki k € N
neka je:
cap X =Y %—neprekidna funkcija takva da je d (ak’", Ot,l(m) < %, za svaki m > mj.. Pritom,
ako je m,m' > mj i OC];'" = a,’(m,, 2-neprekidne funkcije a" biramo tako da bude a}' = akm,
(istim komponentnim funkcijama a,;m uvijek pridruzujemo istu %—neprekidnu funkciju).
- a : X — Y bilo koja funkcija, za svaki m < mj.

Dokazimo da je ovako konstruirani a = (a}') ®-priblizavajuéi niz iz X u Y. Neka je € > 0

proizvoljan. Tada postoji ko € N takav da je % < % i neka je k > ko bilo koji. Po konstrukeciji 1

zbog n’é < nl(()+1 postoji mg :=m i 1 takav da je
00

a}’% ~ oc”%ﬂ uVy, zasvakim > my,

to jest, da je
/! / .
o ~ oyt uVy, zasvakim > my.
To znaci da za svaki m > mg postoji homotopija H;" : X X I — V takva da je
[P ’
H'(-,0) = o iH" (-, 1) = oy} ;.

Neka je H,’(m X XI—Y %—neprekidna funkcija takva da je d (H,’f,H,;’”) < % Tada, za svaki

m > mgy = max {mo,my,m_ , }, vrijedi

a (B (,0)) < d (aff o) +d (@ HI(0) <+ <25 =2
a(aff 1 HEm 1)) < d (s oghy) (0 B 1) < b <2 <205 =

Sada, po propoziciji 1.8.17., za svaki m > my, vrijedi
akm é Hllcm ('70) é Hllcm (" 1) é aZ—&-lv

Sto znaci da je a = (aZ”) @-priblizavajuéi niz iz X u Y. Iz konstrukcije je ocito da je o’ nepre-

kidna aproksimacija od a, to jest, da je A (a) = o’. Dakle,
Axy ([a]) = [A (a)] = [o] =[a].
Time je dokaz gotov. |
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Definirajmo sada pridruZivanje A : InSh® — Sh¥ medu objektima i morfizmima kategorija

InSh® i Sh? na sljedeéi nacin:
- neka je, za svaki zatvoreni podskup X C Q,

AX)=X

- neka je, za svaki par zatvorenih podskupova X, Y C Qi za svaki [a] € InSh® (X,Y),
A(la]) := Axy ([d]) = [A (a)].

Teorem 3.3.4 PridruZivanje A : InSh® — ShY je funktor.

Dokaz. Dokazimo da A ¢uva kompoziciju, to jest, da za svaka tri zatvorena podskupa X,Y i Z

od Q te za svake dvije klase [a] € InSh® (X,Y) i [b] € InSh® (Y, Z) vrijedi
Axz([b]ola]) = Ay z([b]) o Ax v ([a]).

Nekasua:X — Y ib:Y — Z e-priblizavajuéi nizovi koji su predstavnici klasa [a] i [b] redom
ineka je B : X — Y neprekidna aproksimacija od b. Tada postoji ®-fundamentalni niz ¥ : Y —
Z takav da je ¥|y ~ B. Neka je b’ : Y — Z @-pribliZzavajuéi niz kojemu je P|y neprekidna
aproksimacija. Bududi da je Ay z injekcija, to iz |y ~ B slijedi b ~ b'. Neka je (&,) silazni niz

pozitivnih realnih brojeva takav da
(1) jelimg, =0

(2) zasvaki ng € N i za svaki n > ng vrijedi

g

b;,’fo < by, zasvaki m > mpg,
(3) zasvakin € Niza svaki m > my, vrijedi
/ &
d(¥r.b) < =
Neka je (8,) silazni niz pozitivnih realnih brojeva takav da
(1) jelimg, =0

(2') zasvakin € N, za sve m > m,;, i sve y,y’ € Y takve da je d (y,)’) < 8, vrijedi

d (b (v),b) (') < &
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(3') zasvakin €N, za sve m > m,;, i sve y,y € Q takve da je d (y,y') < 8, vrijedi

4 (¥ (), W (v)) < 2.

Primjetimo da se uvjet (2') moZe ispuniti zbog kompaktnosti od Y i zbog
card ({b)} : m € N}) < Rg, zasvakin €N,

dok se uvjet (3’) moZe ispuniti zbog kompaktnosti od Q i zbog
card({W) : m € N}) < Ry, zasvakin € N.

Neka je jo§ (k,) strogo rastuéi niz indeksa takav da za svaki k > k,, vrijedi

Sn
m 2 m . /
ay, =~ ay, zasvakim > mj ;.

Po Lemi 1.9.22. za svaki n € N i za svaki m > m}cnkn postoji preslikavanje oc,/lm : X — Q takvo

da vrijedi

d (a,;m,akmn) < Op.

Pritom, ako je m # m’ i ap = akmn/, preslikavanja 05,;’" biramo tako da bude a,;m = Ot,/{“/ (iste

komponentne funkcije a}g uvijek aproksimiramo istim preslikavanjem). Neka su, za svaki n €

N i za svaki m < m), , , o™ : X — Q bilo koja preslikavanja. Iz konstrukcije je ogito da je
knkn> &n Ja p y JC ] J

o = (Oc,;m) @-aproksimativni niz iz X u Y koji je neprekidna aproksimacija podniza a’ = (aZ; )

od apaiza~ d slijedi
A(la]) = Axy (a) = Axy ([@]) = [@]

Nadalje, ®-aproksimativni niz Wo o : X — Z ima svojstvo da za svaki x € X, za svakin € N i

za svaki m > max {m}cn kn,m,m} vrijedi
d (¥ra," (x),bay (x)) <d (Pra," (x),¥ray (x)) +d (ray! (x),b,"a}! (x)) < &,

Sto znali da je ®-aproksimativni niz ¥ o &’ neprekidna aproksimacija ®-priblizavajuéeg niza

b od. Dakle,
A([b]ola]) = Ax z([b]ola]) = Ax z ([b'] o [d]) = Ax z ([ 0d']) =

= [Woa'] = [¥ly]o [a'] =Ayz ([b']) oAxy ([d']) = A([b]) o A([a]),
¢ime je tvrdnja dokazana. |
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Korolar 3.3.5 Funktor A : InSh® — Sh® kategorijski je izomorfizam.
Dokaz. Tvrdnja je neposredna posljedica teorema 3.3.3. 1 3.3.4. |
Neka X oznacuje kompoziciju dosad promatranih funktora, to jest, neka je

X:=QolloA: InSh® — Sh®|g.

Posljedica svega do sada dokazanoga sljedeci je teorem po kojemu je konacni grubi oblik na
skupu zatvorenih podskupova Hilbertove kocke Q reinterpretiran unutarnjim pristupom kroz

kategoriju InSh®.
Teorem 3.3.6 Funktor X : InSh® — Sh®|, kategorijski je izomorfizam.

Dokaz. Kompozicija izomorfizama je izomorfizam. |
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3.4. PROSIRENJE KLASIFIKACIJE NA KLASU .# 6 pt

U prethodnim cjelinama dan je kategoroloski okvir za klasifikaciju po kona¢nom grubom obliku
razli¢itih klasa objekata. Naime, koriste¢i inverzne sustave, kroz kategoriju Sh® dana je klasi-
fikacija po konacnom grubom obliku svih topoloskih prostora vanjskim pristupom, dok je unu-
tarnjim pristupom kroz kategoriju InSh® dana klasifikacija po unutarnjem konacnom grubom
obliku svih zatvorenih podskupova Hilbertove kocke Q. S obzirom na to da za svaki kompaktan
metriCki prostor postoji smjestenje u Q, to ¢emo klasifikaciju unutarnjim pristupom proSiriti na
cijelu klasu .# € pt svih kompaktnih metrickih prostora. Klju¢nu ulogu u tome imat ¢e sljedeci

teorem.

Teorem 3.4.1 Neka je M kompaktan metricki prostor i neka su X, X’ C Q dva smjeStenja od

M u Hilbertovu kocku Q. Tada su X i X’ istoga unutarnjega kona¢noga gruboga oblika.

Dokaz. Neka su h: M — X i W' : M — X' dva homeomorfizma kojima je M smjesten u Q.
Buduéi da su & i i’ neprekidna preslikavanja, to su slike X = h (M) i X’ = ' (M) kompaktne, a
stoga i zatvorene u Q. Bududi da je relacija ~ ("biti homeomorfan") relacija ekvivalencije, to

je X ~ X' pa postoji homeomorfizam g : X — X’. Definirajmo funkciju a : N> — XX pravilom
a(n,m)=g, zasven,mé€N.
Otito je a ®-priblizavajuci niz iz X u X'. Naime, za svakin € N je
card ({a(n,m) :m e N}) =1 < Ry,
a za svaki n € N i za svaki m € N vrijedi
a(n,m)~a(n+1,m)

pa po propoziciji 1.8.2. za svaki € > 0 postoji ng = 1 takav da za svaki n > 1 postoji m, = 1
takav da je

a(n,m) ~ a(n+1,m), zasvakim>my
paje a: X — X' ®-priblizavajudi niz.
Tvrdimo da je [a] : X — X’ izomorfizam. Neka je g’ : X’ — X inverz homeomorfizma g: X — X'.
Na isti nacin kao za @-pribliZavajuéi niz a : X — X’ se dokaZe da je funkcija o’ : N2 — XX’
definirana pravilom

ad(nym)=g', zasven,meN
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®-priblizavajuéi niz iz X" u X. Budu¢i da je
! . .
al'od! =g og=idx, zasven,meN i

an’”oa;’" =g og=idy, zasven,m €N,
to je
[d']ola] =[1x] i [a]o[d'] = [1x].
Dakle, [a] : X — X’ je izomorfizam u kategoriji InSh® pa su X i X’ istoga unutarnjega kona¢noga

gruboga oblika. |

Po teoremu 3.4.1. sva smjeStenja kompaktnoga metrickoga prostora u Hilbertovu kocku su

istoga unutarnjega konacnoga gruboga oblika pa ima smisla uvesti sljedecu definiciju.

Definicija 3.4.2 Neka su M, M’ € .# € pt kompaktni metri¢ki prostori i neka su X, X’ C Q pro-
izvoljna smjestenja od M i M’ u Q redom. KaZemo da su M i M’ istoga unutarnjega konacnoga

gruboga oblika ako su X i X' istoga unutarnjega konacnoga gruboga oblika.

Drugim rije¢ima, dva kompaktna metricka prostora su istoga unutarnjega kona¢noga gru-
boga oblika ako i samo ako su svaka dva njihova smjeStenja u Q medusobno izomorfni objekti
u kategoriji InSh®. Prethodnom definicijom je klasifikacija po unutarnjem kona¢nom grubom
obliku prosirena na klasu .# € pt svih kompaktnih metrickih prostora. Konacno, vrijedi slje-
deéi teorem koji kaze da se klasifikacija po kona¢nom grubom obliku i unutarnjem kona¢nom

grubom obliku podudaraju na klasi .# ¢ pt.

Teorem 3.4.3 Neka su M, M’ € .# ¢ pt kompaktni metricki prostori. Tada su M i M’ istoga

konacnoga gruboga oblika ako i samo ako su istoga unutarnjega konacnoga gruboga oblika.

Dokaz. Neka su X i X’ smjestenjaod M i M' u Q, redominekasuh: M =X ih': M —
X’ odgovaraju¢i homeomorfizmi. Po definiciji 3.4.2. M i X te M’ i X’ su u parovima istoga

unutarnjega konacnoga gruboga oblika. Budu¢i da funktori cuvaju izomorfizme, to su
S9(hy:M—X iS®(W):M —X'

izomorfizmi u Sh*¥, odnosno, M i X te M’ i X’ su u parovima istoga kona¢noga gruboga oblika.
Pretpostavimo da su M i M’ istoga kona¢noga gruboga oblika. Tada su X i X’ istoga kona¢noga
gruboga oblika pa su po teoremu 3.3.6. X i X’ istoga unutarnjega kona¢noga gruboga oblika,

Sto po definiciji 3.4.2. znaci da su M i M’ istoga unutarnjega kona¢noga gruboga oblika.
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Obratno, pretpostavimo da su M i M’ istoga unutarnjega kona¢noga gruboga oblika. To znaci
da su X i X’ istoga unutarnjega konacnoga gruboga oblika pa su po teoremu 3.3.6. X i X' istoga

kona¢noga gruboga oblika, odnosno, M i M’ su istoga konaénoga gruboga oblika. |
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ZAKLJUCAK

Glavni rezultat ovoga rada nova je klasifikacijska kategorija topoloskih prostora po konac-
nom grubom obliku. Klasifikacija je realizirana kroz kategoriju Sh® ¢iji objekti su svi topologki
prostori, a morfizmi medu njima su klase ekvivalencije po relaciji ~ pro®-ekvivalencije morfi-
zama izmedu inverznih sustava u kategoriji HANR koji su HANR-ekspanzije topoloskih pros-
tora. Dakle, kategoriju konacnoga gruboga oblika konstruirali smo vanjskim pristupom. Uz to,
klasifikaciju po kona¢nom grubom obliku definirali smo i opcenitije, to jest, za svaki par (C,D)

koji se sastoji od kategorije C i njezine guste i pune potkategorije D.

Definirali smo vjerne funktore izmedu kategorija Sh i Sh®, odnosno, izmedu kategorija Sh®
i Sh*. Primjerima smo pokazali da ti funktori nisu puni, to jest, da kategoriju konacnoga gruboga
oblika smijemo smatrati pravom natkategorijom kategorije oblika i pravom potkategorijom ka-

tegorije gruboga oblika.

Konstrukciji kategorije konacnoga gruboga oblika za kompaktne metricke prostore pristupili
smo i unutarnjim pristupom, $to znaci da predstavnike novih morfizama unutarnjega konacnoga
line. Teoriju inverznih sustava i poliedarskih ekspanzija zamijenili smo teorijom &-neprekidnih
funkcija. U tu svrhu, uveli smo pojmove e-neprekidnosti i £-homotopije te dokazali najvaznija
svojstva g-neprekidnih funkcija. Potom smo generalizirali Borsukove i Sanjurjove oblikovne
kategorije definiraju¢i kategorije ®-fundamentalnih, ®-aproksimativnih i ®-priblizavajucih ni-
zova redom. Na skupovima ®-fundamentalnih, @-aproksimativnih i @-priblizavaju¢ih nizova
izmedu zatvorenih podskupova Hilbertove kocke Q definirali smo odgovarajuce relacije ekvi-
valencije Cije su klase morfizmi konacnoga gruboga oblika novih kategorija Sh@, Sh® i InSh®

redom. Kategoriju InSh® nazvali smo kategorijom unutarnjega konacnoga gruboga oblika.
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Zakljucak

Definirali smo odgovarajuce funktore Q : Sh — Sh®|o, I1: Shy — Shy i A+ InSh® — Shy
medu dobivenim kategorijama kona¢noga gruboga oblika i dokazali da su ti funktori katego-
rijski izomorfizmi. Definirali smo i vjeran funktor J? : InSh — InSh® koji objekte drZi fiks-
nima, a svakom morfizmu unutarnjega oblika pridruZuje inducirani morfizam unutarnjega ko-
nacnoga gruboga oblika. Time smo pokazali da postojecu Sanjurjovu kategoriju /nSh unutar-
njega oblika smijemo smatrati pravom potkategorijom kategorije InSh® unutarnjega kona¢noga

gruboga oblika

Na samom smo kraju dokazali da unutarnji kona¢ni grubi oblik ne ovisi o ulaganju me-
trickoga prostora u Hilbertovu kocku Q, odnosno, da su svaka dva smjestenja proizvoljnoga
kompaktnoga metrickoga prostora istoga unutarnjega konacnoga gruboga oblika. Time smo
klasifikaciju po unutarnjem kona¢nom grubom obliku prosirili na cijelu klasu .# ¢ pt svih kom-
paktnih metri¢kih prostora. Na kraju smo dokazali da su kompaktni metri¢ki prostori M i M’
istoga kona¢noga gruboga oblika ako i samo ako su M i M’ istoga unutarnjega kona¢noga gru-

boga oblika.

Dobiveni rezultati otvaraju brojna nova pitanja zanimljiva za istraZivanje. Na primjer, os-
taje do kraja ispitati odnos klasifikacije po konacnom grubom obliku prema klasifikacijama po
obliku i grubom obliku. Za vjerovati je da je nova klasifikacija po kona¢nom grubom obliku
strogo grublja od klasifikacije po obliku i strogo finija od klasifikacije po grubom obliku, a od-
govarajuce primjere koji bi to potvrdili tek treba pronaéi. Nadalje, planiramo definirati grupe
kona¢noga gruboga oblika punktiranih topoloskih prostora i grupe unutarnjega (kona¢noga gru-
boga) oblika punktiranih kompaktnih metrickih prostora te ispitati njihove odnose prema pos-
tojeim grupama (gruboga) oblika. Kona¢no, ima smisla pokusati definirati putove kona¢noga
gruboga oblika i putove unutarnjega (konacnoga gruboga) oblika te ispitati svojstva povezanosti
putovima konacnoga gruboga oblika topoloskih prostora i povezanosti putovima unutarnjega

(kona¢noga gruboga) oblika kompaktnih metrickih prostora.
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