Izvodenje Shorovog algoritma za faktorizaciju cijelih
brojeva na kvantnim racunalima iz porodice IBM Q
Experience

Blazevi¢, Marko

Master's thesis / Diplomski rad
2022

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveucilisSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://ur.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:066959

Rights / Prava: In copyright /Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-11-04

LAMSTE U 2
QC,\\‘\S ‘Ao

%%,
S %
‘o % . N
S < Repository / Repozitorij:
5> 5 , . . .
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
3 = Zagreb
% T
<O;, e
@
0. MaTEMS

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:066959
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:10444
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:10444
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:10444

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

Marko Blazevic

Izvodenje Shorovog algoritma za faktorizaciju
cijelih brojeva na kvantnim racunalima iz
porodice IBM Q Experience

Diplomski rad

Zagreb, 2022.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

INTEGRIRANI PREDDIPLOMSKI I DIPLOMSKI SVEUCILISNI STUDIJ
FIZIKA; SMJER NASTAVNICKI

Marko Blazevic

Diplomski rad

Izvodenje Shorovog algoritma za
faktorizaciju cijelih brojeva na
kvantnim racunalima iz porodice IBM
Q Experience

Voditelj diplomskog rada: izv.prof.dr.sc. Sasa Iliji¢

Ocjena diplomskog rada:

Povjerenstvo: 1.




Datum polaganja:

Zagreb, 2022.






Predivnoj osobi koja me vodila kroz ovaj rad, osobi koja je
omogucila da ovaj rad piSem kao maksimalno motiviran, veseo
i ohrabren student, osobi koja je vjerovala u mene i svakim nasim
susretom izazvala povecanje moje razine plemenitosti kao i moti-
vacije za prelijepu znanost koju zovemo fizika, zelim uputiti jednu
od najzahvalnijih zahvala koju ¢u ikada uputiti:

Hvala profesore Ilijic.

Neizmjerno mi je drago sto ste ba$ Vi bili moj mentor i obec¢ajem
da ¢u Vas od ovog trenutka — 2. Ozujka 2022. godine u 06:25
sati pokusati svojim budué¢im postupcima uciniti ponosnim men-
torom.

Prijateljima iz djetinjstva (Toti, Cmeci, Juri, Antoniju, Dejanu, Coli,
Kikiju, Anti, Tomici), prijateljima srednjoskolskih epiteta (Rronu,
Kruni, Ti¢u, Dodigu, Kodzi, Deli¢u, Miki¢u, Magudu, Kovi, Huziju),
prijateljima domskih epiteta (Jubyu, Mati, Sokretu), pulenima
(Raguzu, Histrijanu, Malom Ivanu), prijateljima s PMF-a (Katarini,
Janu), princezi Mariji i princu Mariju zelim zahvaliti na nezamje-
njivo pozitivnom utjecaju na moju psihologiju ¢ije se djelovanje
moze prepoznati u ovom radu. Poznavanje svakog pojedinca na-
vedenog u ovom paragrafu izravan je primjer srece koju ovaj sve-
mir pruza.

Specijalne zahvale u kontekstu povecanja mog razumijevanja fi-
zike upucujem Filipu Pozaru i Luki Bakracu. Vi ste nesto najljepse
Sto PMF fizika moze pruziti i vaSu pomo¢ u spektru fizike nikada
necu zaboraviti.

Zahvaljujem se profesorici Janji PiSkovi¢ zbog koje sam zavolio fi-
ziku kao 13-godisnji djecak.

Upucujem zahvale svojoj prekrasnoj, velikobrojnoj obitelji koja je
puna ljubavi i koja mi je u nevjerojatnim koli¢inama pomagala
kroz razdoblje studiranja.

Tri osobe zasluzuju od mene zahvalu iz najdubljeg dijela srca —
moja tetka s prezimenom Neureiter, majka Ivana i otac Mato. Ovaj

rad posvecujem upravo njima.



Sazetak

Americka tvrtka IBM omogucdila je 2016. godine da kvantna racunala budu javno
dostupna. Koriste¢i graficko korisnicko sucelje IBM Quantum Composer moguce je
implementirati jednostavne kvantne algoritme. Slavni Shorov algoritam iz 1994. go-
dine za faktorizaciju cijelih brojeva najbolje pokazuje mo¢ kvantnih racunala. U ovom
radu opisane su osnove kvantne informacije i algoritama. Dana su svojstva i detaljno
su opisana kvantna vrata koja se najceS¢e koriste pri kreiranju kvantnih krugova.
Diplomski rad analizira matemati¢ku razradu djelovanja kvantnog Fourierovog tran-
sformata na sustav n kvantnih bitova. Takoder, dat je kvantni krug koji implementira
kvantnu Fourierovu transformaciju. Prikazna je procedura faktorizacije brojeva 15,
21, i 35 Shorovim algoritmom. Koriste¢i IBM Quantum Composer implementirani
su kvantni krugovi za kvantnu Fourierovu transformaciju kao i Shorov algoritam za

faktorizaciju broja 15.

Kljucne rije¢i: Kvantni bit, Shorov algoritam, kvantna vrata, kvantni Fourierov tran-

sformat, IBM Quantum Composer



Diploma thesis title
Abstract

In the year of 2016 American company IBM made quantum computers publicly ava-
ilable. Using the graphical user interface IBM Quantum Composer it is possible to
implement various quantum algorithms. The famous Shor’s algorithm from the year
of 1994 used for the integer factorisation is the foremost way of showing how power-
ful quantum computers are. In this work, the basics of quantum information and
algorithms are described. The properties, as well as a brief description of the quan-
tum gates most frequently used in creating quantum circuits are given. The thesis
analyses the mathematical examination of applying quantum Fourier transform on a
system of quantum bits. Also, a quantum circuit which implements quantum Fourier
transform is given. The procedure of factoring the numbers 15,21, and 31 using
Shor’s algorithm is presented. Quantum circuits for the quantum Fourier transform,
as well as Shor’s algorithm for factoring the number 15, were implemented using

IBM quantum composer.

Keywords: Quantum bit, Shor’s algorithm, quantum gate, IBM Quantum Composer,

quantum Fourier transform
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1 Uvod

Jos 1980. godine pojavljuje se ideja o kvantnim racunalima koju je potaknuo ruski
matematicar Yuri Manin u svojoj knjizi Computable and Uncomputable [2]. Godinu
dana kasnije nobelovac Richard Feynman govori o nemogu¢nosti simuliranja evo-
lucije kvantno-mehanickog sustava na klasi¢cnom racunalu i predlaze model kvant-
nog racunala [3]. U devedesetim godinama proslog stoljeca pojavili su se kvantni
algoritmi od kojih se isticu algoritam Deutscha i Jozse, Simonov, Groverov i Sho-
rov [6]. Shorov algoritam pokazao je da kvantno racunalo moze i do eksponenci-
jalno puta brze izvesti specificne operacije u odnosu na klasi¢no. Kvantno ubrzanje
procesuiranja moze se primijetiti i na procesorima sa samo nekoliko kvantnih bi-
tova. Smatra se da je nadmo¢ kvantnih racunala nad klasi¢nim najbolje vidljiva pri
efikasnosti Shorovog algoritma koji predstavlja prijetnju RSA kriptosustavu. Fakto-
rizacija cijelih brojeva smatra se teskim zadatkom za klasi¢no ra¢unalo dok kvantno
racunalo rjeSava isti problem u polinomnom vremenu. Bududi da je Shorov algori-
tam predstavljen 1994. godine [1], ocekivalo bi se da je do sada, 28 godina kasnije,
u velikoj upotrebi i da su brojevi koji se sastoje od puno znamenaka faktorizirani
koriste¢i kvantno racunalo. Medutim, izvodenje samog algoritma nije protocno jer
stanje sustava kvantnih bitova naveliko opstruira dekoherencija. Dekoherencija je
glavni razlog pojave Suma pri izvodenju ne samo Shorovog nego opcenito svih al-
goritama na kvantnim procesorima. Problem dekoherencije je Peter Shor uvidio i
ve¢ 1995. godine objavljuje rad “Scheme for reducing decoherence in quantum com-
puter memory” [5]. Problem Suma i nezadovoljavaju¢ih pouzdanosti rezultata mje-
renja danas predstavljaju jedan od najvec¢ih problema u svijetu kvantnih racunala.
Budu¢i da su cestice koje treba zadrzati u stanju superpozicije toliko osjetljive na
turbulentni okoli$, konstruiranje kvantnog procesora izrazito je zahtjevno. Naime,
u korist izbjegavanja dekoherencije kvantno racunalo se odrzava na temperaturama
bliskim apsolutnoj nuli — oko 15 milikelvina. Iznimno teska izrada procesora s veli-
kim brojem kvantnih bitova predstavlja prepreku za faktorizaciju vecih cijelih brojeva
koriste¢i Shorov algoritam i razlog je zasto 28 godina nakon objave algoritma niti je-
dan troznamenkasti broj nije faktoriziran. Shorov algoritam oslanja se na kvantnu
Fourierovu transformaciju ciji je cilj odrediti period dane funkcije. Osim kvantne

Fourierove transformacije, svrhu u Shorovom algoritmu pronalazi i modularna eks-



ponencijacija. Implementacija navedenih operacija kao i jo§ nekih drugih ostvaruje
se djelovanjem kvantnih vrata na odredene kvantne bitove. Budu¢i da je kvantna
mehanika unitarna sva kvantna vrata su unitarna pa tako i reverzibilna. Kvantna
vrata matematicki se opisuju matri¢no. Koristeéi takav zapis matematicki je moguce
odrediti stanje kvantnog sustava u bilo kojem trenutku kvantnog kruga. Stanje ne-
posredno prije mjerenja moguce je simulirati i kreirati graf ovisnosti vjerojatnosti o
odredenom stanju. Vjerojatnosti dobivene racunalnom simulacijom zgodno je uspo-
rediti s dobivenim rezultatima i zakljuciti jesu li rezultati vjerodostojni. Upravo to

donosimo u ovom radu koriste¢i IBM Quantum Composer.



2 Kvantna informacija i kvantni algoritmi

2.1 Kvantni bit

Osnovna jedinica informacije u klasicnom racunarstvu je bit. Klasic¢ni bit uvijek je u
jednom od dva to¢no odredena stanja — 0 ili 1. Kvantno mehanicka generalizacija
bita naziva se kvantni bit (engl. qubit) i osnovna je jedinica kvantne informacije. Za
razliku od klasi¢nog bita, kvantni bit ima kvantno-mehanicko svojstvo da se nalazi
u superpoziciji dvaju stanja koja najcesce obiljezavamo s |0) i |1). Ta se stanja cesto

prikazuju vektorima

1 0
0) = , 1) : (2.1)
0 1

Stanje superpozicije kvantnog bita matematicki se moze opisati kao linearna kombi-
nacija tih dvaju stanja:

¥ = al0) + A[1), (2.2)

gdje su « i § kompleksni brojevi. Mjerenjem kvantnog bita moZe se ustanoviti je li
on u stanju |0) s vjerojatno$cu |«|?, ili je on u stanju |1) s vjerojatnoséu |S|*. Vrijedi
da je |a|® + |8]* = 1 tj. ukupna vjerojatnost mora biti jedan. Stanje kvantnog bita
je jedini¢ni vektor u dvodimenzionalnom kompleksnom vektorskom kojeg zovemo
Hilbertovim prostorom [6]. Tijekom mjerenja u bazi {|0), |1)}, stanje ¢e kolabirati ili
u |0) ili u |1). Mjerenje u toj bazi zove se z-mjerenje. Postoji beskona¢no mnogo baza

od kojih se ¢esto koriste {|0), [1)}, {|+),|—)} i {|R).|L)} gdje je:

10) +y1) (2.3)
0) — ) (2.4)
10 + i[1) ) (2.5)

(
(
(
(

10) — [1) ) (2.6)

&IH&IH&IHEIH

Procesor u kvantnom racunalu sadrzi vise od jednog kvantnog bita. Iz tog razloga
potrebno je matematicki opisati sustav od vise kvantnih bitova Sto se postize tenzor-

skim produktom ®. Stanje sustava |¢) od tri kvantna bita koja se nalaze u stanjima



|T;) = «;]0) + B;]1) za ¢ = 1, 2,3 matematicki se opisuje kao

) = [T1) ®[T2) ®@|T2) 2.7)
= Oé10é20é3|000> + 041042B3|001> + (](1520(3|010> + a15263|011>

+ Pragas|100) 4 fragas|101) 4 1 Fras]110) + B18285[111)

(2.8)

Izraz (2.7) Cesto se skrac¢uje kao |T;T>Y3) i na taj nacin opisuje stanje sustava od tri
kvantna bita. Mjerenje stanja |T;Y,T3) moze rezultirati s bilo kojim od osam (23)
navedenih stanja iz (2.8). Iz prethodnog se mozZe primijetiti da broj vektora baze

raste s brojem kvantnih bitova n kao 2" [8].

2.2 Blochova sfera

Bududi da za stanje kvantnog bita |¢)) = «|0) + 3|1) vrijedi |a|? 4 |3]* = 1, ili drugim

rije¢ima, bududi da je stanje kvantnog bita normirano, |¢’) se moZze zapisati kao

) = €' (cos g\O) + €' sin gm) (2.9)

, gdje € predstavlja globalni fazni faktor, a kutovi ¢ € [0,27] i ¥ € [0, 7] u izrazu
(2.9) definiraju tocku na jedini¢noj sferi koja nosi naziv Blochova sfera a prikazana je

na slici 2.1. Iz (2.9) slijedi da ¥ odreduje vjerojatnost mjerenja |0) odnosno |1),
2 2 19 2 : 2 19
P(0) = [0} =co’ S P(1) = [(I[)P =sin® 5 (210)

Globalni fazni faktor e ne utjee na stanje |¢)). Naime, u Eulerovom zapisu kom-
pleksnog broja z = r*’, faza utje¢e na rotaciju u kompleksnoj ravnini, ali ne i na
amplitudu kompleksnog broja. Neutralnost globalnog faznog faktor moze se poka-

zati racunajudi vjerojatnost ishoda mjerenja. Neka su |¢) i |¢)

[¥) =P (NO) + 1)), |¢) =7]0) + d]1). (2.11)



10}

/\“ IR)

[+)

*
1)

Slika 2.1: Prikaz stanja |0),|1),|+),|—),|R) i |L) na Blochovoj sferi.

Racunajudi vjerojatnost P kao

Pyyoigy = [(|)?
— h/*)\eiﬁ +5*Mezﬁ|2
| (2.12)
= e (v A +6"p) |?

=y A+ 0"

moze se zakljuditi da nema utjecaja globalnog faznog faktora na vjerojatnost P_,|q).
TocCke na povrsini Blochove sfere mogu se izraziti preko Kartezijevih koordinata

kao

(x,y,z) = (sim?cos ©, sin ¥ sin cp,cosﬁ) (2.13)

Koordinate takve tocke koje oznacavaju normirano stanje dane su s vektorom 7 koji

se matematicki moze opisati kao

sin ¥ cos ¢
7= | sindsing (2.14)
cos v
U tablici 2.1 navedene su odgovarajuce vrijednosti o, 9 i 7 za stanja |0), [1), |+),|—),| R),

i|L). Blochova sfera, prikazana na slici 2.1 vizualizira stanje samo jednog kvantnog

bita [9].



Stanje v © T
0
|0) ¥ =0 | ¢ = proizvoljan | 7jp, = | 0
1
0
1) Y =m | ¢ = proizvoljan | 7j;y = | 0 )
—1
1
™ —
|+> Y= § @Y = 0 T+ = 0
0
—1
™ -
‘—> Y= 5 Y =Tm -y = 0
0
0
s s R
|7) V== == Ty = [ 1
2 2
0
0
. T 3T .
=) [ V=3 = = -1
2 2 0

Tablica 2.1: Blochovi vektori za stanja |0),|1),|+),|—),|R), |L) i odgovaraju¢i kutovi 9
1.

2.3 Spregnuta stanja

Stanja poput (2.7) koja je moguce prikazati tenzorskim produktom zovu se separa-
bilna stanja. U slucaju kada se sistem kvantnih bitova ne moze prikazati tenzorskim
produktom takvo stanje naziva se spregnutim (engl. entangled state). Spregnutost
ima veliki znacaj u podru¢ju kvantne informacije. Naime, bez postojanja spregnu-
tih stanja kvantna racunala ne bi bila mo¢nija od klasi¢nih [11]. Pojava spregnu-
tosti pri definiranju 2" dimenzionalnog kompleksnog vektorskog prostora omogucuje

provodenje kvantnih racuna koriste¢i n fizikalnih kvantnih bitova.

* Nekasu (Qq, @2, Q3) tri kvantna bita, a odgovarajuci Hilbertovi prostori HP,H?,H?.

* Koristedi tenzorske produkte 2" dimenzionalni Hilbertov prostor moguce je za-
pisati kao
H” = 1P o 1P @ 1Y (2.15)



Naizgled, definiran je 2" dimenzionalni Hilbertov prostor bez spregnutih stanja. Medutim,

greska je pretpostaviti da u (2.15) ne postoje spregnuta stanja. Primjerice, stanje

]GHZ%:E@%%EEZeHﬁ (2.16)

je Greenberger-Horne-Zeilinger stanje ili skraceno GHZ stanje koje predstavlja spe-
cifican oblik spregnutog kvantnog stanja koje ukljucuje tri podsustava - u ovom
slu¢aju kvantna bita. Dakle, spregnutost se pojavljuje kao posljedica koristenja ten-
zorskih produkata u definiciji (2.15). Tenzorski produkt dozvoljava H?' da sadri
superpozicije stanja poput |000) i [111). Ispada da je vecina takvih stanja spregnuto.
Neka stanja vise su spregnuta od drugih, a postoje i stanja koja su maksimalno spreg-
nuta i zovu se Bellova stanja. Bellova stanja dvaju kvantnih bitova matematicki se

opisuju kao

1

) = —=(100) + 1) (2.17)
47 = (01 +110)) (2.18)
[91%) = —5(00) = [11) (2.19)
') = —=(01) - |10) (2.20)

Spregnuto stanje potpuni je opis vezanog sistema. NiSta viSe nije moguce znati o
sustavu. U maksimalno spregnutim stanjima (2.17)-(2.20) niSta nije poznato o indi-

vidualnim stanjima kvantnih bitova [10].

2.4 Kvantna vrata

Kvantni bit ili sustav kvantnih bitova moze promijeniti svoje stanje prolazeci kroz
jednu ili viSe unitarnih transformacija. Unitarna transformacija opisana je unitarnom

matricom koja mora zadovoljavati

Ulv=vU"=1 (2.21)



gdje bodeZ T oznacava kompleksno-konjugirani ¢lan, a I jedini¢nu matricu. Ana-
logno klasi¢nim logickim vratima poput NOT i AN D, takve unitarne transformacije
koje se koriste za transformacije kvantnih bitova zovu se vrata. Sva kvantna vrata su
unitarne transformacije i mogu se opisati unitarnim matricama. Iz jednadzbe (2.21)
slijedi da je broj ulaznih kvantnih bitova jednak broju izlaznih [8]. Iz unitarnosti
slijedi svojstvo svih kvantnih vrata - reverzibilnost. Naime, za svaku unitarnu tran-
sformaciju U mora postojati odgovarajuca transformacija U' koja ¢e istu transforma-
ciju izvesti u suprotnom smjeru. Drugim rijec¢ima, reverzibilnost znaci da se ulazni
podaci mogu rekonstruirati iz izlaznih. Klasi¢na logicka vrata ne moraju biti reverzi-
bilna. Primjer nereverzibilnih vrata su vrata AN D ¢iji ¢e izlaz biti 1 ako i samo ako
su obje ulazne jedinice 1. Naime, ako je izlaz logicke operacije AN D 1 ulaz se moze
rekonstruirati medutim ako je izlaz 0 nije moguce znati samo na osnovu izlaza da li

je ulaz bio 00, 01 ili 10 Sto logicku operaciju AN D ¢ini nereverzibilnom. Ogranicenje

svojstvom reverzibilnosti ne ¢ini kvantna vrata manje moc¢nijim od klasi¢nih [13].

2.4.1 Paulijeva vrata

Kvanta vrata mogu se podijeliti na ona koja djeluju na samo jedan kvantni bit (engl.
single qubit gate) i na ona koja djeluju na vise kvantnih bitova. Kvantna vrata koja
se mogu matematicki opisati Paulijevim matricama zovu se Paulijeva vrata, a to su
X,Y i Z vrata koja predstavljaju rotacije oko osi z,y i z na Blochovoj sferi za =
radijana. Preciznije, X vrata mijenjaju stanje kvantnog bita iz |0) u |1) ili obratno. Z
vrata ne mijenjaju stanje |0) dok stanju |1) mijenjaju predznak. Analogno zamijeni
|0) i |1) stanja kod X vrata - Z vrata mijenjaju stanja |+) i |—), Sto znaci da u bazi
{|+),]—)} imaju istu ulogu kao X vrata u {|0), |1)} bazi. Y vrata mijenjaju i stanje i

fazu kvantnog bita npr. |0) — ¢|1). Matri¢ni zapis Paulijevih vrata je
0 1 '
X - v = o Z-= , (2.22)

Simboli Paulijevih XY i Z vrata koji se koriste u shematskim prikazima kvantnih

logickih krugova su:

—x . = . —Hz}— (2.23)
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Slika 2.2: Oznake kvantnih vrata u IBM Quantum Composer-u, redom s lijeva na
desno: X, Y i Z vrata. Slike su preuzete s [15].

Takoder, na slici (2.2) prikazane su oznake istih vrata koje se koriste u IBM Quantum Composer-

u gdje se koristi razlicita oznaka za X ili NOT gate.

2.4.2 Hadamardova vrata

Zbrajanjem X i Z vrata dobiva se izraz za Hadamardova vrata. Hadamardova vrata
mijenjaju bazu iz {|0),|1)} u {|+)/|—)} i obratno. Na pocetku kvantnog algoritma
Hadamardova vrata Kkoriste se kako bi se ostvarila superpozicija. Matri¢ni zapis Ha-

damardovih vrata je

H=— . (2.24
v2 1 -1 )

Djelovanje Hadamardovih vrata na stanja |0) i |1) rezultira s:

1 (1 1) [1 1 (1 1

=51, o] v2\1) I+ = _2(‘()) " |1>) (2.25)
1 ({1 1 0 1 1 1

H) =5 NN T ,_>—E(yo>_\1>) (2.26)

Moze se primijetiti da su rezultati te dvije operacije |+) odnosno |—), Sto dokazuje
tvrdnju da Hadamardova vrata mijenjaju bazu iz {|0),|1)} u {|+),|—)}. Uobicajena

oznaka Hadamardovih vrata je kvadrat sa slovom H u sredini:

(2.27)

Oznaka koja se koristi u kreiranju kvantnih krugova koriste¢i IBM Quantum Composer
prikazana je na slici (2.3). Vrijedi napomenuti da H? ne mijenja stanje kvantnog
bita jer se mnozenjem matrice (2.24) sa samim sobom dobiva jedini¢na matrica /.

Jedini¢nom matricom [ definirana su kvantna vrata [ Ciji je zadatak osigurati da



Slika 2.3: Oznaka za Hadamardova vrata u IBM Quantum Experience. Slika je pre-

uzeta s [15].
@

Slika 2.4: Oznake kvantnih vrata u IBM Quantum Experience-u, redom s lijeva na
desno: RX, RY i RZ vrata. Slike su preuzete s [15].

stanje kvantnog bita ostaje nepromijenjeno za jednu jedinicu kvantnog kruga.

) 1\*(1 1 11 1{2 0 10
o= — == = =1 (2.28)
v2) \1 -1 \1 -1 2\o 2

=}
—_

2.4.3 Rotacija jednog kvantnog bita oko x,y i z osi

Postoje vrata koja rotiraju kvantni bit za proizvoljni kut # oko x,y osi odnosno za
proizvoljni kut ¢ oko z osi gdje se za vrijednosti 6 i ¢ koriste radijani. To su vrata

RX, RY i RZ. Matric¢ni zapis tih vrata je

(_iQX) cos 3 —isin 3
RX(@)=e\ 2/ = , (2.29)
isin 2 0
ising  cosg
0 cos Q — sin Q
(z—Y) 2 2
RY(#)=e\ 2 ) = , (2.30)
.0 0
sin—  Cos —
2 2
(-3)
<—2£Z) e\ 2 0
RZ(p) =e = o | (2.31)
0 e<l 2)

a oznake istih u IBM Quantum Composer-u prikazane su na slici (2.4). Preko izraza

(2.31) definiraju se vrata 7' i S. Naime, 7 vrata su ekvivalentna RZ vratima za

10
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Slika 2.5: Oznake kvantnih vrata unutar platforme IBM Quantum Experience, redom
s lijeva na desno: U i P vrata. Slike su preuzete s [15].

Y= %, dok su S vrata ekvivalentna RZ vratima za ¢ = g Moze se zakljuciti da vrata
S djeluju fazom i na stanje |1). Koriste se jo§ P iU vrata. P vrata djeluju fazom ¢ na
stanje |1). Posljedica djelovanja P vrata je rotacija kvantnog bita oko z osi Sto je slucaj
i sa RZ vratima, ali postoji bitna razlika izmedu P i RZ vrata: P()\) = ¢M2RZ()).
Pomoc¢u P vrata moZze se do¢i do drugih kao sto su 7,5 i Z. Opcenitiji slucaj P
vrata su U vrata koja osim proizvoljnog kuta A omogucuju djelovanje proizvoljnim
kutovima 0 i p. Osobitost U vrata lezi u tome Sto se pomocu tri proizvoljna kuta moze
konstruirati bilo koja vrata koja djeluju na samo jedan kvantni bit. Matricni zapisi U
i P vrata dani su u (2.32), a njihove oznake u IBM Quantum Experience prikazani su
na slici (2.5) [9].

PO = 1 0 U(6.6.)) = cos(0) —e sin(0) (2.32)

0 e e?sin(f) e+ cos(h)

Vrijedi napomenuti da postoji opcija upravljanih U i P vrata koja bi u tom slucaju

funkcionirala prema istom nacelu kao i CNOT vrata.

2.4.4 Kvantna vrata koja ukljucuju vise kvantnih bitova

Upravljana X vrata (CX) ili upravljana NOT vrata (C NOT) djeluju na dva kvantna
bita gdje je jedan upravljani, a drugi ciljni. Naime, na ciljni kvantni bit djelovati ¢e se
s operacijom NOT samo u slucaju kada je drugi kvantni bit - upravljani u stanju |1).
Dakle, ako je upravljani kvantni bit u stanju |0) ciljnom kvantnom bitu uklju¢enom u

C'NOT vrata nece se promijeniti stanje. Matri¢ni zapis C NOT vrata je

1 000 1 000
0100 . 0001
CNOT = ili (2.33)
00 01 0010
0010 01 00
q1,490 40,91

11



u gdje je prvi po redu navedeni kvantni bit u indeksu upravljani [9]. Moguca je i situ-
acija kada je upravljani kvantni bit u stanju superpozicije. U tom slucaju C NOT vrata
kreirat ¢e spregnuto stanje. Drugim rije¢ima, slijed Hadamardovih vrata popracenih
s CNOT vratima rezultira spregnutim stanjem. Postoje i kontrolirana C'NOT vrata
- CCX ili CCNOT vrata koja se nazivaju Toffolijeva vrata i djeluju operacijom NOT
samo u slucaju u kojem su oba upravljana kvantna bita u stanju |1). Matri¢ni zapis

Toffolijevih vrata je

100 0O0O0O0O0 10 00 0O0O00O0
01 00O0O0O0GO 01 00O0O0O0O
001 00 O0O0O 0 0O1 00O0O0O0
00010O0O0TO .10 00 O0O0O0O0OT1
CCX = ili ,
0 0O0O0OT1TO0GO0TGO 0 0O0O0OT1O0O0O0
0 0O0O0OO0OT1O0FO 0 0O0OO0OO0OT1O0O0
00 0O0O0O0OT 01 00 00O0O0TG 01
0 000O0O0OT1TF® O 0001O0O0O0O0
42,491,490 q0,91,92

(2.34)
gdje takoder kao i u (2.33) prvi navedeni kvantni bit u indeksu predstavlja uprav-
ljani. Naime, pri implementaciji kvantnog algoritma imamo slobodu birati koji ¢e
od n kvantnih bitova biti ciljni. Bitno je napomenuti da postoje razli¢ite konvencije
oko znacajnosti kvantnih bitova u slijedu ¢, ¢1, ¢2, ...¢,. U konvenciji koja ¢e se koris-
titi u ovome radu najznacajniji kvantni bit onaj je ¢iji indeks ima najvecu vrijednost.
Takva konvencija na engleskom jeziku zove se little endian convention. Redoslijed
znacajnosti kvantnih bitova moze se usporediti s analognom situacijom klasi¢nih bi-
tova gdje nije jednako da li je najznacajniji bit prvi s desna ili s lijeva. Ako se pri-
mjerice binarni zapis brojeva 1011 Zeli prikazati u decimalnom zapisu rezultat ¢e se
razlikovati ovisno o tome koji bit se uzme kao najznacajniji. Konkretno, u sljede¢em
kvantnom krugu (2.35) stanje |¢)y) jednako je |01) vodedi se po konvenciji koja se
koristi u vecini udzbenika. Medutim, po konvenciji koja se koristi na platformi IBM

Quantum Experience stanje |t¢) raspisalo bi se kao |10). Isprekidane, vertikalne li-

nije uobicajeno je koristiti pri promatranju kvantnog stanja u odredenom trenutku

12
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Slika 2.6: Oznake kvantnih vrata u IBM Quantum Experience-u, redom s lijeva na
desno: CNOT, CCX i SWAP vrata. CNOT i CCX vrata prikazana su za slucaj
onzacen u (2.33) odnosno (2.34) s indeksima ¢yq; odnosno ¢yq1¢q2. U oznakama za
obrnuti slu¢aj CNOT i CCX vrata (q1qy) odnosno ¢yq;¢> zamijenjeni su upravljani i
ciljni kvantni bit. Slike su preuzete s [15].

kvantnog kruga:

|0; S (2.35)
1y ———

|
%)
Vrata koja sluze kako bi se izmijenila stanja dvaju kvantnih bitova zovu se SW AP, a

matricni zapis istih je:

1000
0010
SWAP = (2.36)
0100
0001

Oznake kvantnih vrata CNOT, CCX i SW AP koje se koriste u IBM Quantum Composer-

u prikazane su na slici 2.6.

2.4.5 Prikaz kvantnog logickog kruga

Jednostavni kvantni logicki krug moze se prikazati shemom poput

|0) (2.37)
0) o— A

Krug je kreiran koriste¢i Hadamardova vrata primijenjena na ulazni kvantni bit u

stanju |0) nakon Cega slijede upravljana NOT vrata odnosno C' NOT vrata. Primjena
tih vrata rezultira spregnutim stanjem dvaju kvantnih bitova. Posljednja tj. najdesnija
kvantna vrata su vrata koja oznacuju mjerenje. MozZe se promatrati kako odredena
kvantna vrata u krugu (2.37) djeluju na stanje pojedinog kvantnog bita. Neka je |v)

stanje sustava nakon djelovanja Hadamardovih vrata, a |¢;) stanje sustava nakon

13



CNOT vrata.

0) —{H]

10)

E (2.38)
b
|1o) |11)

Djelovanje Hadamardovih vrata na |0) ve¢ je pokazano u (2.25). Drugi kvantni bit |0)

N

Jan)

ostaje nepromijenjen. Matricni i vektorski zapis stanja |¢) moze se dobiti sljede¢im

postupkom

1. Djelovanje Hadamardovih vrata na stanje |0) — H |0)

moy= = (U N () = At (2.39)
V2l 1) Vo) v2 '

2. Odrediti tenzorski produkt H|0) ® |0)

1 (1 1 1
|¢0>:H|O>®|0>:E (1) ® (0) :%

3. Dobivenu matricu zapisati kao zbroj ket vektora s koeficijentima a, b, ¢, d

(2.40)

S = O =

) = |00 + b|01) + ¢ [10) + d|11) (2.41)

4. Odrediti keoficijente a, b, ¢, d te izmnoziti ih s odgovaraju¢im ket vektorima.

a = (00}un) = % b= (01[¢n) = 0, o
= {00 = 7=, d = (00]o) =0
) = %mm L ojo1) + %um Loj1n) = LQ (100} + [10)) (2.43)
5. Konacno:
) = =5 (100) +10)). (2.49)

Navedeni postupak matematicki opisuje djelovanje Hadamardovih kvantnih vrata za

kvantni krug (2.38). Nadalje, stanje |¢;) dobije se djelovanjem matrice (2.33) za

14



slucaj ¢;qo na (2.40)

—_

|11) = (2.45)

o o O

1
V2

(@] o @] —
(@] (@) — o]
] — (] o]
Sl
\V)
(aw] — s} —
= [a] o

41,90

Bududi da se u postupku (2.40-2.44) koristila klasi¢na konvencija, a ne onakva kakva
se koristi u IBM Quantum Experience pomocu koje su definirane matrice (2.33) po-
trebno je koristiti suprotan slucaj - matricu s indeksom (¢q1qo) iz (2.33). Dobivena
matrica iz (2.45) moze se raspisati kao sto je to ucinjeno u (2.41). Lako se pokaze da
su koeficijenti a,d = 1 dok su b, ¢ = 0, iz Cega slijedi da se (2.45) moze zapisati kao

€

|77Z)1> = \/5

(100) +[11)) . (2.46)

Sli¢no kao (2.46) mogu se dobiti i ostala maksimalno spregnuta stanja (2.17-2.20).
Naime, postoje Cetiri ulazne kombinacije pocetnih stanja kvantnih bitova i svaka ¢e

rezultirati razli¢itim izrazom za spregnuto stanje nakon prolaska kroz krug (2.38).
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3 Kvantni Fourierov transformat

Diskretni Fourierov transformat moze se opisati kao transformacija vektora komplek-
snog skupa brojeva s N clanova x, z1, ..., zy_1 u vektor kompleksnog skupa brojeva

Yo, Y1, ---, Yn_1 zadovoljavajudi sljede¢u jednadzbu [6]

=

-1

Yr = 62””]“/ij. (3.1

2l
g

J
Analogon za diskretni Fourierov transformat koji se koristi u kvantnim algoritmima
je kvantni Fourierov transformat. Za razliku od diskretnog Fourierovog transformata,
kvantni Fourierov transformat (engl. Quantum Fourier Transform) ili skraceno QFT na

ortonormiranu bazu |0), ..., |N — 1) definira se kao linearni operator s operacijom na

stanja baze opisanom u (3.2)

N-1
1 3
) = —= D N k). (3.2)
N k=0

U (3.2) N se definira kao 2" gdje je n broj kvantnih bitova tj. stanja baze na koji
djelujemo kvantnim Fourierovim transformatom. Djelovanje kvantnog Fourierovog
transformata za slu¢aj samo jednog kvantnog bita za j = [0) i j = |1) gdje |j) pred-

stavlja ¢lan u Fourierovoj bazi matematicki je opisano s

N 1 <~ 2miok 1 < 1
|O>:E,§e > k) = ;W):E(WHH)):IH (3.3)

=0 (3.4)

1
= 50— 1) = 1)

U slucaju u kojem je broj kvantnih bitova n vedi, raspisivanjem kvantnog Fourierovog
transformata moze se do¢i do drugog nacina zapisivanja - u obliku produkata koji
se Cesto koristi. U notaciji gdje je |k) zapisan kao npr. |k) = |5) broj 5 moZe se
zapisati u binarnom zapisu kao |101). Shodno tome k se moZe binarno zapisati kao

2"k + 2" 2ky + ... + 2%, odnosno opéenitije kao ;" k2"'. Bududi da se broj

16



|k) zapisao binarno granica sumacije viSe ne moze biti 2" — 1. Primjerice, ako je
2" =8 = N, tj. ako je N — 1 = 7, nije moguce razviti sumu jer u raspisu broja |k) su
samo nule i jedinice. Naime, ako se |k) zapiSe binarno sumacija se raspisuje na nac¢in

kao sto je pokazano u (3.5)
N-1 1 1 1 1
=33 ). (3.5)
—0ko=0k3=0  kp=0

k=0 k1=0 ko=0 k3=0

Koriste¢i (3.5) i opceniti zapis binarnog broja dolazi se do

No1 2mig > k2n!

- 1 =
l7) = VDO 2 k) (3.6)
k=0
1 N—-1
_ \/_N e2mid iy k27! k) (3.7)
k=0
1 1 1 ( )
= =3 S k) (3.8)
\/N k1=0 k=0
1 1 1 n
"N Z Z H IR |y (3.9)

Direktno iz izraza (3.9) se teSko zakljucuje o utjecaju na stanje kvantnog bita. 1z tog

razloga korisno je raspisati produkte i do¢i do izraza

) = \/_1N (0 + e m) @ () + e ) oo (0 +e5 D). 610

Takoder, takav zapis od koristi je pri kreiranju algoritma za kvantni Fourierov tran-
sformat. Operacija kvantne Fourierove transformacije ukratko se moze opisati kao
prelazak iz baze |j) = [jij2...jn) = |j1) @ |j2) @ ... ® |j,) u bazu |j) koja je opisana

izrazom (3.10). U izrazu (3.11) prikazani su prijelazi odgovarajucih ¢lanova iz baze
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~ 1
|7) ubazu |j) gdje je faktor — izostavljen zbog jednostavnosti

VN

1) — (10) + 5 1))

2) — (10) + 5 1))

(3.11)

n) — (10) + €5 [1))

Rezultati kvantne Fourierove transformacije sada su puno jasniji i lakse se moze uvi-
djeti utjecaj na pojedini kvantni bit. Naime, izraz pojedinog ¢lana u (3.10) slican je
rezultantnom izrazu nakon djelovanja Hadamardovih vrata na |0), a razlika lezi u
faktoru e 3+ ispred |1) koji predstavlja odredenu fazu [6]. Od velikog je znacaja pri-
mijetiti da su faze razliCite za pojedine ¢lanove u izrazu (3.10). Za potrebe kreiranja
kvantnog kruga koji opisuje kvantnu Fourierovu transformaciju Cesto se definiraju

vrata Ry, Ciji je matri¢ni zapis

1 0
Ry = . (3.12)

27

0 e2k
Vodecdi se zapisom (3.10), koriste¢i unitarne transformacije R, koje su analogon P
vratima, i Hadamardova vrata H moze se kreirati kvantni krug koji opisuje kvantnu

Fourierovu transformaciju:

0) (HF—1A (3.13)
0) P () A
o {EH P (5) A7 G) EL

Bududi da su sva vrata u takvog sklopu unitarna zakljucuje se da je kvantna Fouri-

erova transformacija unitarna. Usporedbe radi, brza Fourierova transformacija koja
je najbrzi algoritam za racunanje diskretne Fourierove transformacije na 2" eleme-

nata zahtjeva eksponencijalno puta vise operacija da izracuna Fourierov transfor-
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mat na klasi¢cnom racunalu, nego da implementira kvantni Fourierov transformat na

kvantnom rac¢unalu.
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4 Shorov algoritam

4.1 Uvod i cilj Shorovog algoritma

Peter Shor je 1994. godine pokazao da postoji algoritam koji bi koriste¢i kvantno
racunalo mogao faktorizirati broj NV koji ima barem dva razlic¢ita prosta faktora ko-
riste¢i broj koraka koji raste polinomno s koli¢inom unosa log, N [4]. Vremenska
kompleksnost tj. koli¢ina racunalnog vremena potrebna za izvodenje odredenog al-
goritma uobicajeno se oznacava s velikom O notacijom primjerice O(n), O(n®), itd.
gdje je n broj bitova koji se koristi za opis unosa, a « konstanta za koju vrijedi o > 1.
Vremenska kompleksnost O(n) opisuje da se dani algoritam izvodi linearno u vre-
menu dok O(n®) opisuje polinomni vremenski algoritam. Drugim rije¢ima, vremen-
ska kompleksnost algoritma O(n®) raste polinomno s brojem bitova potrebnim za
opis unosa. Bududi da je cilj Shorovog algoritma faktorizirati velike brojeve - za koje
je potrebno velik broj bitova, bitno je da vremenska kompleksnost raste Sto sporije s
povecanjem broja bitova pri unosu. Konkretno, broj ratunalnih koraka O(n) u Sho-

rovom algoritmu za faktoriziranje broja N zadovoljava
O(N) €O ((loggN)?’ logalogaN) (4.1)

za N — oo. 4.1 predstavlja vremensku kompleksnost nes$to brzu od O(n?®). Uspo-
redbe radi, vremenska kompleksnost izvodenja istog procesa na klasicnom racunalu
bila bi O(e(cnl/g(log“)m)) gdje je c konstanta. Dakle, klasi¢no, vremenska kompleks-
nost izvodenja istog algoritma raste brze nego polinomna, tj. onakva kakva se ostva-
ruje pri izvodenju Shorovog algoritma na kvantnim racunalima.

Shorov algoritam bazira se na sljede¢im ¢injenicama [7]:
* Faktorizacija broja N ekvivalentna je pronalasku perioda dane funkcije.
* Pronalazak tog perioda moze biti ubrzan pomoc¢u kvantnog algoritma.

Reformulacija faktorizacije kao problem pronalaska perioda bazirana je na rezulta-
tima teorije brojeva bez kvantno-mehanickih svojstava i procesa. Medutim, za pro-
vedbu cijelog algoritma na kvantnom racunalu koristi se kvantni Fourierov transfor-
mat opisan u cjelini 3. Neka je N € N neparan broj s minimalno dva razli¢ita prosta

faktora. Cilj algoritma je pronaci djelitelj broja V.
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a 0[1[2[3[4][5[6]7]8
z=a(mod4) [0 [1[2]3]0[1][2]3]0]1

Tablica 4.1: Vrijednosti funkcije a(mod 4) za vrijednosti a od 0 do 9.

r O 112|345 |6|7,8|9
x=13"(mod 15) | 1 [13 |4 |7 |1 |13 |4|7| 1|13

Tablica 4.2: Vrijednosti funkcije 13" (mod 15) za vrijednosti » od 0 do 9.

4.2 Modularna aritmetika

—a

Neka su z,a € N i neka je ‘ prirodni broj. U tom slucaju x i a su kongru-

entni u odnosu na N. Primjerice, neka je + = 43, a = 271 N = 4. Tada je

43 — 27
4

na 4. Matematicki se kongruencija opisuje kao =z = a(mod N) tj. u maloprije na-

= 4 iz Cega se moze zakljuciti da su brojevi 43 i 27 kongruentni u odnosu

vedenom slucaju 43 = 27(mod N). Nadalje, da brojevi x,a imaju isti ostatak na-
kon dijeljenja s brojem 4 moZe se dobiti preko jednostavne formule z(mod N) od-
nosno a(mod N). Konkretno, 43(mod N) = 2 i 27(mod N) = 2. Modularna arit-
metika je aritmetika kongruencija. U modularnoj aritmetici definira se niz brojeva
ay =(0,1,2,..., N—1,0,1,2,...) koji za primjer gdje je N = 12 moze poprimiti vrijed-
nosti a;» = (0,1,2,...,11,0, 1,2, ...). Dakle, u trenutku kada niz ay dostigne vrijednost
N, niz krece iznova, pocevsi od 0. Primjer takvog niza su sati, kutovi § € |0, 27],
itd. Ocito je da su takvi nizovi periodi¢ni. U tablici 4.2 dan je primjer periodi¢nog
ponasanja funkcije = ¢ (modN) za N = 4. Iz tablice 4.2 moZze se lako zakljuditi

da se kongruencija dvaju brojeva x, a u odnosu na tre¢i N moze zapisati kao

r = a(mod N) — r=Nk+a zak e Z. (4.2)

Medutim, u Shorovom algoritmu cilj je odrediti stupanj funkcije «"mod N gdje je
stupanj oznacen s r. Stupanj je onaj r koji odgovara ¢lanu niza a,, = (0,1,2,..., N —
1,0,1,2,...) koji dolazi po prvi puta nakon N — 1. Drugim rije¢ima, stupanj r je
clan niza pri kojem niz dostigne vrijednost N po prvi put. Moze se primijetiti da r
iznosom odgovara periodu. Oblik funkcije opisan s a"mod N zove se modularna eks-
ponencijacija i jedna je od klju¢nih stvari u Shorovom algoritmu. Primjer periodi¢nog

ponasanja takve funkcije dan je u tablici 4.2.
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4.3 Procedura

Procedura Shorovog algoritma [7] za dani broj /V sastoji se od tri koraka:

1. Odaberi broj a, (1 < a < N) takav da je najveci zajednicki djelitel;

(engl. greatest common divisor, skrac¢eno gcd) brojevima a, N broj 1
2. Pronadi stupanj r funckije a"(mod N).

3. Ako je r paran onda je a’/?(mod N) = .
Ako je x + 1 # 0(mod N) onda su faktori broja N brojevi p i godnosno N = pq:

{p,q} = {gcd(x +1,N), ged(x — 1, N)} (4.3)

Inace: Odaberi drugi a i ponovi korake 1. do 3.

Prvi korak jednostavan je i jasan - potrebno je proizvoljno odabrati broj a izmedu
1 i N takav da zadovoljava ged(a, N) = 1. U drugom koraku potrebno je pronaci
stupanj r kao $to je ucinjeno u tablici 4.2. Nakon Sto je pronaden stupanj razmatra
se da li je paran ili ne. Ako stupanj funkcije nije paran potrebno je vratiti se na korak
1. i odabrati novi a. U slu¢aju da je r paran odreduje se vrijednost z = a’/>(mod N).
Potom, provjerava se da li dobiveni x zadovoljava = + 1 # 0(mod N). Ako je i taj

kriterij zadovoljen slijedi da je barem jedan netrivijalni faktor broja N = pq dan s
{p.q} = {ged (v +1,N) ,ged (v — 1, V) }, (4.4)

a u protivhom potrebno je odabrati novi a i proci kroz sve korake algoritma ispocetka.
Konkretni primjeri za faktorizaciju brojeva N = 15, 21, 35 koriste¢i ovakvu proceduru

algoritma dani su u nastavku.
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Procedura algoritma za N = 15
1. Nekajea =13
2. Stupanj r za a = 13 vel je pronaden u tablici 4.2 i iznosi 4.

3. Jelir paran ? - Broj 4 je paran.

Racuna se z:

z = 13"/?(mod 15)
z = 13*(mod 15)

r=4
Jeliz+1%#0(mod N) ?
x+1=>5%0(mod N)
Zakljucuje se da je i taj uvjet ispunjen.
Slijedi da je
{p.q} = {8ed (5,15) ,ged (3,15) }

{pr,q} = {5,3}

Zakljucuje se da su faktori broja N = 15 brojevi 31 5.
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Procedura za N = 21
1. Nekajea =38

2. Pomocu sljedece tablice moze se odrediti stupanj r

r 0123|456

z=8(mod21)|1|8[1|8|1]8]|1

Iz tablice vidi se da je r = 2

3. Jelir paran ? - Broj 2 je paran.

Racuna se z:

Jeliz+1#0(mod N) ?
r+1=9% 0(mod 21)
Zakljucuje se da je i taj uvjet ispunjen.
Slijedi da je
{p.q} = {ged (9,21),ged (7,21) }

{p,q} = {3,7}

Zakljucuje se da su faktori broja N = 21 brojevi 31 7.
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Procedura za N = 35
1. Nekajea =4

2. Pomocu sljedece tablice moze se odrediti stupanj r

r 01123 |4[5/6|7

z=4"(mod35) | 1416|2911 9|14

Iz tablice vidi se daje r = 6

3. Jelir paran ? - Broj 6 je paran.

Racuna se z:

Jeliz+1%#0(mod N) ?
z+1 =30+ 0(mod 35)
Zakljucuje se da je i taj uvjet ispunjen.
Slijedi da je
{p.a} = {gcd (30,35) . ged (2,35) |

{p,q} = {5,7}

Zakljucuje se da su faktori broja N = 35 brojevi 51 7.
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5 Implementacija Shorovog algoritma

5.1 IBM Quantum Composer

Americka tvrtka International Bussines Machines, skraceno IBM omogucila je 2016.
godine javnu dostupnost kvantnih racunala. Usluzi je moguce pristupiti putem po-
veznice https://quantum-computing.ibm.com/. Na toj poveznici moguce je oda-
brati opciju IBM Quantum Composer. IBM Quantum Composer je graficko korisnicko
sucelje koje omogucuje izvodenje kvantnih algoritama jednostavnim povlacenjem
i ispustanjem ikona koje predstavljaju odredena kvantna vrata. Takoder, postoji i
mogucnost koriStenja IBM Quantum Lab-a koji omogucuje implementiranje kvantnih
algoritama putem programskog koda. U 2021. godini, ime IBM Quantum Experience
je umirovljeno, a do tog trenutka predstavljalo je kombinaciju IBM Quantum Com-
poser-a i IBM Quantum Lab-a. Skup kvantnih vrata s kojima je moguc¢e manevrirati

unutar sucelja moguce je podijeliti na nekoliko skupina:

Klasi¢na vrata:{ X, [,CX,CCX,SWAP}

Fazna vrata:{S, S, T, T", Z, RZ, P(\)}

Kvantna vrata:{U (), ¢,9), SX,SXdg,Y, RX, RY, RXX, RYY}

Hadamardova vrata:{ H }

* Neunitarne operacije:

Mjerenje, operacija ako (engl. if), upravljani modifikator vrata, barijera, |0)

Analogon jednostavnog kvantnog kruga (2.37) koji rezultira spregnutim stanjem, kao
i kvantni krug koji rezultira GHZ stanjem u IBM Quantum Composeru prikazani su na

(5.1).

5.1.1 QASM, Simulator i Qiskit

Unutar grafickog sucelja postoji opcija unoSenja programskog koda Kkoristeci jezik
Open Quantum Assembly Language, skraceno QASM. Kod se generira sukladno im-
plementiranju odredenih kvantnih vrata u IBM Quantum Composer-u. Primjer QASM
programskog koda za kvantni krug koji rezultira spregnutim stanjem na slici 5.1 (li-

jevo) je
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Slika 5.1: Kvantni krug (2.37) koji rezultira spregnutim stanjem (2.46) (lijevo) i
kvantni krug koji rezultira GHZ stanjem (desno) u IBM Quantum Experience. Slike su
preuzete direktno iz IBM Quantum Composer-a.

OPENQASM 2.0;

include ”qelibl.inc”;
qreg ql2];

creg c[2];

reset q[0];

reset q[1];

h q[0];

cx q[0],q[1];

measure q[0] —> c[0];

measure q[1] —> c[1];

Uz QASM i sucelje za povlacenje i ispustanje ikona koja predstavljaju kvantna vrata
moguce je uzivati i u simulaciji koja rezultira grafom na kojem su prikazane vjero-
jatnosti rezultantnih stanja. Taj graf se azurira shodno implementiranju kvantnih
vrata. Primjer takvog grafa za implementirano GHZ stanje prikazan je na slici (5.2).
Medutim, taj graf je simulacija - matematicki izracun racunala koji govori kakve bi
rezultate trebali dobiti. Naime, za prave rezultate potrebno je pokrenuti algoritam na
stvarnom kvantnom procesoru. Procesuiranje algoritma na pravom kvantnom proce-
soru moze izazvati odredene gresSke izazvane Sumom koji je rezultat dekoherencije
i neposluha kvantnih vrata (engl. gate infidelity). Neposluh kvantnih vrata rezultat
je postojanja razlike izmedu dostupnih kvantnih vrata u IBM Quantum Composer-
u i pravih, fizikalno implementiranih kvantnih vrata [8]. S druge strane, dekohe-
rencija je proces gdje kvantno racunalo gubi kvantno-mehanicka svojstva i pocinje
se ponasati sve slicnije klasicnom objektu. Dekoherencija zajedno s neposluhom
kvantnih vrata predstavlja prepreku u dobivanju savrseno toc¢nih rezultata koristeci

kvantno racunalo. Na slici 5.2 prikazana je usporedba simulatora i rezultata dobive-
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Slika 5.2: Usporedba vjerojatnosti rezultantnih kvantnih stanja predvidena
racunalnom simulacijom (lijevo) i dobivenih rezultata (desno) koristenjem stvarnog
kvantnog procesora.

nih pokretanjem programa na pravom racunalu. Promatrajudi sliku moze se zakljuciti
da se simulacija savrseno ne preklapa s dobivenim rezultatima. Razliku je najlakse
uociti uvidajué¢i da su na rezultatima dobivenih izvodenjem algoritma na pravom
kvantnom racunalu osim |000) i |111) stanja, zabiljezena i druga stanja koja nisu
predvidena simulacijom. Drugi dio bivSseg IBM Quantum Experience-a je IBM Quan-
tum Lab unutar kojeg je moguce kreirati kvantne programe putem biblioteke Qiskit.
Qiskit je razvijen s ciljem kreiranja programskog koda koji ¢e omoguditi izvodenje
programa na IBM-ovim procesorima ili simulatorima. Pomoc¢u Qiskit-a je moguce po-
kretati kvantne programe bez grafickog sucelja sto je od velike vaznosti jer graficka

sucelja postaju sve neprakticnija s porastom broja iskoristenih kvantnih bitova.

5.2 Implementacija Shorovog algoritma u grafickom sucelju IBM

Quantum Composer-a

Kvantni krug prikazan na (3.13) nije od prakti¢ne koristi jer su svi kvantni bitovi u
jednakim superpozicijama |0) i |1) pa ¢e rezultat biti potpuno nasumican. Kvantni
Fourierov transformat moze se koristiti i u suprotnom smjeru. Primjerice, stvaranjem
stanja |5) i djelovanjem inverznog kvantnog Fourierovog transformata na to stanje

moZe se pokazati da ¢e rezultat pokretanja algoritma na kvantnom racunalu biti |5).
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Slika 5.3: Kvantni krug za izvodenje kvantnog Fourierovog transformata za tri
kvantna bita u IBM Quantum Composer-u. Slika je preuzeta izravno iz IBM Quantum

Composer-a.
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Slika 5.4: Rezultati dobiveni izvodenjem kruga 5.3 na kvantnom racunalu.

Kvantni krug koji to i dokazuje prikazan je na slici 5.3. Dobiveni rezultati nakon

pokretanja tog algoritma na kvantnom racunalu prikazani su na slici 5.4. Ovakav

oblik kvantnog Fourierovog transformata koristi se pri izvodenju Shorovog algoritma.

Cesto se cijeli kvantni krug prikazan na slici 5.3 bez Hadamardovih i P vrata, dakle

pocevsi sa SW AP vratima, oznacuje kao operator s oznakom QFT". Operator QF T

moze djelovati na proizvoljni broj n kvantnih bitova, a kao takav se koristi u znans-

tvenim radovima pri opisu raznih algoritama. Primjer kvantnog kruga u kojem je

iskori$ten operator QF T je:

0) —F—He" QFT!

1) — Uz

(5.5)
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Slika 5.5: Kvantni krug koji mapira |z) u |7*mod15) (lijevo) odnosno u |13*mod15}
(desno). Slike su preuzete direktno iz IBM Quantum Composer-a.

Krug (5.5) upravo prikazuje proceduru odredivanja perioda koja je srz Shorovog al-
goritma. Prvi, gornji registar sastoji se od n kvantnih bitova i zove se upravljani.
Drugi, donji registar zove se radni registar i sastoji se od m kvantnih bitova [16].
Broj bitova potrebnih za upravljani registar je n = 2[logoN| dok je za radni registar
potrebno m = [logs N] kvantnih bitova [18]. Procedura kvantnog algoritma prikaza-

nom na (5.5) moze se ukratko opisati u nekoliko koraka:

1. Djelovanje Hadamardovih vrata na n kvantnih bitova u upravljanom registru
2. Modularna eksponencijacija

3. Inverzni kvantni Fouerierov transformat

4. Mjerenje upravljanog registra

Korake 1. i 4. jednostavno je implementirati. Naime, potrebno je djelovati Hadamar-
dovim vratima na pocetku, odnosno operacijom mjerenja na kraju algoritima samo
na upravljani registar. NajsloZeniji dio pri implementaciji Shorovog algoritma pred-
stavlja korak 2. - modularna eksponencijacija. Naime, za svaku kombinaciju N i a
potrebno je koristiti specifi¢ni algoritam. Raznovrsni algoritmi za modularnu ekspo-
nencijaciju mogu se naci u radovima [14] i [17]. Dva primjera iz [14] prikazana su
na slici 5.5. To su primjeri najjednostavnijih algoritama koji se mogu iskoristiti za fak-
toriziranje broja N = 15. Medutim, algoritmi za faktorizaciju ve¢ih brojeva znatno su
kompliciraniji, a neki od njih mogu se pronaci u [14]. Bududi da je implementacija
koraka 3. - kvantna Fourierova transformacija ve¢ pokazana, sada je vrijeme ujediniti
pojedine korake 1.-4. i konstruirati krug za izvodenje Shorovog algoritma za fakto-

rizaciju cijelog broja N = 15 s ¢ = 11 na kvantnom racunalu koriste¢i IBM Quantum
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Slika 5.6: Optimizirani Shorov algoritam za N = 151i a = 11. Slika je preuzeta
direktno iz IBM Quantum Composer-a.

Composer. Kvantni krug prikazan je na slici 5.6. Motivacija za izradu ovog kvant-
nog kruga potaknuta je optimizacijom koja je predloZena u [18]. Rezultati dobiveni
pokretanjem tog kvantnog kruga na kvantnom racunalu prikazani su na slici 5.7.

Iz grafa na slici 5.7 vidi se da su dobiveni rezultati periodi 00000 i 00100 odnosno
brojevi 0 i 4 u decimalnom zapisu. Primjec¢uje se da su rezultati dobiveni s velikom
vjerojatnoSc¢u jer su ostali brojevi izmjereni samo nekoliko puta. Rjesenje 0 se odba-
cuje kao trivijalno rjeSenje. S druge strane rjeSenje 4 uzima se kao dobro rjesenje.
Medutim, 4 u ovom slucaju nije period - to je vrijednost koja se Cesto oznacuje s y
a zadovoljava jednadzbu y = g Do perioda r moguce je do¢i dijeljenjem broja 2,
podignutim na potenciju ulaznih kvantnih bitova u upravljanom registru (2") = M
s dobivenim periodom r. U ovom slucaju broj ulaznih kvantnih bitova koriSten u
upravljanom registru je 3 - to su oni kvantni bitovi na kojima se djeluje Hadamardo-
vim vratima u prvom koraku algoritma. Slijedi da je period za danu situaciju: 223 =2.
Klasi¢nim racunom funkcije f(r) = 11"mod15 moZe se provjeriti to¢nost dobivenog
perioda. UvrStavanjem niza brojeva 0, 1,2, 3,4, ... slijedi niz 1,11,1,11,1, ..., iz ¢ega
se zakljucuje da je 2 traZeni period funkcije. Za odredivanje faktora broja 15 sada je

moguce koristiti klasi¢ni dio algoritma opisan u cjelini 4:
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Slika 5.7: Rezultati dobiveni izvodenjem kvantnog kruga prikazanom na slici 5.6 na
kvantnom racunalu s pet kvantnih bitova.

{p,q} = ged{a"*+; N}

{p,q} = gcd{a—1,N},gcd{a —1,N}
{p,q} = ged{11 — 1,15}, ged{10 — 1, 15}
{p.q} = {3,5}

(5.6)

Na krugu prikazanom na slici 5.6 mogu se jasno uociti pojedini koraci izvodenja

algoritma:

1. Djelovanje Hadamardovim vratima na tri kvantna bita u upravljanom registru.

2. Modularna eksponencijacija optimizirana sa samo dvama kvantnim vratima -

CXiCCX.
3. Kvantni Fourierov transformat kojeg ¢ine kombinacija Hadamrdovih i P vrata

4. Mjerenje
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6 Zakljucak

Tema ovog diplomskog rada bio je Shorov algoritam, a glavni cilj bila je implemen-
tacija Shorovog algoritma koriste¢i graficko sucelje IBM Quantum Composer. Sho-
rov algoritam implementiran je kao Sto je prikazano na slici 5.6. Dobiveni rezultati
usporedeni su s onima koje predvida simulator. Takoder, to¢nost dobivenog rezultata
provjerena je klasi¢cnim putem kao Sto je pokazano u (5.6). Zakljucuje se da se re-
zultati podudaraju s predvidanjima. Rezultati nisu savrSeni na sto upucuju izmjerena
stanja koja nisu predvidena simulatorom i ne predstavljaju dobro rjesenje. Ipak, us-
poredbom tih rezultata s rezultatima koji su dobiveni za isti kvantni krug u radu [8]
iz 2020. godine zakljucuje se da je kvantna korekcija greSaka znatno napredovala u
tom periodu. Pri implementiranju kvantnog kruga koristen je procesor s pet kvant-
nih bitova. Za faktoriziranje ve¢ih brojeva potreban je ve¢i broj ulaznih kvantnih
bitova Sto znatno otezava kreiranje kvantnih krugova koji ¢e rezultirati izvodenjem
Shorovog algoritma u IBM Quantum Composer-u. Najveli razlog otezavanja imple-
mentacije na takav nacin je dio algoritma koji provodi modularnu eksponencijaciju.
Naime, modularna eksponencijacija za malo vece brojeve zahtijevala bi koriStenje
jako velikog broja kvantnih vrata. Porastom broja ulaznih kvantnih bitova, kvantna
Fourierova transformacija postaje takoder kompliciranija. Rezultat toga bio bi krug
koji bi ¢itatelju bio iznimno nepregledan i nerazumljiv. Iz tog razloga ocekuje se
sve veca upotreba Qiskit-a koji koristi programski jezik Python. KoriStenje Qiskit-a
takoder je javno dostupno u drugom dijelu bivSeg IBM Quantum Experience-a, IBM
Quantum Lab-u. Sljededi korak mogla bi upravo biti implementacija Shorovog, ili

nekog drugog algoritma koriste¢i Qiskit.

7 Metodicki dio: Fotoelektri¢ni uc¢inak

7.1 Nastavna priprema: Fotoelektri¢ni ucinak

Nastavna priprema koja ¢e biti predstavljena u ovom poglavlju namijenjena je za
jedan skolski sat u cetvrtom razredu opce gimnazije. Nastavna jedinica koja ce
biti obradena je “Fotoelektricni uc¢inak”. Vrsta nastave za koju je prilagodena ova
priprema je istrazivacki usmjerena nastava. Cilj istrazivacki usmjerene nastave je

uciniti nastavu Sto je viSe moguce interaktivnom — tezi se k tome da svi ucenici
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budu ukljuceni iznosenjem svojih predvidanja, postavljanjem pitanja i donoSenjem
zakljucaka. Nastavna pomagala i sredstva koja bi se koristila pri izvodenju ovog sata
su racunalo, projektor, elektroskop s metalnom plocicom, plasti¢ni Stap, zivina ul-
traljubicasta lampa, lampa bijele svjetlosti i kartice s oznakama A,B,C,D. Nastavne
metode koje se koriste su metoda razgovora — razredna rasprava, metoda usmenog
izlaganja, metoda pisanja i crtanja i konceptualna pitanja s karticama. Nastavnik
moze ocekivati da ucenici, po zavrSetku sata usvoje znanja opisana sljedeci predmet-

nim ishodima. Literatura koja se koristila za izradu ove pripreme je [22] - [25].
Predmetni ishodi:

* FIZ SS A.4.3. , D.4.3. Analizira valno-¢esti¢nu prirodu svjetlosti i tvari

Razrada ishoda:

1. Matematicki opisuje i analizira fotoelektri¢ni u¢inak

2. Opisuje kako intenzitet i frekvencija utjeCu na fotoelektri¢ni uc¢inak

* FIZ SS. A.4.9. D.4.9. Rje$ava fizi¢ke probleme
Razrada ishoda:
1. Identificira ciljeve rjesavanja problema
2. Konstruira plan rjeSavanja problema
3. Matematicki modelira situacije
4. Zakljuctuje iz grafickih prikaza

* FIZ SS.ABCD.4.10. Istrazuje fizi¢ke pojave

Razrada ishoda:
1. Istrazuje pojavu uz pomo¢ racunalne simulacije.
Medupredmetni ishodi:

1. uku A.4/5.1. Upravljanje informacijama
2. uku A.4/5.2. Primjena strategija uCenja i rjeSavanje problema
3. uku A.4/5.4. Kriticko miSljenje

4. uku A.4/5.3. Kreativno misljenje
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TIJEK NASTAVNOG SATA

Uvodi dio sata
Sat zapoc¢injemo uvodnim pitanjem:
Na koji nacin solarne éelije pretvaraju suncevu energiju u elektricnu energiju?

Prikupljanjem ucenickih misljenja i komentiranjem istih nastavnik pokusava dobiti

uvid u njihov nacin razmisljanja.

Opservacijski pokus:

Elektroskop s metalnom ploc¢icom nabije se plasticnim Stapom tako da se kazaljka

odmakne za odredeni kut.

Zasto se kazaljka elektroskopa odmice?

Ovo pitanje nastavnik postavlja jer zeli navesti uCenike na razmisljanje o prelasku
elektrona sa Stapa na elektroskop.

Metalna plocica osvjetljuje se bijelom svjetlos¢u.
Sto ste opazili?

Otklon kazaljke elektroskopa ostao je isti.

Metalna plocica se zatim osvjetljuje zivinom ultraljubi¢astom lampom.
Sto ste sada opazili?

Otklon kazaljke elektroskopa se smanjio i cilj nam je da ucenici to uoce. Iz tog razloga

po potrebi ponavljamo pokus nekoliko puta.
Zasto se kazaljka elektroskopa pomice u ovom slucaju?

Ucenici uocavaju da osvjetljavanjem metalne plocice ultraljubicastom Zivinom
lampom dolazi do izbijanja elektrona iz metalne ploc¢ice. Uvodimo naziv pojave,
fotoelektri¢ni ucinak, i opisujemo je kao pojavu pri kojoj elektromagnetsko zracenje

izbija elektrone iz materijala. PiSe se naslov: “Fotoelektri¢ni u¢inak”.
Sredisnji dio sata
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Slika 7.1: Prikaz postava na simulaciji koji ¢e se koristiti za istraZivanje povezanosti
kineticke energije i frekvencije.

Istrazivacko pitanje:

Kako kineticka energija izbijenih elektrona ovisi o frekvenciji, valnoj duljini i

intenzitetu upadnog elektromagnetskog zracenja?
* Mogzete li predloziti nacin na koji bi se mogla ispitati ta povezanost?
« Sto emo myjeriti?
* Kako ¢éemo izmjeriti kineticku energiju?

Cilj ovih pitanja je da ucenici prepoznaju da je potrebno mijenjati frekvenciju i mjeriti
kineticku energiju gdje nailaze na problem.

Opisujemo postav na simulaciji koji je prikazan na 7.1:

Katoda se osvjetljava elektromagnetskim zracenjem koje dolazi iz lampe. Intenzitet
zraCenja je moguce mijenjati. Katoda igra ulogu metalne plocice iz pokusa izvedenog
u uvodnom dijelu. U simulaciji moguce je promijeniti materijal koji ¢e biti osvijetljen.
Nasuprot katode nalazi se anoda, a kolektivno se nazivaju fotocelija. Katoda i anoda
su zatvorene u vakuumsku cijev. Katoda je emiter tj. emitira elektrone, dok je anoda
kolektor koji apsorbira elektrone emitirane iz katode. Bududi da postoji usmjereno
gibanje elektrona moze se govoriti o struji kroz vakuumsku cijev. Ampermetar kojim
je moguce izmjeriti struju i baterija pomoc¢u koje je moguce mijenjati napon u struj-
nom krugu spojeni su na fotoceliju. U cilju dolaska do odgovora na pitanje Kako ¢emo
mjeriti kineticku energiju elektrona? ucenike navodimo do to¢nog odgovora sljede¢im

pitanjima.
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* Kako bi se izbijeni elektroni gibali u slucaju kada bi katoda bila negativno nabi-

jena, a anoda pogitivno nabijena?
- Elektroni ¢e ubrzavati prema anodi.

« Sto se dogada s kinetitkom energijom elektrona tijekom putovanja od katode do

anode?
- Kineticka energija elektrona se povecava.

» Vrsi li elektricna sila pozitivan ili negativan rad na elektron tijekom putovanja od

katode do anode?

- Elektri¢na sila vrsi pozitivan rad jer se energija elektrona povecava ili elek-

tri¢na sila vrsi pozitivan rad jer je smjer sile jednak pomaku elektrona.

Ucenicke pretpostavke provjeravaju se koriste¢i simulaciju.

Od ucenika se trazi da nacrtaju stupcasti dijagram energija za sustav samo jednog
elektrona na putu od katode do anode u trenutku neposredno nakon izbijanja iz ka-
tode koji ¢e se oznaciti s t1, a trenutak neposredno prije stizanja do anode oznacit ¢e
se s t,. Nakon Sto su ucenici pokusali nacrtati stupcasti dijagram energija, komen-
tiraju se predloZeni dijagrami, a tocan oblik dijagrama koji je prikazan na 7.2 pri-
kazuje se na projektoru. Koriste¢i stupcasti dijagram, od ucenika se trazi da napisu
jednadzbu energija. Ucenici ¢itaju napisane jednadzbe. Nakon Sto su ucenici dali
svoje prijedloge, nastavnik na plocu piSe tocan oblik jednadzbe do koje je dosao uz
pomoc¢ ucenika.

KE, +W = KE, (7.1)

* Kako bi se izbijeni elektroni gibali u slu¢aju kada bi katoda bila pozitivno nabijena,

a anoda negativno nabijena?
- Elektroni pri gibanju od katode do anode usporavaju.

o Sto se dogada s kinetitkom energijom elektrona tijekom putovanja od katode do

anode?
- Kineticka energija elektrona se smanjuje.

» Vrsi li elektricna sila pozitivan ili negativan rad na elektron tijekom putovanja od

katode do anode?
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Slika 7.2: Stupcasti dijagram koji prikazuje raspodjelu energija za sustav samo jednog

elektrona na putu od katode do anode za slucaj kada je anoda pozitivno nabijena.

- Elektri¢na sila vrsi negativan rad jer se energija elektrona smanjuje ili elek-

tri¢na sila vr$i negativan rad jer je smjer sile suprotan pomaku elektrona.

Od ucenika se ponovno trazi da nacrtaju stupcasti dijagram. Tocan oblik stupcastog
dijagrama prikazan je na 7.3.

Prisjecamo se formule za rad elektric¢ne sile.

W =eU (7.2)

gdje je e naboj elektrona, a U napon.
Iz stupcastog dijagrama zakljucuje se da je K F5 jednaka 0. Vodec¢i se time jednadzba
(2) poprima oblik:

KFEy =eU (7.3)

U jednadzbi (4) napon U se zove zaustavni napon. To je najmanji napon pri kojem

elektroni ne uspiju do¢i do anode.

,Zaustavni napon omogucuje odredivanje kineticke energije koju je elektron imao

pri izbijanju iz katode.”

Ovisnost kineticke energije izbijenih elektrona o frekvenciji ispitat ¢e se mjerenjem

valne duljine, frekvencije i zaustavnog napona sa simulacije. Cilj je namjestiti takav
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Slika 7.3: Stupcasti dijagram koji prikazuje raspodjelu energija za sustav samo jednog
elektrona na putu od katode do anode za slucaj kada je anoda negativno nabijena.

napon da se elektroni zaustave tocno na anodi. Izmjerene vrijednosti unose se u
tablicu. Podatke iz simulacije upisujemo u tablicu 7.1. Koriste¢i te podatke crtamo

graf koji je prikazan na slici 7.4.

A[nm] | f [Hz] | U, [eV] | KE [eV]

Tablica 7.1: Tablica u koju zajedno s ucenicima upisujemo podatke ocitane sa simu-
lacije. Koriste¢i podatke iz ove tablice, nacrtati ¢emo graf ovisnosti kineticke energije
izbijenih elektrona o frekvenciji upadnog elektromagnetskog zracenja.

U korist odredivanja jednadzbe koja matematicki opisuje poveznicu izmedu ki-
neticke energije izbijenih elektrona i frekvencije upadnog elektromagnetskog zracenja

postavljamo ucenicima sljedeca pitanja.

* U kakvoj su ovisnosti kineticka energija izbijenih elektrona i frekvencija upadnog
gracenja ?
- Kineticka energija izbijenih elektrona linearno raste s frekvencijom upadnog

zracenja.
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Kineti¢ka energija izbijenih elektrona u ovisnosti o frekvenciji upadnog zracenja
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Slika 7.4: Graf ovisnosti kineticke energije izbijenih elektrona o frekvenciji za natrij,
aluminij, i magnezij.

* Kako znamo da je ovisnost linearna, a ne proporcionalna?
- Iz razloga sto graf ne krece iz ishodista.

* Kako glasi opéeniti oblik jednadzbe koja opisuje linearnu ovisnost?
y=axr+b

* Koristeci tu jednadzbu, kako bi glasila jednadzba za ovisnost kineticke energije

izbijenih elektrona o frekvenciji upadnog elektromagnetskog zracenja?

KE=hf+0¢ (7.4)
gdje je h Planckova konstanta, a ¢ izlazni rad materijala.

Minimalna energija koja je potrebna da bi elektron bio izbijen iz metala zove se

izlazni rad. Izlazni rad svojstvo je svakog materijala.

* U kakvoj su ovisnosti kineticka energija izbijenih elektrona i valna duljina upad-

nog zracenja ?

- Kineticka energija izbijenih elektrona linearno se smanjuje s pove¢anjem valne

duljine upadnog zracenja.
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* Kako bi glasila jednadzba za ovisnost kinetiCke energije izbijenih elektrona o valnoj

duljini upadnog elektromagnetskog zracenja?

KE = h§ b (7.5)

Dosli smo do jednadzbi koje opisuju ovisnost kineticke energije o frekvenciji i val-
noj duljini upadnog elektromagnetskog zracenja. Koristedi isti graf moze se ispitati

ovisnost kineticke energije izbijenih elektrona o razli¢itim vrstama materijala.

* Sto se moze zakljuciti iz grafa usporedujuli pravce za razli¢ite materijale, u ovom

slu¢aju natrija, magnegija i aluminija?
- Pravci sijeku os apscisu u razli¢itim tockama.
* Sto predstavljaju tocke u kojima pravci sijeku os apscisu?

- To¢ka u kojoj pravac sijeCe os apscisu predstavlja frekvenciju upadnog zracenja
pri kojoj pocinju izbijati elektroni iz materijala tj. pri kojoj se pocinje dogadati

fotoelektri¢ni uc¢inak.

Frekvencija upadnog elektromagnetskog zracenja ispod koje nema fotoelektri¢nog

ucinka na materijalu zove se granic¢na frekvencija.
* Sto predstavljaju toc¢ke u kojima zamisljeni produzeci pravaca sijeku os ordinatu?

- Tocka u kojoj pravac sijece os ordinatu predstavlja energiju koja je potrebna
da bi elektron bio izbijen iz metala. Ta energija odgovara izlaznom radu mate-

rijala.

* Razlikuje li se vrijednost kineticke energije izbijenih elektrona pri nekoj frekvenciji

f za dva ragli¢ita materijala?

- Iz grafa se moze vidjeti da za neku frekvenciju f dva razli¢ita materijala ne-
maju istu vrijednost na ordinati. Drugim rije¢ima, kineticka energija izbijenih

elektrona razlikuje se ovisno o materijalu za istu frekvenciju upadnog zracenja.

Preostaje jo$ ispitati ovisnost kineticke energije izbijenih elektrona o intenzitetu upad-
nog elektromagnetskog zracenja. Ta ovisnost ispitat ¢e se pomoc¢u racunalne simu-

lacije, a prije vra¢anja na simulaciju pita se ucenike za pretpostavke. Odabere se
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frekvencija ispod granicne i drzi se konstantnom kao i sve ostale varijable osim in-

tenziteta upadnog zracenja.
« Sto primjecujete ?
- Nema fotoelektricnog ucinka kakav god intenzitet odabrali.

Odabere se frekvencija iznad granicne i drzi se konstantnom kao i sve ostale varijable

osim intenziteta upadnog zracenja.

« Sto sada primjecujete, $to je raglitito od slu¢aja kada je bio odabran manji inten-

zitet?
- Broj izbijenih elektrona je ve¢i kada je intenzitet upadnog zracenja veci.

* Mijenja li se kineticka energija izbijenih elektrona povecanjem intengiteta upadnog

gracenja ?
- Kineticka energija elektrona se ne mijenja pove¢anjem intenziteta.
Konacno, zaklju¢ujemo da

* Kineticka energija izbijenih elektrona raste linearno s povecanjem frekvencije

upadnog elektromagnetskog zracenja.

* Kineticka energija izbijenih elektrona smanjuje se linearno s povecanjem valne

duljine upadnog elektromagnetskog zracenja.

* Kineticka energija izbijenih elektrona ne ovisi o intenzitetu upadnog elektro-

magnetskog zracenja.
Zavrsni dio sata

Uvodno pitanje se ponovno diskutira s uCenicima. Solarna Celija se bazira na foto-
elektricnom ucinku, a elektroni koji se izbijaju uslijed upadnog suncevog zracenja
stvaraju struju. Naime, postoje materijali koji imaju takav izlazni rad da i frekven-
cija elektromagnetskog zracenja koje dolazi sa Sunca moze rezultirati fotoelektricnim
uc¢inkom.

Zavrsni dio sata sastoji se jo$ od postavljanja konceptualnih pitanja. Ucenici odgova-
raju na pitanja prikazana na projektoru karticama koje na sebi imaju oznake A,B,C,D.

Odgovori se diskutiraju i obrazlazu u razredu.
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Kineti¢ka energija izbijenih elektrona u ovisnosti o frekvenciji upadnog zraéenja
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Slika 7.5: Ovisnost kineticke energije izbijenih elektrona o frekvenciji upadnog
zraCenja za zlato i kalcij.

1. Koristec¢i graf odredi kod kojih materijala ¢e do¢i do izbijanja elektrona ako

upadno elektromagnetsko zrac¢enje ima frekvenciju 10 H 2.
A) Kod kalcija

B) Kod zlata

C) I kod kalcija i kod zlata

D) Ni kod jednog materijala

Tocan odgovor je a) jer je dana frekvencija ve¢a samo od grani¢ne frekvencije

kalcija. Grani¢na frekvencija odgovara tocki u kojoj pravac sijece os apscisu.

2. Sto ¢e se dogoditi ako se poveca intenzitet upadnog zratenja koje izaziva foto-

elektri¢ni u¢inak na metalu?

A) Smanjit ¢e se broj izbijenih elektrona.

B) Povecat Ce se kineticka energija izbijenih elektrona.
C) Smanyjit ¢e se grani¢na frekvencija metala.

D) Povecat Ce se broj izbijenih elektrona.
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Tocan odgovor je d) jer intenzitet ne utjeCe na kineticku energiju elektrona,
ve¢ samo na broj izbijenih elektrona tako da broj izbijenih elektrona raste s

povecanjem intenziteta upadnog zracenja.

. Koja tvrdnja vrijedi za grani¢nu frekvenciju?

A) Ona je na grafu ovisnosti kineticke energije izbijenih elektrona o frekvenciji

upadnog zracenja predstavljena tockom u kojoj pravac sijece os ordinatu.
B) To je najveca frekvencija pri kojoj se dogada fotoelektri¢ni uc¢inak.

C) Ona je na grafu ovisnosti kineticke energije izbijenih elektrona o frekvenciji

upadnog zracCenja predstavljena tockom u kojoj pravac sijece os apscisu.

Toc¢na tvrdnja je ¢). Tvrdnja a) je kriva jer tocka u kojoj pravac sijece os ordi-
natu odgovara izlaznom radu. Tvrdnja b) je kriva jer grani¢na frekvencija je

najmanja, a ne najveca frekvencija pri kojoj se dogada fotoelektri¢ni ucinak.

. Sto ¢e se dogoditi ako smanjimo valnu duljinu upadnog elektromagnetskog

zracenja?

A) Smanjit Ce se frekvencija upadnog elektromagnetskog zracCenja.
B) Smanjit Ce se kinetiCka energija izbijenih elektrona.

C) Povecat Ce se broj izbijenih elektrona.

D) Povecat Ce se kineticka energija izbijenih elektrona.

Tocan odgovor je d). Tvrdnja a) je kriva je frekvencija upadnog elektromag-
netskog zracCenja Ce se povecati ako smanjimo valnu duljinu upadnog elektro-
magnetskog zracenja. Tvrdnja b) je kriva jer se u tom slucaju kineticka energija
izbijenih elektrona povecava. Tvrdnja c) je kriva jer valna duljina ne utjece na

broj izbijenih elektrona.
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Dodaci

Dodatak A Osnovni koncepti u kvantnoj mehanici

A.1 Hilbertov prostor
A.1.1 Vektorski prostori

Ako je sustav zatvoren na neku operaciju, primjerice zbrajanja, onda je zbroj dva
proizvoljna elementa iz tog sustava i dalje u tom sustavu $to se matematicki moze

opisati na sljede¢i nacin

zasvakixz € Visvakiy € V vrijediz +y € V

Neprazni skup V koji je zatvoren s obzirom na operacije:

(x,y) = x+yiz V x V uV zvanom zbrajanje,

(A, x) — Ax iz F x V u V zvanom mnoZenje,

tako da z,y,z € Vi a, 8 € F zadovoljavaju sjedecih 8 svojstava zove se vektorski

prostor V' .

l.z2+y=y+z

2. (z+y)+z=(x+2)+y

3. zasvaki z,y € V postoji z € V takavdajex + 2=y

4. za svaki x € V postoji suprotni element —x € V takavdaje x + (—z) =0
5. a(fz) = (af)x

6. (¢ + fB)r = ax + fx

7. a(r+y) =ar+ay
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8. lx ==z

Elementi u V' zovu se vektori. Ako je F = R onda V' zovemo realni vektorski
prostor, a ako je F = C onda V' zovemo kompleksni vektorski prostor [19].
A.1.2 Skalarni produkt

Nekasuz = (z1+ 29+ ... +2,) iy = (1 + y2 + ... + yn) elementi u V i neka je V
kompleksni vektorski prostor. Skalarni produkt elemenata = iy, (x|y) u V zadovoljava

sljedece uvjete

1. (z]y) = (y|x)* (* simbol za kompleksno konjugirani ¢lan)
2. (o + Bylz) = alz]z) + Bylz)

3. (z|x) >0

4. (xz|z) = 0 zahtjevada je x =0

gdje su a, 5 € C. Vektorski prostor u kojem su zadovoljena pravila 1. - 4. zove se
unitarni prostor. Zadnja dva uvjeta od posebnog su znacaja jer iz njih slijedi definicija

duljine odnosno norma vektora x

|z [|= V/(z]z) (A1)

Vektorski prostor u kojem je definirana norma zove se normirani prostor [19].

A.1.3 Potpuni prostor

Niz vektora (z,,) u normiranom prostoru zove se Cauchyjev niz ako za svaki ¢ > 0
postoji broj M takav da je || z,,, — x, ||< € za sve m,n > M. Drugim rije¢ima to je niz
u kojem elementi tj. vektori x,, i x,, postaju po volji bliski kako niz evoluira. Iz pret-
hodnog moze se lako zakljuciti da je svaki niz koji konvergira Cauchyjev. Ako svaki
Cauchyjev niz u V' konvergira prema nekom elementu iz VV onda se takav prostor

naziva potpunim. Potpuni prostor koji je normiran zove se Banachov prostor [19].
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A.1.4 Definicija Hilbertovog prostora

Unitarni prostor koji je potpun zove se Hilbertov prostor. Primjer takvog prostora je C
- prostor kompleksnih brojeva. Stanje fizickog sistema u kvantnoj mehanici opisuje
se pomocu vektora u Hilbertovom prostoru. Dakle, u kvantnoj mehanici Hilbertov
prostor je izraz za prostor stanja. Hilbertov prostor moze imati N dimenzija H” $to
ukljucuje i moguc¢nost da N = oo tj. da Hilbertov prostor ima beskona¢no dimenzija.

Za kvantno racunalo s n broj dimenzija N jednak je N = 2".

A.1.5 Diracova notacija

Diracova ili bra-ket notacija koristi se u kvantnoj mehanici za opis elemenata u V. Ele-
ment |z) je ket, a (y| bra vektor. Zajedno oni ¢ine bra-ket (y|z) i predstavlja skalarni
produkt vektora y i . Od ovog trenutka pa nadalje u radu ¢e se koristiti ova notacija
umjesto prethodno navedene (z|y). Komponente ket vektora se mogu reprezenti-
rati kao stupac, dok se istovremeno komponente bra vektora mogu reprezentirati
kao redak pri ¢emu oboje slijede standardne operacije mnozenja i zbrajanja matrica.
Preciznije, ako je ket vektor |y) opisan stupcem s vrijednostima (a4, ag, ...c,,) odgo-
varajudi bra vektor (y| opisan je redom s vrijednostima («j, a3, ...a) gdje je * oznaka
da se radi o kompleksno-konjugiranom ¢lanu. Neka je bra vektor (x| reprezentiran
retkom s komponentama f3,,, a ket vektor |y) reprezentiran stupcem s komponentama

o, onda se skalarni produkt (x|y) raspisuje kao

Qg
(8 85w g) || = e+ Brae o+ B,

On

A.2 Kvantno stanje

U klasi¢noj fizici fizicko stanje opisuje se pomocu kolic¢ine gibanja p{(t) i polozaja 7(t).
U kvantnoj mehanici, stanje ili valna funkcija v fizickog sistema odredena je, pri bilo
kojem vremenu ¢ vektorom stanja [¢(¢)) u Hilbertovom prostoru # i sadrzi sve po-
trebne informacije o sistemu [20]. Za razliku od klasicne fizike gdje se koriste dvije

veli¢ine (z,p) za opisivanje stanja jednodimenzionalne Cestice u kvantnoj mehanici
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koristi se kompleksna funkcija ¢ (z, t). Kvadrat norme valne funkcije je od fizikalnog
znacaja - on predstavlja gustocu vjerojatnosti polozaja ili impulsa. Ukupna vjerojat-

nost nalaska sistema negdje u prostoru jednaka je 1:

+oo +oo +o0
/]w(x,t)\2d3r:/ dx/ dy/ |Y(z,t)|*dz (A.2)

Valna funkcija koja zadovoljava jednadzbu (A.2) je normalizirana.

A.2.1 Superpozicija

Sistem ne mora biti opisan pomoc¢u samo jedne valne funkcije - moze biti opisan
dvjema ili vise valnih funkcija koje su u stanju superpozicije. Valna funkcija se tako

moze opisati kao

¥) = Z ailvy) (A.3)

gdje su «; kompleksni brojevi, a odgovarajuca vjerojatnost takve superpozicije
jednaka je

2

P = (A.4)

Z@iwz‘)

Primjer sustava koji je u superpoziciji je

43
9) =210y + 21

odgovarajuce vjerojatnosti da je takav sustav u stanju |0) odnosno |1) su

4i1* 16
P(]0)) = = =35
32 9
P = [3] = 5

rimjetimo da 'eEng—l
prumy 95 T T
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A.2.2 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Operator A je matematitko pravilo koje se primjenjuje na ket |¢) ili bra (¢| i tran-

sformira ih u nova stanja [¢') odnosno (¢/|:

A ~

Aly) = [¢') (0]A = (¢|

Ako se operator A nalazi izmedu bra i ket vektora (¢|A|¢) pri evaluiranju tog

izraza vrijedi da je svejedno da li prvo A djeluje na ket ili na bra:

(| A)w)) = (8l (A]v)) (A.5)

Vrsta operatora koja ima Siroku primjenu u kvantnoj mehanici su linearni opera-
tori. Ako je operator A takav da komutira s konstantama i da zadovoljava svojstvo
distributivnosti. To jest, operator A je linearan ako za bilo koja dva vektora |ty) i [1)2)

i bilo koja dva kompleksna broja a; i a; zadovoljava [20]

Alar|tr) + aslipn)) = G1A|?/11> + ag Aliy) (A.6)
((W1]ar + (olas) A = ar (1| A + as (| A (A.7)

Kada linearni operator djeluje na neki vektor [¢)) to moZe utjecati na smjer vektora.
Posebni slu¢aj kada je linearni operator A takav da vektor prije i poslije djelovanja
operatora A ima isti smjer onda takav vektor nazivamo svojstveni vektor ili svojstveno

stanje operatora A. U jednadzbi

Alp) = al)

svojstveni vektor operatora A je |¢), dok je a kompleksni broj i zove se svojstvena

vrijednost operatora A [10].

A.2.3 Hermitski operator

Operaciju pri kojoj se matrica M prvo transponira, a onda kompleksno konjugira

zovemo hermitska konjugacija i ozna¢avamo je s bodezom [M7]* = M. U Matri¢nom
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zapisu hermitska konjugacija matrice M rezultira s

(17" *
* * *
mi1 Mz Mi3 mip Mo M3y My Mgy Mgy
Tix t_ _ _ * * *
[MP]" =M"= | mgy mas Mg = | M2 Moz M3 | = | My Mgy Mgy
* * *
ms1 May Ma3s mi3 o3 M33 My3 Moz Mgg

Ako ko je M|A) = |B) ne vrijedi i da je (A|M = (B|. Naime, pri prelasku s ket u
bra notaciju ili obratno M je potrebno zamijeniti s M:

Ako je

M|A) = |B)

onda je
(A|M" = (B]

Linearni operatori koji su jednaki svojim hermitskim konjugatima zovu se her-
mitski operatori. Drugim rije¢ima ako se matricu M transponira pa kompleksno
konjugira rezultat ¢e biti isti kao na pocetku tj. M = M. Svakoj fizi¢ki mjerljivoj vri-
jednosti A, zvanoj observabla, odgovara linearni Hermitski operator A &iji svojstveni
vektori ¢ine kompletnu bazu. Ako vektorski prostor V' ima kompletnu bazu, vektori

baze mogu kao linearna kombinacija opisati bilo koji vektor u V.

A.2.4 Kvantno sprezanje

Za opisivanje sistema koji se sastoji od viSe podsistema koristi se tenzorski produkt
®. Primjerice, ako je jedan podsistem u stanju |1), a drugi u stanju |0) sistem se moze

opisati kao

10) = |1) ® |0) (A.8)

Ako stanje [1)) 45 na sistemima A, B ne moze biti raspisano preko tenzorskog pro-
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dukta kao ) a5 = |P) 4 ®|¢) p kaZemo da je spregnuto. Neka stanja su viSe spregnuta

od drugih [10], a postoje i stanja koja su maksimalno spregnuta:

) = Z=(00) + 1) (A9)
) = (01 +110)) (A10)
[91%) = —=(00) = [11) (A1D)
') = —=(01) - [10) (A12)

A.3 Vremenska evolucija kvantnog stanja

Kada se neko tijelo mase m pocne gibati pod utjecajem neke rezultantne sile F' iz
pocetnog polozaja z(t) = x(0), koriste¢i drugi Newtonov zakon mozZemo odrediti
polozaj tog tijela u nekom drugom vremenskom trenutku z(t) = z(¢'). To je slucaj
u klasi¢noj fizici, medutim u kvantnoj mehanici umjesto poloZaja tijela z(¢) ono Sto
trazimo je kvantno stanje ili valna funkcija ¢ (z,t) [21]. Kvantno stanje moZe se

odrediti rjesavanjem Schrodingerove jednadzbe koja glasi

0Y(x,t)

i
SAY

— Hy(x,t) (A.13)

- . h - s
gdje je h reducirana Planckova konstanta h = 5. H operator zvan hamiltonijan
s

koji odgovara energiji vektora stanja sistema.
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