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Uvod

U ovom ¢emo se radu upoznati s p-adskim brojevima i postaviti temelje p-adske analize.

Racionalni su nam brojevi svima dobro poznati, no oni ipak imaju svojih nedostataka.
Razlog tome je Cinjenica da skup svih racionalnih brojeva “’sadrzi rupe” (moZemo naci
niz racionalnih brojeva koji tezi nekom broju koji nije racionalan). Jedan nacin rjeSavanja
ovog problema je uobicajeno uvodenje iracionalnih brojeva ¢ime dobivamo potpun sustav
realnih brojeva. Medutim, postoji 1 drugi nacin - moZemo uvesti p-adske brojeve §to je
prvi napravio njemacki matematicar K. Hensel. Time dolazimo do mnoStva alternativnih
brojevnih sustava od kojih se svaki zasniva na jednom fiksiranom prostom broju, pa tako
imamo 2-adske brojeve, 3-adske brojeve i tako dalje.

p-adski su se brojevi s vremenom pokazali iznimno korisnima u brojnim poljima poput
algebre, teorije brojeva, topologije, kriptografije, fizike...

p-adska je analiza Siroko podrucje koje obuhvaéa mnogo vise nego ovaj rad, no mi ¢emo
se ve¢inom fokusirati na samo uvodenje (definiranje) p-adskih brojeva i na postavljanje
temelja za p-adski analogon kompleksnih brojeva. Vedina rada bazira se na osnovnoj li-
teraturi [Koblitz]. U tre¢em poglavlju dotaknut ¢emo se i kompleksne analize jer éemo
proucavati poznatu gama funkciju i nacin na koji je ona povezana s p-adskom analizom (tu
¢emo pratiti [Freitag-Busam]).

U prvom se poglavlju upoznajemo s osnovnhim konceptima poput norme, metrike i me-
trickih prostora, uvodimo novi (p-adski) koncept udaljenosti te dijelimo norme na arhi-
medske 1 ne-arhimedske. Zatim konstruiramo polje p-adskih brojeva i prou¢avamo njegovu
aritmetiku. Takoder dokazujemo neke vazne rezultate poput Henselove leme.

U drugom ¢emo se poglavlju baviti Riemannovom zeta funkcijom i njenom p-adskom
interpolacijom. U tu ¢emo svrhu navesti (a onda i dokazati) formulu za {(2k). Nadalje,
proucavat ¢emo topologijuu Q,, iuvesti p-adske distribucije, mjere i integraciju. Koristeci
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jednu interpretaciju vrijednosti {(2k) u obliku integrala i dobivene rezultate o p-adskim
distribucijama, definirat éemo i p-adske interpolacije Riemannove zeta funkcije.

Treée se poglavlje bavi proucavanjem gama funkcije i njenih osnovnih svojstava. Tom
se prilikom prisje¢amo nekih pojmova kompleksne analize poput analitickih funkcija, sin-
gulariteta i reziduuma. Potom ¢emo gama funkciju iskoristiti da pomocu nje dokazemo
razvoj hiperbolnog sinusa u beskonacni produkt, $to nam je bio vazan tehnicki korak u
prethodnom dijelu rada.



Poglavlje 1

p-adski brojevi

Zapocet ¢emo s uvodenjem osnovnih pojmova p-adske analize. Definirat cemo p-adsku
normu te p-adske brojeve i osnovne operacije nad njima. Takoder ¢emo se osvrnuti na
vaznu Henselovu lemu.

1.1 Osnovni koncepti

Na pocetku moramo promotriti osnovne koncepte - definirat ¢emo normu, metriku, me-
tricke prostore, polja. Ti ¢e nam pojmovi biti od velike vaznosti jer ¢emo uskoro uvesti
novo poimanje udaljenosti.

Vecina skupova koje ¢emo promatrati bit ¢e polja. Polje F definiramo kao skup za-
jedno s operacijama + i - definiranima na njemu i takvima da vrijede asocijativnost te
komutativnost zbrajanja i mnozZenja, distributivnost mnozenja prema zbrajanju, postojanje
neutralnog elementa za zbrajanje, postojanje neutralnog elementa za mnoZenje, postojanje
inverznog elementa za zbrajanje, postojanje inverznog elementa za mnozenje za sve ele-
mente razliite od nule. Primjeri polja kojima ¢emo se baviti su polje racionalnih brojeva
Q 1 polje realnih brojeva R.

Neka je X proizvoljan neprazan skup. Metriku (udaljenost) na njemu definiramo kao
funkciju d koja svakom paru elemenata (x,y) iz X pridruzuje neki nenegativni realni broj
takvu da (Vx, y, z € X) vrijede sljedeéa svojstva:

(Ddx,y)=0 & x=y
(2) d(x,y) = d(y, x)
(3) d(x,2) <d(x,y) +d(y, z)

Skup X zajedno s metrikom d definiranom na njemu nazivamo metricki prostor. Na is-

3



4 POGLAVLIJE 1. p-ADSKI BROJEVI

tom skupu X moZe se definirati mnogo razliCitih metrika te tako dobivamo mnogo razlicitih
metri¢kih prostora. Metrika kojom ¢emo se mi baviti na polju F bit ¢e inducirana normom
na polju F, to jest preslikavanjem || || koje svakom elementu polja F pridruZuje neki nene-
gativni realni broj i koje je takvo da (Vx, y € F) vrijede svojstva:

M A =0 & x=0

(2) I -yl = [l - iyl

(3) Il + Yl < Il + [yl

KaZemo da je metrika d inducirana normom || || ako je d definirana s: d(x,y) = ||x — y||.

Tipican primjer norme na polju racionalnih brojeva Q je apsolutna vrijednost koju oznatavamo
s |x| (anekadais |x|,). Metrika inducirana njome d(x,y) = |x —y| predstavlja uobiajen
koncept udaljenosti na brojevnom pravcu.

Zanormu || || kazemo da je to trivijalna norma ako vrijedi:

k=1 ,x#0
Ix[=0 ,x=0

1.2 Metrike na racionalnim brojevima

Sada kada smo uveli osnovne definicije, definirat ¢emo novu vrstu udaljenosti koja ée
zadovoljavati svojstva (1)-(3) iz definicije metrike, ali e se znatno razlikovati od ustaljenih
intuitivnih koncepata udaljenosti.

Definicija 1.2.1. Neka je p proizvoljan prost broj.

Za proizvoljan cijeli broj a razlicit od nule definiramo ord,(a) kao najvecu potenciju od
p koja dijeli a.

Ako je a =0, piSemo: ord,(0) = co.

Primijetimo da ord,, ima svojstvo sli¢no logaritmu: ord,(a,a,) = ord,(a;) + ord,(ay).

Za proizvoljan racionalan broj x = ¢ definiramo ord,(x) na sljedeci nacin:

ord,(x) = ord,(a/b) = ord,(a) — ord,(b). Uocimo da vrijedi: ord,(a/b) = ord,(ac/bc).

Navodimo nekoliko primjera: ord,(96) = 5, ord>(97) = 0, ords(35) = 1.
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Lema 1.2.2. Za sve racionalne brojeve x iy vrijedi: ord,(x +y) > min{ord,(x), ord,(y)}.

Dokaz.
Neka vrijedi: x = %, y = g.
MoZemo pisati:
a’ 3 OF y C, 7’ 7’ ’ 7
x=pr iy = pT Y (prd), A B, (pH ), (Pt d).

a’ c’
= x+y= pordp(x)_;_'_pordp(y)_g

B.S.OM.P. ord,(x) < ord,(y).
= ord,(y) = ord,(x) +n zaneki (n € N) 1 ord,(x)=min{ord,(x), ord,(y)}

a’ c

e x+y:p0rdp(x).(_+pn.E):pordp(x).M

b bd
ordyy @d +p"-b'c

= ordy(x +y) = ord, (p b

) > ord,(x) = minford,(x), ord,(y)}

Naposlijetku dolazimo do ve¢ spomenutog novog koncepta udaljenosti.

Definicija 1.2.3. Na skupu racionalnih brojeva Q definiramo p-adsku normu kao pres-
likavanje ||, definirano s:
1
[, = 4 P
0, x=0

x#0

Teorem 1.2.4. Upravo definirano preslikavanje ||, je normana Q.

Dokaz.
Pokazat ¢emo da dano preslikavanje zadovoljava svojstva (1)-(3) iz definicije norme.

Svojstvo (1): |x[,=0 <= x=0.

Smjer <« ocito slijedi iz definicije od ||,, dok smjer = vrijedi zato Sto je razlomak

. 1 .o
oblika m llVlJek # 0.

Svojstvo (2): |x - yl,=Ixl, - [yl
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Prvislu¢aj: x =0 i(li) y=0. = x-y=0 =[definicijaod ||,]= |x-y|p =0.

Takoder, budu¢i da je barem jedan od njih jednak nuli, slijedi da je barem jedan od |x|, i
yl, jednaknuli. = |x|,-[yl, =0 = |x-yl,=lx|,l,
Drugi slucaj: x,y # 0.

1 1 1 1 1
= |)C yll’ = purdp(x-y) = purdp(x)+urdp(y) = pordp(x) . pord,,(y) = pord,,(x) ) pord,,(y) = |x|l—7 ’ |y|P
Svojstvo (3): |x + yl, < [xl, + [yl
Prvi slucaj: x =0 i(li) y=0.
B.S.OM.P. y=0.
= |x+yl, =lx+0l, = x|, <lxl, + Iy,
Drugi slucaj: (x,y #0), x+y=0.
= x4+, = 0<l, + b, jerje (xl,,bl, = 0)
Treéi slu€aj: inace
Neka vrijedidasu x=% 1 y =% maksimalno skraceni razlomci.
o ety ‘a+c ad + bc 1 )
X = |— — = = %
yp b d » bd » pordp(adbtibc)
ad + bc
= ord, (T) = ordy(ad + bc) — ord,(bd) =

= ordy(ad + bc) — ord,(b) — ord,(d) =

\%

min{ordp(ad), ordp(bc)} —ord,(b) — ord,(d)  (zbogleme [1.2.2))

min{ordp(a) + ord,(d), ord,(b) + ordp(c)} —ord,(b) — ord,(d) =

= min{ordp(a) + ord,(d) — ord,(b) — ord,(d),
ord,(b) + ord,(c) — ord,(b) - ordp(d)} =

= min{ordp(a) —ord,(b), ord,(c) — ordp(d)} = min{ordp(x), ordp(y)}

= (%) 1 (*x) sada daju:
1

pmin{ordp (x),ordp(y)}

1 1
= MCZX{W, W} = maX{|X|p, |y|p} < |X|p + |y|p

lx +yl, <

Time je dokaz gotov. O
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Dosli smo do osnovne definicije p-adske analize.

Definicija 1.2.5. Za normu || || kaZemo da je to nearhimedska norma ako uvijek vrijedi:
-+ 31 < max{ o I}

Nearhimedska metrika je ona metrika d za koju vrijedi: d(x,z) < max{d(x,y),d(y,2)}.
Norma (ili metrika) koja nije nearhimedska naziva se arhimedskom normom (metrikom).

Ako na vektorskom prostoru X imamo nearhimedsku normu d, onda ona inducira nearhi-
medsku metriku jer tada vrijedi:

d(x,2) = lx—2ll = l(x = ) + (v = 2|l < max{nx “yllly - zll} - max{d(x, V.0, z)}.

Primjer arhimedske norme na Q je uobicajena apsolutna vrijednost.

Lema 1.2.6. Norma ||, je nearhimedska na Q.

Dokaz.
Neka su (x,y € Q) proizvoljni. Vrijedi:
— 1 —
|X + yll’ - pordp(x+y) -
1

(zbog leme [1.2.2)

- pmin{()rdp(x),”rdp (y)}

1 1
< _— =
< max{ o pord,,(y)} max{l)dp, |y|p}

Definicija 1.2.7. Za proizvoljan niz (x,), u proizvoljnom metrickom prostoru X kaZemo
da je to Cauchyjev niz ako (Ye >0) (AN) td. (¥Ym,n > N) vrijedi: d(x,,x,) < €.

Definicija 1.2.8. Za metrike d, i d, naistom skupu X kaZemo da su to ekvivalentne
metrike ako je svaki niz Cauchyjev s obzirom na metriku dy <= je on Cauchyjev s
obzirom na metriku d,.

KaZemo da su dvije norme ekvivalentne ako induciraju ekvivalentne metrike.
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Lema 1.2.9. Za svaku normu || || na polju F vrijedi: ||1|| = 1.

Dokaz.

Vrijedi: [|—1| = [I(=1) - (DIl = [[=1] - [[1]].

= =1l = [I=1- |11l

Znamo daje: |lx||=0 < x=0.

= za x=-1%#0 je: ||x|| =||-1J| # 0, pa moZemo s tim podijeliti ¢ime dobivamo:
_ = =
S E e =

= ||1]l=1 |

Lema 1.2.10. Za svaku normu || || na polju F vrijedi: ||-1| = 1.

Dokaz.

L= NI=D - (=Dl = lI=10 - =111 = I-1P

Prema prethodnoj lemi [1.2.9; ||1|| = 1.
Zato: |-1]> =||1]| = 1.

= [-1l=1
Time je tvrdnja dokazana. O
Lema 1.2.11. Za svaku nearhimedsku normu || || na polju Q i za svaki cijeli broj n

vrijedi: ||n|| < 1.

Dokaz.
I.sluéaj: n=0 = |n||=]0]=0<1

2. slucaj: n e N Dokaz ide indukcijom:

BAZA: n=2 = |2]|=|1+1]| < max{ 1], 1111 } =[]lema
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki (n € N).
KORAK: n+1 = [+ 1| =1 +nll < max{ |[1]|.|ll }

Akoje max{ |11l lInll | = 1]l onda: [+ 11l < max{ 1] linll } = |11l = [lema|1.2.9 = 1.
Ako max{[[1]l.llnll } = lInll. onda: |in+ 1| < max{|[1]l,||nll } = IIn]| < [pretp. induk.] < 1.

[u—y

2.9)=max{1,1} =1

3.slucaj: n=-m zaneki (m e N)
nll = ll-mll = |I(=1)- m)ll = [I-1Il - lml|, atoje < 1 zbog prethodne leme [1.2.10]i
¢injenice da zbog 2. slucaja (Vm € N) vrijedi: |[m| < 1 O
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Lema 1.2.12. Neka su |||y i |||l dvije norme na istom polju F. Tada su one
ekvivalentne & (da €R) (@ >0) td. (Yx € F)vrijedi: ||xI|;=[|x]l3.

Dokaz.

Smjer «:

Pretpostavimo da (da € R)(@ > 0) td. (Vx€F) vrijedi: ||x][;=[Ix|l5.

= (VxePF) [xlL=lxl" 4]

Neka je (a,), proizvoljannizu F koji je Cauchyjev s obzirom na || |l,.

= (Me>0) (AN,) td. (Vm,n > N,) vrijedi: |la, —a,l, < €

= (VYmn>Ny) je |lan — all; =llam — anll; < € =16 (monotono jerje « > 0)
= (V6 >0) (AN{(6) = N»(6"%) td. (¥Ym,n > N,(8) = N»(6"?)) vrijedi:

llam = anlly = llam = ally < (6"79)* =6

= niz (a,), je Cauchyjev s obziromna || ||;

Posve analogno se pokaZe (uz koriStenje tvrdnje (1)) da je svaki niz koji je Cauchyjev s
obzirom na ||||; takoder Cauchyjev i s obzirom na || ||,.

= ||lly 1 Illl, suekvivalentne
Smjer =:
Pretpostavimo da sunorme ||||; 1 |||, ekvivalentne.

Prvi sluc¢aj: obje norme su trivijalne.
x=0 = [z, =0=|lxll; (Ya>0)
x#0 = |xll; =1 =[x Ve >0)
= tvrdnja vrijedi

Drugi slucaj: barem jedna norma je netrivijalna; B.S.O.M.P. daje to || ||;.

Prvo ¢emo dokazati pomo¢nu tvrdnju koja kaze da (Vx € F) |x|i<1 < |x|L< 1.
Pretpostavimo prvo da je |[|x||;< 1.

= |lx|[f =0 kada n — o

= ||x"l;, = 0 kada n — o

= (x"), je konvergentan niz s obzirom na || ||

Buducdi da je svaki konvergentan niz u metrickom prostoru Cauchyjev, slijedi da je (x"),
Cauchyjev niz s obzirom na || ||;.

= mnorme |||l; 1 |||l» suekvivalentne, paje (x"), Cauchyjev nizis obziromna |||,
= (x"), je ograniCen (jer znamo da je svaki Cauchyjev niz ograni¢en), pa (AM) t.d.
(Vn e N) vrijedi: ||x"|l, <M, pajei ||x]; <M

Akoje x =0, ondaje [|x],=10],=0<1.

Akoje x #0, ondaje |[x], >0 (zbog ||x]|=0 < x=0 1 [|x]| > 0).
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Akoje (0 <||x|l, < 1), ondajesvakako ||x|l, < 1; aakoje ||x||, > 1, onda je specijalno
lxll, < 123 < |23 < ..., aznamodaje x|} < M (Vk € N), pajeonda x|, =1, §to
povlaci da je (specijalno) ||x]|, < 1.

Dakle, dobili smo daje ||x|l, <1, azelimodaje |x], <.

Pretpostavimo suprotno, tj. daje ||x|, = 1.

Bududi da je niz (x"), Cauchyjev s obzirom na || ||,, vrijedi:
1

(¥m € N) AN(m) td. (Vk € N) vrijedi: [ =V < .

1

= L o, = o, = e, -1
1
= e e -1, < L
[ ——

— ]N(m) =1

| =1, < L (ke myvm e )

= —
m

= specijalnoza (k=1): [lx—1] < % (Vm e N)

= |[x-1,=0 =2 x-1=0 = x=1

= |lxll; = |I1]l; = [lema |[I.2.9]] = 1, Sto je u kontradikciji s: |[|x]|; < 1

= |l <1

Suprotni smjer (||x|,<1 = |[[x]j< 1) se dokaze analogno.
Time je pomo¢na tvrdnja (koju ¢emo oznaciti kao tvrdnju (2)) dokazana.

Sada imamo:

1
x|, >1 < <l e |[|-|| <1 e[tvrdnja (2)]& H— <le |xl,>1
Il x|l Xl x|z
Dobili smo: (Vx € F) vrijedi |x|][; > 1 & x|, > 1. 3)
= sadatvrdnje (2) i (3) daju: (VxeF) |x|i=1 & |x|,=1 4)

Nekaje (aeF) td. |al, < 1.
Sada zbog tvrdnje (2) imamo: |la|l, < 1.
Oznacimo:

_ In(llally)

T In(lall,)
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Vrijedi: (a > 0) zbog:

llall; < 1 = In(]lall;) <0 = 1brojnik i nazivnik su < 0 pa je Citav razlomak > 0.

Nekaje b €F proizvoljan.

Ako je ||bll; =1, ondazbog tvrdnje (4) vrijedi: ||b]l, =1 paje: ||bll; =1 =[b|l5.

Ako je ||b|l; < 1, onda zbog tvrdnje (2) vrijedi: |[b|], < 1.
OznaCimo za (i € {1,2}):

g = Il

n(|Ibll;)

Znamo da su i brojnik i nazivnik tog razlomka < 0, pa je ¢itav razlomak > O.
Dokazujemo da je B; = ;.

Akoje fy<pi, onda (32€Q) td Br<2<pr.

Oznaimo: x := Z—m € F. Vrijedi:

by = ln( Z_: ,.) =ln (%) = n-In(llall;) — m - In(||bll;) =
 n(lall) o o
= iy P = InlBl) = - Inol) = m - I =
= n-In(IBll) - @-ﬂ)
— n

< Ojerjellbl; <1 o .
>0zai=1,<0zai=2

= zai=1 je: In(|xll}) <0 = |xll; <1

= za i=2 je: In(xl) >0 = x|, >1

= (5) 1 (6) suzajedno u kontradikciji s tvrdnjom (2)

Akoje B < fB,, analogno se dode do kontradikcije.

Inlall) _ indlall) _— indilh) _ indlall) _ o
In(loll)  In(llBll) In(lIblly)  In(llally)

= In(|Ibll,) = a - In(|Ibll,) = bl = eXP{CY : ln(llbllz)} = exz?{ln(llbll‘{)} = Il

= Bi=p =

1 1
Ako je ||b||; > 1, onda vrijedi: HE” < 1, §to je zbog tvrdnje (2) ekvivalentno s: H
1

1
Uz oznaku: B = 5 vrijedi: ||B||; < 1, pa je prema prethodnom razmatranju:

1
1Bl =B} = — = — =
: 2 R

16111 = 11115

b

11

)
(6)

2

< 1.
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Lema 1.2.13. Neka su (p € (0,1)) i prost broj p fiksirani, te (x € Q) proizvoljan.
Definiramo:
pordp(x) x#0

f(x)={0 Lo, (1.1)

Tako definirano preslikavanje f je nearhimedska norma.

Dokaz.
Treba pokazati da je preslikavanje f norma (tj. da zadovoljava svojstva (1)-(3) iz defini-
cije norme) idazanjega vrijedi: (Vx,y € Q) f(x+y) < max{f(x), f(y)}.

Daje f norma slijedi iz teorema (dokaz za p € (0,1) umjesto % je posve
analogan).

Dokaz daza f vrijedi: (Vx,y € Q) f(x+y) < max{f(x), f(y)}:

Prvi slucaj: (x,y € Q —{0}).

= flx+y) = p"h =
<pmin{ordp(x),ordp(y)} —

~ [lema [[27] = max{p"rd”(x), p”’dp@)} _ max{ £, f(y)} = tvrdnja vrijedi

Drugi slucaj: x=y=0.

= f)=f»)=01 x+y=0= f(x+y)=0
= f(x+y < max{ f(x), f(y)} = tvrdnja vrijedi

Treci slucaj: tocno jedan od x,y je jednak nuli .
B.S.OM.P.daje y=0.

= fx+y) = f(0)=p" "0, f(») =0

o flx+y) < max{ £, f(y)} = tvrdnja vrijedi
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Napomena 1.2.14. Ako je u prethodnoj lemi (p = 1), ondaje f trivijalna norma.
Ako je, pak, (p > 1), onda f nije norma. Naime, u tom slucaju moZemo uzeti N t.d.
vrijedi: (oY >2), (x=1), (y=p"-1). Ondaimamo:

fO+y) = x4y # 0] = p =0 = gordr) = pN =
>2=1+1= pord,,(l) +pordp(pN—l) — pord,,(x) +p0rdp(y)

= flx+y)>f0)+f()

= [ nije norma jer nije zadovoljeno svojstvo (3) iz definicije norme

C e . . ordp(x) . | . .
U definiciji p-adske norme mogli smo umjesto (1—1)) " pisati p za proizvoljan

(0 € (0,1)). Onda iz prethodne dvije leme slijedi da se tako dobije nearhimedska norma
ekvivalentna p-adskoj normi.

ordp(x)

Propozicija 1.2.15. Ako su p, i p, razliciti prosti brojevi, onda norme |x|, i |x|

nisu ekvivalentne.

P1 P2
Dokaz.

Zapocet cemo dokazivanjem pomocne tvrdnje koja kaZze da, ako su norme [x|, 1 |x],,
ekvivalentne, te ako je (x,), proizvoljni niz koji tezi prema Ou Q,,, onda (x,), tezi
premaOiu Q,,.

Neka su norme |x|, 1 |x|,, ekvivalentne, te (x,), proizvoljni niz koji tezi prema O u

Q-

= |xl, =0

= |Xul,, = [lema = [xal}, = 0
= (=0 iu Q)

Time je pomoc¢na tvrdnja dokazana.

1
Pl:p_'l’_)o’ au Q) teziu 1 #0jer

a to zbog pomoc¢ne tvrdnje znaci da norme |x[; 1 |x|, nisu ekvivalentne.

=1-1,

(PDn = 0w Q, zbog: |pi Pil,,

Teorem 1.2.16. Za (x € Q) i (a > 0) definiramo: ||x|| = |x|*.
Tada vrijedi da je preslikavanje || || norma < (a <1), teje u tom slucaju ta norma
ekvivalentna uobicajenoj apsolutnoj vrijednosti.
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Dokaz.
Pocinjemo s dokazivanjem prve tvrdnje:

Smjer «:
Pretpostavljamo da je (@ < 1). Pokazat ¢emo da su svojstva (1)-(3) iz definicije norme
zadovoljena:

svojstvo (1): ||x]] =0 &= x =0 ocito vrijedi.

svojstvo (2):|lx - yll = |lxI| - [yl
lx - ¥|| = |x - y|* =[apsolutna vrijednost je norma pa za nju to svojstvo vrijedi]= (|x| - [y])* =
Il = [yl = [lxIl - Iyl

svojstvo (3): - |lx + yll < [lxIl + [yl

Apsolutna vrijednost je norma pa za nju to svojstvo vrijedi. = |x+y| < |x| + [y|

= x4+ y" < (x + D”

Akoje (@ =0) ili (@ =1), onda tvrdnja iz svojstva (3) oCito vrijedi.

Akoje (@ €(0,1)), ondaje a oblika é zaneki (a>1).

= x¥=xi= {/x, akorijen je rastuéa funkcija

= Wyl =lx+y1* < (xd + DT = ylxl+

Znamo: +/lx| + [yl < {x + {y &= |xl+ Iyl < (Yx + )"

Takoder, vrijedi:  (¥/x + </»)* = ({0 + () + (nesto > 0) = |x| + [y| + (nesto > 0).
Dakle, ({/x+ </y)* > |x| +|yl, pavrijedi: +/|x| + [yl < Vx+ «fy.

= |lx+yll = e+ y1* < Vlxl+ [yl < Yx+ <y =lxl + Iyl = tvrdnja iz svojstva (3) vrijedi

= dakle, || || je norma
Smjer =:

Pretpostavljamo da je || || norma. Zelimo pokazatidaje (a <1).

Svojstva (1) 1 (2) iz definicije norme vrijede (Ya > 0). Zato promatramo svojstvo (3)
koje kaze: |x+ y|[* < [x]” + |y]|". Zelimo pokazati da svojstvo (3) povlacidaje (a < 1),
to jest da svojstvo (3) ne moZe vrijediti niti za jedan (a > 1).

Pretpostavimo suprotno, tj. da (Ja > 1) td. (Vx,y € Q) vrijedi: |x+ y|* < |x|* + [y|°.
Specijalno, za (x =y =-1€ Q) imamo: |x+y|* =|-2|" =2% i

I+ = -1+ - =1+ 19 =1+1=2.

= tvrdnja da za te konkretne vrijednosti od x,y vrijedi: |x+y|* < |x|[* + [y|* (tj. da
vrijedi: 2% < 2) nije istinita niti za jedan (a > 1).
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Dakle, nasli smo neke (x,y € Q) za koje naSa pretpostavka ne vrijedi = naSa pretpos-
tavka je bila pogreSna = svojstvo (3) povladidaje (a < 1), apretpostavili smo da je
|| || norma pa za nju sigurno vrijedi svojstvo (3), Sto znaci da je sigurno (a < 1).

Sada dokazujemo drugu tvrdnju koja kaze da, ako je ||x]| = |x|* norma (tj. ako je a < 1),
onda je ta norma ekvivalentna uobi¢ajenoj apsolutnoj vrijednosti.

Zapravo Zelimo pokazati da je niz Cauchyjev s obzirom na normu || ako i samo ako je
Cauchyjev s obzirom na normu | |*.

Smjer =:

Neka je (a,), pr01zvolJan niz koji je CauchyJeV s obzirom na normu | | tj. za kojeg
vrijedi: (Ve > 0) (AN, (Ea ) td. (Ym,n > N (ea ) VI‘lJedl la,, — a,| < €.

Neka je (e > 0) proizvoljan. Oznacimo: N,(€) = Nl(erv).

= (Ym,n > N(€) = Ni(ev)) vrijedi: |am — a,| < €t /*

= (Vm,n > Ny(€) = Ni(ev)) vrijedi: |am — anl® < €

= niz (a,), je Cauchyjevis obzirom na normu | |*

Smjer «:

Neka je (a,), proizvoljan niz koji je Cauchyjev s obzirom na normu | [|*, tj. za kojeg
vrijedi: (Ve > 0) (AN,(e%)) td. (Ym,n> N,) vrijedi: |a, —a,|" < €”.

Zaistitaj (€ > 0) definiramo: Nj(€) = No(€%).

= (Vm,n> N, =N,) vrijedi: |a, —a,|" < €/ ¢ $to je monotona funkcija

= (Vm,n> N; =N,) vrijedi: |a, —a,| <€

= niz (a,), je Cauchyjevi s obzirom na normu ||

Iz proizvoljnosti niza (a,), slijedidasu ||| =||* 1 || uistinu ekvivalentne norme. O

Iz lema [1.2.12] 1 |1.2.13| te teorema slijedi tvrdnja sljedeceg teorema (potpuni
dokaz ovog rezultata moZe se naci na stranicama 3-5 iz literature [Koblitz]).

Teorem 1.2.17. (Ostrowski)
Svaka netrivijalna norma ||| na Q je ekvivalentna normi ||, za neki prost broj p ili
za p = oo.
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Propozicija 1.2.18. Neka je x proizvoljan ne-nul racionalan broj. Oznacimo sa P skup
svih prostih brojeva. Tada vrijedi :
[1 W,=1 (1.2)

PpEPU{oo}

Dokaz.

Primijetimo prvo da je za svaki ne-nul racionalan broj x ovaj produkt konacan. Naime,
neka je rastav od |x| na proste faktore zadan s: |x| = p'{' S pﬁ”. Tada vrijedi:
x|, = | | x| |q =1 (Vq ¢ {p1,.-, Pu}), paje unaSem promatranom beskonacnom produktu
samo kona¢no mnogo faktora razli¢ito od 1.

Neka je x proizvoljan ne-nul racionalan broj.

To znaci da je x razlomak oblika: x = % (B.S.O.M.P. da je taj razlomak maksimalno
skraen) uz x # 0 (Sto povla¢i B # 0).

Sada vrijedi:

1
[ wp=tezor=w-[] 2=
pePU{eo} peP
= {ako ptx = ord)(x)=0 = p7h=p0= 1} =

— 1 —
= |X| ' 1—[ p()rd,,(X) -

peP
plx

=@ﬂ=p?u~»ﬁ}:

= - 1—[ ordp ()

i=1 i

:|x|.ﬁ%:

i-1 D'
¥ 1 1
=|x|-— ... =
k kn
2 P
|x] B
k ke
pll - DPn
I
|x]
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Kod osnovnog svojstva nearhimedske metrike koje kaze da je ||x +y|| < max{ [[x]l, 1yl }
jednakost vrijedi ako je |[|x|| # |[yll-

Sada ¢emo prouciti primjer u kojem se ocituje jedno svojstvo p-adske norme koje je razli-
kuje od uobicajene apsolutne vrijednosti, a koje se na prvu moZe Ciniti pomalo neobi¢nim.

Primjer 1.2.19. (kod nearhimedske norme svaka tocka svake kugle je srediste)
Neka je r pozitivan realan broj te (a € F). Otvorenu kuglu sa sredistem u tocki a
radijusa r definiramo kao:

K(a,r)={(x€F):|lx—adall <r},
a zatvorenu kuglu sa sredistem u tocki a radijusa r kao:
K(a,r)={(x €F): [lx—all < r}.
Neka je || || nearhimedska normana F te (b€ K(a,r)) proizvoljan. Tada vrijedi:

(xeK(a,r))=|lx—all<r

= |x=bll =ll(x—a) + (a =Dl <max{|lx—all, |la—-Dbl|}<r
—
< r jerje <r jer je

x € K(a,r) beK(a,r)
= xe K(b,r)

Obratna implikacija se dokaZe analogno.
= K(a,r)=K(b,r)
= Svaka tocka svake otvorene kugle je srediste.

Analogno se pokaZe da ista tvrdnja vrijedi i za svaku zatvorenu kuglu.

= Kod nearhimedske norme svaka tocka svake kugle je srediste te kugle.

1.3 Konstrukcija kompleksnih brojeva

Dosli smo do novog (p-adskog) koncepta udaljenosti izmedu dva racionalna broja - uz
fiksiran prosti broj p, kaZemo da su dva racionalna broja blizu ako je njihova razlika
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djeljiva s velikom potencijom od p. Da bismo mogli raditi s tom ”p-adskom metrikom”,
moramo proSiriti polje racionalnih brojeva Q na nacin koji je analogan nacinu na koji smo
kod klasi¢ne arhimedske metrike konstruirali prvo realne brojeve R te potom kompleksne
brojeve C. Zato ¢emo se prvo prisjetiti kako se to radi.

Pocet ¢emo sa skupom prirodnih brojeva N. Svaki korak u konstruiranju polja C iz polja N
zadovoljava jednu od dvije osnovne teznje:

(1) RjeSavanje polinomnih jednadzbi.
(2) Pronalazenje limesa Cauchyjevih nizova, to jest “upotpunjenje” brojevnog sustava do

onoga “bez rupa” (tako da svaki Cauchyjev niz ima limes u tom novom brojevnom sustavu).

Konstrukcija skupa Z
Cijele brojeve uvodimo kao rjeSenja jednadzbi oblika: a + x =b zaneke (a,b € N).

Konstrukcija polja Q
Racionalne brojeve uvodimo kao rjeSenja jednadzbi oblika: a-x = b zaneke (a,b € Z).

Konstrukcija polja R

Realne brojeve uvodimo na nacin da promatramo skup S svih Cauchyjevih nizova raci-
onalnih brojeva.

Za dva Cauchyjeva niza racionalnih brojeva (s; = {a;}, s> = {b;} € S) kaZzemo da su ekvi-
valentni (piSemo: s; ~ 5,) ako |aj - bj| — 0 kada j — oo.

Upravo definirana relacija ~ je o€ito relacija ekvivalencije, tj. zadovoljava svojstva:

- refleksivnost: (Vse S) je s~ s (svakielement je u relaciji sa samim sobom)

- tranzitivnost: (Vsy, sy, 53 € §) vrijedi: 51~ 5, 1 $5 ~ 853 = 851 ~ 53

- simetricnost: (Vsy, s, € §) vrijedi: s; ~ 5, = 55 ~ 5

Sada definiramo R kao skup klasa ekvivalencije Cauchyjevih nizova racionalnih bro-
jeva.

Konstrukcija polja C

U nekom trenutku, matematicari su poZeljeti uvesti brojeve uz koje ¢e modi rijesiti jed-
nadzbe oblika: x>+ 1 = 0. Uvedena je imaginarna jedinica i := V-1 te su definirani
kompleksni brojevi oblika a+b-i uz (a,b € R). Ispostavilo se da:
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(1) Vrijedi fundamentalni teorem algebre koji kaZe da sve polinomne jednadZzbe
stupnja barem 1 s koeficijentimau C imajurjeSenjau C (tj. kazemo da je polje
kompleksnih brojeva algebarski zatvoreno).

(2) Polje kompleksnih brojeva C je potpuno s obzirom na jedinstvenu normu:
la+b-il = Va® + b2 koja proSiruje normu || na R, tj. vrijedi da svaki Cauchyjev
niz kompleksnih brojeva (a, + b, - i), konvergira prema nekom kompleksnom broju
a+b-i (buduéidasu (a,), 1 (b,), Cauchyjevinizoviu R, moZemo uzeti:

lim,_,. a, = a, te lim,_. b, = b).

= C je algebarski zatvoreno polje koje je potpuno s obzirom na arhimedsku metriku.

Da bi se doslo do nearhimedskog analogona polja C koje se obi¢no oznacava sa Q (to
jest do polja koje je algebarski zatvoreno i potpuno s obzirom na nearhimedsku metriku),
prvo se mora doci do p-adskog proSirenja polja Q koje oznaCavamo sa Q,. Tada se formira
beskonacan niz proSirenja polja dodavanjem rjeSenja jednadzbi viSeg stupnja (a ne samo
kvadratnih jedndazbi). Tako se dode do polja @p koje je algebarski zatvoreno, ali nije
potpuno, pa mu treba jo§ “popuniti rupe” da bi se doSlo do Q-e.

1.4 p-adski brojevi

Od sada pa do kraja ovog poglavlja, uzimamo da nam je unaprijed fiksiran neki prost broj
p #* 00.

Za dva niza racionalnih brojeva {a,} i {b,} koji su Cauchyjevi s obzirom na normu ||,
kazemo da su to ekvivalentni nizovi ako |a, — b,[, = 0 kada n — oo. Za proizvoljan
(x € Q), sa {x} oznatavamo “konstantan” Cauchyjev niz (onaj kojemu je svaki ¢lan
jednak x). Ocitoje {x} ~{x'} & x = x'. Klasaekvivalencije od {0} se oznaCava
sa 0.

Sada definiramo skup p-adskih brojeva Q, kao skup svih klasa ekvivalencije Cauchyje-
vih nizova racionalnih brojeva.

Ako je a klasa ekvivalencije Ciji je reprezentant {a,}, p-adsku normu klase ekvivalen-
cije a definiramo na sljede¢i nacin:

lal, = lim]a,|,,
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Taj limes postoji zato §to:

- ako je a =0, onda je po definiciji: lim,_,cla,l, =0

-akoje a# 0, ondazaneki € izasvakiN (dny > N) td. |a,, , €

Ako odaberemo N koji je dovoljno velik da (Yn,m > N) vrijedi: |a, —a,l|, < € (tu
tvrdnju ¢emo oznaciti sa (*), a ona vrijedi zato Sto je (a,), Cauchyjev niz uz normu |
|,), dobivamo da (¥n > N) vrijedi:

—an| =@, - -
= | = |(@ = am) + (@n = )|

)

N—
<€ zbog (%) jer
su (m,ny > N)

< I’I’ZCZX{ |an - am|p’ |am — Qpy
———

<€

= (Vn > N) vrijedi:
Znamo da vrijedi:

n = Any|, < €

)

b, e), tj. te dvije vrijednosti se razlikuju

laal, = |(an —ayy) + (anN)lp < max{

<€ i
(preciznije, Any|, > |@n = ny p). Pa iz toga i iz Cinjenice da kod svojstva nearhimed-
ske metrike jednakost vrijedi akko su te dvije vrijednosti (one ¢iji maksimum gledamo)

razlicite, zakljucujemo da u naSem slucaju kod svojstva nearhimedske metrike jednakost
vrijedi.
)

Any

a, — anN anN

p’

A znamo i da je: (

a, — anN anN

= al, = max{ Ap = ny| s |@ny Any|,

= konst.

= (Yn > N) vrijedi: |a,|, = )

Ta konstanta je tada lim,, e |a,l,.

Za dvije dane klase ekvivalencije a 1 b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva mozemo
odabrati njihove proizvoljne reprezentante ({an} € a) i ({bn} € b) pa definirati produkt

klasa ekvivalencije «-b kao onu klasu ekvivalencije koja je reprezentirana Cauchyjevim
nizom racionalnih brojeva {a,b,}.



1.4. p-ADSKI BROJEVI 21

Za dvije dane klase ekvivalencije a 1 b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva
mozemo odabrati njihove proizvoljne reprezentante ({a,,} € a) i ({bn} € b) pa defini-

rati zbroj klasa ekvivalencije a + b kao onu klasu ekvivalencije koja je reprezentirana
Cauchyjevim nizom racionalnih brojeva {a, + b,}.

Aditivni inverz klase ekvivalencije a Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva repre-
zentirane s {a,} je ona klasa ekvivalencije b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva
reprezentirana s {b,} = {—a,} (toje Cauchyjev niz).

Kod multiplikativnog inverza klase ekvivalencije a Cauchyjevih nizova racionalnih
brojeva moramo paziti da ne dobijemo nule kao elemente Cauchyjevog niza {a,} koji
reprezntira tu klasu. Ali to nam zapravo neée predstavljati problem jer je svaki Cauchyjev
niz ekvivalentan nekom koji ne sadrzi nule kao elemente - ako je za neke indekse (i € N)
a; = 0, onda moZemo umjesto {a,} promatrati primjerice niz {a,} definiran s:

, {an ,a, 0

n

Pt .a,=0
Sada multiplikativni inverz klase ekvivalencije a moZemo definirati kao klasu ekvivalen-

cije b Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva reprezentiranu s: {b,} = {ai}

Propozicija 1.4.1. Skup Q, klasa ekvivalencije Cauchyjevih nizova racionalnih brojeva
je polje uz zbrajanje, mnoZenje, te aditivne i multiplikativne inverze definirane kao gore.

Dokaz.

Neka su (a,b,c € Q,) proizvoljni.

= a,b,c suklase ekvivalencije Cije reprezentante moZemo oznaciti s {a,}, {b,}, {c,}
Postojanje aditivnog i multiplikativnog inverza smo pokazali ve¢ ranije.

Distributivnost: Znamo da je a(b + ¢) klasa ekvivalencije reprezentirana nizom
{a,(b, + c,)}. Takoder, {a,(b,+ c,)} = {a.b, + a,c,}. Dakle, ab + ac je takoder klasa
ekvivalencije reprezentirana tim nizom. = a(b+c) = ab+ac = distributivnost vrijedi

Asocijativnost zbrajanja: Znamo da je a+(b+c) klasaekvivalencije reprezentirana nizom
{a,+(b,+c,)}. Takoder, {a,+(b,+c,)} ={a,+b,+c,} = {(a,+b,)+c,}. Dakle, (a+b)+c
je takoder klasa ekvivalencije reprezentirana tim nizom. = a+(b+c)=(a+b)+c =




22 POGLAVLIJE 1. p-ADSKI BROJEVI

asocijativnost zbrajanja vrijedi

Asocijativnost mnoZenja se dokaZe analogno.

Komutativnost zbrajanja: Znamo da je a + b klasa ekvivalencije reprezentirana nizom
{a, + b,}. Takoder, {a,+ b,} ={b, +a,}. Dakle, b+ a je takoder klasa ekvivalencije
reprezentirana tim nizom. = a+b =b+a = Kkomutativnost zbrajanja vrijedi

Komutativnost mnoZenja se dokaZe analogno.

Postojanje neutralnog elementa za zbrajanje: Znamo da je a + 0 klasa ekvivalencije re-
prezentirana nizom {a, + 0}. Takoder, {a, + 0} = {a,}. Dakle, a je takoder klasa
ekvivalencije reprezentirana tim nizom. = 0 + g =(komutativnost)=a +0 =a =
0={0} je neutralni element za zbrajanje

Postojanje neutralnog elementa za mnozenje: Znamo da je a -1 klasa ekvivalencije re-
prezentirana nizom {a, - 1}. Takoder, {a, -1} = {a,}. Dakle, a je takoder klasa
ekvivalencije reprezentirana tim nizom. = 1-a =(komutativnost)=a-1=a = 1={1}
je neutralni element za mnoZenje za svaki ne-nul element (a € Q) O

Q je podskup od Q, sastavljen od klasa ekvivalencije u kojima moZemo pronaci repre-
zentant koji se sastoji od konstantnog Cauchyjevog niza.

Propozicija 1.4.2. Polje p-adskih brojeva Q,, je potpuno s obzirom na ||, tj. svaki
Cauchyjev niz iz Q, konvergira i limes mu je element skupa Q,.

Dokaz.

Neka je {Xi}x proizvoljan Cauchyjev niziz Q,, tojest X;-ovi su klase ekvivalencije.
Njihove pripadajuce reprezentante mozemo oznaciti s {ay,},, a za njih znamo da su to
Cauchyjevi nizovi racionalnih brojeva, pa vrijedi:

(Ve>0) (AM = M(e) e N) td. (¥n',n”" 2 M) |ag, — agm <€

1 1
= specijalno,za e= — (@AM = M(e) eN) td. (¥Yn',n" > M) |ak’n, — |, < —
pl’l

n

Sada mozemo uzeti: xi; == arm

Xk2 = Ak, M+1

1
= (¥i,j€N) vrijedi: v — x| < — (1.3)

n

Tvrdimo da je dijagonalni niz {x,,}, Cauchyjev niz racionalnih brojeva (dakle, € Q,), i
da je on limes niza {x;}.
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{x,n}n je Cauchyjev niz racionalnih brojeva :
Neka je (¢’ > 0) proizvoljan.
Znamo: {x;}; je Cauchyjevnizu Q,.

= (Ye>0) AN =N(©€eN) td. (Vk,n=N) lim|xg - x,;

pzlxk_}n|p<6

1
Pri tome smo odabrali N t.d. vrijedi: 2--— +€ <€ (toCe nam trebati kasnije).
p

(1.4)
Dakle, za (k,n,m > N) vrijedi:
|xk,k - xn,n P < |xk,k - xk,m|p + |xk,m - xn,m P + xn,m - xn,n p
<1/p" zbog kad moe <10 ZbOg
<1/p¥ <1/p¥
1
<2-—+e<€  zbog([T4) (1.5)

p
= zadani (¢ >0) smo nasli (N € N) (itobaSonaj N odranije)td. (Vk,n > N)
|xk,k - xn,n|p < 6/
= {Xu.}n» je uistinu Cauchyjev niz racionalnih brojeva

X = {x,.}, jelimes niza {X;};:
Iz prethodnog dijela znamo da za proizvoljni (e > 0) postoji neki (N = N(e) € N) t.d.
vrijedi:

(Vk,n > N)  lim|xg — x| =X -, <€
i—00 ? »ip

Sadaza (k> N) imamo:

R = 3, = 1im e, = X

p
< SUDp>N |xk,n — Xnn » =
< SUPp>N |Xk,n - Xk,k| + SUPpsN [Xik = Xpn| <3 — +E€
p P p
<1/pN <2-1/pN+e

= 0vo se moZe proizvoljno smanjiti poveavanjem N-a = teZi u nulu

k— o

= % -, —0

k— o

= X——X
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Lema 1.4.3. Ako je x proizvoljan racionalan broj za kojeg vrijedi da je |x|, < 1, onda
(Yk) postoji cijeli broj a td. |a—x|, < p~*. Cijeli broj a se moZe odabrati iz skupa

{0,1,2,3,.... p* = 1}.

Dokaz.

Neka je x = { proizvoljan. B.S.O.M.P. da je taj razlomak maksimalno skracen.

Znamo da vrijedi:

|xl, = Do) =

= pordp(x) > 1

= ord,(a) - ord,(b) > 0

= ord,(b) < ord,(a)

Buduci da je razlomak 7 maksimalno skracen, vrijedi da ili p dijeli samo a, ili p
dijeli samo b, ili p nedijelini a ni b.

1. slucaj: p dijelisamo a = p nedijeli b

2.sluCaj: p dijelisamo b = 1 <ord,(b) <ord,(a)=0 = 1<0, Sto je kontradik-
cija. = p nedijeli b

3.slucaj: p nedijelini @ ni b = specijalno, p nedijeli b

Dakle, u svakom slucaju dobivamo da p ne dijeli b.

= b i p* surelativno prosti pa postoje cijeli brojevi n i m takvida: n-(p*)+m-(b) = 1.
Neka je a =am.

Ideja je da se mb p-adski malo razlikuje od 1 (tj. za p-adski malu veliinu), pa je m

dobra aproksimacija za %, paje am dobra aproksimacijaza x = 7. Preciznije, vrijedi:
la — x[, = am-2| =
bl,
am a
= |— - b _ — =
b bl,
a
=|--(mb-1)| =
b p
a
=3l Imb — 1|, =
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<|mb-1|, (erjelx|, = » <1

b
= |n . pk|p (jer je mb + np* = 1)

— . - —
=nl, - |p |,,—|n|,,?—
1
< ]? (jerje |n|, <1 prema lemi @)

Naposlijetku, ako dodamo umnozak od p* cijelom broju «, dobit éemo cijeli broj
izmeduOi p* zakojeg vrijedi: |a — x| » < p~*. Time je lema dokazana. O

Teorem 1.4.4. Svaka klasa ekvivalencije (a € Q,) za koju vrijedi |a|, < 1 ima tocno
Jjedan reprezentativni Cauchyjev niz prirodnih brojeva {a;} za kojeg vrijedi:

(1) 0<a;<p' za (i=1,2,3,..)

(2) a; = aiy (mod p') za (i=1,2,3,..).

Dokaz.
Jedinstvenost:

Ako je {a’} neki drugi niz koji zadovoljava (1) i (2), 1 ako se oni razlikuju recimo za neki
indeks iy (. vrijedi: a;, # a; ), onda zbog Cinjenice dasu a;, 1 a; izmeduOi pio
vrijedi:

a;, — dj, < p"

= p"{ (a, —d}). tojest: a;, % aj,(mod p°).

= (Yi>iy) vrijedi: g; = a;, # aj, = aj(mod p"), tojest: a; # a, (mod p®)
= p°1(a—a)
= ordy(a; —a;) < i
N pordp(ai—a;) < pig
A 1 1
= |a,- - ai|p = pordptaia)) > ﬁ
e 1

= (Vi > ip) vrijedi: |a,~ - a§| > —

P plO
= {a;} * {a}}
= {a;} 1 {a}} nisu ekvivalentni nizovi pa ne mogu biti reprezentanti iste klase ekvivalencije
= dosli smo do kontradikcije = imamo jedinstvenost
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Egzistencija:

liretpostavimo da je Cauchyjev niz {b;} proizvoljan reprezentant klase ekvivalencije a.
Zelimo naéi njemu ekvivalentan niz {a;} koji zadovoljava (1)1 (2).

Bududi da je niz {b;} Cauchyjev, znamoda (Vj=1,2,3,..) (AN(j) e N) t.d.

(Yi,i" > N(j)) vrijedi: |b; —by|, < p~/. (MoZemo uzeti da je niz N(j) strogo rastudi,
recimo: N(j) = j.)

Uocimo da (Vi,i" > N(1)) vrijedi:

bil, = by + b; — byl, =
< max{ |by|,, |b; — by, } =

1
< max{lbi/|p, —}
4

Znamo: la|, = limy . (|byl,). = |bi|, = lal, <1 kada i’ — oo

Takoder, % <1.

= (Vi= N(1)) vrijedi: |bi], <1

Sada uz pomo¢ leme [I.4.3)moZemo nai niz cijelih brojeva a; zakoje vrijedi: 0 <a; <
p’ (4. za njih vrijedi tvrdnja (1)) i |a; - bN(,.)|p <

Tvrdimo da je {a;} traZeni niz.

Preostaje dokazati da za niz {a;} vrijedi tvrdnja (2) koja kaze: aj,; = a; (mod p)) ida
vrijedi: {b;} ~ {a;}. Imamo:

|aj+1 - ajlp = |(Clj+1 = by + (bygsr) — b)) — (aj — bN(j))|p =

IA

b+ = bN(j)|p’ aj= bN(j)|p } -

1 1 1oy
T 1T

—— —— ~——
zbog leme jer je {b;} zbogleme

max{ |aj+l - bN(j+l)|p»

< max{

Cauchyjev
1 < 1
= |lap-a| =————<—
g Jlp p””dp(a_/ﬂ_“.i) - p’

= ordy(aj; —aj) > j

U

pj | (aj+1 - aj)

= aj, =a;(mod p/) = vrijedi tvrdnja (2)
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Takoder, uz proizvoljan j, (Vi > N(j)) vrijedi:
la; = bil, = |(@; = a;) + (@; = b)) = (bi = buip)|, =
| ol = b, | =
1 1 1 1
< max{ — — — } = —

< max{ |Cl,' —da; a; — bN(j)

p’ | pj ’ pj pj
S~—— N—— —_——
zbog (2) zbog nacina zbog (2)
Jerje na koji smo jer je
i>N(j)>j odabralia; i>=N())>j
(zbog leme)
= (V) (Yi=N())) vrijedi: |a; - b|, < [%
= la;i—bil, » 0 kada i — oo
= A{ai} ~ (b} .

No Sto za ako na$ p-adski broj a ne vrijedi: |a|, < 1?

U tom sluc¢aju ¢emo a pomnoZitis p™ uz m = —ord,(a) ({j. zapravo a mMnozimo s
lal,) pa onda moZemo promatrati tako dobiveni p-adski broj a’ :=a - p™ = a-|dl,.
Znamo da vrijedi:

-— J— 1 —_— 1
x = lal, = pordy@ "k
pa zato:
| = I 1 I, 1 1, 1 1
a = |X = |— = :—:—:p:—:—
p p k 1
’ e, I, x ldl,
1 al,
= ldl, =|a-lal,| =lal,-|la,| =lal, — ===
lal, "~ lal,

Dakle, za dobiveni p-adski broj ' vrijedi: (|la’|, < 1) pa na njega moZemo primijeniti
prethodni teorem. Time dobivamo da je @’ reprezentiran to¢no jednim nizom {a;} koji
zadovoljava svojstva (1) 1 (2) iz iskaza teorema. To znaci da je a = a’p™ reprezentiran
nizom: {a;} = {a;p™"}.

Sada je prikladno sve a/-ove zapisati ubazi p: a, = by +bip + byp* + ... + b p™,
gdje su b;-ovi “znamenke”, tj. cijeli brojevi iz skupa {0,1,...,p — 1}.

Svojstvo (2) koje vrijedi za niz {a} ikoje kazedaje a] =aj,, (mod p') znalidaje i:
a,, =d, (mod p') paje a,, oblika: a),, =a+b;-p'. Zato moZemo pisati:

i+1

a;H = by + blp + bzpz + ...+ b,‘_lpi_l + bl'pi,
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pri Cemu su svi b;-ovi iz skupa {0,1,...,p -1} tesu by,...,b;_; istikaoikod a;.
Dakle, o p-adskom broju a’ moZemo razmisljati kao o broju zapisanom u bazi p koji se
zdesna proteZe u beskonacnost (tj. svaki put kad prijedemo s a; na a’,, moramo dodati
novu znamenku).

by b by

— ! 4y L=
= la=dp™] = a,—pm—f—pm_1+... ==y

Vidimo da o svom originalnom p-adskom broju @ moZemo razmisljati kao o decimalnom
broju zapisanom u bazi p koji ima samo kona¢no mnogo znamenki ’desno od decimalne
tocke” (tj. ima samo kona¢no mnogo negativnih potencija od p u zapisu kao od malo
prije). Radi jednostavnosti, pisat ¢emo to kao:

bO bl bm—l
= — + + ...+

p pm—l . p + bm + bm+1p + bm+2p2 + ...,

a
pri ¢emu je izraz s desne strane jednakosti skracenica za Citav niz {a;} (naime, znamo da
je a reprezentiran s to¢no jednim nizom {a;} Cijije i-ti element a; zadan s:

_ by by bi_y
= p_m + pm—l + ...+ pm—(i—l)’

a;

to jest, a; je zapravo suma prvih i pribrojnika u izrazu s desne strane jednakosti). Na taj
nacin moZemo na jednom mjestu imati zapisan Citav niz {a;}. Taj ¢emo nacCin zapisivanja
p-adskog broja a od sad pa nadalje nazivati p-adska ekspanzija od a.

Dakle, vidimo da svi p-adski brojevi ¢ija je p-adskanorma < 1 imaju p-adsku ekspanziju
bez negativnih potencija od p, dok svi p-adski brojevi Cija je p-adska norma > 1 imaju
p-adsku ekspanziju sa samo kona¢no negativnih potencija od p.

Oznacimo sada:

Z, = {(a €Qy): lal, < 1}.

Dakle, sa Z, smo oznacili skup svih p-adskih brojeva Cija je p-adskanorma <1, to jest
Cija p-adska ekspanzija nema negativnih potencija od p. Elemente skupa Z, nazivamo
p-adskim cijelim brojevima. Zato ¢emo od sada pa nadalje, da izbjegnemo konfuziju,
elemente skupa Z, nazivati p-adskim cijelim brojevima, dok ¢emo elemente skupa Z
nazivati racionalnim cijelim brojevima.

Zbroj, razlika i produkt dva elementa skupa Z, jeelementskupa Z, = Z, je potprsten

polja Q.
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Propozicija 1.4.5. Vrijedi: 7 C Z,,.

Dokaz.
Neka je (n € Z) proizvoljan.

= ord,(n) >0

N pordp(n) > 1

1
= lnlp:WSI

= (nezy

Kako je n bio proizvoljan, vrijedi da je svaki element od Z takoder i element od Z,.
Dakle, Z CZ, pa je tvrdnja dokazana. O

Za (a,b € Q,) piSemo: a = b(mod p") ako vrijedi: |a— b, < pi (tj. ako se prva

ne-nul znamenka u p-adskoj ekspanziji od a—b pojavljuje ne ranije od p”-tog mjesta).

Definiramo:

zy={(xez,): i €Z,)= {(x € Z,) : x # 0(mod p)} = {(x €Z,): |xl, = 1}.

Elemente skupa Z7 (tj. p-adske cijele brojeve ¢ija je prva znamenka (ona uz =1,
jer p-adski cijeli brojevi nemaju negativnih potencija od p) razli¢ita od 0) nazivamo
p-adskim jedinicama.

Ako je {c;} proizvoljan niz p-adskih brojeva koji (p-adski) konvergiraju u nulu (tj. za
koje vrijedi: |ci|, — 0 kada i — oo), onda niz parcijalnih suma Sy =ci+c+... +cy
konvergira prema limesu kojeg oznacavamo s: },°, ¢;. To vrijedi zbog (uz M > N):

1S3 = Snlp = lewer + cnaa + oo + cul, < max{ eyl lewsalps o leul, | — 0 kada N — oo,

Dakle, lakSe je provjeriti konvergira li beskonacan red p-adskih brojeva nego beskonacan
red realnih brojeva jer je kod realnih brojeva konvergencija u O samo nuZan uvjet za ko-
nvergenciju beskonacnog reda, dok je kod p-adskih brojeva taj uvjet i dovoljan (redu Q,
konvergira akko mu ¢lanovi teze u nulu). To vrijedi zato $to je za (p # o) (tj. kad je
norma ||, nearhimedska): [}, a.l, < max{la,l,}, ane |X,a.l, < X,lal,.
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Vratimo se na p-adske ekspanzije. Sada vidimo da beskonacan red zdesna (izraz s desne
strane znaka jednakosti) u definiciji p-adske ekspanzije:

bo bl b -1 2

T + F= +.+ '”7 + by + b1 p + bpap” + ...
konvergira prema a, pa se ta jednakost moZe uzeti u smislu sume beskonacnog reda.
Ako dvije p-adske ekspanzije konvergiraju prema istom p-adskom broju, one su jednake
(sve znamenke su im iste).

1.5 Aritmetikau Q,

Iako kod p-adskih brojeva dopuStamo beskonacno mnogo znamenki, o aritmetici p-adskih
brojeva moZemo razmiSljati na isti nacin kao i o aritmetici prirodnih brojeva zapisanih u
bilo kojoj bazi - primjerice, kod zbrajanja dva prirodna broja zapisana u nekoj bazi, zbra-
jamo dvije po dvije (odgovarajuce) znamenke i “prenosimo’ jedinicu kad god je dobivena
suma znamenki jednaka zadanoj bazi ili je premaSuje. Taj proces kod prirodnih brojeva
u nekom trenutku staje jer oni imaju samo kona¢no mnogo znamenaka, dok kod p-adskih
brojeva taj proces ponavljamo u beskonacnost.

Zbrajanje
Neka su dana dva proizvoljna p-adska broja a i b:

a_m a_m+1
a=——+

61_1 2
+.+—+at+taptap +..
p

pm pm—l
b_, b, b_

h="+ _+11+...+—1+b0+b1p+b2p2+...
p" P! p

(pri ¢emu B.S.O.M.P. daje —m < —n), te neka je njihov zbroj oznacen sa:

Com Com+1
pm pm—l

C-1
fot—+cotCipt+opt+..
p

Tada vrijedi:

C_m =a_, +b_, (mod p)
ci=a;+b;+¢€_1 (modp), (Vi>-m)
gdjeje: a1+ bi—l =¢Ci-1t+€-1"pD,
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pri emu je €_; znamenka koju “prenosimo” te moZze biti jednaka ili 0 ili 1.
Navodimo primjer:

1-5"+1-5°42.5"+1.52+4.53+3.5*+ ..
+ 0:5'+2.5943.5'44.524+3.534+0-5%+ ...
1-5"+3-5°4+0-5"+1-52+3-5+4-5%+ ...

Oduzimanje
Nekasu a i b kao ranije, te njihova razlika oznaCenas: ¢ =Y, . Ci - p'.
Vrijedi:
C.m=a_, —b_, (mod p)
ci=a;—b;—¢€_1 (mod p), (Vi>-m)
gdjejer a1 —bisy =cio1—€-1°p
Navodimo primjer:
272427407 +3- 7" + .
- 0-77+4-7"'+6-7°+5-7" + ...
2-7245- 7407 +4-7" + ..

Mnozenje
Nekasu a i b kao ranije, te njihov produkt oznadens: c¢=3>._ . ¢ p'.
Vrijedi:

Com = a_y - b_y, (mod p)

¢ = { Z aj- bk} + €, (mod p), (Vi > —m)
]j-’l—l;cszll
gdje je: Z aj-by=ci1+€1-p

jk<i-1
jrk=i-1



32 POGLAVLIJE 1. p-ADSKI BROJEVI

Navodimo primjer:
3-7'4+3. 79467427+ ...
x 1-7'+4.-7°+5.7"+1-72+ ...
3-7'4+5.7°+5. 7" +4.7% + ..

Dijeljenje
Navodimo primjer:

541-7'+6-7*+...

3457 4+1-7+../1+2-7T"+4-77+ ...
1+6-7'+1-7%+...

3-70 4277+

3-7' 457 +...

Teorem 1.5.1. (Henselova lema)

Neka je F(x) = co + cix + cox* + c3x> + -+ + ¢,x"  polinom ¢iji su koeficijenti iz 77,
F'(x) = ¢c1 + 2cx + 3c3x” + -+ +n- c,x""" njegova derivacija i (ap € Z}) t.d.

F(ap) =0(mod p) i F'(ap) # 0 (mod p).

Tada (Ala€Zy) td. F(a)=0 i a=ap(mod p).

Dokaz.

Tvrdimo da postoji jedinstveni niz cijelih brojeva {a,},en t.d. (¥Yn > 1) vrijedi:
(1) F(ay) =0 (mod p™")

(2) ap = Ay (mOd Pn)

3) 0<a, < p"h.

Indukcijom ¢emo pokazati da takav niz {a,}.cn postojii jedinstven je.

BAZA INDUKCIJE: n=1

OznaCimo sa @, jedinstveni element skupa {0, 1,..., p— 1} koji je kongruentan a, (mod
p). Tozna¢ida (dy) td. ay=y:p+ap Stopovlatidaje: ag=ay—y-p.

Ako neki a; zadovoljava uvjete (2) i (3), onda vrijedi: (0 < a; < p?),
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a;=ap(mod p) = Ax) td. a =x-p+ap.
Time dobivamo: a; =x-p+ay=x-p+ap—y-p=(x-y) - p+ap.
= b
= svaki a; koji zadovoljava (2) i (3) mora biti oblika: a; = by - p + dy, uz:
O<bhb <p-1)
Dakle, za proizvoljni b, takavda (0 < b; < p —1), na sljedeci na¢in moZemo zadati
neki a; zakoji ¢e vrijediti svojstva (2) 1 (3): a; = by - p + ay.
Ali mi Zelimo da za taj a; vrijediisvojstvo (1), tj. F(a;) =0 (mod p?).

F(ay) = F(@ + by - p) = Zc,--(awbl ~p>f =
= ch (a0 + ao I - p + sumandi djeljivis p?) =
= > (ci-@y + ci-@'-i-by - p + sumandi dieljivis p?) =

=Y ci-dy+ bi-p- Y ci-dy'-i (mod p?) =

= F(ay) + F'(ap) - by - p

Uocimo sli¢nost s:  F(x + h) = F(x) + F'(x) - h + (faktori viSeg reda) .
Tako dobivamo: F(ay) = F(ap+y-p) = F(ay) +F'(ap)-y- p+ (faktori viSeg reda)
——

= 0 (mod p)
prema pretp.

= F@a)=0(modp) = (Hae{0,1,....,p—-1}) td. F(ay) =a-p

= F(a) = ap (mod p?)

Dobili smo: F(a;) = F(dy) + F'(aGo) - by p (mod p?), F(dy) = ap (mod p?).

= F(ay) = F(ay) + F'(do) - bip = ap + F'(d) - b1p (mod p*)

Dakle, za a; ée svojstvo (1), tj. F(a;) = 0 (mod p?), vrijediti ako i samo ako:
ap + F'(ay) - bip = 0 (mod p?), aznamo da je:

ap + F'(ay) - bip =0 (mod p?) & a + F'(d) - by =0 (mod p)
& F'(ag) - by = —a (mod p)

Ovdje smo mogli dijeliti s F’(ay) jer je, prema pretpostavci, F’(ag) £ 0 (mod p) Sto
onda (zbog ag = dy (mod p)) povlaci: F’(ay) # 0 (mod p).
Dakle, za b, takavdavrijedi (0<bh; <p-1) i

blz

a
F’(ao)
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na sljedeci na¢in moZemo zadati a; za koji ¢e vrijediti svojstva (1), (2) 1 (3):
a; =by-p+ay (oCitoje b, jedinstveno odreden s ta dva uvjeta).

PRETPOSTAVKA INDUKCIJE:
Pretpostavimo da za neki (n € N) postoje jedinstveni ay,...,a,-; za koje vrijede
svojstva (1),(2),(3).

KORAK INDUKCIJE:

Zelimo naéi jedinstveni a, za kojeg vrijede svojstva:

(1) F(ay) =0 (mod p™")

(2) a, = ay-1 (mod p*)

3) 0<a, < p"h.

Da bi za a, vrijedila svojstva (2) i (3), morao bi postojati neki (b, € {0,1,...,p —1})
takav da: a, = a,_ + b,p".

Mi Zelimo da za a, vrijedi i svojstvo (1): F(a,) = 0 (mod p"*!).

F(an) = F(an_l + b” ' pl’l) = Z Ci- (an—l + bn * pn)l =
Z Ci- (ai + aiz_—ll K bn . p” + Sumandi dJClJlVl S pn+1) —

n—1

Z (Ci d_, +¢-ad’l i b,-p" + sumandi djeljivi s p”“) =
Z G- a;_l + b, p"- Z Ci- a;—_ll -i (mod p"1) =
F(Cln_l) + F,(an—l) . bn . pl’l

Budu¢i da je prema pretpostavki indukcije (svojstvo (1) za a,-1) F(a,-;) =0 (mod p"),
(Fe’) td. F(a,.))=a'p" = F(a,)=a -p" (mod p™").

Dakle, F(a,) = F(ap-1) + F'(@y-1) - by p" =@ - p" + F'(ap-1) - b, - p" (mod p™*).

Time naSe Zeljeno svojstvo (1) postaje:

@ -p"+F(a,) b, - p"=0 (mod p"") & o + F'(a,)-b, =0 (mod p).
Iz svojstva (2) koje prema pretpostavci indukcije vrijedi za ay,...,a,-; slijedi:

— -1 _ -1
ap-1 = ap-2 (mOd pn ) = ap-1 = ap2 +Zp-1" pn

— -2 _ -2
Ano = ap—3 (mod p"™%) = a,.5 =a,_3+ 2,2 p"

ai (modpz) = a, = a +zZ-p2

a

ai=ap (modp) = ay=ap+z1-p
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Dakle, imamo:

-1 2 2 1
Anot = Zpn1 P FZpa P A+ p P+ g

djeljivo s p ostatak

= a,. = ap (mod p)

= F'(a,-1) = F'(ap) (mod p), aznamo da je prema pretpostavci zadatka:
F’(ap) # 0 (mod p)

= F'(a,-1) # 0 (mod p), pa mozZemo s tim podijeliti i tako dobivamo:

’ ’

—a
+ b, = O(mod = b, = ——(mod
Flar) modp) Pl 4P

Dakle, dobili smo jedinstveni b, koji je jedinstven nacin odreduje a, koji zadovoljava
svojstva (1), (2), (3).

Ovime je zavrSena indukcija, a time 1 dokaz tvrdnje da postoji jedinstveni niz cijelih brojeva
{ap}hen td. (Vr > 1) vrijedi:

(1) F(a,) =0 (mod p™)

2) ay = a1 (mod p")

3) 0<a, < p".

Tvrdnja teorema odmah slijedi iz netom dokazane tvrdnje - jednostavno uzmemo:
a=ady+b p+bp*+.... Buduéida (Vn) vrijedi: F(a) = F(a,) =0 (mod p™"), slijedi
da p-adski broj F(a) mora biti jednak nuli.

Obratno, svaki a = dy + b p + bop* + ... daje niz a,-ova kao u tvrdnji, a jedinstvenost
tog niza povlaci jedinstvenost od a. A ocito jedaje a = ay = ap (mod p). Time je
Henselova lema dokazana. O

Lema 1.5.2. Ako (a € Q,) ima p-adsku ekspanziju: a = a_,p™"+- - -+ap+a;p+ap*+...,
p-adska ekspanzija od —a glasi:

(p—aw)-p"+p-1-apy) p"™' +-+(p-1-a) pP’+(p-1-a) p'+...
Dokaz.

0-p™"+ 0-p™ 4. .+ 0-p°+ 0-p'+...
- a_y,-p"+ Aol P+ + ag- p°+ ap-p'+...

—mrly

(p—aw) p"+(p—1—a_p) p +(p-1-a)-p"+(p—1-a)-p'+...
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Naime, koeficijentuz p™ je: 0-a_,=—-a,=p—-a,—-p=(pP-a,)—1-p
= toje p—a_, iostatak —1.

Koeficijent uz p je: O0—a_py1—1=—-a_p1—1=p-a_py—1-p=(p-1l-a_,+1)-1p
= toje p—1—-a_, 1ostatak —1.

Koeficijentuz p™*? je: 0—da_mo—1 = —a_pio—1 = p—a_pr—1-p = (p—1—-a_,2)—1-p
= toje p—1—a_,» 1ostatak —1.

I tako nastavimo dalje.

Lema 1.5.3. U Q, vrijedi:

1
l+p+p°+pi+ 5> ——
I-p
1

l-p+p*=-p*+--
p+tp —p _>1+p

2-p+1
1+(p—1)p+p2+(p—1)p3+---—>%.
Dokaz.

h 1 . 00 T _
Znamo da ), ,a, — a uQ, ako i samo ako: |Zn:0 a, — a|p = limy_olSy—al, =0
uz oznaku: Sy =a; +--- +ay.

Vrijedi:
ip” L = lim|S —| = lim|—— =Syl =
_ — N = = Syl =
=0 1—pp Noeo I=pl, Noxll-p P
1 2 N
=Jimr= - (epept et =
1 1 - N+1
= lim - —F |
N—>o<>1—p 1—p

1 1+ N+1 N+1
= lim P | = jim|Z—| =
N—oo 1 -p N—oo 1 -p »
1
= lim — =
N—sco pordp(p *)—ordy(1-p)
= lim =0

—— = lim
N—oo pN+l—0 N—oo pN+l
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. . .. .. o) 1
Dakle, vistinu vrijedi: >, p" — = u Q.

11
I-(-p) 1+p

l—p+p*—pi+--- = Z(— p)" = [prema prethodnom primjeru] =
n=0

L+(p-Dp+p+(p-Dp +p*+(p-p° +--- =
=1+ =p+p+ @ =p)+p+ P -p)+-- =
:(1—p+p2—p3+p4—p5+...)+(p2+p4+p6+...)=

= {prema prethodnom primjeru} =

1 N 2n _ 1 C 2\n __ _
1+P+(Z‘D _1]_ 1+P+[;1(p) 1]_

n=0
{prema prvom primjeru iz ovog dokaza} =

- + ! -1|= ! + ! -1|=
T 1+p \1-p2 “1+p \d-p)x1+p) -
_(d-p+MH-1-p) p*-p+1
h 1-p? - 1-p?

O

Propozicija 1.5.4. p-adska ekspanzija od (x € Q,) ima ponavljajuce znamenke od nekog
mjesta na dalje ako i samo ako je (x € Q).

Dokaz.

Smjer =

Pretpostavljamo da p-adska ekspanzijaod (x € Q,) ima ponavljajuce znamenke od mjesta
k na dalje, to jest:

X=Xp "4 A X+ X P+ P 4+ X P+ (ao - P+ a P+ anpt

+oee +aspk+5) + ((10 .pk+s+l +a1pk+s+2 +a2pk+s+3 4o +aspk+23+l) 4=

=X gD " X+ X P+ X PP Hag - PR+ a pP 4 -+ agpRts

= (")

= x—(x)=ap-p*+ap* +- - +a;pht

X — (%)
. — 1 —
b.— T _a0+a1p +...+asps_
P
=(ag+ap' + - +ap’) + (ap™ +a;p™? + -+ a,p”H+
2542 2s5+3 35+2

+(aop™ " +a1p”T + ot apTT)+ L
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= a:=ay+ap + - +ayp* jecijelibroj pa time i racionalan i vrijedi:

1
' 1_ps+1

25+2

b=a-(1+p " +p*?+. H=a-Q+p +p* V4.  H=a

x—(*)
P

= b jeracionalan broj =
x=b-p+(x)eQ

= b € Q, aznamo da je i (*) racionalan

U

Smjer «
Pretpostavljamo da je (x € Q,) racionalan broj. MoZemo uzeti: x = % pa B.S.O.M.P. da

je taj razlomak maksimalno skracen.
Dovoljno je pokazati da tvrdnja vrijedi u slucajuda p{f B i p{ N.

Naime, ako p ¢+ N ali p | B, tada moZemo pisati: x = p - % zaneki p t B,
pri ¢emu znamo da vrijedi:
B/

N~ amp ™+ Hag+ap+ -+ ap T+ by pra b pHt o+ b pkts,
Zato imamo:

/

x=p-ﬁ=p-(a_mp_m+---+a0+a1p+---+ak_1pk_1+b0-pk+b1pk+1+---+bspk”):

—m+1

=a_up "+ agp+arpt + -+ e pt o+ by P4 b pt? e b phtstL

pa vidimo da tvrdnja vrijedii za x.

Ako p ¥ B ali p | N, tada moZemo pisati: x = %Nﬁ zaneki p t+ N’, pri

¢emu znamo da vrijedi:

B

ﬁ:a_mp_’"+~--+a0+a1p+~~-+ak_1pk_l+b0~pk+b1pk+1+---+bspk+s.
Zato imamo:

1 B 1
x:—-—/:—-(a_mp_m+-~-+a0+a1p+--~+ak_1pk_l+b0-pk+b1pk+‘+~~-+bspk+s):

p N p
=Cl_mp7m71+"'+aop71+al+---+ak_1pk72+b0-pk‘1+b1pk+---+bspk”‘1,

pa tvrdnja vrijediiza x.
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Dakle, dokazujemo tvrdnju u slu¢ajuda p4 B 1 p{ N, tj. usluCaju (x € Z)).
Neka je p-adska ekspanzijaod x danas: x=ag+a;-p+a, p*+...

xX—a
= 0:a1+a2‘p+a3-p2+...€Qp
xX—a 2 —q B a B-N-a =
= a1+az-p+a3'p2+...: 0 = ~ 2= 0 _-_2
p p p-N p p-N N
B-N-aq
N~ 2
= T:a2+a3-p+a4-p +...€Q,
B—N-ap—p-N-a;
= am+az-ptas-p+ :M—Q:B_N'ao_p.]\].al: v
2 3 4 p2 N » p2 N N
Nastavljajuéi tako dalje, (¥r > 0) dobivamo da vrijedi:
B—N-ap—N-a;-p—N-a-p*—...—N-a,-p"
r+1
pN =01 tarp Pt a3 P2 +..€ Qp
Za proizvoljni (r > 0) vrijedi:
B-N-ay-N-a,-p—-N-a,-p>—..—N-a,-p" B
pr+1 -
< |Bl+[N|-ap+|N|-a;-p+..+IN|-a.-p"
- pr+l -
<[ < 1] JBIHINL-p-D+IN-(p-D-p+..+INl-(p-D-p _
slai=p— = pr+1 h
_prtl
BI+INI-(p=1)-[1+p+p+..+p'| IBI+INl-(p—1)- 52
S pr+l = pr+l -
pr+l_1
_BI+INI-(p =D T 1B+ INI-(p' = 1) _ B N N
- pr+1 - pr+1 - pr+1 +| |_ pr+1 -

|B|

r+1

+ |N| < |B|+ |N| = konst.
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Dakle, apsolutne vrijednosti cijelih brojeva:
B-N-ap B-N-ay—N-a,-p B-N-ay—-N-a,-p—..—N-a,-p"
D ’ P 2o pr+l
su ogranicene, S$to znaci da su oni elementi kona¢nog skupa.

= zaneke ry # r, su vrijednosti pripadajucih cijelih brojeva jednake, tj. u Q, vrijedi:
B—-Nay—Na,p—...— Na, p" B
pr1+1 -

2
ar1+1 + ar1+2 : p + ar1+3 : p +..=
B - Nay—-Nap—..— Na,p”

pr2+l
= ar1+i = ar2+i9 (VZ 2 1)

— 2
- a}’2+1 + a}’2+2 : p + ar2+3 : p + ..

= p-adska ekspanzijaod ay+a;-p+a,- p* + ... je periodi¢na

Lema 1.5.5. p-adska ekspanzija od (a € Q,) terminira (tj. (AN) td. je a; =0

(Vi > N)) ako i samo ako je a pozitivan racionalan broj ¢iji nazivnik je potencija od p.

Dokaz.

Smjer <

Pretpostavimo da je (a € Q,) zadan kao razlomak a = p% uz B>0 (B.S.OM.P.daje
taj razlomak maksimalno skracen).

= p{B
Neka je sada n maksimalan cijeli broj takav da p" < B.

= B=by+bip+bp’>+--+b,p" (bi=0 zai>n)

B - - - -M+n
= a:W:bo-pM+b1-pM+1+b2-pM+2+---+bn-pM+

Uz oznaku N :=-M +n imamo daje (Vi> N) a; =0.

Smjer =
Pretpostavljamo da je a p-adski broj s p-adskom ekspanzijom:

a=a_,p"+--+ay+ap+ap*+---+ay-p" (@ =0 zai> N).
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= p-adski broj a ima ponavljajue znamenke od mjesta N+I na dalje (od tog mjesta
na dalje su sve znamenke jednake nuli)
= iz propozicije [[.5.4slijedi daje a racionalan broj (1)

Znamo da je p prost broj pa samim time i pozitivan, te su svi a;-ovi takoder pozitivni
brojevi, a znamo da je produkt pozitivnih brojeva pozitivan broj i da je suma pozitivnih
brojeva pozitivan broj.

Dakle, a je sigurno pozitivan. 2)

a=a_p,p " +apap ™+ vagraiprapt - +ay-pd =

At a g ptoctagpta-p"t vayp" 4 tay - ™Y
= T

= nazivnik od a je potencijaod p 3)

Sada nam tvrdnje (1), (2) i (3) zajedno daju da je a pozitivan racionalan broj ¢iji je
nazivnik potencija od p. Time je dokaz gotov. O






Poglavlje 2

p-adska interpolacija Riemannove zeta
funkcije

Riemannova zeta funkcija definira se kao funkcija realnih brojeva veéih od 1 zadana
formulom:

(o)

1
(=) —.
n=1 n

Usporedbom s integralom (uz fiksirani s > 1):

—dx = f xdx =
X 1

1-s

x5 =0
T T—sh=t
= {zbog s>1:>1—s<0}:%_s-(0—1):
-1 1

-5 s-1

vidi se da ta suma konvergira kada je (s > 1).

Neka je p proizvoljan prost broj. Svrha ovog poglavlja je pokazati da se funkcija {(2k)
(za k=1,2,3,...) moZe na jedinstven nain pro§iriti sa Z na Zj i to tako da je dobivena
funkcija neprekidna funkcija p-adske varijable s vrijednostima u Q,. Kao i u realnom
slucaju, kaZemo da je funkcija p-adske varijable f neprekidna ako vrijedi da, kad god se
niz p-adskih cijelih brojeva {x,} p-adski priblizava x-u, tada se i niz {f(x,)} p-adski
priblizava f{x)-u. Na to mislimo kad govorimo o p-adskoj interpolaciji.

43
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2.1 Formula za /(2k)

k-ti Bernoullijev broj B, definiramo kao k! pomnoZeno s k-tim koeficijentom u razvoju

u Taylorov red izraza f() = ;5:

t - B t - B
= *, Bi=a-k! = a=— = =) k.
o -1 ;a"’ e TR T eo1 T 4
U stvari je: B, = f®(0).
Prvih nekoliko Bi-ova su: By =1, By = _71, B, = %, B; =0, B, = g—(l), Bs; =0,
Bs = 4,
Lema 2.1.1. B, =0 za svaki neparan broj (k > 1).
Dokaz.
X - Bk k Bk -1 —X Bk k
=) —-X¥=B-x+)y —-XF=[B=—|==+) —-
e — 1 ;k!x ‘x;k! (‘ 272 ;k!x
- I#1 k1
S - (1)
et -1 2 &kl
k#1

Takoder, vrijedi:

x 2x+x(e*—-1) 2x+xe*—x xe* + x

f(x) ::ex_1+§_ 2(ex_1) - 2(ex_1) —2(ex_1):
_X(ex-'-l)_(/’e;)—f'e;-'_ezx—(/'(_1))——)—C~ei+e;—f(_x)
T2 - o) T2 e med  \/D) T 2 et
= f(x0) = f(-x) )

Sada nam tvrdnje (1) i (2) daju:

= za (k>0),(k#1) je By=(-1)"-B
= specijalno, za (k > 0),(k # 1) pri C¢emu je k neparan vrijedi: B, = —1-B; = —B;
= za takve k (nenegativne, # 1, neparne) je By =0 m|
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Propozicija 2.1.2. Za sve realne brojeve x beskonacni produkt:

nx-ﬁ(l+z—z)

n=1

konvergira i jednak je sh(mx).

Dokaz ove propozicije ¢emo navesti neSto kasnije (u 3. poglavlju).

Propozicija 2.1.3. Za svaki (k € N) vrijedi formula:

22k—1 B
(k22 [_ P2
(k) = (-1)'m 2k — 1) ( 2k)'

Dokaz.
Prema propoziciji znamo da vrijedi:

o0 2
sh(nx) = mx - l—[ (1 + %)

n=1

Uzimamo logaritam obje strane tog izraza (za x > 0).
S lijeve strane dobivamo:

In[sh(mx)] = In (?) =

= ll’l[e7 . (1 _ e—27rx)] - ll’l[% + ln(l _ e—27rx) —
= In(e™) — InQ2) + In(1 — e ) =

= 7x — In(2) + In(1 — e™7™)

S desne strane dobijemo (za 0 < x < 1):

00 2 0 2
ln[ﬂx 11 (1 + %)] = In(x) + In(x) + Y ln(l + %) =
n=1 n=1
_ _ N _1\y*-1 . fﬁ —
_{zn(1+x)_;( D= za < 1}

0 2%
= In(r) + In(x) + Z [Z}(—l)k‘1 : #] =
1

n=1 \k=
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& & 2k
= In(x) + In(x) + Y (Z(—l)"“ : #]

n=1 \k=1

Znamo da dvostrukired >, >i2, au apsolutno konvergiraako (Vn=1,2,...) X2 laul
konvergira prema nekom b, i ., b, konvergira. Raspi§imo to za na$ konkretni dvos-

truki red:
lawl = Y |1 S =
; ; kn
1 & -1 k+1
:{O<x<1:>x:—zaneki (a>1)}: (—)Zk:
a e k- (an)
_ i 1
k- (an)**
= 1
< =
= 2%
,; (an)
_ i 1\ . 1 o an? .
- L\ 1- 45 a*n? -1 B
_anz—a2n2+l B 1 _p
a’n? -1 S oan2-1 "
(o) (o) 1
bn = =
nz:; nz:; a*n? -1
= 1 = 1 1 1
_;aziﬂ—nz _;nz-(az—l) a? -1 ;E_

o 1
= {znamo da Dirichletov red Z - konvergira < p > 1, } <00
n
n=1

Dakle, vidimo da na§ dvostruki red apsolutno konvergira za 0 < x < 1, pa moZemo
promijeniti poredak sumacije te tako dobivamo (nakon izjednacavanja lijeve i desne strane
jednakosti na koje smo prethodno djelovali s logaritmom):

2k

mx = In(2) + In(1 = €)= In(x) + In(x) + ) ((—l)k” = ﬁ] =
k=1

= In(r) + In(x) + ) ((—1)k+1 Nl §(2k))
k=1
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Sada ¢emo obje strane dobivene jednakosti derivirati po varijabli x.

Desnu stranu moZemo derivirati ¢lan-po-¢lan jer je dobiveni red uniformno konvergentan
u (0<x<1-¢€) (Ye>0). Naime, da bismo dokazali tu ¢injenicu, moZemo upotrijebiti
Weierstrassov M-test koji kaZze:

ako za dani niz funkcija f; : X — R postoji niz konstanti (M), takvih da vrijede
sljedeca dva uvjeta:

(D) 1A < M (Yx € X)(Vk 2 1)
2) ) Mi<o,
k=1

ondared )., fi(x) konvergira apsolutno i uniformno na X.

Uzimamo: fi(x) = (~1)**'-£=.£(2k) i Zelimo naci konstante M, za koje vrijedi tvrdnja
M-testa.
Ocijenimo prvo (2k). Znamo daje: {(2k) = Y-, =. Oznagimo sada: Sy = =N, .

_ N 1
= SN—l_Zn:2n7

= Sy —1 jedonja Darbouxova suma za odredeni integral: le ﬁ dx uz subdiviziju:
[I,N]=[1,2]U[2,3]U---U[N —1,N] ivrijedi:

x=N

1-2k N1—2k -1 1 1
Sy—1 —dx = _de = * = = g1 = ——
v <f s f Tk T TTo2k T k-1 ( N2’<—1)

1 11
2k —1 Noow N1~ 2k —1

= (20 = lim(Sy) = lim(Sy-1) +1 < 1+

= hm (SN—l) <

2k -1
2%

‘(—Dk“ I k)| < a-o

k
Dakle, prema Weierstrassovom M-testu, dobiveni red je uniformno konvergentan u

1
-(1+2k_1)::Mk Vv xtd O<x<l-¢

(O<x<1-¢€) (Ve >0) padesnu stranu moZemo derivirati clan-po-¢lan.

Nakon deriviranja obje strane i izjednacavanja dobivamo:

_ 1N, QR Nyt ket
+n_x+Z( 1 p [@2h) = —+2 ;( DL X2 22k

o0 - e—27rx

1 - e—27rx
MozZemo sve pomnoZiti s x:

2mx - e
1 - e—27rx

tax=1+2- Z(—nk“ 2 2k

k=1
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Nakon $to sada uvrstimo x = 7, dobivamo:

nx-e™  nx - x2k
+= = 1+ )y DM — 2k
4T k§:]< Jo e S5 22
e 1 1 X (—DF L ZQ2k)
= = =
{1 — e X enx . (1 _ e—nx) enx — 1} ey — : : 22k 1 X

X o By - () X By - (ﬂx) (- l)k+1 - L(2k)
:{eﬂx—1:ZT}:} 7+Z Z 221 o

k=0 k=0

Usporedbom koeficijenata uz parne potencije od x dobivamo:

By - (=DM £(2k)
k! 221

= (20 = (Dt 2o (-5 o

_ By
2%
nije zanimljiv.

Zapis formule za {(2k) 1z prethodnog teorema je namjeran. Naime, o faktoru

cwy . .o . 2k-1
razmisljamo kao o “zanimljivom dijelu” formule, dok nam (~1)'z*- 5=,

2.2 p-adska interpolacija funkcije f(s) = a’

Ako je a fiksiran pozitivan realan broj, funkcija f(s) = a* definira se kao neprekidna
funkcija realne varijable tako da se prvo definira za racionalan s, a zatim se interpolira”
tj. “proSiri po neprekidnosti” na sve realne brojeve tako da se prvo pokaze da, ako su
racionalne vrijednosti s; i1 s, blizu, onda su vrijednosti f(s1) = @™ 1 f(s2) = a™
takoder blizu, 1 naposlijetku, za proizvoljan realan s definiramo: f(s) = lim,—« f(s,) =
lim,_,. a* pricemu je {s,} proizvoljan niz racionalnih brojeva koji konvergira prema s.
Primijetimo da, ako je promatrana funkcija f definirana na nekom skupu A koji je gust
podskup nekog skupa B (Sto znaci da se svaki element skupa B moZe prikazati kao limes
nekog niza elemenata skupa A), onda se funkcija f moze na jedinstven nacin proSiriti do
neprekidne funkcije na B.
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Pretpostavimo sada da je a = n fiksiran prirodni broj. RazmiSljat éemo o n-u kao o
elementu skupa Q,. Zasvaki (s € Ny) jeinteger n' € Z, (naime,
neNy = |nl, <1 = ||, =Inl, <1"=1).

Lema 2.2.1. Skup N, je gustu Z,.

Dokaz.

Zapravo zelimo dokazati da se svaki element skupa Z, moZe aproksimirati nekim nizom
elemenata skupa Nj.

Neka je (x € Z,) proizvoljan. To znadi da je x oblika: x=ag+aip+ap*+....
Zasvaki (n € Ny) definiramo: x, = ag +a;p + a;p> + -+ + a,p". Kako su (a;, p € Ny)
(Vi=1,...,n),tako je1 (x, € Ny) (Vn € Ny).

Takoder vrijedi:

n+1 n+2
Cln+1p +an+2p +...p:

~ 1 11

= <
ord, (s P +apa ptti+.) T pntl < n
p p\Un n p p

X = Xul, =

= Kako je (x € Z,) bio proizvoljan, zakljuCujemo da za svaki element skupa 7Z, na
opisani na¢in mozemo naci neki niz {x,} iz N, koji ga aproksimira, Sto znaci da je N,
uistinu gustu Z,. O

Dakle, uz a=n fiksiran kao ranije, moZemo promatrati funkciju f : Ny — Z, zadanu s:
f(s)=a’=n’, pricemuje Ny gustu Z,. Premarazmatranju iz uvodnog odlomka ovog
poglavlja, vidimo da, ukoliko uopce funkciju f moZemo proSiriti do neprekidne funkcije
na Z,, to mozemo uciniti na jedinstven nacin. Za to se moramo zapitati vrijedi li da, ako
su (s,s € Ny) (p-adski) blizu, dasuondai f(s)=n’ i f(s') =n* takoder (p-adski)
blizu. To ne vrijedi uvijek. Navodimo primjer:

1
’ N / N
sS=s+p" = |[s=-5|,=|p"| =—
4 | |p pN

specijalno, za n=p,s=0 = s =p" = f(s)=p°f(s)=p"

N 1 1
= |f(s) = f($, = ‘1 -pr ST T 0 T 1 bez obzira na to koliki je N

pordp-p?™)  pO

Ali to nam nece predstavljati veliki problem kao Sto se iz navedenog primjera Cini.
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1. SLUCAJ: n je €N, &iji je ostatak pri dijeljenjus p jednak 1

Nekaje n td.je n=1(modp), tojest n=1+mp zaneki m. Nekaje s = s+s5'p"
zaneki (s” € Z) tako da vrijedi:

1 1
r_ N| _ . . 1 N
s"p |p = —pordp(s”pN) < _pN jerje ord,(s"p") >N

|s" — 5], = |(s + 5" pN) - s|p =

B.S.OM.P. daje (s > s). Sada vrijedi:

n’—-n’

’ s s’ s s'—s s s'—s
= > = —_ = . 1 ol = . |1 -
) {s s=>n"—-n n-(1-n )} In’|, n,

1 N

=[1=n], = = A empy ] = U= (e mpy |

I

zbog: |n’l, = |(1 + mp)°

; 1
,,:W:{p+(1+mp):~p¢<1+mp)‘}:5:1

1 1
= T S 2.1
pord,,(l—(1+mp) v ) p

I

zbog: (1+ mp)s””N = [binomni TM] =

s//pN(supN _ 1)
2
= svaki pribrojnik u 1 — (1 + mp)“'“”N je djeljiv s najmanje p"*!

= ord,(1-(1+mp)”)>N+1

=1+ (" pVymp + (mp)* + ... + (mp)*"?"

Dobili smo: ako pY | (s’ —s), onda p"*!|(n*—n*). To jest (za veliki N), akosu s i s’
blizu, ondasui »n* i n* blizu.

Dakle, ako je n =1 (mod p), moZemo definirati f(s) = n* zaproizvoljni (s € Z,) kao:
f(s) = lim;n* (pricemu je {s;} proizvoljan niziz N, koji tezi prema s). Tako
dodefinirana funkcija f je neprekidnana Z,.

2. SLUCAIJ: n je proizvoljan € N, koji nije djeljivs p

Neka je n proizvoljan nenegativan cijeli broj koji nije djeljiv s p. U ovom ¢emo slucaju
zahtijevatida s i s’ budu ne samo p-adski blizu (tj. kongruentni modulo p" za veliki
N), nego ¢emo uzimati i da su oni kongruentni modulo p —1. To jest, fiksirat ¢emo neki
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(so € {0,1,...,p —2}) 1, umjesto da promatramo n* za sve nenegativne cijele brojeve s,
mi ¢emo promatrati n® za sve nenegativne cijele brojeve s koji su kongruentni naSem
fiksiranom s, modulo p — 1. Oznac¢imo skup svih takvih dopustenih brojeva s sa S,
(to jest, S, = {(s € Npy) : s = so(mod p—l)}). Sy Je gust podskup od Z, (tocemo
dokazati u sljedecoj lemi - lemi [2.2.2).

Nekaje (s € S,) proizvoljan, tj. (ds; € Np) td. s=s50+ (p—1)s;.

_ —_1\51
= f(s) =n' =0t = -(n” 1)
konstanta ~
konstanta

= funkcija f : S, — Z, definirana sa: f(s) = n® je zapravo ista kao 1 funkcija

. : . — 150 . p—1 s — S0 NS e e . g
F :Ny — Z, definirana sa: F(s) =n (n ) n*® -N° uz n kojinije djeljiv s

konstanta

p, paprema malom Fermatovom teoremu vrijedi: N = n”~! = 1 (mod p)

= sada smo u situaciji kao iz prvog sluajauz N umjesto n iuz dodanu konstantu n*

= zatakvu funkciju f (odnosno F) se naanalogan nacin kao i u prvom slucaju pokaze
da, akosu (s,s" € §,,) blizu,ondasui f(s) 1 f(s") takoder blizu

Dakle, funkcija f : S, — Z, definirana sa: f(s) = n° moZe se na jedinstven nacin
prosiriti po neprekidnosti sa S, na Citav Z,. UoCimo: u ovom slucaju promatrana
funkcija f ovisio sy 1 n.

Lema 2.2.2. Skup S, = {(s € Ny) : s = so(modp — 1)} je gust podskup od Z,.

Dokaz.
Zapravo Zelimo pokazati da se svaki element skupa Z, moZe aproksimirati nekim nizom
elemenata skupa S, tojestda (Vx € Z,) 1 (Ye > 0) postoji neki (s € §,) t.d.
lx—s], <e.
Iz leme znamo daje Ny gustu Z,, pazaproizvoljne (x € Z,) i (e > 0) postoji
neki (ng € No) td. |x—npl, <3.
Dakle, dovoljno je nacineki (s € S,) td. |ng—s|, <5 jer ondaimamo:
€ € S
lx —sl, < |x—nol, +no — s|, < =+ = =€ patvrdnja vrijedi

[STLY
[STL

1. sludaj: (no € Sy,)

. ) e € e
onda moZemo uzeti s :=ng pa vrijedi:  |x = s|, =[x — nol, < 5 < € patvrdnja vrijedi
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2. slucaj: (ng ¢ Ss,)

= ny % so (mod p-1)

= np=s1+(p-1)-a zaneke (a >0),(so # s €1{0,1,...,p =2}

Nekaje (NeN) td. p™ < 5, (keN) td. k-a= (s1=50)-(1+p+p*+...+p" ) (li
k—a=(so—s) - (1+p+p*+...+p" 1) akoje (so>s1) i (s:=so+(p—1)-ke Ss0)
Vrijedi:

Is—nol, =lso+k-(p—-D=s1—a-(p-1, =
=|so-s)+(p-D-k-a), =
=[Gso= s+ =1D-(s1=50) - (L4 p+p*+..+p" | =
:|so—s1|p-|1+(p—1)-(1+p+p2+...+pN*1)|p:

1 [le(p=1)- ";N__l

I

zbog: 59,851 €{0,1,...,p—-2} = so—sle{—(p—2),...,—l,0}

I+(p-1)-

I—N

1

P P

= |s0_sllp:F:1

= |1 +(pN - 1)|p = |pN|p = I% < g prema pretpostavci

= tvrdnja vrijedi |

3. SLUCAJ: n je proizvoljan € N, kojijedjeljivs p = n jeoblika: n=m-p

Ako je {s;} proizvoljan rastu¢i nizu N, onda jeiniz {p*} takoder rastuéi, pa je
n' = m® - p* djeljiv sa sve veCom potencijom od p, tj. p-adski tezi u nulu

= zasvakirastuCiniz {s;} u Ny vrijedi: n* — 0 p-adski

Akoje (s €Z,/Ny), ondajenjegova p-adska ekspanzija beskonacna suma bez negativnih
potencijaod p, paniz s; =ay+a;-p+..+a;-p p-adskitezika s. Aliznamo da
s; & +oc0 u N, paondaimamo kao gore: n* — 0 p-adski.

Ako bismo Zeljeli neprekidnost, moralo biiz [s — s;|, = 0 slijediti: [n* —n%|, — 0. Ali
kako n* — 0 (p-adski), jedina mogucénost je n* =0, S$to nema smisla.
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Lema 2.2.3. Ako je (n € Z,) i, specijalno, |n|, = 1, onda se funkcija [ : Ny — Z,
zadana s:  f(s) = n* moZe na jedinstven nacin prosiriti po neprekidnosti na citav 7Z,.

Dokaz.
Neka je (n € Z,) proizvoljan, tojest: n=ag+aip+ap*+... i Inl, < 1.

1. slucaj: |n|, <1

ord,(n)

= 1/p <1/p" = ord,m)>0 = pln = a=0

= n=apt+apr+..=p-(a+ap+..) (k)
Kao i diskusiji s pocetka ovog poglavlja:
N .

za ¥ =s+pV,s=0,5=p

= |f(s) = f, = [n* = n"

:‘l_npN‘ :(**):'1_[P'(01+02P+---)]pN =
p p p
= E =1

= iakosu s i § (p-adski)blizu, n* i n* nisu = ovaj slucaj ne valja

2. slugaj: ||, = 1, tj. (n € Z})

= 1/p"" =1/p" = ord,(n)=0 = pin

slu¢aj 2(a): n =1 (modp)

= n=l+ap+ap’ +.=l+p-(@+amp+..)=1+m-p
————
=meiZ,

= nastavljamo dalje posve analogno kao u 1. slucaju diskusije s pocetka ovog poglavlja

= ova] slucaj valja
slu¢aj 2(b): n =k (modp) zaneki (ke€{2,3,..,p—1})

= raspisujemo sve posve analogno kao u 2. slucaju diskusije s pocetka ovog poglavlja

= ovaj slucaj valja

Vidimo da, ako je (n € Z,), onda se funkcija f : Ny — Z, zadanas: f(s)=n* moze
na jedinstven nacin proSiriti po neprekidnosti na ¢itav Z, samo ako je |n|, = 1, tj. samo
akoje (ne€ Z;). O
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Lema 2.2.4. Ako je (n € N),(p 1 n), onda se funkcija f : Ny — 7Z, zadana s:
f(s) = 1/n* moZe na jedinstven nacin prosiriti po neprekidnosti na citav 7Z,,.

Pogresan nacin za p-adsku interpolaciju Riemannove zeta funkcije {(s) = >, nl bio
bi da se interpolira svaki sumand pojedinacno, i da se onda pozbroje rezultati. No to nece
funkcionirati jer ¢ak i oni sumandi koji se mogu interpolirati (to su, prema prethodnoj lemi,
oni sumandi za koje p { n) Cine beskonaCnu sumu koja divergirau Z,.

Ako bismo to nakratko “zaboravili” pa iSli gledati svaki sumand pojedinacno, prvo bismo
se morali rijeSiti sumanada oblika ni gdje p | n jer Zelimo da nam ostanu samo oni

sumandi koje moZemo interpolirati. Imamo:

=y L > L.
n=1,ptn n=1,pln
=[pln=n=m-p]= Z ls T Z sls:
n=1,ptn m=1 p
| 1 «— 1 |
:nﬂz,p*n; ' E;%:nﬂzﬂn; ’ P o

1 o1
= (=7 ), =

P n=1,ptn
[ee)

Oznaéimo: *(s) = Z
n=1,ptn
p-Euler faktora”. Naime, funkcija {(s) ima jednu poznatu ekspanziju (koju ¢emo dokazati u

w= [ =

1
prosti brojevi q q°

1
— = (1 - —) - {(s). Ovaj postupak naziva se ’izbacivanje

s

sljedecoj propoziciji):

Faktor — koji odgovara prostom broju ¢ naziva se ”’g-Euler faktor”. Dakle,

1
=3

mnoZenje funkcije {(s) sa 1 — 1% ¢e rezultirati ’izbacivanjem” p-Euler faktora:

= (1= L) z0s) = !
§<s)—(1 ps)m— [ =

prosti brojevi q#p ;
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Propozicija 2.2.5. Vrijedi:

1
{(s) = 1—[ T @ (>

prosti brojevi p [?
Dokaz.

Uz oznake: P =1{2,3,5,7,11,...} = skup svih prostih brojeva, p, = n-ti po redu prosti
broj (p1 =2,p>=3,p3=35,...), imamo:

PEP p’ n=1 s
2 (1) 1
:HZ—)) = (1+—+—2+ )(1+—+—2+ ) =
pS N S N N
n=1 \k=0 \&'n 1 1 2 2
v 1 1 1 1
zbog: s>1 = pi>p, =2 —<— = |—|<|—|<1 VneN)Vp,eP)
Pn Pn Pnl  1Pn

= [lokalno uniformna konvergencija nam omogucéava grupiranje faktora] =
1 1 1
1+[ _s)+( ss]+[ sssJ+"':
123; pi 1;1- PiPj 1<iZj<k PiP P

svaki produkt potencija prostih brojeva se pojavljuje u to¢no jednom
nazivniku i tako u svim mogu¢im kombinacijama, a znamo da se

= svaki prirodni broj moZe na jedinstven nacin prikazati kao produkt =
potencija prostih brojeva = u ovim nazivnicima se nalaze svi
prirodni brojevi 1 to se sve sumira

o 1
=;;=§(S)

2.3 Topologija na Q, i p-adske distribucije

Baza otvorenih skupova metrickog prostora Q,, sastoji se od svih skupova oblika:
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a+(p¥)=a+p'-Z, = {(xeQ)):lx—dl, < | zancke (a€Q,)(N €Z).

Tako definiran skup a + (p") jo$ nazivamo i intervalom, a on je zapravo otvorena kugla
u Q, oko totke a radijusa # (a +(p") = K(a, #)) Dakle, svaki otvoreni skup u
Q, je unija skupova tog oblika.

Znamo da je skup (A € Q,) otvoren ako za svaku njegovu tocku x postoji neka
otvorena kugla K(x,r) ={(y € Q) : [x—yl, <r} zaneki (r>0) koja je Citava sadrZana
u tom skupu. A kako znamo da p-adska norma mozZe poprimiti samo vrijednosti iz skupa
{0,p" : (n € Z)} 1zanimaju nas samo radijusi koji su ve¢i od nule, dovoljno je promatrati
K(x,r) samoza r=p", (n€Z).

Propozicija 2.3.1. Svaka otvorena kuglau Q, je takoder i zatvorena.

Dokaz.

1 1
a+(pN)=K(a,ﬁ):{(erp):|x—a|p<ﬁ}:

1 - 1
:{(er,,):lx—alpS—}:K(a’ N+1)

P+ )
O
Lema 2.3.2. Skup Z, je otvoren.
Dokaz.
z,=a+p"-Z,=a+(p") uz a=0,N=0
O

Propozicija 2.3.3. Skup 7, je sekvencijalno (nizovno) kompaktan, to jest svaki niz u
Z, ima konvergentan podniz.

Dokaz.
Neka je (xy)r proizvoljan niz u Z,, te neka je p-adska ekspanzija od x; dana s:
xe=ag+d-p+ads-p’+.. = . .ddlal.

Znamo da postoji samo kona¢no mnogo mogucnosti za izbor a’(‘) (preciznije, znamo da je
a’(‘) e{0,1,...,p—1}).

= (dby € {0,1,...,p — 1}) 1ipostoji podniz (xo)r od (x;)r t.d. je zadnja znamenka
svakog xp-a uvijek by

Analogno, (b, € {0,1,...,p — 1}) 1 postoji podniz (x;;)r od (xp)r t.d. je zadnja
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znamenka svakog xj-a uvijek by, a predzadnja uvijek b;.
Nastavivsi tako dalje dobivamo niz by, by, b,, ... 1niz nizova:

X005 X015 X025 +--

X105 X115 X125 «+-

t.d. je svaki niz podniz prethodnog niza, te svaki element n-tog niza (onog iz n-tog reda,
(xu)r) zavrSava znamenkama b,,...b1by.

= (Vj=0,12,.) je (x; € xj1xjotjor})

= dijagonalni podniz xg, X11, X22, ... je podniz originalnog niza (x;); 1 ocito konvergira
prema ...bgbzblbo

Kako je niz (xp), bio proizvoljan, zakljuujemo da svaki niz u Z, ima podniz koji
konvergira prema nekom elementu iz Z,,.

= Z, je uistinu sekvencijalno kompaktan O

U metrickom je prostoru svojstvo sekvencijalne kompaktnosti ekvivalentno svojstvu kom-
paktnosti: skup je kompaktan ako svaki njegov otvoreni pokriva¢ ima konacan potpo-
krivaé. Prisjetimo se, pokrivac skupa X je U ={U, : (o € )} zakojeg vrijedi:

XQU%,

ael

Pokriva¢ U je otvoren (odnosno konacan) ako je svaki U, otvoren (odnosno konacan).

Potpokrivac¢ pokrivaca U skupa X je V ={U, : (¢ € J)} zakojeg vrijedi:
Jen, xc| Juac| ..

ael ael

Lema 2.3.4. Skup Z, je kompaktan.

Dokaz.

Znamo da je Z, metricki prostor, da je kod metrickog prostora “biti sekvencijalno kom-
pakatan” ekvivalentno s “biti kompaktan”, te iz propozicije [2.3.3|znamo da je Z, sek-
vencijalno kompaktan. Iz navedenih ¢injenica slijedi tvrdnja leme. O

Lema 2.3.5. Svaka otvorena kugla a + (p") = K(a,p™) u Q, moZe se prikazati kao
disjunktna unija p otvorenih kugala radijusa p~™*V.
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Dokaz.
a+(p) = {(x €Q,):lx—dl, < p-N} - K(a, p)
Vrijedi:

x€a+(pN)<:)|x—a|p<p_N

(=4 ! < !
pordp(x—a) pN

& ordy(x—a) > N

_ N+1 N+2
S X—ad=dyy1 P +dans2 - p + ...

razlikujemo za an4+; =0,1,..,p—1
Dakle:

")

a+(p (erp):x—a:b~pN+1+aN+2-pN+2+...}:

(erp):x—a—b-pN+1:aN+2-pN+2+...}:

{
{

= {(erp):ordp(x—a—b-pN”)2N+2>N+1}:
{

1
(xeQy):|x—(a+ b'pN+1)|p < pN+1} -

p—1
): a+b~pN+] +(pN+l)

O

Napomena 2.3.6. Specijalno, jednu otvorenu kuglu radijusa p=™ moZemo prikazati kao
disjunktnu uniju p otvorenih kugala radijusa p~M*Y.  Zatim svaku od tih p otvorenih
kugala radijusa p~™M*Y  mozZemo prikazati kao disjunktnu uniju p otvorenih kugala
radijusa p~™M*.  Nastavivsi tako dalje, dobivamo da se (VN > M) otvorena kugla
radijusa p™ moZe prikazati kao disjunktna unija p"M™ (tj. konacno mnogo) otvorenih
kugala radijusa p™.
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Propozicija 2.3.7. Svaka kuglau Z, je kompaktan skup.

Dokaz.
Nekaje K (a, pN ) proizvoljna otvorena kuglau Z,.

Vrijedi: K (a.p™)=K(a.p ™) c 1z,
~——
zatvoren kompaktan
= K (a, p &V “)) je zatvoren podskup kompaktnog skupa pa je i sam kompaktan
= [K (a, p‘N) = E(a, p‘(N”))] = K(a, p‘N) je kompaktan skup, a kako je to bila
proizvoljna kugla, tvrdnja vrijedi
Za zatvorene kugle je dokaz analogan. m|

Lema 2.3.8. Ako se dvije kugle u Q, sijeku, one su koncentricne. Specijalno, ako se
sijeku dvije kugle istog radijusa, tada se one podudaraju.

Dokaz.

Nekasu K (a,e) i K(b,e) proizvoljne otvorene kugle u Q, koje se sijeku.

= (dceK(a,e)NK(Db,e))

Kako je (prema primjeru [1.2.19) kod svake ne-Arhimedske norme (pa tako i p-adske)
svaka tocka svake kugle srediSte, slijedi da je: K (a,€) = K(c,€), K(b,e) = K(c, &).
Dakle, ako se dvije otvorene kugle u Q,, sijeku, one su koncentricne.

Za zatvorene kugle je dokaz posve analogan. O

Propozicija 2.3.9. Vrijedi:

otvoreni (X CZ,) je kompaktan & X = I_I K(a,-,p_N“f)

I
[
8
+
)

£

i=1,...,n i=1,...,n
Dokaz.
Neka je (X CZ,) proizvoljan otvoreni skup.
= X jeunijaotvorenih kugala, tj. X = UanK(a,p‘N“) ()
Smjer =
Pretpostavljamo da je X kompaktan.
= svaki otvoreni pokriva¢ od X ima konacan potpokrivac (1)

Iz (%) slijedi da je {K (a,p‘N") : (ae X)} otvoreni pokriva¢ od X.
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Zbog tvrdnje (1) on ima konacan potpokrivac, recimo: X = Ji_, K (a,-, p‘Nl’).

Dakle, X je konacna unija otvorenih otvorenih kugala. A mi Zelimo dobiti da je X
kona¢na DISJUNKTNA unija otvorenih kugala.

Dokaz ide indukcijom po n (tj. po broju tih kugala):

n=1 = imamo samo jednu kuglu = tvrdnja ocito vrijedi
n=2 = X=K(ap™)UK(anp™)
1. sludaj: K (al, p‘N‘) i K (az, p‘NZ) su disjunktne = tvrdnja vrijedi
2. slucaj: K(al,p_N‘) 1 K(az,p_Nz) se sijeku = (dc) iz presjeka
Prema lemi [2.3.8] K(a],p_Nl) = K(c, p‘N’) , K(az,p_Nz) = K(c, p_NZ).
= X= K(a],p_N‘) U K(az,p_Nz) = K(c,p_Nl) U K(c,p_Nz) =

= K (¢, max{p™, p™})
= imamo samo jednu kuglu = tvrdnja vrijedi

Pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi ako X moZemo pokriti s n kugala, za neki (n € N).

n+1

n+l = X-= U ai, p

n
Ozna¢imo: X, = U K(ai,p_N").
i=1
Prema pretpostavci indukcije, X; se moze prikazati kao konacna disjunktna

unija kugala, tj. (3cy,...,c,) td. X| = |_| K(ci,p‘Mi).
i=1
Neka je p™" dovoljno mali da vrijedi: p™ < p™1, .., p
Slijedi: (N > M;) (Vie{l,...m}) 1 (N> Npip).
Sada iz napomene [2.3.6]slijedi: K(ci,p_Mi) = |_| K(d,j,p‘N) i

J

My, —Np+1

P

K (a,,+1, p_N"”) = |_| K (d,, p N ), pri ¢emu su to konaéne (disjunktne) unije.

= Xi=| |K(cop™)=| || |K(dip™)

i=1 =1
= X, je konacna disjunktna unija kugala jednakih radijusa

Sada gledamo $to se deSava kad kugle K (d,, p N ) dodajemo skupu X;.
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Ako je kugla K (d,, pN ) disjunktna sa svakom kuglom K (d,- Lp N ), samo
ju dodamo u uniju (tj. u skup Xj).

Ako kugla K (dr, pN ) sijeCe neku kuglu K (di oY ) tada zbog specijalnog
slucaja iz propozicije [2.3.8|vrijedi: K (d,, pN ) =K (dl- i p N ) te tada ne
dodajemo K (dr, pN ) u uniju (jer se ona tamo ve¢ nalazi).

Postupak ponavljamo sve dok ne iscrpimo sve kugle iz K (a,m , p_N"“) .

L XX, UK () = [|;| ITI K (d, p—N)] U [|_| K(d,, p—N)) _

r

= [zbog gornjih komentara] = Iﬂ I_I K (d,- s pN ) u K (dr/, pN )

=1 v

kona¢na disjunktna unija Kkona¢na unija onih kugala
iz K(aml,p’N"“)
koje su disjunktne sa
svakom K (d[j, p‘N)

Vidimo da je sada X konacna disjunktna unija kugala pa tvrdnja vrijedi.

Smjer <

.....

Iz propozicije [2.3.7|slijedi da je svaka kugla K (ai, pN ) kompaktna, a to nam je dovoljno

jer onda za svaki otvoreni pokriva¢ U = {U, : (@ € I)} od X vrijedi:

(Vi=1,..n) ALl td K(a,p™)c| JUs

a€l;

= U={U,:(a€l)} jeotvoreni pokrivac od K(a,-, p‘N") , akako je ta kugla
kompaktna, on ima konacan potpokrivac, tj. (J;C[;) td. K (a,-, p ’) c U U,

ael;
U Ua] C U U,

acl; ael

n n

= X=| |K(ap™)c]| |

i=1 i=1

= {U,:(xelJ),(i=1,..,n)} jekonaCan potpokriva¢ pokrivata {U, : (@ € I)} od X,
a kako je taj pokrivac bio proizvoljan, slijedi da je X kompaktan
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Lema 2.3.10. Otvoren podskup od Q, je kompaktan ako i samo ako se moZe prikazati
kao konacna unija otvorenih kugala. Takvu specijalnu vrstu otvorenih skupova nazivamo
kompaktno-otvorenim skupovima.

Dokaz.
Smjer = se pokaZe posve isto kao i analogna tvrdnja u dokazu propozicije @

Smjer «:

Posve analogno kao i u propoziciji se pokaze da, ako se neki otvoreni podskup
od Q, moze prikazati kao konacna unija otvorenih kugala, onda se moZe prikazati i kao
konacna disjunktna unija otvorenih kugala. Sada je, kao i u dokazu propozicije [2.3.9]
dovoljno pokazati da je svaka otvorena kugla (ovaj put u Q,, a ne u Z,) kompaktna. A kako
znamo da je svaki podskup metrickog prostora kompaktan ako i samo ako je sekvencijalno
kompaktan, slijedi da je dovoljno pokazati da je svaka otvorena kugla u Q, sekvencijalno
kompaktna.

Neka je K(a,r) proizvoljna otvorena kuglau Q,. Toznacidaje (a € Q)), r = [% za
neki (N € 2).

1. slucaj: N >0

Znamo da je K(a,r) je nastala translacijom kugle K(0,r) za a.
=>[N20]= pV>p'=1= r:piNsl
= KO,n)={(x€Qpy):lx,=x-0],<r<1} = KO,r)CcZ,
= [Z, sekvencijalno kompaktan]=  K(0, r) sekvencijalno kompaktna
Neka je (x,) proizvoljan niziz K(a,r).
Kako je K(a,r) nastala translacijomod K(0,r) za a, postojinekiniz (x,) iz
K@©,r) td.je x,=x,+a BuduCidaje x, niziz K(0O,r) kojaje sekvencijalno
kompaktna, on ima neki konvergentan podniz, iz ¢ega slijedi dai (x,) ima
konvergentan podniz.
2. slucaj: N <0
= pV<p’=1 = r:ﬁ>1 = r=p" zaneki (M > 0)
Prvo ¢emo pokazati da je K(0,r) sekvencijalno kompaktna.
Neka je (y,) proizvoljan niziz K(0,r). = |yn|p <r=pM
Definiramo: (y,/) := (p™ - y,).

|yn|p pM
“al, = =7 <=; =1 = y» € K(0,1), aznamo:
p p

= lywl, = ||,

K@©,1)cZ, = K(,1) sekvencijalno kompaktna.
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= (y,) ima neki konvergentan podniz
= (y,) 1ma neki konvergentan podniz, a kako je to bio proizvoljan niz iz K(0, r),

slijedi da je K(O, r) uistinu sekvencijalno kompaktna.

Znamo da svaki niz (x,) iz K(a,r) ima opCi ¢lan oblika: x, = x,» + a, gdjeje (x,)
neki niz iz K(0,r), a upravo smo pokazali da (x,) ima konvergentan podniz, pa
zaklju€ujemo da i svaki niz (x,) iz K(a,r) ima konvergentan podniz, to jest da je

K(a,r) sekvencijalno kompaktna. Time je dokaz gotov.

Definicija 2.3.11. Neka su X i Y dva topoloska prostora. Za funkciju f : X — Y
kaZemo da je lokalno konstantna ako svaka tocka njene domene ima neku okolinu (U C
X) takvu daje f(U)eY konstanta.

Propozicija 2.3.12. Svaka lokalno konstantna funkcija je ujedno i neprekidna.

Dokaz.

Nekasu X 1 Y dvatopoloska prostora. Funkcija f: X — Y je neprekidna u tocki

(x € X) ako za svaku okolinu V tocke f(x) postoji neka okolina U tocke x t.d.
(f(U)c V).

Mi pretpostavljamo da je naSa promatrana funkcija f lokalno konstantna, te moZemo
oznaciti: f(X) = {cy, ¢, c3,...}.

Neka je (x € X) proizvoljan. Znamo da (3i) td. f(x) = ¢;. Za svaku okolinu V
tocke f(x) = ¢; postoji okolina U := f~!({c;}) tocke x (prema definiciji lokalne
konstantnosti) za koju vrijedi:  f(U) = f(x) = ¢; € V, pa vidimo da je funkcija f
neprekidna u tocki x, a kako je tocka x bila proizvoljna, slijedi da je f neprekidna u
svakoj tocki pa tvrdnja vrijedi. O

Kod nas ¢e promatrani skup X biti kompaktno-otvoren podskup od Q, (najcesce Z,
ili Z}), pa e imati mnogo netrivijalnih lokalno konstantnih funkcija (to su one lokalno
konstantne funkcije koje nisu konstantne). StoviSe, funkcija f : X — Q, je lokalno
konstantna to¢no onda kada se moZe prikazati kao linearna kombinacija karakteristicnih
funkcija kompaktno-otvorenih skupova, Sto ¢emo dokazati u sljedecoj propoziciji.
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Propozicija 2.3.13. Neka je (X C Q,) kompaktno-otvoren te neka je zadana funkcija
f:X—> Q. Tada vrijedi:

[ je lokalno konstantna & f=a;-fi+..+a, f, zaneke (n € N), (a; € Q,), (U; € X)
kompaktno-otvoren, f; = xu,.

Dokaz.
Smjer <
Pretpostavljamo daje f=a;-fi+..+a, f, zaneke (n € N), (U; C X) kompaktno-

otvoren, (a; € Q,), fi =xu,
Neka je (x € X) proizvoljan. Zelimo pokazati da postoji okolina U tocke x t.d.
f(U) = konst.

1.sluéaj: (AK C{l1,...,n}) td. je (xeUpNVieK)i (x¢ U)(Vi ¢ K)
Znamo da je svaki U; otvoren skup pa je on neka unija otvorenih kugala.
= (Vi € K) postoji neka otvorena kugla (K (a;,r;) C U;) td. (x€ K(a;, ;)
= kugle K(a;,r;) sesijekuutocki x (Vi€ K) pasuprema lemi [2.3.8
koncentri¢ne i vrijedi: K (a;,r;) = K (x, 1;)

= U= K(x, mgl{rl-}) je okolina to¢ke x za koju vrijedi:
€

FU)={fO): e U)) = {Zai- l:(ye U)} = " @ = konst.
i€k ieK
= kako je to¢ka domene bila proizvoljna, slijedi da je f je lokalno konstantna

2.slucaj: (x¢ Up(Vi=1,...,n)
Svaki U; je kompaktno-otvoren, §to znaci da se moZze prikazati kao konacna
unija otvorenih kugala, a znamo da je svaka otvorena kugla takoder i zatvorena,
te da je konacna unija zatvorenih skupova zatvoren skup. Dakle, svaki U; je

zatvoren, pajei |J, U; takoder zatvoren.

n

o

i=1
= postoji neka kugla (K (a,r) CU) td. xe€ K(a,r)
= U je okolina to¢ke x zakojuvrijedi: (ye U) = f(y) =0 = konst.

= U=X)\ je otvoren skup pa je unija kugala, a znamo da je (x € U)

Smjer =
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Pretpostavljamo da je f lokalno konstantna. Zelimo pokazati da se ona moZe prikazati
kao linearna kombinacija karakteristi¢nih funkcija kompaktno-otvorenih skupova.
Oznac¢imo: C = f(X) = {cy, 2, ...}

Kako je f lokalno konstantnate f : X — f(X) = C surjekcija (ali nije injekcija jer je
lokalno konstantna), vrijedi da su skupovi U; := f~' ({¢;}) € X otvoreni (jer su to okoline
iz definicije lokalno konstantne funkcije) i medusobno su disjunktni i vrijedi: X = | |; U;

= {U,,U,,...} je otvoreni disjunktni pokriva¢ od X, pa zbog kompaktnosti od X on
ima konacan
potpokrivac Sto znaci da postoji neki konacan (I C {1,2,3,...}) takav da:

xc| Juc| Jluicx = x=||u=||u=x = ||u=|]u

iel i i€l i i€l i

= C = f(X) je konacan skup; ozna¢imo mu kardinaltets n

= {Uy,...,U,} jekonalni otvoreni disjunktni pokriva¢ od X

= f=c-fi+t..+c, fu vzt fi=yy, U; otvoren

Preostaje jo§ samo pokazati da su skupovi U; kompaktni.

Iz propozicije [2.3.12slijedi da je funkcija f : X — Q, neprekidna, a znamo da je
Q, metricki prostor, pa je skup ({c,-} C Qp) zatvoren, Sto povlaci da je 1 skup U; =
f~'({c;}) zatvoren (jer znamo da je praslika zatvorenog skupa po neprekidnoj funkciji
zatvoren skup). Vrijedi:

U; € X =|[zatvoreni podskup kompaktnog skupa je kompaktan]= U; je kompaktan O

Neka je od sada pa nadalje X kompaktno-otvoren podskup od Q,, primjerice Z, ili
Z.
p

Definicija 2.3.14. p-adska distribucija u na X je Q,-linearan homomorfizam vektor-
skih prostora s Q,-vektorskog prostora lokalno konstantnih funkcijana X na Q,. Ako
je f:X — Q, lokalno konstantna, pisat cemo f fu umjesto u(f) zavrijednost od u

u f.

Ekvivalentna definicija kaZe da je p-adska distribucija ¢ na X aditivno preslikavanje
sa skupa kompaktno-otvorenih skupovau Q, na Q,. To znacida, akoje (U C X)
disjunktna unija kompaktno-otvorenih skupova Uy, ..., U,, onda vrijedi:

uU) = p(Uy) + ... + u(U,y).

Pod “ekvivalentne definicije” mislimo na to da se svaki u definiran na drugi nacin moze
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na jedinstven nacin “proSiriti” do pu-a definiranog na prvi nacin, i svaki se u definiran
na prvi na¢in moze na jedinstven nacin “restringirati” do p-a definiranog na drugi nacin.
Preciznije, ako imamo distribuciju p definiranu na prvi nacin, za svaki kompaktno-
otvoren skup U na sljedeci na¢in moZemo dobiti distribuciju definiranu na drugi nacin
(koju ¢emo takoder oznacavati sa u):

uU) = f (karakteristi¢na funkcija od U) u

Ako imamo distribuciju u definiranu na drugi nacin, za svaki kompaktno-otvoren skup
U mozemo dobiti distribuciju definiranu na prvi nacin (koju ¢emo takoder oznacCavati sa
) tako da prvo stavimo:

f (karakteristi¢na funkcija od U) u = u(U),

te potom definiramo f f i zalokalno konstantnu funkciju f takoda f zapiSemo kao
linearnu kombinaciju karakteristi¢nih funkcija:

u(f)” = f(f),u = [f lokalno konstantna] = f(a/] XU, F et @ xu,) 1=
=aq - f()(m) Ht .o +a,: f(XU,L) H=a M(Ul) +..+aQ, ,U(Un)

Propozicija 2.3.15. Svako preslikavanje u sa skupa svih otvorenih kugli sadrZanih u X
u skup Q, za koje vrijedi:

-1

a+(pycx = pla+EM)=) pla+bp"+ ")
b

B

Il
[«

moZe se na jedinstven nacin prosiriti do p-adske distribucije na X.

Dokaz ove propozicije moZe se naci na 32. stranici literature [Koblitz].
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Navodimo neke primjere p-adskih distribucija:
(1) Haarova distribucija uy,, danajes:

b (a+ () = 5.

p
HHaar S€ MOZe prosiriti do distribucije na Z, primjenom propozicije zbog:
& 5o 1 1 1
N N+1V) _ _ — —
Z'UH““’ (a+bp +(p )) - Z NI T pNHl ot PN p- PN

b=0 b=0

p puta

(2) Diracova distribucija y, koncentrirana u fiksiranoj tocki (a € Z,) dana je s:
I, (el
:ua(U ) = oy
0, 1nacCe
(3) Mazurova distribucija 1y, je, uz pretpostavku bez smanjenja opéenitosti da
se pri pisanju a + (pV) uzima: (a €Z),(0<a< p" -1), danas:

M Mazur (Cl + (pN)) = ;LN — %

2.4 Bernoullijeve distribucije

Zapocet ¢emo definiranjem Bernoullijevih polinoma B;(x) kao k! pomnozeno s ko-
eficijentom (to je zapravo polinom) koji se nalazi uz #* u Taylorov razvoju u red sljedece
funkcije dviju varijabli:

R S e i* COMNRS i*
-1 -1 ° _[;Bkﬂ]'[z Kl _;B"(x)ﬁ

k=0

F(t, x) =

Prvih nekoliko Bernoullijevih polinoma: By(x) =1, Bi(x) = x — %, By(x) = x> —x+ é.
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Pretpostavljat ¢emo da kod a + (pV) vrijedi: 0 <a < pV - 1.

Fiksirajmo sada neki (k € Ny) i definirajmo preslikavanje up; naintervalima a + (p")
na sljedeci nacin:

_ a
HBk (a + (PN)) =p". By (ﬁ)

Propozicija 2.4.1. up; se moZe prosiriti do distribucije (k-ta Bernoullijeva distribucija)
na Z,.

Dokaz.
Prema propoziciji [2.3.15] dovoljno je pokazati:

—_

psi(a+ ")) = > psi(a+bp” + ")
0

<

S
I

Znamo da vrijedi:

-1

psi(a+@")) = > psi(a+bp” + ") o
0

<

S
1l

= [zbog: UBk (a + (pN)) = pN(k_]) - By, (%)] =
P

p-1
. a
& p"-B (ﬁ) = > e (a+bp" +(P¥)
b=0

a Zi;(l) MB.k (Cl +bpN + (PN+1))
By ﬁ = pNGED)
~ a
A [zbog: HBk (a + (pN)) = pMD. By (ﬁ)]
-1 _ a+bpN
Q| S peen ()
© B p_N = NG

= [uz oznaku: «a = 1% je: By (1%) = By (- p)] =
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Tr P B ()
< Bk (Q’P) - pN(k_l) Z(;Bk( N+1 )
p—1 a p-1
g -) PRICSH
b=0 p b=0
L t ext
& |zbog: Bi(x) = (k!) - |koef. uz t* iz — ) ovdjeuz: x=a+ —
‘ p eHa+g)
& Bi(a@-p) = Z(k) koef. uz # iz ﬁ
p-1 t- et (l+b
& Bi(a-p) = (k!)-|koef. uz —
=0 °©
k-1 & reetlerd) _ plitete & o
e -1 e —1 =
k—1 ta
-t-e t
_P 1+ep+ep+ +e(p1>l) =
e —1
o, i (p=bt 1 x(p D+1
=35uz x=erje: l+er+..+e 7 =1l+x+..+x"" = 7
x_
w1 ol er_l}
x—1 er — 1 er — 1
B pk_1~t-em el — 1 B pk—l .1-el@ B
e’ -1 er — 1 er — 1
_ p?k_t.et-a-% _ pk . é _e(pw)'é _
er — 1 er — 1

t
= [uz oznake: T = —, X = pa] =pr.
p

= [def. od Bj(x)] =

p

=4

69



70 POGLAVLIJE 2. p-ADSKA INTERPOLACIJA RIEMANNOVE ZETA FUNKCIJE

tvrdnja propozicije vrijedi ako i samo ako:

By (a-p)=(k!)- [koef. uz * iz pk . jZ:(;Bj(pa,) . (tC€)]) _
1 k
=li=k= (k!)'(Pk'Bk(pa)'( 2}‘7) ):

1 k
= p*- Bu(pa) - (1—7) = Bi(pa)

Primjenom formule:
_ a
MBk (Cl + (PN)) = p"& V. B, (17)

za prvih nekoliko Bj(x) dobivamo sljedece interesantne rezultate:
_ a -
HBo (a + (PN)) =pMV. By (ﬁ) =[Box) =11=p™" = wpo = HHaar

= MB1 = UMazur

o) ()l

2

2.5 Mjereiintegracija

Definicija 2.5.1. Za p-adsku distribuciju u na X kaZemo da je to mjera ako su njene
vrijednosti na kompaktno-otvorenim skupovima (U C X) ograni¢ene nekom konstantom
(B € R), t. ako vrijedi:

lu(U)I, < B (Y kompaktno-otvorene U C X).

Diracova distribucija u, zafiksirani (« € Z,) jest mjera, ali nijedna Bernoullijeva
distribucija nije mjera.

Postoji standardna metoda (tzv. ”’regularizacija’) koja “’pretvara” Bernoullijeve
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distribucije u mjere. No prvo moramo uvesti notaciju.

Ako je u distribucijai (o € Q,), ondasa au oznaCavamo distribuciju ¢ija je vrijednost
na svakom kompaktno-otvorenom skupu U jednaka: (au)(U) =a - u(U).

Ako je (U c Q,) kompaktno-otvoren skup i (o € Q,), (@ # 0), onda uzimamo:
aU ={ax: (x€ U)} CQ,.

Lako se vidi da:
— zbroj dvaju distribucija (odn. mjera) je distribucija (odn. mjera) (2.2)
— produkt skalara i distribucije (odn. mjere) je distribucija (odn. mjera) (2.3)

—(x € Z;), u je distribucija (odn. mjera) na Z, = u'(U) :=u(aU) je (2.4)

distribucija (odn. mjera) na Z,

Definicija 2.5.2. Neka je (x € Z), (a # 1) td. p t a. Regularizirana Bernoullijeva
distribucija na 7, (koju ¢emo oznacavati s gk, ili, krace, o) definira se za
kompaktno-otvoreni skup U kao:

1
Mio(U) = ppi(U) - s upi(al).

Uskoro ¢emo pokazati da je 4, mjera, ali za sad ¢emo napomenuti da je svakako distri-

bucija prema [2.3]i 2.4

Propozicija 2.5.3. (Ya € Z}) i (Y kompakino-otvorene U) vrijedi:

ﬂHaar(U) = /'lHaar(a/U)~

Dokaz.
Kakoje U kompaktno-otvoren, moze se prikazati kao konac¢na disjunktna unija intervala,
pa je zbog aditivnosti od g, dovoljno pokazati da tvrdnja vrijedi za svaki U = a+(p").

Mi Zelimo izraCunati g, (@U), a up., zZnamo evaluirati samo za intervale.

= Zelimo prikazati aU kao neki interval b+ (p™) i to takav da vrijedi:
1 1
p_M = ﬂHaar(b + (pM)) = ,uHaar(a/U) = ﬂHaar(U) = /lHaar(a + (PN)) = p_a

tj. da vrijedi: M = N, odnosno: aU = b + (p").
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aU C b+ (p")
Znamo daje: aU ={ax:(xe U)} = {ax : (x € a+(pN))} = {ax Sx—al, < pl,v}

= zaproizvoljni (y € aU) (dx) zakojeg je |x —al, < ﬁ 1 y=ax
Uzevsi b = aa dobivamo: |y-D|, =|ax—adl, = le|, -|x-adl, < ﬁ

——
=1

= y€aa+ (p")
Kako je (y € aU) bio proizvoljan, tvrdnja vrijedi.

b+ (") CaU

Neka je (y € aa+ (p")) proizvoljan. = |y - aadl, < [%

Kako je |al, =1#0, znamodaje a # 0 pamoZemo uzeti: x:=2. Sada vrijedi:
y ly — ad 1
|x—a|p:'——a = p<[|a/|p:1]<—N
a lerl, p
= za y smonaslineki (x€a+ (p")=U) td.je y=ax
= (ye€alU), akakoje y bio proizvoljan, tvrdnja vrijedi O

Lema 2.5.4. o,(U) =0 (YU).

Dokaz.

1
Moo (U) = ppo(U) — o0 “upolal) =

= ppo(U) — ppolal) =

= /JHaar(U) - :qulal’(a/U) =

= ,uHaar(U) - :uHuar(U) =
————

prema prethodnoj propoziciji

=0

Lema 2.5.5. Vrijedi:

Hia (a + (PN)) = l{

aa (1/a) -1
! p_N|+—.

2



2.5. MJERE I INTEGRACIJA

Dokaz ove leme moZe se naci na 36. stranici literature |[Koblitz].

Propozicija 2.5.6. Za sve kompaktno-otvorene skupove (U C Z,) vrijedi:

aU)] <1
Dokaz.
Vrijedi:
§—1| 1 1
2 |, Rl le

Akoje (p#2), ondaje: m-=1{=1<1, pavrijedi:

-1 1 ‘1 |
2 |, 2, le
——

1 1
< max{— , |1|p} = max{— , 1} =
lal, lal,

=ll, = 1] = max{1,1) = 1

Akoje (p=2), onda:
Pretpostavka ove sekcije je bilada p{ @, paonda 21 a.

1 1 1
= 24— = —=1mod2)= —-1=0(mod?2)
a a a

1
= — —1=2a zaneki a koji moZe, ali ne mora biti djeljiv s 2
o'
el N ikl N Fik) NS SRR S
- Ty T 2 | T2 |, T gneto o ~ 20
P 2
1_
Dakle, u svakom slucaju je ("21 € Z,,).
A znamo da prema lemi vrijedi:
1| aa (1/a) -1
N —_ — — —_—
ﬂm@+@»—abA+ >
pa imamo:
1 aa (1/a) -1
ST I RUCEE
a p 2
—— ~———
€Zp €Z €Zp

€Zp

1
1

=1

73
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= pa(atr @M)€z, = fuafar M) <1
(2.5)

Kako se svaki kompaktno-otvoren skup U moZe prikazati kao konac¢na disjunktna unija

intervala [;, slijedi:
ﬂl,a (|_| I i]

i

(U], =

p

= [distribucija je aditivna funkcija] = ‘Z Hia(ly)

< max{lul,au»L} < [ <1

Dakle, vrijednosti od p;, na kompaktno-otvorenim skupovima su ograni¢ene nekom
konstantom (konstantom 1), pa je ona mjera.

O

Lema 2.5.7. Vrijedi:

Specijalno, B;(0) =

Dokaz.
(e (m B, ] [w k
= — .t — .=
e —1 Z:(;k! kzz(; !
(o] o0 (o] k
:[[Zak-t")-(Zbk-lJ‘):ch-tk, pri cemu je: ck:Zai-bk_i]z
0 k=0 k=0 i=0

.. t-e k B, xi
= Bi(x) =(k!)- (koeﬁcgent uz * u 1) = (k!) - [Z - : ) —

o5t

k
@il - (k l)'] Z;(l)
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Time je prva tvrdnja dokazana.

Slijedi druga tvrdnja:

t-e° t
B (0) = [def.] = (k!) - (koeﬁcijent uz £ u - ° - ) =
e—1 e -1

.. - By
= (k") - k E LI -
(k) [koeﬁcgent uz * u 2. T tk)

By
= (k') F :Bk

Navodimo jednu vaZznu kongruenciju koja povezuje o 1 Hiq-

Teorem 2.5.8. Neka je d; najmanji zajednicki nazivnik koeficijenata iz polinoma Bi(x),
. dy =2, dy=6, d3 =2, itako dalje.
Tada vrijedi:

diptica (@ + (PV)) = dikd™ 1 o (a + (")) (mod p")

Dokaz ovog teorema moZe se naci na stranicama 37-38 literature [Koblitz].

Korolar 2.5.9. ., je mjera (Vk=1,2,3,.)Na€Z)(aé¢p-Z)(a +1).

Dokaz.

Zapravo Zelimo pokazati da je (a + (pV )) ograni¢eno nekom konstantom.
Oznadimo: A = i, (a + (pN)), Bi=k-ad 'y, (a + (pN)) .

TM [2.5.8|nam daje: dy-A = di - B (mod ™) = di-A=d-B+p"-w, wez,
= |d- Alp = |di- B+p"-w|

N N
. .w
= |Al, =|B+ P < max{lBlp, pd— }:
p ke lp
AR 1 PR B 1 R
d; » p()rd,,(pN-w)—()rd,,(dk) - pN_Ordp(dk) pordp(pN)—ord,,(dk) di )
N
< max{|B|p, P }
dy »
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)

pN

dy

pN

dy

= ‘ﬂm (a+ " ))‘p < maX{ |Bl,»

{ ] - <
= = < =
p pN ' |dk|p |dk|p

:{ k-a'ezy) = |k-da] <1 }:

)

dy

} = max{'k N “ Ml (a + (PN))' )
)4

p

pN

dy

2

< maxd o (a+ )

<1

{ ord,(d) >0 = —ord,(d)<0 = p W<l = }
1

:> —_
{ dy

[ = madpnfor o],

p

1 1
— = >1
, pord,,(l)—()rd,,(dk) p—()rdp(dk)
1 1
} L }
p p

d d
, Sto je konstanta jer je d; fiksiran
)4

k

Ali postavlja se pitanje cemu sve to - zaSto smo morali modificirati (tj. “regularizirati”)
Bernoullijeve distribucije da dobijemo mjere? Odgovor je sljedeci: za distribuciju u koja
nije mjera (fj. nije ogranicena) se po definiciji integral f f 1 definira za lokalno kons-
tantne funkcije f, ali nailazimo na probleme kada pokuSamo upotrijebiti limese Rieman-
novih suma kako bismo proSirili integraciju na sve neprekidne funkcije f.

”Mjera” nije dobra i ne bismo je smjeli zvati mjerom ako ne moZemo integrirati neprekidne
funkcije s obzirom na nju.

U sljede¢em teoremu ¢emo pokazati da ograniCene distribucije uistinu mozemo s punim
pravom zvati mjerom.

Prisjetimo se, X je kompaktno-otvoren podskup od Q,, primjerice Z, ili Z; (radi
jednostavnosti, uzmimo X C Z,).
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Teorem 2.5.10. Neka je u p-adska mjerana X i f:X — Q, neprekidna funkcija.
Tada Riemannove sume:

Snpn ()= D fCan)p(a+ (), pricemuje (xoy €a+(p") proizvoljna tocka

0<a<pV,
a+(pN)cx

kada N — oo konvergiraju prema limesu (a € Q,) koji ne ovisi o odabiru tocaka {x,y}.

Dokaz.
Pretpostavimo da je [u(U)|, < B za sve kompaktno-otvorene (U C X).

Prvo ¢emo za (M > N) procijeniti |S Nofxan) =S Ma{xa,M}lp'

Prvo ¢emo dokazati pomo¢nu tvrdnju koja kaze da se (YM > N) Sy, .,,) moZe zapisati
kao:

St =, FOan)-u(a+ ™),

0<a<pM
a+(p"cx

pri ¢emu je @ najmanji nenegativni ostatak od a modulo p".

Radi jednostavnosti, uzet ¢emo daje M = N + 1. Sli¢an argument moZemo upotrijebiti 1
za proizvoljan M > N (samo ponovimo ovo nekoliko puta). Prema definiciji je:

St = SCan) - pa+ (M) (2.6)
0<a<p"
a+(p™)cX

Takoder, znamo da vrijedi:

p-1
a+ M) =| |a+j-p"+ .

Jj=0
Zbog aditivnosti od u je sada:
p-1 p-1
pla+@M)=> ula+j p"+@""|=> u(a;+@"™h) (2.7)
=0 = d, =0

Na primjer,
— 2 N-1
a=ayt+a-pr+ay-p +..+ayx-1-p
’r _ 2 N-1 . N
= aj—ao+a1'p+a2-p +..+an-1°p +J:p

pauz oznaku daje b ostatak pri dijeljenju broja b brojem p", imamo: a_fj =a.

= f (xa,/_,N) = f(Xan) (2.8)
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Dobivamo:
Snien) = [bog BBl = > flxaw) - p(a+(p")) =
0<a<p™
a+(pN)pCX
p-1
R T o
0<a<pM Jj=0
a+(pN)cx
p—1
= [Zbog = Z Zf(xa},N) . a + (pN+1))
O<a<p¥ Jj=0
a+(p™)cX
p-1
=> >, f( ) (@ +("*h) =
J=0 0<a<pV
a+(pV)cX

to je suma po svim a-ovima (zasve a-ove td. 0<a< pY i
a+(p")c X ) iposvim j-ovima odOdo p—1, asvaki d; je

- oblika: ;= _a +j-pN < pM', . za njega vrijedi: 0 < @) < p™*!
<pV < pN*
= > fean-u(A+@"h)= > feam-ula+ @)
O<A<p O<u<pN+1
A+(pN+')cx a+(pN*thHcx

Sada éemo pretpostaviti da je N dovoljno velik da, &im je x = y (mod pV), vrijedi:
|f(x) = f(»), < e. Naime, na kompaktnom skupu neprekidnost povlaci uniformnu nepre-
kidnost, a uniformna neprekidnost znaci da, ako su x 1 y dovoljno blizu, onda su f(x)
1 f(y) proizvoljno blizu.

Sada:

S Nyiran) — SM,{xa,M}L, = Z [f(xa,N) - f(xa,M)] "M (a + (PM)) =
0<a<pM

a+(p")cx »

< max{ |f(xE,N) - f(xE,M)|p : ‘,u (a + (pM))‘p} -

X %/_/
<€ zbog [29](ispod) < B prema pretp.

<e-B
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= niz Riemannovih suma (S N,{xa,N})N je Cauchyjev, pa (kako je Q, potpun prostor),
taj niz ima limes
Taj je limes neovisan o {x,y}:

S Nran) = S Ndx )

Z [f(xa,N) - f(x;,N)] v (a + (pN)) =
aex

P

< mgx{ ) = £, (e + ) } )

<€ zbog (ispod) < B prema pretp.

<e€e-B

Za dokaz teorema nam preostaje dokazati koristene tvrdnje [2.9)i

XaN — a+a-— XE’Mlp =

_ _ < 1
XgN — a| |(Z — Xz | S —
a,N »’ a,M » pN

XgN — Xg | =
a,N a,Mp
< L <L <1

< max{
pN pM /)N

= XgN = XE’M(mOd pN) (29)

’ /
XaN = Xn|, = [Xan — @ +a—x,y ,

< max{

= Xon = X, y(mod pY) (2.10)

xa,N —da

P’

Definicija 2.5.11. Ako je f : X — Q, neprekidna funkcijai p mjerana X, integral
f f u definiramo kao limes niza Riemannovih suma. (U prethodnom je teoremu dokazano
postojanje tog limesa.)

Ako je f lokalno konstantna, tada se prijasnja i sadasnja definicija tog integrala podu-
daraju.
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Direktno iz dane definicije slijede sljedece tvrdnje:

Propozicija 2.5.12. Ako je f:X — Q, neprekidna funkcijatd. |f(x)], <A (¥Yx € X)
i u(U) < B za sve kompaktno-otvorene (U C X), onda vrijedi:

[ u

Korolar 2.5.13. Ako su f,g : X — Q, neprekidne funkcije t.d. |f(x)—g(x)|, < €
(Vxe X) i w(U) < B za sve kompaktno-otvorene (U C X), onda vrijedi:

[ o

Drugim rijecima, ako su dvije funkcije "blizu”, blizu su i njihovi integrali.

<A-B
P

<e-B
p

Lema 2.5.14. Vrijedi:
upi(Z,) = By.

Dokaz.
1s(Zp) = i (0+p° - Z,) = s (0 + (p%) =
= [NB,k (a + (pN)) = pN&b. B, (%), ovdjeuz: a=N=0|=
p
0
=p’ B (—0) = Bi(0) =
p

= [prema lemi 2.5.7]] = By

Lema 2.5.15. Vrijedi:
upi(p - Zp) = Pk_l - By.
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Dokaz.
ppa(p - Zp) = i (0+ p' - Z,) = upa (0 + (p1)) =

= [,uB,k (a + (pN)) = pV&b. B, (l%)’ ovdjeuz: a=0,N=1|=

0
= pk_1 - By (—1) = pk_1 - Bx(0) = [prema lemi 2.5.7]] = pk_1 - By
p

O
Lema 2.5.16. Vrijedi:
us(Zy) = Bi- (1-p1").
Dokaz.
1
Znamo: Z, = {(x€Q,) :|x, < 1} = {(x €Q,): Ixl, € {0, 1, e N)}}
Zy={(xeQ): Ixl, =1} ={(x€ Q) : Inl, € {1}}
p-Zp={(x=p-y€Qp):y€Zp}:
1
= {(x =p-ye€Qy):ixl, =Ip-y,=1pl,-I¥, <lpl, = 1_9} =
1 1
= {(x €Q,): I, < ;} = {(x €Q,): I, €10, e N)}}
Zaw: Z,=(p-2,) | | (2).
= zbog aditivnosti od upy vrijedi: upi(Z,) = ppi(p - Zp) +,u3,k(Z;)
= upi(Zy) = upi(Z,) — ppi(p - Zy) =
= [leme 2314 =B~ p" - Bi= B (1-p")
O

Propozicija 2.5.17. Vrijedi:

pra(Zy) = (1= P - By (1 - %)
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Dokaz.
HMB.k (a’ ' Z;)
Znamo: Mo (Z;) = UBk (Z;) - T
(2.11)

Sada ¢emo dokazati pomo¢nu tvrdnju koja kaze da vrijedi: « - Z; = ZIX,.
c

Nekaje (y=a-x€a-Zj) proizvoljan. = |x], =1

W, =la-xl, = lal, - Ixl, =1 = (y€Z))

~—— ——
=1 jer =1
pta

2

Neka je (x € Z;) proizvoljan. = |x], =1

Ixl, 1 :
L er;, a znamo da je x:a-(f)
al, o, 1 1% a

= x€a-Z,
Time je pomoc¢na tvrdnja dokazana.
= g (- Zy) = upe (Z5) = (2316 = (1 - p*') - By

HBk (CY : Z}() o 1
= e (Z5) = [R11) = ps (Z5) - ————= = (A = p )-Bk~(1 - J)
m]

2.6 p-adska zeta funkcija

Ako je X proizvoljan kompaktno-otvoreni podskup od Z,, svakamjera pu na Z,
se moze restringirati na X. Dakle, definiramo mjeru p* na X na sljedeéi nacin:
w(U) := u(U) za sve kompaktno-otvorene (U C X). Vrijedi:

f fu= f fu = f f - (karakteristi¢na funkcija od X) u.
X
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Bili smo rekli u sekciji 2 da zapravo Zelimo interpolirati faktor —2¢. Vrijedi:

D

k

[ 1 e = n4(2p) = ema - B, 2.12)
Z

Dakle, ono Sto éemo zapravo interpolirati je — (%) . fz,, 1 pp.

Zarazlicite k distribucije ug; nisu povezane naneki ocCit nacin, ali su zato regularizirane
mjere fo i M1 povezane preko teorema [2.5.8

Vrijedi sljedeci korolar teorema [2.5.8]i [2.5.10

Propozicija 2.6.1. Neka je funkcija f :Z, — Z, zadanas: f(x) = x*"', pri demu je
(k € N) fiksiran. Takoder, neka je (X C Z,) kompaktno-otvoren. Tada vrijedi:

Dokaz.

pa(a+(p")) = [TM

~[ﬁ L- Mo = k- ”/ﬁ.f"/le
X X

258] =k- ak_l M (a + (pN)) (mod pN_ordp(dk))

Pretpostavimo da je N dovoljno velik dase X moze prikazati kao unija intervala oblika

a+ (p"). Vrijedi:

f 1 - g, = [def. integrala preko Riemannovih suma] = Z Mk (a +(p" )) =
X

Z k-d=

0<a<pV
a+(pV)cX

0<a<pM
a+(pM)cx

1 “Uia (a + (pN)) (mod pN—ord,,(dk)) —

[fl@y=d =k > fl@)-ma(a+ @)

0<a<pV
a+(pV)cX

Pustanjem limesa N — oo dobivamo:

fl':uk,a:k'ff':ul,a
X X



84 POGLAVLIJE 2. p-ADSKA INTERPOLACIJA RIEMANNOVE ZETA FUNKCIJE

Uzimanjem notacije x*~!

prethodne propozicije:

umjesto f 1 integriranjem po x-u dobivamo sljedeci zapis

fl * Hka = k- ka—l * Hia (2.13)
X X

Prema rezultatima iz sekcije 2, izraz x*! (za neki fiksirani x) moZemo interpolirati
samo

ako vrijedi: p { x. A to e vrijediti za sve x-eve iz naSe domene integracije samo ako
uzmemo: X =7Z.

Dakle, tvrdimo da se izraz f . X’y , mozZe interpolirati. Za to ¢emo primijeniti korolar
[2.5.13]koji kaze sljedece: ’

Akosu f,g:X — Q, neprekidne funkcije t.d. |f(x) —g(x)|, <€ (Vx€X) i u(U)<B
za sve kompaktno-otvorene (U C X), onda vrijedi:

[,

k—1

<e-B

Specijalno, kod nas Ce biti: g(x) = x*"', X =Z%, u=p,. Iz propozicije Znamo
da je u tom slu¢aju B = 1. Dakle, ako (Vx € Z}) vrijedi: |f(x) - xk‘1|p < €, onda

vrijedi:
f f " Hia _f xk_l "M
z z

Stavit éemo: f(x) = x*~!, gdje je, prema 2. slu¢aju diskusije s pocetka sekcije 2,
K=k(@mod p-1) i k¥ =k (mod p"). Specijalno, ako te dvije kongruencije zapiS§emo
kao jednu, to ée biti: &’ =k (mod (p — 1)p").

Prema [2.1]sada vrijedi:

<e (2.14)

p

|xk’—1 _ xk—ll <

p— pN+l’

(Vx € ZY).

Ako sada kod [2.14{uzmemo € = [ﬁ, dobivamo:

k-1 -1
fx -,ul,a—ka fia
z; z;

1

N+1°
p

<
p
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Dobili smo: akosu k—1 i k' —1 blizu (. k¥’ =k (mod p"))ijos vrijedi dodatni uvjet
kK =k (mod p-1), ondasui fZ,f Xy, i fz; X1y, takoder blizu. Dakle, kao i
u 2. slucaju diskusije s pocetka sekcije 2, slijedi da se uz fiksirani (s¢ € {0, 1,2, ..., p —2})
funkcija u varijabli (k € S,) danas: s x'- u;, moZe na jedinstven nadin proSiriti
do neprekidne funkcije (u varijabli s) na Citavom Z, na sljede¢i nacin (gdje je {s;}
proizvoljan niz iz N Kkoji p-adski teZi prema s):

f X e = lim [ X . (2.15)

X 1—00 X
Zy Zy

Dakle, upravo smo dobili da se moze interpolirati funkcija:

1
f N . = [R13] = . f 1 o, (2.16)
7% Z

X
» P

a nas (kako je spomenuto ranije) zanima interpolacija izraza —%. Dakle, moramo nekako
“povezati” ta dva izraza:

1 1 | 1
(z) : fz;) 1 pye = (%) ',uk,a(Z;) = [prop.2.5.1)] = (z) (1= pY) - By (1 - J) =
O R Y I 3 e Y L Y
S (G () ) ()
e 2By L (N, =
= (-p )'(_7)_a—k—1 (k) fle Heo =

1
=[[2.16] = f PR TIN (2.17)
z;

a k-1

To je ono uklanjanje p-Eulerovog faktora” o kojem smo pricali u sekciji 2 - kako ne
mozZemo interpolirati n* kad p | n, moramo ukloniti p-Eulerov faktor iz {-funkcije
prije nego je interpoliramo. Ali p-Eulerov faktor nije 1—+u—k (kako bi nam se na prvu
moglo ¢initi zbog diskusije u sekciji 2), nego 1—;7%' To je kao da smo, umjesto {(k),
zapravo interpolirali {(1 — k), iako do sada joS nismo rekli Sto to to¢no znaci za pozitivne
k. Zato uvodimo sljedecu definiciju:

Definicija 2.6.2. Za (k € N) definiramo:

By

61—k 1 - (- 2)
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tako da vrijedi:

G -0 == (<) =1 = - [ (2.18)
Z

Time smo Riemannovu zeta funkciju proSirilis N na Z.

Uocimo da izraz s desne strane jednakosti u [2.1§ ne ovisi o izboru parametra @ jer je
jednak konstanti (1 — p&!). (—%).
Definicija 2.6.3. Fiksirajmo neki (so € {0,1,2,...,p=2}). Za (s € Z,) (specijalno,
so=0 = s#0) definiramo:

1
. —1)-s—1
gp,so(s) = f xSo+(p s Hia-
ZX

a-Gorp-Ds) — 1
P
U definiciji smo iskljuéili slu¢aj sy =0,s =0 jerjetada o “0*?=D9 =1 paje nazivnik
jednak nuli.
Ova definicija je dobra - znamo da je fzx xSotp=s=b. ) . dobro definirano zbog [2.15} a
P

-5 . . . . . .
(o= — 0[50-(0/’_1) seza (s €Z,) takoder definira uzimanjem proizvoljnog niza

{s;} iz N koji p-adski teZi prema s zbog leme [2.2.4]

Drugi nacin da se definira ¢, ,,(s) je sljedeci:

. so+(p=1)-5,— Bsy+(p-1)s:
Cpso(8) = 1_1_12(1 = prrehe 1) ' (_So + E;p_ - s.)'

Lakose vididaza (ke N) takavda k=so(mod p—1) (tj. za k =50+ (p—1)-kp)
vrijedi:

B
Zrlko) = [218] = (1 — k) = [def.p.6.2] = (1 - p1) - (—7") (2.19)

O ¢, razmisSljamo kao o p-adskim ”granama” od , (po jedna za svaku klasu kongruen-
cije modulo p—1). Alinas zanimaju samo parne klase kongruencije (so =0,2,...,p—1)
jer neparne klase kongruencije (so = 1,3, ..., p —2) daju nul-funkciju budu¢i da za takve
so uvijek vrijedi: By i(p-1y6 =0 (erje so+(p—1)-s; > 1 1ineparno).
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Teorem 2.6.4. Za fiksirane p i sy, funkcija (., (s) je neprekidna te ne ovisi o izboru
parametra (@ € Z), (p {1 @), (@ # 1) koji se javlja u njenoj definiciji.

Dokaz.

Funkcija {,,,(s) je neprekidna jer je [, x*®=D=1. 4, , neprekidna funkcija prema
D

2.15, teje m neprekidna jer je a (0+P=D9) = g=s0. (a”‘l) " neprekidna prema

Temi 2.2.4

Preostaje pokazati da ), (s) ne ovisi o izboru parametra «. Nekaje (8 € Z) t.d.

B #a,l),(p1p).

Funkcije:

1
. so+(p—1)-s—1 .
G0t — | fz * Hia

X
'P

1
. so+(p—1)-s—1 |
B 1) _ | Lxx Hip
P

se poklapaju kad god je so+ (p —1)-s =k prirodni broj, tj. kad god je (s € Ny) (a, ako
je 5o =0, onda (s € N)) jer su tada obje funkcije jednake (1 — p*!).(~B;/k) prema
[2.18]i komentaru koji ga slijedi.

To je dovoljno da mozemo tvrditi da su te dvije funkcije jednake jer, kako je N, gustu Z,
prema lemi [2.2.1, svake dvije neprekidne funkcije Cija je domena Z,, i koje se podudaraju
na Ny sujednake. O

Taj nam teorem u konacnici daje traZzenu p-adsku interpolaciju Riemannove zeta funkcije
jer, uz to Sto smo ve¢ objasnili da je p-adska zeta funkcija ¢, (s) iz definicije
dobro definirana, sada znamo i da ta definicija ne ovisi o izboru parametra « koji se u
njoj pojavljuje te da je tako dobivena funkcija neprekidna. To znaci da s tako definiranom
funkcijom ¢, proSirujemo Riemannovu zeta funkciju s gustog skupa Ny na Citav Z,.

oo 1

Vazno je napomenuti da funkcija {(s) = X7, .; zadovoljava tzv. “funkcionalnu jed-
nadzbu” koja uspostavlja odnos izmedu njene vrijednosti u s injene vrijednostiu 1 — s:

2-cos(ms/2)-T'(s) .

{1 -s) = o

£(s). (2.20)
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1. slu€aj - s je parni prirodni broj

MozZemo uzeti: s = 2k. Vrijedi:

1= s) = ¢(1—20) = [@1 _ Zrcos@h) TQ@O gy -

(27-[)2](

_ svojstvo koje cemo dokazati neSto kasnije: _
B k paran prirodni broj = TI'(k) = (k — 1)! B

_ 2-cos(mk) - 2k — 1!

o - L(2k) =
2- (=D 2k —1)! 221 B
= [prop. [2.1.3] = ( 2277)(% ) (=D 2k = 1)! (_2_2/‘) B
2 . ( B
o Y 1'(‘2—2") -
T 2%

2. slucaj - s je neparni prirodni broj veci od 1

(Prema definiciji zeta-funkcije, trebala nam je pretpostavka (s > 1) da bi {(s) bilo
konac¢no). U ovom slucaju vrijedi:
2-cos(ms/2)-T'(s)
= -L(s) =
(27

= [za ovakve s je cos(ms/2) =0 pa Citava desna strana nestane | = 0

Z(1 - s) = [[2.20]

Znamo da za takve s vrijedi: B, =0.
B, B, .. o L
= ——=0 = {(1-s5)=-—, alitosamo znaCidaje 0 =0 pa nas taj slucaj
s s

ne zanima

Dakle, vidimo da za sve parne prirodne brojeve k vrijedi: (1 —k) = —%. To znaci da

smo zapravo interpolirali Riemannovu zeta-funkciju u neparnim negativnim cijelim broje-
vima. Sada mozemo uspostaviti odnos izmedu { 1 {,:

(Vk € N), (k> 1) vrijedi:  £,(1—k) = [def.] = (1 - p*)- (—%) =(1-p -1 -k

~——
={(1-k)
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Ako bismo zanemarili ¢injenicu da sve divergira, dobili bismo:

1 1
£~k =[mnijedef] =[] == |] e

prosti brojevi q#p q prosti brojevi q#p

1
Hprosti brojevi g (1_qk—|)

1_pk—l
1-k%
= [prop. 223) = 40 -
1_pk—1

=(1-pN-¢0-k),

pa vidimo da je p-Eulerov faktor spomenut u diskusiji nakon izraza W uistinu H;%'






Poglavlje 3

Gama funkcija

3.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 3.1.1. Gama funkcija definira se kao integral:

— ” —1 . ,-t) .
r(z)_fo (F'-e) ar,

pri Cemu je: 71 =@ DO (In(f) € R), (Re(z) > 0).

Naziv ”gama funkcija” i njenu oznaku I' uveo je A. M. Legendre.

Propozicija 3.1.2. Gama integral:

— OOZ_I._t.
r(z)_fo (t e) dt

apsolutno konvergira na poluravnini Re(z) > 0 gdje predstavlja analiticku funkciju.

Dokaz ove propozicije moZe se naci na stranicama 193-194 literature [Freitag-Busam].

Lema 3.1.3. Gama funkcija zadovoljava funkcionalnu jednadZbu:
[(z+1)=z-T(z), wuz: Re(z)>0.

91
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Dokaz.
Vrijedi:
F(z+1):f (F-e") - dt=
0

B u=~f = du=z-"'-dt 3 r
B dv=e' = yp=—-e! e

Specijalno, iz prethodne leme i Cinjenice: I'(1) = fooo e'dt = —e‘t: = 1 dobivamo da
(Vn € Ny) vrijedi:

r(n+1):n-r(n):n-[(n—1)-r(n—1)]:(...):
=n-n-1)-..-2-1- T =n-n=1)-...-2-1-1=n!

Dakle, vidimo da gama funkcija interpolira faktorijele.

Imamo:
r 1 1
M@ = [prop. [T =~ = Te+ 1) - =
_ _Tz+2) 1 T@z+2) _
= fprop- B.L3) = z+1 7z zZz+1)
_ _ Iz+n+1)
_(M)_Z'(Z+l)-...-(z+n) G.1

Iz ovog rezultata vidimo da gama funkcija ima polove reda 1 u 0,—-1,-2,-3, ..., 1 da su
pripadajuci reziduumi (uz n € Ny):

Res(T;=n) = lim |z = (=n)) - T@)] = lim |z + 1) - T(0)| =

o . I'z+n+1) _
[_ZEIEI[(ZJW) z-(z+1)-..--(Z+”)]_

. I'z+n+1)
= lim [ ] =
=tz (z+1)- .- (z+n-1)
_ r() _
S (=n)-(n+ 1D (=1)
1 1 =D

T C) o i=-D- @) el al (3-2)
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Kako znamo da je I'(z) dobro definirano za Re(z) > 0, tako vidimodaje I'(z+n+ 1)
sa desne strane rezultata [3.1]dobro definirano za Re(z+n+1) >0, tj. za Re(z) > —(n +
1). To zapravo znaci da desna strana jednakosti u izrazu [3.1]ima Sire podrucje definicije
nego lijeva strana te jednakosti. Time smo zapravo dobili dobili analiticko proSirenje po
neprekidnosti gama funkcije sa skupa {(z € C): Re(2) > O} na skup:

{(z €C):Re(r) >—-(m+1), (z#0,-1,-2,....,—n), (n€ NO)}.

Sve su te analiticke kontinuacije (za svaki n) jedinstvene pa zajedno daju analiticko
prosirenje po neprekidnosti gama funkcije koje éemo takoder oznacavati s I

Dakle, vidimo da se gama funkcija moZe na jedinstven nacin analiticki proSiriti na skup
C\{0,-1,-2,...}.

3.2 Veza gama funkcije i razvoja sh(mrx) u beskonacni
produkt

Lema 3.2.1. Funkcija f(z) :=1(2)-I'(1 —z) je periodicna do na predznak (tj. vrijedi:
f(z+1) = —f(2)) teje perioda 2, ima polove reda 1 u svim cijelim brojevima i odgovarajuci
reziduumi su: Res(f;—n) = (=1)" uz (n € 2Z).

Dokaz.
flz+1)=-f(2):

fe+1)=T(z+ 1) I(-2) = [lema BI3) = [z-T@)| - T(~2)

- f@ = -T()-T(1 - 2) = [lema =T(@)-|-2-T(-2)| =2-T@) -T(-2) = fz + 1)
(3.3)

f je perioda 2:

e+ = f(@+ )+ 1) =[B3 = -f@+ 1) =[B3 = -| - fa)] = f@)

f 1ma polove reda 1 u svim cijelim brojevima:
Prvo ¢emo dokazati pomoénu tvrdnju koja kaze da I'(1 — z) ima polove reda 1 u svim
prirodnim brojevima. Prisjetimo se, funkcija f ima polreda n utocki zy ako vrijedi:
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lim,;, [(z = 20)" - f@)] € C i lim._, [ =20)"" - f(2)] = o0.

) 3 L '2+n-2 -
il—{rnl[r(l_z)]_[B:I_]]_11—13[(1—z)-(2—z)-...-(n—z)-(n+l—z)]_
_ _ _ . o I'C+n-2) B
EEB[(Z‘”)T“‘Z)]‘[ka"lg"re]‘lﬁﬂ‘[(z " (1—z)'(2—z)-...-(n—z)'(n+l—z)]_
. [ I'2+n-2)-(-1) ]
=lim =
—n|l(1-2)-2-2)-...-n—-1-2)-(n+1-2)
I'2)- (-1 I'(2)

_ = eC
1-n-QC-n-..--DH-(1) (A-n-Q2-n)-...-(=2)-(1)

Time je pomoc¢na tvrdnja dokazana. Sada imamo:

f(z) = I'(z) -T(1 -z), Stopovlacida f ima polove reda 1 u svim cijelim brojevima.
~—— ——

polovi polovi
reda reda
u u n
-n, (neN)
(n € Nyp)

Res(f;—n)=(-1)" vz (n€2):

Res(f;—n) = Res(F(z) -T'(1 - 2); —n) = Zlirfln [(z +n)-T'(z)-T(1 - Z)] =

= lim [@+n) @) lim [ra -2 =

-tp= G amfro o] = CF imfra 2] -

~ G T(z+n+2)

=B = pplim A+2)-Q+2).-(n+1+2)
(-1 T(2n +2) ~

Tl (+n)-(A+m+ D) -(L+2n)
_E G Dl

n (1+2n)!
’ n!

Lema 3.2.2. Funkcija:
F(2) =

sin (717)
Jje periodicna do na predznak (tj. vrijedi: F(z+ 1) = —F(2)) te je perioda 2, ima polove

reda 1 u svim cijelim brojevima i odgovarajuci reziduumi su: Res(F;—n) = (—1)"

uz
(n € 2).
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Dokaz.
Fiz+1)=-F(2):

T T —TT
Fiz+1) = = = =-F 3.4
D= e )~ snmzen  snmg . L@ 34)
F je perioda 2:
T T
F 2) = = = =F
G+ = e T2) - sz 2n) - singm) L@
F ima polove reda 1 u svim cijelim brojevima:
lim|[F(z)| = 1i -
ZLHnI[ (Z)] zglr}[sin (71'2)] *
lim [z~ n) - F(2)| = lim @=m 7 L Hospital] = lim | — |- L _ iy ec
o L Y= sin(mz) | P ~on|mecos(nz)| (=1

Res(F;—n)=(-1)" uz (ne€?2):

Res(F;,—n) = lirP [(z +n)- F(Z)] =

. |@+n)-m . . m-1 1
=1 —— | = [L'Hospital] = 1 = =(-1)
zern sin (717) ] [L Hospital] ZHPn [n - COS (nz)] (-1 =D
O
Propozicija 3.2.3. (Euler) Za svaki (z € C\ Z) vrijedi:
I'z)- T (1 -2) = — .
sin (mz)
Dokaz.
Definiramo funkciju:
hz) =T'(z)-T'(1 —2) — = .
sin (77)
Zapravo vrijedi (uz notaciju iz lema 3.2.1}i 3.2.2): h=f - F.
(3.5)

Uocimo da za sve (z € C) zakojeje (x:= Re(z) > 0) vrijedi: [['(z)] < I'(x). Zato je
funkcija I' (paondai f) ograniCena na svakoj okomitoj pruzi, pa onda specijalno i na
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pruzi (0 <x<1),(lyl>1). JoStreba vidjetidajei F ograni¢ena na toj okomitoj pruzi.
Vrijedi:

|sin(z)| = [sh(z) = —i-sin (iz)] =

)

sh(%)l _

:{izx+‘y.i:x+‘y-i_£:M:(‘y)+(—x)-i}:
i i i i -1
Y=X1 _ a=y+xi
= Ish(y = x- il = |[————| =
_|e"-[cos(=x) +i-sin(-x)] —e™ - [cos(x) +i-sin(x)]|
= 3 =
_|e"[cos(x) —i-sin(x)] —e™-[cos(x)+i-sin(x)]|
= 5 =
= [cos (x) - ¢ e’ —1-sin(x) - ¢ _;e—y =

lcos (x) - sh(y) —i-sin(x) - ch(y)| =
> |—sh(y) +i-ch(y)| jersu sin i cos > —1
> |-sh(y) + i jerje ch >1

= [sh(y) — il = Vsh2() + (=12 > \[sh2(y) + 1 > +/sh(y) = [sh(y)|

Z.ato imamo:

|sin(rz)| > |sh(my)l
= ,ﬂ < dl < dl = konst.
Isin (rz)] — [sh(zy)l — [sh(m)]

T

jerza |y| > 1 vrijedi: [sh(y)| > |sh(1)|

= |F2)| =

sin (m7)

Dakle, pokazali smo dajei F ograniCenanapruzi (0 <x<1),(lyl>1), pajeondai h
ogranicena na toj pruzi (kao razlika ogranicenih funkcija).

Prisjetimo se, kazemo da funkcija g ima uklonjiv singularitet u tocki zo ako vrijedi:
lim,_,,, [(z —20) - g(z)] =0, odnosno (ekvivalentno) ako vrijedi: Res(g;zo) = 0.
Mi znamo da funkcije f i F imaju polove u integerima i da su odgovarajuci reziduumi:
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Res(f;—n) = Res(F; —n) = (=1)", uz (n €Z). lztoga slijedi:

Res(hin) = 1im [(z = n) - h(@)| = lim | = n) - (f(2) = F(2))] =
=lim|@~n) - f@] ~lim[c=n) - F@|= D"~ (-1)" =0

Dakle, vidimo da funkcija ~ ima u integerima uklonjive singularitete.
(3.6)

Sada iz tvrdnje [3.6]slijedi da je funkcija & cijela. (Prisjetimo se, za kompleksnu funkciju
kaZemo da je cijela ako je analiticka i definirana na ¢itavom C).

Skup (0 <x<1), (y] £1) je kompaktan, a funkcija 4 je na njemu neprekidna (jer se
singularitetiod f 1 F pokrate) pa je ona tamo i ograniena.

Dakle, h je ograniCenana (0 <x<1), (y<1) ina 0<x<1), (p| >1), paje
ograniCena na Citavoj pruzi (0 < x < 1). A kako je periodi¢na do na predznak (jer je,
prema razlika takvih funkcija), ogranicena je i na ¢itavom C.

Sada iz Liouvilleovog teorema (koji kaZe da je svaka ogranicena cijela funkcija konstantna)
slijedi da je & konstantna. Sada imamo:

h(z) = [h konstantna] = h(z+ 1) =
= [h periodi¢na do na predznak] = —h(z)

Dobili smo: h(z) = —h(z) i h je konstantna pa mora vrijediti: h = 0 iz Cega slijedi
tvrdnja propozicije. O

Napokon dolazimo do dokaza propozicije [2.1.2]koju smo bili spominjali u 2. poglavlju.
Prisjetimo se da je tvrdnja te propozicije sljedeca:
Zasve (x € R) beskonacni produkt:

konvergira i jednak je sh(mx).
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Konvergencija:

% 2
X - H (1 + %) [x = el"(x)] = exp{ln

= exp{ln(nx) + Z In (1 +
n=1
- X
:ﬂx-exp{Zln(l + E)}

2

X - ﬁ(1+—2)

n=1

2 & 2
x_z)} — eln(ﬂx) . exp{z ln(l + %)} =
n=1

n

POGLAVLIJE 3. GAMA FUNKCIJA

}-

[T [

n=1

n=1
< 0
1
ax < oo (Yx),
N x? o |22 © X, 1
Zl”1+_z S[ln(1+x)$x, (szO)] Z—Q: X'Z_z < o0
n n n
n=1 n=1 n=1 n=1
——
konvergentan
Dirichletov
red
= red Zln( ) konvergira apsolutno pa 1 obi¢no

Taj produkt iznosi sh(mx):
Znamo:

wf [ 0-3) 4] e

n L 4 n-1
+f (t_(l_z) )'dt:
0 o \< n
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-3 )

=(1-1)" = du=@-D-(1-1)" - (3)-ar

= z+1
{ dv=rF = v==5

z+1

}:

:1- (l_z)n—l tZ+1 n+ n_l . 7l tz+1‘(1_£)n—2 -dt _
Z n z+ 1|, nz+1) Jo n
=0
-1 -2 1 "
YO P S .f(f+n—1).dt:
n(z) nz+1) n(z+?2) nz+n—-1 Jo
_n n—1 n—2 1 (t“” ")_
Tz niz+1D) niz+2) 7 niz+n-1) z+nj, B
L e e S (3.8)
n(iz) n(z+1) n(z+2) nz+n-1) \z+n
> F(Z)=[Elzlim[ 1——))-dt]:
(5.8 n—1 n—2 1 netn
= :1 - . —
n—co n(Z) n(z+1) n(z+2) nz+n-1) z+n
~ ! n— 7+n ' n 1
= lim n—n ( ) n ]_hm[n_n[ _k)_nz+n]:
n—oo »n e 0 Z+n n—oo | n o0 zZ+
n!' 1 o k
nl—>r2)_n” z (llc_l[Z+kJ I’l] n1—>oo|:z Dz+k
[ 17 1
=lim|— - (3.9)
n—oo k:11+%

\O

= lim

n—oo

_ (ol = tim [T (-2
- (g

(3.10)
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Sada imamo:

sin (77) 1

= tprop B2 = pyr— <

sin(mz) 1 2

~ T _g(l_ﬁ)

- ﬁ(1+x_2)_ (1_(1'96)2 _ b1 _sin(mix)
n=1 n2) -1 n2 ) | = mix

B s (_1)}1 '(7Ti)€)2n+1 ~

POGLAVLIJE 3. GAMA FUNKCIJA

(3.11)

_ sh(nx)

( )_ b (_l)n . x2n+l
ST Qn+ D! | & @+ D! (rix)
_ i—(—l)n.(mx)zn v (@ 1 > (rx)2
4 @Qu+l)! AL @e+ ) oax AQn+l)!

Time je propozicija dokazana.

X



Bibliografija

[Freitag-Busam] E. Freitag. R. Busam. Complex Analysis. 2nd. Berlin, Springer, 2009.

[Koblitz] N. Koblitz. p-adic Numbers, p-adic Analyis, and Zeta-Functions. 2nd. New
York, Springer-Verlag, 1984.

101






Sazetak

Ovaj se diplomski rad bavi p-adskim brojevima i pruza svojevrstan uvod u p-adsku analizu.
Cilj mu je definirati polje p-adskih brojeva Q, te postaviti temelje za usustavljivanje
p-adskog analogona skupa kompleksnih brojeva C. Rad je podijeljen u tri poglavlja.

Prvom poglavlje zapoc€injemo prisjeCanjem na pojmove polja, metrike, norme i me-
trickih prostora. Zatim uvodimo novu vrstu udaljenosti kojom ¢emo se baviti kroz ostatak
rada - p-adsku udaljenost. Takoder razlikujemo norme s obzirom na to jesu li arhimedske
ili nearhimedske. Definiramo ekvivalentne norme i metrike i dokazujemo razna njihova
svojstva te spominjemo teorem Ostrowskog. Potom se prisjecamo konstrukcije kompleks-
nih brojeva te na sli¢an naCin konstruiramo polje p-adskih brojeva Q,. U ostatku poglavlja
proucavamo njegovu aritmetiku i dokazujemo vaznu Henselovu lemu.

U drugom poglavlju prou¢avamo Riemannovu ¢ funkciju i njenu p-adsku interpo-
laciju. Zapocinjemo definiranjem Bernoullijevih brojeva B; koji se javljaju u formuli
za {(2k) koju potom dokazujemo. Nadalje, promatramo topologiju na Q, te uvodimo
kompaktno-otvorene skupove i lokalno konstantne funkcije. Njih zatim koristimo u defini-
ciji p-adskih distribucija te navodimo nekoliko primjera istih. Doti¢emo se 1 Bernoullijevih
polinoma B (x) i Bernoullijevih distribucija, te uvodimo mjere i integraciju u Q,. Ko-
riste¢i uvedene distribucije i izraze za {(2k), definiramo p-adske interpolacije {-funkcije.

U tre¢em poglavlju govorimo o gama funkciji. Dajemo njenu definiciju i dokaz njenih
osnovnih svojstava. Pritom se prisjeCcamo nekih pojmova iz podrucja kompleksne analize
poput analiti¢kih funkcija, polova i reziduuma. Poglavlje zavrSavamo upotrebom gama
funkcije pri dokazivanju formule za razvoj hiperbolnog sinusa u beskonacni produkt koja
se bila spominjala u drugom poglavlju.






Summary

This thesis focuses on p-adic numbers and provides a sort of an introduction to the p-adic
analysis. Its main goal is to define the field of p-adic numbers Q, and lay the foundation
for introduction of the p-adic analogue of the set of complex numbers C. The paper is
divided into three chapters.

We begin the first chapter by recalling the concepts of fields, metrics, norms, and me-
tric spaces. Then we introduce a new type of distance that we will deal with throughout
the rest of the paper, namely p-adic distance. We also distinguish norms depending on
whether they are Archimedean or non-Archimedean. We define equivalent norms and me-
trics, prove their various properties and mention the Ostrowski theorem. Then we recall
the construction of complex numbers and in a similar way we construct the field of p-adic
numbers Q,. In the rest of the chapter we study its arithmetic and prove the important
Hensel lemma.

In the second chapter we study the Riemann ¢ function and its p-adic interpolation.
We start by defining the Bernoulli numbers Bj that appear in the formula for £(2k) which
we then prove. Furthermore, we observe the topology on Q, and introduce compact-
open sets and locally constant functions. We then use them in the definition of p-adic
distributions and give a few examples. We also touch on Bernoulli polynomials B (x)
and Bernoulli distributions, and introduce measures and integration in Q,.  Using the
introduced distributions and expressions for {(2k), we define p-adic interpolations of the
{-function.

In the third chapter we talk about the gamma function. We give its definition and proof
of its basic properties. In doing so, we recall some concepts from the field of complex
analysis such as analytical functions, poles and residues. We conclude the chapter by using
the gamma function in proving the infinite product identity for hyperbolic sine that was
mentioned in the second chapter.
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