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Uvod

Definiranje pravednih kriterija za formiranje izbornih jedinica postalo je jedan od najSire
poznatih izazova za primjenu matematike u politi¢kim i pravnim aspektima. Politi¢ari ne-
kih zemalja pokuSavaju pristranim krojenjem granica izbornih jedinica omoguciti stjecanje
politicke prednosti kroz izborne rezultate. Najpoznatiji pojam vezan uz pristranu podjelu
izbornih jedinica jest gerrymandering, te predstavlja vrstu izbornog inZinjeringa. Radi se o
svjesnom obliku izborne manipulacije gdje se granice izbornih jedinica prekrajaju na nacin
da odredena politicka stranka stekne prednost. Pojam gerrymander pojavljuje se 1812. go-
dine kada je guverner Massachusettsa Elbridge Gerry pokuSao konstruirati izbornu jedi-
nicu u svrhu osvajanja dodatnog mandata svojoj politi¢koj stranci. Naime, u poznatome
Casopisu Boston Gazette, jedna od izbornih jedinica, predloZena od strane Elbridge Gerrya,
usporeduje se sa izgledom mitskog ¢udovista salamander. Spojem imena guvernera Gerry,
te naziva salamander, nastao je pojam gerrymander - najpoznatiji pojam politi¢ki pristrane
podjele izbornih jedinica - vidi Sliku[0.1]
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Slika 0.1: Gerrymander



SADRZAJ 2

Sam naziv rada ’Izborna geometrija” proizlazi iz toga Sto je cilj ovog rada opisati karak-
teristike oblika podrucja izbornih jedinica, te pokusati kvantificirati do koje razine ti oblici
odstupaju od nekih osnovnih oblika kao Sto su primjerice pravokutnik ili krug. Ukoliko
je kod odredenih izbornih jedinica doSlo do veceg odstupanja od osnovnih geometrijskih
oblika (primjerice Slika[0.I]), smatramo da su odredeni pojedinci prilikom krojenja granica
izbornih jedinica bili pristrani u korist odredene politicke stranke.

Postoji nekoliko strategija koje se koriste u svrhu manipulacije kao $to su koncentrira-
nje politicke mo¢i opozicije u jednu izbornu jedinicu kako bi time smanjili politicku mo¢
opozicije u drugim izbornim jedinicama, te rasprSivanje politicke mo¢i opozicije u vise
izbornih jedinica s ciljem smanjena utjecaja njihovih glasova. Kvalitetnom primjenom
ovakvih strategija odredene politicke stranke sa manjim brojem glasac¢a mogu osvojiti veci
dio izbornih jedinica.

Tematika izborne geometrije iznimno je slozena te dan danas ne postoji “apsolutno
objektivna” mjera koja bi iskazala razinu pristranog prekrajanja. Razni autori 1 matematicki
timovi predlazu mnoge nacine mjerenja, a u ovome radu Ce se tematika prikazati kroz izbor
nekoliko reprezentativnih mjera.

Rad je podijeljen u tri poglavlja. U prva dva poglavlja analiziramo oblike podrucja
izbornih jedinica, a u treCem poglavlju analizira se uloga raspodjele glasacke populacije
unutar izbornih jedinica.

Oblike podrucja izbornih jedinica prikazivat cemo pomocu skupova u ravnini. Glavni
pojmovi koji se veZzu uz oblik podrucja su konveksnost i kompaktnost podrucja. U pr-
vom poglavlju promatramo matematicki pojam kompaktnosti skupa, te nedefinirani po-
jam “kompaktnosti” koji se koristi u “svakodnevnom” govoru - doCarava neSto Cvrsto
povezano, zbijeno, cjelovito. Razli¢itim mjerama “kompaktnosti” analizira se do koje
razine odredeni skupovi zadovoljavaju takva svojstva. Najvazniji pojam koji se anali-
zira u drugom poglavlju jest koeficijent konveksnosti. Razradu mjere koeficijenta ko-
nveksnosti zapocinjemo jednostavnim i intuitivnim pristupom, dok naknadnim modifi-
kacijama te mjere pokuSavamo obuhvatiti sve nepravilnosti podruc¢ja proizaslih iz samih
granica drzave. Dok mjere iz prva dva poglavlja analiziraju sam oblik podrucja izbornih
jedinica, pristup manipuliranju granica izbornih jedinica u treCem poglavlju bazira se na
raspodjeli glasaca unutar same izborne jedinice. Glavni pojmovi u tre¢em poglavlju su
jaz ulinkovitosti (efficiency gap) koji opisuje raspodjelu tzv. bacenih glasova, te ham-
sandwich teorem koji omogucava jednaku raspodjelu glasaca u svim izbornim jedinicama.



Poglavlje 1

Kompaktnost

1.1 Motivacija i primjeri

Za definiranje problematike pristranog prekrajanja granica izbornih jedinica, promatrati
¢emo drzavu koja se dijeli u n € N izbornih jedinica. Problem pristranog prekrajanja
granica izbornih jedinica je taj Sto odredenim metodama manipulacije plana krojenja gra-
nica izbornih jedinica, politicka stranka sa manjim brojem glasaca (na razini drZzave) moze
osvojiti vecinski dio izbornih jedinica. Radi ilustracije, promatrajmo izbore koji se sastoje
od dvije politicke stranke: crveni i plavi. Pobjeda u odredenoj izbornoj jedinici ostvaruje
se vec¢inskim brojem glasova.

Osnovne metode koje se koriste za manipulaciju su grupiranje - koncentriranje po-
liticke mo¢i opozicije u jednu izbornu jedinicu kako bi imali Sto veéi broj tzv. baclenih
glasova 1 time smanjili politicku mo¢ opozicije u drugim izbornim jedinicama, te razbi-
janje - rasprSivanje politiCke moci opozicije u vise izbornih jedinica s ciljem smanjena
utjecaja njihovih glasova. Na Slici mozemo vidjeti tri vrste izbornih jedinica:

L L] L L] L] L] L] L] L L L L] L L] L L
L] L] L] L] L] L] L] L] L] - . o L] L] L] L] L]
L] . L] L] L] L] L] L] [ ] [ ] L] F L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L L] L] L] L - @ L L] & L] L]
L L] L] L] L L] L] L] L L LN L] L L L]
L] . L] L] L] L] L] L] L] - L] F L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] [ ] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L L] L] L] & L] L] L] L] L] L]
Kompetitivho Grupirano Razbijeno

Slika 1.1: Metode prekrajanja



POGLAVLIJE 1. KOMPAKTNOST 4

Promatrajuéi Sliku moZemo izvuci nekoliko zaklju€aka. Imamo drzavu koja se
dijeli u 4 izborne jedinice, te 3 plana podjele granica izbornih jedinica: kompetitivan, gru-
piran i razbijen. Ukupno imamo 64 glasaca, od ¢ega je 32 crvenih i 32 plavih. Dakle, broj
glasacCa svake stranke je jednak, te svaka izborna jedinica sadrzi jednak broj glasaca. U
prvom slucaju imamo kompetitivnu drZzavu gdje svaka od 4 izborne jedinice sadrzi jednak
broj glasaca obiju stranaka. U drugom slucaju moZemo uociti metodu grupiranja, gdje cr-
vena stranka predlaZe definiranje granica na nacin da grupira Sto viSe glasaca plave stranke
u jednu izbornu jedinicu s ciljem ostvarivanja nadmod¢i u ostalim izbornim jedinicama,
te takvim postupkom osiguravajuci pobjedu u 75% izbornih jedinica. U treCem slucaju
moZzemo vidjeti metodu razbijanja provedenu od strane plave stranke koja je rasprsila
glasace crvene stranke u viSe izbornih jedinica, ali na nacin da plava stranka 1 dalje ¢ini
veéinu u vecem dijelu izbornih jedinica, te takvim postupkom osiguravajuci pobjedu u
75% izbornih jedinica.

U navedenom primjeru moZemo uoditi da, iako je broj glasaca ostao nepromijenjen,
razli¢itim krojenjem granica izbornih jedinica dobivamo znatno razlicite ishode izbora.

1.2 Mjere kompaktnosti

Trenutno ne postoji standardna mjera za odlucivanje je li odredena izborna jedinica pris-
trano krojena, medutim razni autori 1 matematicki timovi predlazu mjere koje bi na neki
nacin kvantificirale prekrajanje izbornih jedinica. Te mjere se ve¢inom odnose na oblik po-
drucja izborne jedinice. U ovome radu, oblik podrucja izborne jedinice predstavljat ¢emo
pomocu skupova u ravnini. Glavni pojmovi koji se vezu uz oblik podrucja izborne jedinice
su konveksnost i kompaktnost podrucja. Veéina drzava pri definiranju izbornih jedinica
navodi kako one moraju biti kompaktne, ne misleéi pritom strogo na matematicku defini-
ciju kompaktnosti. Neki autori smatraju da se kompaktnost oblika moZe ocitovati u odnosu
opsega podrucja i povrSine podrucja. Kompaktnost u smislu mjerenja pristranog krojenja
izbornih jedinica je veliCina koja opisuje koliko je izborna jedinica rasprSena oko svog
centra, tj. koliko je oblik izborne jedinice “iskrivljen” ili ”¢udno oblikovan”. Intuitivho
shvacanje pojma kompaktnosti koji se koristi u ove svrhe moZemo ilustrirati Slikom 1.2}

Vise kompaktno Manje kompaktno

Slika 1.2: Kompaktnost podrucja
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Skup je osnovni matematicki pojam 1 ne definira se. O njemu razmiSljamo kao o cjelini
koja se sastoji od elemenata. Uvodimo sljedece pojmove potrebne za definiranje kompak-
tnog skupa, te njegove karakterizacije u Euklidskom prostoru R2.

Definicija 1.2.1. Neka je X # 0 neprazan skup i d : X X X — R preslikavanje sa Kartezi-
jevog produkta X X X u skup realnih brojeva R za koje vrijedi:

1)d(a,b) > 0,VYa,b € X (pozitivnost),

2)d(a,b) =0 & a = b (strogost),

3)d(a,b) = d(b,a),Ya,b € X (simetricnost),

4)d(a,c) <d(a,b)+ d(b,c),Va,b,c € X (nejednakost trokuta).

KaZemo da je d funkcija udaljenosti ili razdaljinska funkcija, odnosno metrika na skupu
X. Tada uredeni par (X, d) nazivamo metricki prostor, a uvjete 1)-4) aksiomi metrike.

Definicija 1.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X njegova tocka i r > O realan broj.
Pod otvorenom kuglom u prostoru X sa sredistem u x, i radijusom r podrazumijevamo
skup K(xo,r) = {x € X : d(x,x9) < r}. Neka je U C X. KaZemo da je U otvoren skup u
prostoru X ako se moZe prikazati kao unija otvorenih kugli iz tog prostora. Prazan skup ()
je otvoren po definiciji.

Teorem 1.2.3. U metrickom prostoru (X, d) familija U svih otvorenih skupova U C X ima
sljedeca svojstva:

1) Unija svake familije ¢lanova iz U je ¢lan iz U.
2) Presjek konacno clanova iz U je ¢lan iz U.

3)0,X e U.

Definicija 1.2.4. Topoloski prostor je uredeni par (X, U) skupa X i familije U podskupova
od X za koje vrijedi 1),2),3) iz Teorema Familija U zove se topologija prostora
(X, U), a njeni ¢lanovi otvoreni skupovi topoloskog prostora (X, U).

Definicija 1.2.5. Podskup D metrickog prostora (X, d) je ogranicen ili omeden ukoliko
postoje tocka xy € X i broj r > 0 takvi da je D C K(xy, r).

Definicija 1.2.6. Skup B u metrickom prostoru (X, d) je zatvoren ako je njegov komplement
B¢ = X\B otvoren.
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Kako bismo mogli razviti teoriju za mjerenje pristranog prekrajanja izbornih jedinica
moramo poceti od nekih intuitivnih i smislenih pretpostavki. Jedna od takvih pretpostavki
jest da bi podrucje izborne jedinice trebalo biti kompaktno - u ”svakodnevnom™ govoru
izraz kompaktnost se koristi za doCaravanje necega Sto je zbijeno, gusto, sazeto, povezano
1 slicno. U daljnjem nastavku rada, vidjeti ¢emo da se velina mjera bazira na koncep-
tima mjerenja kompaktnosti oblika podrucja, ali ne u obi¢ajenom topoloskom smislu, nego
dodatnim modifikacijama.

Definicija 1.2.7. KaZemo da je familija S = (S,,a € A) podskupova S, skupa X pokrivac
skupa X ako je X = | e S o Pokrivac je konacan (prebrojiv) ako je A konacan (prebrojiv)
skup. Potfamilija S" = (Sy,a’ € A"),A” C A, je potpokrivac pokrivaca S ako je i sama
pokrivac skupa X.

Definicija 1.2.8. Kazemo da pokrivac T = (T,,b € B) skupa X profinjuje pokrivac¢ S =
(S4,a € A) ako za svaki b € B postoji a € A takav da je T, C S, ipisemoT < S. U tom
slucaju jos kaZemo i da je pokrivac¢ T upisan u pokrivac S .

Definicija 1.2.9. Neka je X topoloski prostor. Za pokriva¢c U = (U,,a € A) skupa X
kaZemo da je otvoren pokrivac prostora X ako je svaki od skupova U,,a € A, otvoren u X.

Definicija 1.2.10. Topoloski prostor X je kompaktan ako se u svaki otvoreni pokrivac¢ U
prostora X moZe upisati konacan otvoren pokrivac V prostora X. Skup Y C X je kompak-
tan ako je Y kao potprostor prostora X kompaktan.

Za dokaz karakterizacije kompaktnih skupova u Euklidskom prostoru R?, biti ¢e nam
potrebna definicija gomiliSta niza, te pomo¢na lema.

Definicija 1.2.11. KaZemo da je a € R gomiliste niza (a,), realnih brojeva ako postoji
podniz (a,,), niza (a,), takav da vrijedi lim,_,a,, = a .

Lema 1.2.12. Neka je (X, d) metricki prostor sa svojstvom da svaki niz (x,) tocaka u X ima
barem jedno gomiliste. Tada za svaki prebrojivi otvoreni pokrivac U = (U,, n € N) postoji
konacan potpokrivac.

Dokaz. Dokazat ¢emo da postoji n € N takav da je X € | Ji_, U;. Kada to ne bi vrijedilo,
mogli bismo za svaki n € N izabrati tocku x € X\ J_, U;,n € N. Po pretpostavci niz (x,)
ima gomiliSte xy € X. Kako je U pokrivac¢ od X, postoji i € N takav da je xo € U;. Skup U;
je okolina tocke x, pa postoji prirodan broj n > i takav da je x,, € U,, sto je u kontradikciji
s definicijom niza (x,), tj. x, € X\ U, U.. O

Teorem 1.2.13. Skup D C R" je kompaktan ako i samo ako je omeden i zatvoren.
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Dokaz. Pretpostavimo prvo daje D C R" zatvoren i omeden skup. Nekaje U = (U,,a € A)
otvoren pokriva¢ od D. Bududi da je R" separabilan prostor i D je separabilan. Zato
mozemo u U upisati neki prebrojivi otvoreni pokriva¢ V. Nadalje, svaki niz (x,) u D je
omeden niz u R” pa ima gomiliSte x, koje lezi u D, jer je D zatvoren skup. Zato, po Lemi
postoji konacan potpokriva¢ W pokrivaca V. Zbog W < V < U, D je kompaktan.
Obratno, neka je D € R" kompaktan. Tada je D zatvoren. Pokazimo da je D omeden.
Neka je xo € D. Tada kugle K(xy,r),r > 0, tvore pokriva¢ od D. Zbog kompaktnosti
postoji n € N takav da je K € U, K(xo,7;) pa je D sadrZan u kona¢noj uniji omedenih
skupova i zato je omeden. O

Karakterizacijom kompaktnosti iz Teorema [I.2.13] prirodno dolazi naziv kompaktnost
podrucja s obzirom na pretpostavke da oblik podrucja izbornih jedinica mora biti zatvoren
1 ogranicen. Postoji nekoliko uobic¢ajenih jedostavnijih mjera pristranog prekrajanja izbor-
nih jedinica, a to su one koje se baziraju na omjeru opsega podrucja izborne jedinice te
njene povrsine, karakteristike kruga opisanog izbornoj jedinici, usporedivanje oblika po-
drucja izborne jedinice sa standardnim geometrijskim oblicima kao $to su npr. kvadrat ili
krug i slicno. Iako smo uveli matematicku definiciju kompaktnog skupa, u daljnjem radu
vidjeti ¢emo razne nove nacine mjerenja kompaktnosti oblika podrucja.

Od sada pa nadalje u ovome poglavlju, neka nam D C R? oznacava kompaktan skup
(u smislu zatvorenosti i omedenosti) koji nam ujedno predstavlja i podrucje izborne jedi-
nice. Za pocetak uvodimo koncept izoperimetricke nejednakosti koja ¢e nam posluZiti za
odredivanje granica intervala nekih mjera kompaktnosti.

Sljedeci teorem daje nam svojstvo zatvorenog skupa pomocu kojega mozemo mjeriti
kompaktnost. Dokaz teorema izlazi izvan okvira rada te ga stoga neCemo navoditi.

Teorem 1.2.14. (Izoperimetricka nejednakost). Pretpostavimo da je D C R? zatvoren skup
opsega L i povrsine A. Tada vrijedi:

4rA - L* <0 (1.1)
gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je D krug.

Uvodimo mjeru kompaktnosti koju ¢emo nazivati koeficijent kompaktnosti, a proiz-
lazi iz izoperimetricke nejednakosti:

4rA
C= ?, (1 2)
gdje je C koeficijent kompaktnosti, C € [0, 1], A je povrSina izborne jedinice, a L je
opseg podrucja izborne jedinice. Opseg je kvadriran kako bi se izbacila moguénost ska-
liranja, a 7 ograni¢ava C na vrijednosti [0, 1] - dokaz slijedi iz Teorema [I.2.14] Izborne
jedinice koje imaju koeficijent C blizu 1 smatramo da su kompaktnije od izbornih jedinica
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koje imaju koeficijent C blizu 0. Teorem [1.2.14{ nam govori da krug smatramo savrseno
kompaktnim, te da su skupovi kompaktniji $to im je oblik bliZi obliku kruga.

Prije uvodenja reprezentativnih mjera, promotrimo kako funkcioniraju parlamentarni
izbori u Hrvatskoj. Na Slici mozemo vidjeti podjelu teritorija Republike Hrvatske na
deset izbornih jedinica:

hy
I 1.
e IV
L Vi. .
Viil. 3 VIl - P .:‘n". "
Xl. - dijaspora
IX. Xl - nacionalne manjine

Slika 1.3: Izborne jedinice u RH

Parlamentarnim izborima se u Hrvatski sabor bira 151 zastupnik: 140 zastupnika se bira
na temelju glasova u izbornim jedinicama Hrvatske, 3 na temelju glasova dijaspore, te 8
medu nacionalnim manjinama. U svakoj izbornoj jedinici Republike Hrvatske bira se 14
zastupnika temeljem broja glasova. Stoga moZemo naslutiti da su vodece stranke mogle
primjeniti odredene metode manipuliranja granica izbornih jedinica. Zanimljivost koju
mozZemo uociti jest da se Zagreb dijeli u Cetiri izborne jedinice - vidi Sliku :

ISlika je preuzeta iz [13]]
2Slika je preuzeta iz [[13]]
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Sisak

Slika 1.4: Podjela Zagreba u Cetiri izborne jedinice

Vecina drzava pri definiraju izbornih jedinica postavlja zahtjev da one trebaju sadrzavati
podjednak broj gradana s dopuStenim odstupanjem. Hrvatska se dijelu u deset izbornih je-
dinica i stoga svaka izborna jedinica treba sadrzavati oprilike desetinu stavnovniStva cijele
Republike Hrvatske, stoga je ocito da Zagreb, kao najmnogoljudniji grad u Hrvatskoj, mora
biti podijeljen na viSe izbornih jedinica. U nastavku donosimo pregled nekoliko reprezen-
tativnih mjera kompaktnosti podrucja.

Reockova mjera kompaktnosti R je omjer povrSine izborne jedinice te kruga najmanje
povrsine koji opisuje podrudje te izborne jedinice - vidi Sliku[I.5]

Slika 1.5: Opisani krug pete izborne jedinice RH
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Reockova mjera nalazi se u intervalu [0,1], te rezultat bliZi 1 oznacava izbornu jedinicu
Ciji oblik teZi obliku kruga, tj. kompaktniju izbornu jedinicu. Neka je A povrSina izborne
jedinice, a B povrSina kruga koji opisuje podrucje te izborne jedinice. Definiramo:

R = 5 (1.3)

Reockova mjera ima ociti problem, a to je da skupovi jako cudnog oblika mogu dobiti
dobar rezultat u smislu kompaktnosti. Radi ilustracije ove problematike pogledajmo Sliku
1.6

Slika 1.6: Skupovi "Cudnih” oblika

Schwartzbergova mjera kompaktnosti S je omjer opsega podrucja izborne jedinice i
opsega kruga ¢ija je povrSina jednaka povrSini izborne jedinice - vidi Sliku Schwartz-
bergova mjera nalazi se u intervalu [0,1], te rezultat blizi 1 oznacava kompaktniju izbornu
jedinicu. Neka je L opseg podrucja izborne jedinice, A povrsina izborne jedinice, C opseg
kruga ¢ija povrSina iznosi A. Definiramo:

S =

C
- (1.4)

Slika 1.7: Krug povrSine jednake povrSini pete izborne jedinice RH

Ova mjera rjeSava navedeni problem Reockove mjere jer uzima u obzir opseg podrucja
izborne jedinice. Dokaz da S € [0, 1] slijedi iz Teorema [[.2.14]

Mjera pomocu konveksne ljuske (CH) je omjer povrSine izborne jedinice te opisanog
konveksnog mnogokuta najmanje povrSine te izborne jedinice - vidi Sliku Mjera se
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nalazi u intervalu [0,1], te rezultat blizi 1 oznacava kompaktniju izbornu jedinicu. Neka je
A povrsina izborne jedinice, te neka je B povrSina najmanjeg opisanog konveksnog mno-
gokuta te izborne jedinice. Definiramo:

A
CH = —. 1.5
B (1.5)

Slika 1.8: Konveksni opisani mnogokut pete izborne jedinice RH

Boyce i Clark su predlozili mjeru koja uzima u obzir granice izborne jedinice umjesto
opsega i povrSine. Naime, intuitivan pristup ovoj mjeri je taj da bi sve udaljenosti od
centra do granica izborne jedinice trebale biti podjednake. Neka su r;,i = 1,...n, jednako
razmaknute duzine kojima je jedna tocka u srediStu izborne jedinice D, a druga krajnja
granica izborne jedinice D, te neka je /; duljina svake duZine r;. Pod srediStem uzimamo
tocku koja je teZiSte izborne jedinice. Moguée je da duZina r; napusti podrucje izborne
jedinice te se vrati u njega - vidi Sliku[I.9]a). Definiramo:

n

C(D) = Z

i=1

l; 1

2ilion

(1.6)

koja poprima vrijednost O kada su svi /; jednake duljine, npr. podrucje oblika kruga. Dakle,
rezultat blizi 0 oznaCava kompaktniju izbornu jedinicu, a sama mjera nije ograni¢ena na
interval [0,1].

Problem ove mjere usko je povezan sa problemom Reockove mjere jer ne uzima u obzir
opseg podrucja. Takoder, ova mjera je osjetljiva na broj duzina n, te na rotacije. Pogledamo
li Sliku mozemo vidjeti da su oblici pod b) 1 ¢) jednaki, medutim ovisno o polozaju
duzina r;, dobiti ¢emo razliCite rezultate.
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a) b)

Slika 1.9: Boyce & Clark

Prilikom definiranja granica izbornih jedinica, vazno je pridrzavati se svojstva poveza-
nosti. Osoba smjestena u tocku A € D mora moci doputovati u to¢ku B € D ne napustajuci
pritom podrucje izborne jedinice D.

Definicija 1.2.15. Za podskup D metrickog prostora X kaZemo da je nepovezan ako postoje
neprazni otvoreni podskupovi U,V C X takvidaje DNU # 0,DNV #0,D C UV
i(UNV)yNnD = 0. Za podskup A metrickog prostora X kaZemo da je povezan ako nije
nepovezan.

v, {7

U

Slika 1.10: Nepovezan skup

Definicija 1.2.16. Za podskup D metrickog prostora X kaZemo da je putevima povezan
ako se svake dvije tocke A, B € D mogu spojiti putem, tj. postoji neprekidno preslikavanje
¢ :[0,1] = X takvo da je p(0) = A, (1) = Bi ¢([0,1]) C D. Funkciju ¢ nazivamo staza
ili put medu tockama A i B.

Slika 1.11: Put izmedu tocaka A1 B
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Izborne jedinice trebale bi biti povezane. Medutim, ta se povezanost odnosi samo na
dio izborne jedinice koji ne obuhvaca otoke. Svaka izborna jedinica ¢ije podruc¢je obuhvaéa
barem jedan otok je nepovezana (osim slucaja kada se cijela izborna jedinica sastoji od
samog otoka), stoga za povezanost izborne jedinice promatramo samo njezino podrucje
koje ne obuhvaca otoke. Na Slici [1.12| moZemo vidjeti primjer dopusStene 1 nedopusStene
nepovezanosti izbornih jedinica:

Slika 1.12: Dopustena i nedopustena nepovezanost

Pripadanje otoka odredenoj izbornoj jedinici uvelike ovisi o populiranosti otoka. Intu-
itivnim pristupom stanovniStvo otoka ne bismo trebali razdvajati u viSe izbornih jedinica
osim u slucaju kada otok ima velik broj stanovnika. MoZemo promatrati tri slucaja ve-
zana za podjelu otoka u izborne jedinice: 1. otoke sa malim brojem stanovnika potrebno
je pridruZiti u najblizu izbornu jedinicu, 2. otok bi trebao biti samostalna izborna jedi-
nica ukoliko ima dovoljan broj stanovnika, te 3. ukoliko otok ima velik broj stanovnika
potrebno ga je podijeliti u viSe izbornih jedinica, ali na nacin da je podrucje tih izbornih
jedinica podskup podrucja samog otoka.

Mjere kompaktnosti na izborne jedinice Cije granice obuhvacaju otoke moZemo pri-
mjeniti na nekoliko nacina. Ukoliko imamo izbornu jedinicu takvu da njezin manji dio
povrsine obuhvaca otoke (u potpunosti), tada koeficijente kompaktnosti racunamo samo za
podrucje izborne jedinice koje ne obuhvaca otoke. Ukoliko je otok sam izborna jedinica,
tada za njega nije potrebno raCunati nikakve koeficijente krojenja granica, dok u slucaju
kada se otok dijeli u dvije ili viSe izbornih jedinica postupamo analogno kao i prije.
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Vecina mjera kompaktnosti koje smo do sada definirali uvelike kaznjava podrucja Cija
“nekompaktnost” je prouzrokovana prirodnim granicama ili granicama same drZave. Pro-
motrimo li Sliku[I.3moZemo uociti primjerice da VII. hrvatska izborna jedinica ima veliko
udubljenje prema granici sa Slovenijom. Na prvi pogled ta izborna jedinica ne izgleda jako
kompaktno, medutim to se dogada iz razloga Sto je dio njenih granica ujedno 1 dio granica
same drzave. Mjere kompaktnosti previSe kaznjavaju ovakve izborne jedinice, stoga bismo
mogli uvesti dodatnu modifikaciju. Za svaku izbornu jedinicu koju promatramo odredimo
njezin najmanji konveksni opisani mnogokut. Na dijelovima izborne jedinice gdje su nje-
zine granice ujedno i granice same drZzave ili obala, zamijenimo granice izborne jedinice
stranicama konveksnog opisanog mnogokuta, te raCunamo koeficijente kompaktnosti za
tako novodobivene skupove. Primjer toga mozemo vidjeti na Slici(1.13

7
- - VI

~ VIL. ™ VII. ey J
N o N

Slika 1.13: Modifikacija granica izborne jedinice

U ovome poglavlju smo vidjeli nekoliko reprezentativnih mjera kompaktnosti te nji-
hove nedostatke i1 poteSkoce u primjeni. Niti jedna od navedenih mjera nije apsolutno
objektivan kriterij za odredivanje pristranog prekrajanja granica - dvije razli¢ite izborne
jedinice mogu imati razli¢itu rangiranost kompaktnosti ovisno o mjeri koju koristimo. Na-
vedene mjere su dobar vodi¢ za dobivanje uvida u problem, medutim niti jednu od njih
ne mozemo iskoristiti kako bismo to¢no odgovorili na pitanje je li doSlo do pristranog
prekrajanja granica.



Poglavlje 2

Konveksnost

2.1 Konveksnost

Gerrymandering je trenutno aktualna politicka tema koja je dovela do uplitanja matematike
u politiku. U Poglavlju |l pokazali smo razne kvantitativne na¢ine mjerenja kompaktnosti
podrucja u svrhu odlucivanja u kojoj mjeri odredena izborna jedinica zadovoljava odredene
standarde oblika podrucja, a u ovome poglavlju nastavit ¢emo pristupom razvoja mjera
na temelju konveksnosti oblika podru¢ja. Uvedimo matematicku definiciju konveksnog
skupa.

Definicija 2.1.1. Skup D C R? je konveksan ukoliko je AB € D,YA, B € D, tj. ako vrijedi
A+A-)BeD,VA,BeDidel0,1].

Za pocetak promatrajmo izbornu jedinicu koja ima oblik mnogokuta. Prisjetimo se
prvo definicije mnogokuta, te uvedimo definicije refleksivnog i nerefleksivnog kuta.

Definicija 2.1.2. Mnogokut (n-terokut) je dio ravnine ogranicen duzinama ¢iji su krajevi
n > 3 razlicitih tocaka ravnine, sa svojstvom da se nikoje dvije od tih duZina ne sijeku
(osim u svojim krajevima), te da je svaka od tih n tocaka kraj tocno dviju duZina.

Definicija 2.1.3. Za kut a kaZemo da je refleksivan ukoliko @ €< 180,360 >°. Za kut «
kaZemo da je nerefleksivan ukoliko a €< 0, 180 >°.

Oznacimo sa D podrucje izborne jedinice (mnogokuta), R broj refleksivnih kutova od
D, te sa N broj nerefleksivnih kuteva od D. Taylorov indeks uvla¢enja za izbornu jedinicu
D definiramo kao: N_R
(D)= ——. 2.1
(D)= o @.1)

15
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Kada je D konveksan skup, svi kutevi su nerefleksivni, tj. R = 0 pa imamo /(D) = 1.
Prema Tayloru, konveksan skup se smatra najmanje manipuliranim po ovoj mjeri. Pro-
blem ove mjere je vrlo ocit. Naime, ako promatramo konveksan n-terokut, njegov indeks
uvlacenja iznosi /(D) = 1. Medutim, ako bismo svaku od n stranica “pogurnuli” prema
unutras$njosti, dobili bismo znatno razli¢it indeks uvlacenja 1ako se sam oblik podrucja nije
znatno promijenio. Ako za primjer uzmemo pravokutnik, od pocetnog I(D) = 1, poguriva-
njem stranica prema unutraSnjosti dolazimo do /(D) = 0. Primjer toga moZemo vidjeti na

Slici 2.1k

Slika 2.1: Pogurnuti pravokutnik

2.2 Koeficijent konveksnosti

Konveksnost izborne jedinice mozZe se mjeriti na nacin da se odredi vjerojatnost da izborna
jedinica sadrzZi najkraci put izmedu dvije tocke unutar te izborne jedinice. Najkraci put
podrazumijeva put koji se nalazi unutar drZzave u kojoj se izborna jedinica nalazi, stoga to
ne mora biti ravna crta. Takoder, moZe postojati viSe od jednog najkradeg puta izmedu
dvije tocke, ovisno o obliku drzave. Uzimajuéi to u obzir, moZemo racunati vjerojatnost
da se barem jedan od najkracih puteva izmedu dvije toCke u izbornoj jedinice nalazi unutar
izborne jedinice. Razradu ove mjere zapocet cemo jednostavnijim pristupom.

Definicija 2.2.1. Neka je D podskup od R?, te neka su A, B nasumic¢no odabrane tocke iz D.
Koeficijent konveksnosti skupa D oznacavamo sa (D), te nam on predstavlja vjerojatnost
da se duZina AB u potpunosti nalazi unutar skupa D.

Koeficijentom konveksnosti iz Definicije|2.2.1{mjerimo do koje razine izborna jedinica
zadovoljava svojstvo konveksnosti.
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Primjera radi, promatrajmo izbornu jedinicu oblika kao na Slici

Slika 2.2: Izborna jedinica

Izborna jedinica bi mogla poprimiti oblik podrucja kao na Slici 2.2 u slucaju Zelje za
grupiranjem glasaca slicnih karakteristika, kao Sto su rasne ili politicke preferencije ili u
slucaju iskljucivanja odredene grupe glasaca iz izborne jedinice. Radi zahtjeva poveza-
nosti podrucja izborne jedinice, imamo usko podrucje koje spaja dva veca podrucja koja
obuhvacaju vecinu populacije izborne jedinice. Za podrucje oblika kao na Slici nije
teSko odrediti gornju granicu koeficijenta konveksnosti. Naime, ako izaberemo dvije tocke
na nacin da se jedna nalazi u gornjem dijelu podrucja, a druga u donjem, duzina koja ih
spaja Ce gotovo uvijek izaci izvan granica izborne jedinice. S obzirom da gotovo polovica
toCaka spada u takvu kategoriju, razumno je pretpostaviti da je koeficijent konveksnosti
< 0.5. Precizan izracun koeficijenta konveksnosti moze biti sloZen pa stoga uvodimo ne-
koliko pojmova koji ¢e nam omoguditi njegovo racunanje.

Definicija 2.2.2. Neka je D C R, te neka je P = (x,y) tocka iz D. Za tocku P’ € D
kaZemo da je vidljiva iz tocke P (respektivno prema D) ako se duZina PP’ u potpunosti
nalazi unutar D. Vidljivo podrudje tocke P, oznake Vp(P), je skup svih tocaka iz D koje su
vidljive iz tocke P. Povrsinu vidljivog podrucja tocke P oznacavamo sa Ap(P). U slucaju
kada je Vp(P) = D, kaZemo da je P univerzalna tocka. Skup svih univerzalnih tocaka iz D
nazivamo univerzalno podrucje skupa D te oznacavamo sa Up.

Slika prikazuje vidljiva podrucja za tocke P;,i = 1,2. To¢ka P; je univerzalna
totka. Za skup D C R? povrsine Ap, vjerojatnost da ¢e slu¢ajno odabrana to¢ka P’ € X biti
vidljiva iz to¢ke P € D je Ap(P)/Ap.
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Pye Vp(Py) Vi (P2) Py e

Slika 2.3: Vidljiva podrucja

Koeficijent konveksnosti y(D) je vjerojatnost da su nasumi¢no odabrane tocke iz D
medusobno vidljive, to jest:

(D) = f f A6y ey = L f Ap(x, y)dxdy. 2.2)
D AD AD D

U praksi je izracun egzaktne vrijednosti koeficijenta konveksnosti gotovo nemoguc s
obzirom da veéina izbornih jedinica ima kompleksne oblike podrucja koji bi se u svrhu
preciznosti morali aproksimirati mnogokutima s tisuCama stranica. 1z tog razloga, aprok-
simacije koeficijenta konveksnosti se ratunaju koriste¢i Monte Carlo simulacije. Monte
Carlo metode u praksi se koriste kada odredeni problem nije moguce (jednostavno) rijesiti
analiticki. Za koriStenje Monte Carlo metoda u svrhe odredivanja koeficijenta konveksnosti
bit ¢e nam potrebne Bernoullijeve slucajne varijable.

Definicija 2.2.3. Bernoullijeva slucajna varijabla X ~ B(p) s parametrom p € [0, 1] je
svaka slucajna varijabla koja poprima vrijednost 1 s vjerojatnoscu p, te vrijednost 0 s
vjerojatnoséu q = 1 — p.

Definicija 2.2.4. Binomna slucajna varijabla X ~ B(n, p) s parametriman € Ni p €
[0, 1] je svaka slucajna varijabla ¢ija se vjerojatnosna distribucija sastoji od n nezavisnih
i jednakodistribuiranih Bernoullijevih slucajnih varijabli s parametrom p, tj. vrijedi:

k
PrX<k=Y (’Z)piq"_i. (2.3)

i=0

Definicija 2.2.5. Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f. Ako vrijedi
Dxer [X1f(x) < o0, onda kaZemo da X ima matematicko ocekivanje koje definiramo kao:

E[X]:= ) xf(x). (2.4)

xeR
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Teorem 2.2.6. (Jaki zakon velikih brojeva ﬂ Neka je (X,),., niz nezavisnih jednako distri-
buiranih sluc¢ajnih varijabli takvih da je E[X] = u. Tada vrijedi

X +...+X, ﬁw. 2.5)
n

Neka je X Bernoullijeva slu€ajna varijabla. Matemati¢ko ocekivanje Bernoullijeve
slu¢ajne varijable X iznosi E[X] = p. Prema jakom zakonu velikih brojeva, ocekivanje
E[X] = p moZemo procijeniti aritmetickom sredinom »n nezavisnih i jednako distribuira-
nih Bernoullijevih slu€ajnih varijabli s parametrom p. Iz navedenog slijedi da je postu-
pak procjene koeficijenta konveksnosti pomo¢u Monte Carlo metoda sljedeci: nasumicno
odaberemo “veliki” n € N broj parova tocaka A;, B; € D,i = 1,...,n, te im pridruZimo
njihove duZine A;B;. Ukoliko duZina A;B; u potpunosti leZi u D, vrijedi X; = 1, te X; = 0
u suprotnom. Iz jakog zakona velikih brojeva slijedi da koeficijent konveksnosti dobi-
vamo odredivanjem %Z?:l Xi, tj. procjenom parametra p iz binomne razdiobe B(n, p).
Za racunanje koeficijenta konveksnosti pomoc¢u Monte Carlo metoda potrebno je koristiti

odredene matematicke softvere.

U Tablici nalaze se prosjecni koeficijenti konveksnosti za drzave SAD-a:

Alabama 0,699 |Kentucky 0,789 |North Dakota 0,999
Alaska 0,741 |Lousiana 0,754 |Ohio 0,683
Arizona 0,836 |Maine 0,674 |Oklahoma 0,776
Arkansas 0,813 |Maryland 0,367 |Oregon 0,787
California 0,646 |Massachusetts 0,599 |Pennsylvania 0,635
Colorado 0,771 |Michigan 0,778 |Rhode Island 0,631
Connecticut| 0,728 |Minnesota 0,868 |South Carolina 0,708
DC 0,951 | Mississippi 0,801 |South Dakota 0,997
Delaware 0,855 |Missouri 0,775 |Tennessee 0,705
Florida 0,598 |Montana 0,987 |Texas 0,700
Georgia 0,829 |Nebraska 0,894 |Utah 0,838
Hawaii 0,641 |Nevada 0,719 |Vermont 0,949
Idaho 0,811 |New Hampshire | 0,709 |Virginia 0,677
Ilinois 0,664 |New lersey 0,584 |Washington 0,746
Indiana 0,804 |New Mexico 0,831 |West Virginia 0,577
lowa 0,806 |New York 0,655 |Wisconsin 0,842
Kansas 0,872 |North Caroclina 0,585 |Wyoming 1,000

Slika 2.4: Prosjecan koeficijent konveksnosti izbornih jedinica po drzavama SAD-a

"Teorem 8.10 iz [§]]
2Rezultati koji se nalaze u tablici preuzeti su iz [6]
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Na Slici [2.5] se nalaze izborne jedinice drzava Wyoming i Colorado. Zanimljivo je
da obje drzave imaju gotov identi¢an oblik podrucja, medutim kao §to moZemo vidjeti iz
Tablice[2.4] prosjecan koeficijent konveksnosti po izbornim jedinicama za Wyoming iznosi
1.000, dok prosjecan koeficijent konveksnosti po izbornim jedinicama za Colorado iznosi
0.771. Naravno, to proizlazi odatle Sto se Wyoming sastoji od 1 izborne jedinice, dok
se Colorado sastoji od 7 izbornih jedinica (Colorado ima desetak puta viSe stanovnika od
Wyominga).

WYOMING COLORADO

Slika 2.5: Wyoming i Colorado

Prema koeficijentu konveksnosti, najbolji rezultat postize drzava Wyoming sa rezul-
tatom 1.000, a najgore drZzava Maryland sa rezultatom 0.367. U ovakvim ekstremnim
slu¢ajevima potrebno je uzeti u obzir sam oblik drZzavnih granica. Wyoming ima oblik
skoro savrSenog pravokutnika te se sastoji od jedne jedine izborne jedinice, dok Maryland
ima popriliéno nepravilan oblik, te je sam koeficijent konveksnosti drzave jednak 0.3133
Sto je manje nego prosjek izbornih jedinica od kojih se sastoji. Primjerice, Illinois ima
poprili¢no konveksan oblik (Slika [2.6) sa koeficijentom konveksnosti 0.968, medutim u
prosjeku su koeficijenti konveksnosti njegovih izbornih jedinica za 30% manji $to bi mo-
glo dati do znanja da je doslo do pristranog prekrajanja granica izbornih jedinica. E|

Slika 2.6: Illinois

3Rezultati su preuzeti iz [6]
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Osim samog oblika podrucja izborne jedinice, kako bismo dodatno modificirali koefi-
cijent konveksnosti [2.2] u obzir treba uzeti i granice drzave. Pogledamo li Sliku (VIL
hrvatska izborna jedinica) moZemo uociti da se najkraéi put ne nalazi u samoj izbornoj
jedinici, medutim najkraci put unutar drZzave se nalazi u njoj:

Slika 2.7: Najkraci put unutar drzave

Kod izbornih jedinica kao na Slici koeficijentom konveksnosti previSe pena-
liziramo ne uzimajuéi u obzir granicu drZave, stoga moramo modificirati na$ koeficijent
konveksnosti.

Definicija 2.2.7. Neka su D,S C R? takvi da je D C S. Za tocke P, P, € D kaZemo da
je toc¢ka P, kvazi-vidljiva iz tocke P, (respektivno prema S) ukoliko je tocka P, vidljiva iz
tocke Py ili ako duZina PP, sijece granice od D samo u tockama koje pripadaju grani-
cama od S . Granic¢no prilagoden koeficijent konveksnosti (D) je vjerojatnost da su dvije
nasumicne tocke iz D kvazi-vidljive.

Tocke na Slici su kvazi-vidljive. Nacin odredivanja grani¢no prilagodenog koefi-
cijenta konveksnosti je slican nacinu odredivanja koeficijenta konveksnosti (2.2). Neka
je S podrucje drzave, a D podrucje izborne jedinice. Neka nam X predstavlja Bernoul-
lijevu slu€ajnu varijablu s parametrom p. Odaberemo “veliki” n € N broj parova tocaka
A;,B; € D,i =1,...,n, te im pridruZimo njihove duZine A;B;. Ukoliko duZina A;B; u potpu-
nosti lezi u D ili A;B; sijeCe granice od D samo u to¢kama koje su ujedno i granice od S,
vrijedi X; = 1, a u suprotnom X; = 0. Daljnji postupak Monte Carlo metoda za odredivanje
grani¢no prilagodenog koeficijenta konveksnosti analogan je odredivanju koeficijenta ko-
nveksnosti

Za dodatno poboljSanje mjere konveksnosti u obzir moZemo uzeti i naseljenost po-
drucja, tj. populaciju. Ve¢ina mjera konveksnosti/kompaktnosti bavi se samo geometrijom
izborne jedinice, a ne nacina na koji je stanovniStvo unutar nje rasporedeno, no populacija
igra veliku ulogu u prekrajanju granica izbornih jedinica. Naime, pri samom definiranju
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granica izbornih jedinica Cesto zapo¢injemo uvjetom da izborne jedinice moraju imati po-
djednak broj stanovnika. Vrlo nepravilna granica izborne jedinice je irelevantna ukoliko
je najvedi dio stanovniStva izborne jedinice koncentriran u konveksnom podskupu inte-
rijera izborne jedinice. S druge strane, mala udubljenja mogu biti jak dokaz pristranog
krojenja granica ako se javljaju u gusto naseljenim podru¢jima. Postoji jednostavan nacin
za uzimanje populacije u obzir prilikom izracuna koeficijenta konveksnosti. Grupiramo
stanovnike u odredene blokove odredene brojem stanovnika, te primjenimo navedene al-
goritme za odredivanje koeficijenata konveksnosti na blokove umjesto na slucajne tocke
unutar izborne jedinice. Na taj nacin osiguravamo da se gusce naseljena podrucja u algo-
ritmu pojavljuju ¢eSce od rjede naseljenih podrucja.

U Tablicimoiemo vidjeti usporedbu mjera koeficijenta konveksnosti y(D), grani¢no
prilagodenog koeficijenta konveksnosti y (D), te populacijsko-grani¢no prilagoden koefici-
jent konveksnosti y,(D) za nekoliko izbornih jedinica SAD-a:

Izborna jedinica X X o

Connecticut 1 0,417 0,451 0,642
Connecticut 2 0,922 0,928 0,876
Connecticut 3 0,744 0,807 0,913
Connecticut 4 0,829 0,903 0,984
Connecticut 5 0,718 0,719 0,509
Maryland 1 0,136 0,974 0,908
Maryland 2 0,073 0,497 0,397
Maryland 3 0,156 0,371 0,325
Maryland 4 0,320 0,338 0,389
Maryland 5 0,313 0,869 0,542
Maryland 6 0,470 0,959 0,924
Maryland 7 0,745 0,760 0,769
Maryland 8 0,742 0,810 0,678

New Hampshire 1 0,750 0,784 0,809
New Hampshire 2 0,671 0,733 0,572
Prosjek 0,534 0,727 0,682

Slika 2.8: Koeficijenti konveksnosti nekoliko izbornih jedinica SAD-a

Iz Tablice moZemo uociti da se uzimanjem u obzir granica drzave koeficijenti ko-
nveksnosti mogu znatno promijeniti. Ukoliko je ¥,(D) > y(D) mozemo zakljuciti da je
gusée naseljeni dio izborne jedinice smjeSten u konveksnijem podrucju nego Sto je samo
podrucje izborne jedinice $to smanjuje sumnju u pristrano prekrajanje granica. Ukoliko
je Xp(D) < ¥(D) mogli bi zakljuciti da je doSlo do pristranog prekrajanja granica izborne
jedinice.

4Rezultati su preuzeti iz [6]]
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S obzirom da ne postoji apsolutno objektivna mjera pomocu koje bismo utvrdili pris-
trano prekrajanje izbornih jedinica, intuicija nam moze biti dobar vodi€ prilikom odabira
mjera za kvantificiranje pristranog prekrajanja granica. Naime, u nepristrano krojenoj iz-
bornoj jedinici bi nasumicno postavljen Seta¢ (unutar podrucja izborne jedinice) trebao
hodajuc¢i ravnom linijjom doputovati iz tocke A € D u tocku B € D ne napustajuci pritom
podrucdje izborne jedinice D. Koeficijenti konveksnosti koje smo do sada uveli nam kvan-
tificiraju vjerojatnost takvih dogadaja. Sada ¢emo uvesti novu mjeru konveksnosti koja
se bazira na "hvatanju” izobli¢enosti granica izbornih jedinica. Vodeni intuicijom takoder
bismo za nepristrano krojene izborne jedinice ocekivali da bi nasumi¢no postavljen Setac
(unutar podrucja izborne jedinice), hodajuci ravnom linijom, to¢no jednom presao preko
granica izborne jedinice. Preciznije, za pocetnu tocku p € D, osoba koja hoda u smjeru
0 € [0, 2) sijeCe granice izborne jedinice k puta. PoSto su izborne jedinice omedene, osoba
mora izaci izvan podrucja izborne jedinice, stoga slijedi k > 1. k : D X [0,21) — Z, je
slucajna varijabla koja predstavlja broj presjeka granica izborne jedinice slu¢ajno postav-
ljenog Setaca, a Cija vjerojatnosna distribucija se sastoji od zajednickih vjerojatnosnih dis-
tribucija nezavisnih slu€ajnih varijabli p € D16 € [0, 2r) Cije su vjerojatnosne distribucije
uniformne, stoga vrijedi Pr(p, ) = Pr(p)Pr(0) = 27+A. Ovaj koncept mozemo formalizirati,
te uvesti novu mjeru pristranog prekrajanja izbornih jedinica koju ¢emo nazivati ocekivani
broj granicnih presjeka.

Definicija 2.2.8. Neka je D C R? i neka je (p,0) € D x [0,2n) par nasumic¢no odabra-
nih slucajnih varijabli sa zajednickom funkcijom gustoce Pr(p,60). Tada je broj granicnih
presjeka slucajna varijabla k : D X [0,2rn) — 7Z,. Ocekivani broj granic¢nih presjeka je
ocekivanje slucajne varijable k(p, 0):

v(D) = f f k(p,@)Pr(p,0)dpde. (2.6)
peD Joe[0,27)

Iz monotonosti matematickog ocekivanja slijedi k > 1 = y(D) > 1,VYD C R2
Ocekivani broj grani¢nih presjeka intepretiramo na nacin da je to ocekivanje koliko puta ce
osoba smjeStena u tocku p € D, hodajuci ravnom linijom u pravcu 6 € [0, 27), prijeéi gra-
nicu izborne jedinice. Prepostavljamo da konveksni mnogokuti predstavljaju nepristrano
krojene izborne jedinice te da su odstupanja od konveksnosti indikatori pristranog prekra-
janja. Pokazati ¢emo da za konveksne mnogokute vrijedi y(D) = 1, §to je donja granica za

ocekivani broj grani¢nih presjeka.

Lema 2.2.9. Neka je D C R*> mnogokut. Ukoliko D nije konveksan, tada je y(D) > 1.
Dokaz. Kako D nije konveksan, postoje vrhovi A, B, C € D takvi da je kut ZABC > 180°.
Neka je Typ srediSte duZine AB, te neka je Tpc srediSte duzine BC. Za to¢ku p € D

definiramo r - okolinu unutar D, tj. {{g € R2|Ip —q|l < r} N D} = Q,(p). Neka je L’ si-
metrala kuta ZABC, te neka je L pravac okomit na L’ koji prolazi tockom B. Definiramo
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rap = mingr|l — Typ|, te na analogan nacin definiramo rp¢ 1 odaberemo r < min{rag, rpc}.
Bez smanjenja opéenitosti, odaberemo tocku 7 € Q,(T4p) takvu da T ¢ AB, te oznatimo
sa Fy, F; tocke koje se nalaze na presjeku duzine BC i skupa Q,(Tgc). OCito, svaka zraka
iz tocke T koja se nalazi unutar trokuta AF,TF, sije¢e duZine AB, BC, dakle sije¢e mno-
gokut D u dvije njegove stranice. Skicu dokaza mozemo vidjeti na Slici[2.9

L

F;

Tap__ s
Pen—

P

EA

Slika 2.9: Skica

Ukoliko iz neke toc¢ke P € int(AE,TE,) povucemo zrake paralelne sa kracima kuta /FTF,
dobivamo trokut slican trokutu AFTF,, te sve zrake unutar kuta /F\TF, sijeku duZine
AB i BC. Time smo dobili podskup S = AE,TE, od D pozitivne mjere na kojemu vrijedi
k(p,0) > 1,V60 € [0, ¢], pri Cemu je ¢ € (0, LF,TF,). Slijedi:

(D) =f f K(p, 0)Pr(p, O)dpdo
peD Joe0,2r)

= f f k(p,0)Pr(p, 0)dpdb + f k(p,0)Pr(p,0)dpdb (2.7)
peS JOe[0,0] peD\S JOe[p,2r)

> f f Pr(p,6)dpdb + f Pr(p,0)dpdo = 1.
peS JOe[0,0] peD\S JOe[p,2r)

O

Teorem 2.2.10. Neka je D C R? mnogokut. Tada je y(D) = 1 ako i samo ako je D
konveksan.
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Dokaz. Ako je D konveksan, tada Ce svaka zraka koja pocinje iz p € D sjeci granice od D
tocno jednom pri izlazu iz D. U suprotnom, ako takva zraka sijeCe granice od D viSe od
jednom, tada bi pri drugom presjeku zraka ponovno usla u mnogokut D, §to bi znacilo da
postoji tocka ¢ € D takva duZina PQ ne leZi potpuno u D, §to je u kontradikciji s definici-
jom konveksnog skupa. Negacijom Leme dobivamo tvrdnju suprotnog smjera. O

Za izracun y(D) koristi se jaki zakon velikih brojeva 1 Monte Carlo metode. Jaki zakon
velikih brojeva nam govori da aritmeticka sredina uzorka tezi u ocekivanje slucajne varija-
ble kada n — oco. Za funkciju gustoce slucajne varijable k(p, 8) koristimo Pr(p, ) = 27+A,
na temelju pretpostavke da su slucajne varijable p i 6 nezavisne, te da su im vjerojat-
nosne distribucije uniformne. Neka je k; = (p;,6;) € D X [0,2n),i = 1,...n niz nezavis-
nih jednako distribuiranih slucajnih varijabli. Prema jakom zakonu velikih brojeva vrijedi
% Y ki = y(D) kada n — oo, stoga y(D) moZemo procijeniti uzorackom aritmetickom
sredinom slucajnih varijabli k;, gdje je k; zapravo:

k(pin ) = ) I(e) (2.8)

ecE(D)

pri ¢emu je [;(e) indikatorska varijabla koja nam govori sijece li zraka iz to¢ke p; smjera 6,
stranicu e mnogokuta D. Na Slici se nalazi nekoliko primjera izraCuna ocekivanog
broja grani¢nih presjeka:

Rezultati su preuzeti iz [10]
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WYOMING 1,00

ILLINOIS 4 2,87

MARYLAND 3 ) ! 8,80

«#

Slika 2.10: Ocekivani broj grani¢nih presjeka



Poglavlje 3

Neke posebne metode i mjere

3.1 Primjena ham-sandwich teorema

Prilikom svakog definiranja granica izbornih jedinica postoji nekoliko uobicajenih pret-
postavki kojih se moramo pridrzavati. Pogledajmo koliko moZemo izmanipulirati odredene
granice izborne jedinice ukoliko se pridrzavamo sljedecih pretpostavki: imamo drzavu koja
se dijeli u n € N izbornih jedinica, te pretpostavljamo da se u svakoj izbornoj jedinici na-
lazi podjednak broj glasaca. Takoder, ukoliko to granice same drzave dopustaju, podrucja
izbornih jedinica moraju biti konveksna.

Pretpostavimo da imamo izbore koji se sastoje od dvije politicke stranke: crveni i plavi.
Ono S§to se pristranim krojenjem izbornih jedinica moze posti¢i prilikom pridrZzavanja na-
vedenih uvjeta jest da za stranku koja na razini drZzave ima vecinski dio glasaca, moZemo
osigurati pobjedu u svakoj izbornoj jedinici. Nacin na koji to moZemo osigurati proiz-
lazi iz diskretne geometrije, te je zapravo poopéenje ham-sandwich teorema u R2. Prije
uvodenja ham-sandwich teorema u R?, povoljno je navesti Borsuk-Ulamov teorem. Neka
nam S" predstavlja n-dimenzionalnu jedini¢nu sferu u euklidskom prostoru R"*!, tj. neka
je S" skup svih vektora x norme 1 u euklidskom prostoru R"*!.

Teorem 3.1.1. (Borsuk-Ulamov teorem). Za n € N neka je f : S" — R" neprekidna
funkcija. Tada postoji x € S" takav da f(x) = f(—x).

Dokaz ¢emo provesti samo za sluc¢aj n = 1 s obzirom da nam je taj potreban.

Dokaz. Nekajen = 1inekaje f : S' — R neprekidno preslikavanje. KruZnicu S'
mozemo zapisati u parametriziranom obliku p(6) = (cos 0, sin 6),0 € [0,2r). Ako je
f() = f(m), onda ve¢ imamo jednaku vrijednost preslikavanja u dvjema dijametralno
suprotnim tockama pa uzmimo, bez smanjenja opcenitosti, da je f(0) > f(r). Uvedimo
funkciju h(0) = f(0 + ), 0 € [0, 2x), pri ¢emu uzimamo [0 + r](mod2r) ukoliko je 6 > .

27
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Vrijedi:
h0) = f(m) - f(0) <0,
h(n) = f(0) = f(7) > 0.
Funkcija h je neprekidna na [0,n] a u krajnjim toCkama segmenta poprima vrijednosti

suprotnih predznaka pa postoji tocka 6, € (0, ) takva da je h(6y) = 0. Stoga je f(6p + 7) —
f(6y) = 0, dakle f(6y + m) = f(6y). Za tocku xy = (cos Oy, sin 6,) vrijedi

(3.1)

Xg = (cos 6y, sin 0y) = (cos (6y + ), sin (6y + 1)) = (—cos Oy, —sin Gy) = —xy, (3.2)

paje f(x) = f(=x).

O

Teorem 3.1.2. (Ham-sandwich teorem). Neka je zadano n € N omedenih izmjerivih
skupova S1,...,S, C R" n-dimenzionalnog euklidskog prostora. Tada postoji (n — 1)-
dimenzionalna hiperravnina koja dijeli svaki skup S ; u dva podskupa jednakih mjera.

Slika 3.1: Skica teorema u R>

Dokaz ¢emo pokazati za slu¢aj Euklidskog prostora R? gdje za mjeru uzimamo povrsinu
skupa.

Dokaz. NekasuS,S, c R? omedeni skupovi pozitivne povrsine, te neka su A(S1) 1 A(S»)
njihove povrsine respektivno. Svaki smjer u ravnini R? ima odgovarajuci vektor smjera,
koji se moze predstavljati pomocu toCaka, tj. radijvektora jedini¢ne kruznice K = {(x,y) €
R? : x* + y* = 1}. Za svaki smjer v = (cos 6, sin 0) € K, 0 € [0, 2rx), postoji pravac p(v)
nagiba rg 6 takav da dijeli skup S, u dva skupa jednakih povrSina. Nadalje, pravac p(v)
dijeli R? u dvije poluravnine, koje proizvoljno oznatavamo kao pozitivna strana w*(v) i
negativna strana w™(v). Definiramo funkciju f : K — R kao

f) = AS, nw (V). (3.3)

To jest, f(v) odgovara povrSini onog dijela skupa S, koji se nalazi na pozitivnoj strani
od p(v). Buduc¢i da je f neprekidna funkcija, moZzemo primjeniti 1-dimenzionalnu verziju
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Teorema[3.1.1] Tada postoji v’ € K takav da f(v') = f(—V'). Primjetimo da vrijedi f(—V') =
A(S> Nw(v')), s obzirom da je w*(—V') = w‘(v’ﬂ Tada vrijedi A(S, N w* (V")) = A(S, N
w~(v")). To znac¢i da moZemo podijeliti skup S, na dva podskupa jednakih povrSina, ali
ujedno smo p konstruirali na nacin da p(v’) dijeli S| na dva jednaka podskupa Vv' € K. 1z
navedenoga slijedi da p(v’) istovremeno dijeli skupove S 1 S, na dva podskupa jednakih
povrsina. O

Postoji varijanta ham-sandwich teorema koja nam pomaze da izborne jedinice unu-
tar jedne drZzave odaberemo na nacin da sadrZe podjednak broj ljudi. Dokaz navedenog
teorema necemo prikazati u radu, a moze se naci u [2].

Teorem 3.1.3. (Varijanta ham-sandwich teorema). Neka su zadani D C R?, brojevi g, h,n €
N, te neka nam gn predstavlja broj crvenih to¢aka u R?, a hn broj plavih toc¢aka u R? tako
da nikoje tri istobojne tocke nisu kolinearne. Tada skup D moZemo podijeliti u n konveks-
nih podskupova na nacin da svaki od poskupova sadrZi tocno g crvenih toc¢aka i h plavih
tocaka.

Pogledajmo kako mozemo iskoristiti Teorem [3.1.3| u svrhu konstruiranja konveksnih
izbornih jedinica s jednakim brojem glasaca. S obzirom da teorem vrijedi ukoliko imamo
paran broj tocaka, te da vec¢ina drZava u svojim izbornim jedinicama ima velik broj glasaca,
oduzimanjem/nadodavanjem jednog glasaca neCemo promijeniti rezultate izbora stoga to
zanemarujemo. Nadalje, Teorem mozemo Koristiti samo ukoliko je broj izbornih
jedinica potencija broja 2. Za pocetak promatrajmo drzavu ¢ije podrucje predstavljamo
skupom D. Primjenom Teorema [3.1.3|moZemo D podijeliti na dva podskupa K|, K, takva
da oba sadrze jednak broj crvenih i plavih tocaka. Sada analogni postupak provodimo na
podskupovima K; i K, sve do Zeljenog broja izbornih jedinica unutar drzave. Nakon k
koraka imamo 2* izbornih jedinica ¢ija su podru¢ja konveksna (ukoliko to granice drzave
dopustaju), te imaju jednak broj plavih i crvenih glasaca, Sto znaci da politicka stranka koja
na razini drzave ima veci broj glasaca sada ima veci broj glasaca u svakoj izbornoj jedinici
te time ostvaruje osvajanje izbora u 100% izbornih jedinica.

Zelimo li na ovaj na¢in podijeliti drzavu u proizvoljan broj izbornih jedinica moramo
koristiti dijadske racionalne brojeve. To su brojevi oblika 3, a,b € Z koji su gusti u R.
Zaista, za x € R moZemo izabrati dijadski broj '22—x| proizvoljno blizak x uzimajuci dovoljno
velik i, pa stoga ako Zelimo dobiti n izbornih jedinica radimo sljedece:

1) izaberemo i € N te koriste¢i gornju proceduru konstruiramo 2 izbornih jedinica iz-

jednacavajuéi plavu i crvenu populaciju

'Promjenom orijentacije pravca p mijenja se “’pozitivnost/negativnost” poluravnina.
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Slika 3.2: Dijeljenje drzave u izborne jedinice s jednakim brojem glasaca

2) definiramo n novih izbornih jedinica grupirajuéi dobivenih 2’ izbornih jedinica u sku-

pove veli¢ina [ = | ili [£1].

Kako se n izbornih jedinica dobivenih primjenom koraka 2) razlikuju medusobno najvise
1

za veli¢inu 5; ukupne populacije, devijacije izmedu n izbornih jedinica mogu biti pro-

izvoljno male uzimajuci i dovoljno velikim.

3.2 Jaz ulinkovitosti (efficiency gap)

Pretpostavimo da imamo dvije politicke stranke A 1 B, te da se drZava dijeli u n izbornih
jedinica ¢iji ¢emo skup oznaciti sa D = {d,, ...,d,}. Pobjeda u odredenoj izbornoj jedinici
ostvaruje se veéinskim brojem glasova. Nadalje, vrijedi D = D* U D?, gdje je D pod-
skup izbornih jedinica osvojenih od strane politicke stranke P € {A, B}. Neka je ST = 1
ako je politi¢ka stranka P pobjedila u izbornoj jedinici d;, te ST = 0 u suprotnom. Slijedi
S* = |D"| je broj izbornih jedinica osvojenih u drzavi od stranke P. Neka je T broj glasata
za stranku P u izbornoj jedinici d;. T; nam predstavlja broj glasaca u izbornoj jedinici d,
a T nam predstavlja ukupni broj glasa¢a za politicku stranku P. Takoder, oznafimo sa
oF = T?P ukupan postotak glasova za stranku P, te sa P* = uzl_”| ukupan postotak osvojenih
izbornih jedinica stranke P.

Primjer 3: Imamo drzavu sa 50 glasaca, od Cega je 30 glasaca za stranku A (crveno),
a 20 glasaca za stranku B (plavo). Pretpostavimo da se drzava dijeli u 5 izbornih jedinica.
Na Slici su navedena tri primjera plana krojenja izbornih jedinica:

U planu 1 imamo slucaj gdje stranka A odnosi pobjedu u 60% izbornih jedinica, u
planu 2 stranka A odnosi pobjedu u 100% izbornih jedinica, dok planu 3 stranka A odnosi
pobjedu u svega 40% izbornih jedinica. Uvedimo sada neke dodatne pretpostavke koje ce
nam pomoc¢i pri sagledanju simetri¢nosti navedenih planova.
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el

-
-
Plan1 Plan 2 Plan 3

Slika 3.3: Planovi prekrajanja

Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da nema izjednacenih izbornih jedinica, tj. T4 #
T5, te da se u svakoj izbornoj jedinici nalazi jednak broj glasaca, tj. T; = %, Vd;. Ove
pretpostavke nam omogucuju sljedeéi rezultat.

Lema 3.2.1. (®F, ") se nalazi unutar paralelograma B na Slici

Y
e

Slika 3.4: (O, ¥F) € B

Dokaz. Kako bi stranka A osvojila k izbornih jedinica, tj. P4 = % potrebno je da u k
izbornih jedinica ima vide od 50% glasova, tj. ®* > I - £ Slijedi, ®* > 1 - ¥4 Sto je
lijevi rub paralelograma . Uvodeci analogne restrikcije za stranku B dobivamo desni rub
paralelograma g. O
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Pogledajmo ponovno Primjer MoZemo uoditi da se ishodi izbora (¥¥, ®") moraju
nalaziti na jednoj od 6 horizontalnih plavih linija prikazanih na Slici [3.5] dok su stvarni
rezultati iz primjera (za stranku A) prikazani crvenim tockama:

/
/ Plan 1 /
0.5 / Plaz . /
[/
/

0.5 1

Y
e

Slika 3.5: (@4, ¥4)

Rezultate izbora u drzavi odreduje uredeni par (®*, P4) € 8, medutim ishode glasova-
nja po izbornim jedinicama moZemo zapisati kao D = {(T#,TP), ..., (T2, T?)}. 1z ovakvog
zapisa moZemo odrediti vrijednost (®*, ¥4) koja bi nastala kao rezultat uniformnog po-
maka u distribuciji glasova za ili protiv stranke A. Pretpostavimo da je za neki t € Z doslo
do pomaka u distribuciji glasova u svakoj izbornoj jedinici u korist stranke A. Definiramo
(@}, ¥4 € Bnoviishod izbora, tj. D, = (T} +t, TE —1), ..., (T2+1, TP 1)}, gdje TF =1 < 0
interpretiramo kao 77 = 0, dok T? > T; interpretiramo kao 77 = T;. Postoje sofisticiranije
metode za formiranje uniformnog pomaka u distribuciji glasova, medutim ovakav obi¢an
aditivni model je dovoljan za demonstraciju ideje simetri¢nosti.

Skup {(d)?, W)\t € Z} ilustriramo tzv. mandat-glas krivuljom. Za svaku mogucu vrijed-
nost ®* € [0, 1], krivulja prikazuje proporciju osvojenih izbornih jedinica koju bi stranka
A osvojila kada bi doSlo do uniformnog pomaka u distribuciji glasova.

Slika [3.6] prikazuje mandat-glas krivulju za planove prekrajanja iz Primjera 3.2l Za
potrebe ilustracije mandat-glas krivulje, promatrajmo proporcije glasova iz Primjera [3.2]u
tisucama umjesto u jedinicama. “Fer” planovi su oni gdje je mandat-glas krivulja sime-
tricna oko tocke (0.5, 0.5) koja nam govori da bi stranka sa 50% glasova trebala osvojiti
50% izbornih jedinica.

Za Plan 1 iz Primjera [3.2] vrijedi D = {(9, 1), (4,6),(7,3),(7,3),(3,7)}. Napravimo li uni-
formnu distribuciju za r = 1 dobivamo D; = {(10,0),(5,5),(8,2),(8,2),(4,6)} iz Cega



POGLAVLIJE 3. NEKE POSEBNE METODE 1 MJERE 33

mozemo vidjeti da ovakvim pomakom stranka A osvaja dodatnu izbornu jedinicu koja
povecava ®* za 20%. Sa pocetnih (¥4 = 60%, ®* = 60%) sada imamo (W4 = 70%, @ =
80%). Uzmemo li r = 2 dobivamo D, = {(10,0),(6,4),(9,1),(9,1),(5,5)}, te (¥5 =
78%,®) = 100%). Ovaj postupak ponavljamo za sve ¢ € Z dok ne dobijemo vrijednosti
(P4, @*), VP4 € [0, 1]. Analogan postupak ponavljamo za Plan 2 i Plan 3 iz Primjera
te dobivamo sljedece krivulje:

w
| Plan1 Plan 2 M Plan 3

1 1 1

-

Slika 3.6: Mandat-glas krivulja

Na Slici 3.6 crvena tocka predstavlja centar simetrije (0.5, 0.5), dok zelena tocka pred-
stavlja ishod planova (P4, ®*) iz Primjera Prema mandat-glas krivulji, plan krojenja
izbornih jedinica je pravedan ukoliko je krivulja simetri¢na oko (0.5, 0.5) jer nam to govori
da ukoliko stranke zamijene pozicije (u smislu broja glasova), ostvarile bi jednak rezultat
(u smislu osvojenih izbornih jedinica) kao i1 njihova opozicija. Takoder, moZemo uociti da
Plan 1 ide u korist stranke A (crvena stranka), Plan 2 je nepristran, dok Plan 3 ide u korist
stranke B (plava stranka).

Kao Sto smo ve¢ naveli, glavne metode za prekrajanje izbornih jedinica su grupiranje i
razbijanje. Provedenje tih metoda uzorkuje tzv. bacene glasove. Cilj svake stranke je osi-
gurati da protivnic¢ka stranka ima Sto viSe baCenih glasova.

Baceni glasovi, u kontekstu jaza u€unkovitosti kao mjere, su glasovi koji su ili na strani
gubitniCke stranke ili oni glasovi koji prelaze granicu od 50% potrebnih za pobjedu unutar
izborne jedinice. Broj bacenih glasova stranke A u izbornoj jedinici d; ozna¢avamo sa:

wa =i~ _pa_ga L
1 L l 2'

T4 - L ako d; e D* (visak glasova), (3.4)
T4, ako d; € D? (gubitnicki glasovi) '

MoZemo uociti da je ukupan broj bacenih glasova u jednoj izbornoj jedinici d; jednak

W; = WA + W5, te da on uvijek iznosi %
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Postavlja se pitanja kako su baceni glasovi distribuirani. Ako veéina bacenih glasova
pripada pobjednickoj stranci, izborna jedinica je grupirana, ako veéina bacenih glasova
pripada gubitnickoj stranci, izborna jedinica je kompetitivna. Ako je nekoliko susjednih
izbornih jedinica gdje je vecina bacenih glasova na strani gubitnic¢ke stranke, onda je to
plan razbijanja.

Sada moZemo uvesti pojam jaz ucinkovitosti EG (efficiency gap) vezan za plan pre-
krajanja D:

n WA_WB WA—WB
EG:EJ‘ P . (3.5)

i=1 r r

Dakle, jaz uCinkovitosti je mjera koja govori o udjelu bacenih glasova stranke A u odnosu
na stranku B. Pozitivan i velik EG daje naslutiti da podjela izbornih jedinica nije pravedna
prema stranci A. S druge strane, EG ~ 0 nam govori da je podjela izbornih jedinica
pravilna u smislu da obje stranke imaju podjednak broj bacenih glasova. Takoder, vrijedi
-05<EG<05.

Pogledamo li planove krojenja izbornih jedinica iz Primjera[3.2] dobivamo sljedece re-
zultate: Plan 1 - EG = 0.1, Plan 2 - EG = —-0.3, te za Plan 3 - EG = 0.3. Neki
autori smatraju da |[EG| > 0.08 odgovara jakoj granici za neprihvaéanje plana podjele iz-
bornih jedinica upucujuéi na sumnju da je pristrano krojen, iz ¢ega mozemo zakljuciti da
su prema jazu ucinkovitosti sva tri plana iz Primjera [3.2] pristrano skrojena s obzirom da
im je |[EG| > 0.08.

Nakon $to smo uveli ovu notaciju, dodatno moZemo uvesti dva nova pojma:

TA - T8

T
A B
S (3.7)
n

gdje nam 7 predstavlja udio glasova naklonjenih stranci A, dok o predstavlja udio osvojenih

izbornih jedinica naklonjenih stranci A.

Intuitivno bismo mogli zakljuciti da bi pravedna podjela izbornih jedinica doprinosila tome

da vrijedi 7 = 0.

Pogledajmo $to nam EG govori. Pretpostavimo da u svakoj izbornoj jedinici d; imamo

jednak broj glasaca T; = T'/n, Vd;. U tom slucaju, dobivamo

T =

(3.6)

- T
WA= WA=T1A-84. —, 3.8
Zl : o (3.8)
iz Cega slijedi
TA-TB 1 SA_g8 1
EG = - = =T—=:0. (3.9)

T 2 n 2
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Dakle, EG je udio glasova naklonjenih stranci A umanjeno za polovinu udjela osvojenih
izbornih jedinica naklonjenih stranci A.

Ilustrirajmo slu¢aj EG = 0 na naSem paralelogramu gB. Dakle, ako Zelimo izbornu
jedinicu koja ima podjednak broj bacenih glasova obiju stranaka, (®”, ¥*) se mora nalaziti
na praveu EG = 0:

= O

Slika 3.7: EG =0

U svojoj pojednostavljenoj formi EG = 7 — % -0~ mozemo vidjeti koji su nedostatci ove
mjere:

KaZnjava proporcionalnost: pretpostavimo da vrijedi ®* = 60%, te ¥4 = 60%. Iz
navedenog slijedi da je EG = 0.2 — 0.1 = 0.1 > 0.08, $to upucuje na to da plan krojenja
izbornih jedinica pogoduje stranci B. To je zbog toga Sto EG = 0 & 7 = 20. Ovdje dolazi
do konflikta sa intuitivnom idejom proporcionalnosti osvojenih izbornih jedinica s brojem
glasaca, gdje prema EG slijedi da udio osvojenih izbornih jedinica naklonjenih stranci A
mora biti dvostruko veci od udjela osvojenih glasova naklonjenih stranci A.

Tri naspram jedan: iz ideje EG = 0 slijedi da je izborna jedinica pravedno krojena ako
je omjer bacenih glasova jedne stranke jednak tom omjeru druge strane, Sto zapravo znaci
da je pravedna izborna jedinica ona gdje je 75% glasaca za pobjednicku stranku te 25%
glasaca za gubitnicku stranku. Dakle, jedine izborne jedinice koje prema EG smatramo
savrSeno pravednim su ovakve nekompetitivne izborne jedinice.

Granicna vrijednost: unato¢ Cinjenici da je EG u ravnoteZi kada vodeca stranka ima
75% glasova, ukoliko vodeca stranka ima broj glasova ve¢i od 79%, EG mjera ne vrijedi.
Ako primjerice stranka A ima 79% glasova, slijedi 7 = 0.79 — 0.21 = 0.58. Kako bi vrije-
dilo EG = 7 — % -0 < 0.08, slijedi o > 1 §to je nemoguce.

Za razliku od uvedenih mjera kompaktnosti i konveksnosti, EG ovisi o rezultatima
izbora. Pretpostavimo li situaciju u kojoj su sve izborne jedinice kompetitivne, problem
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moZe nastati ako jedna stranka pobijedi u vecini izbornih jedinica. Naime, prema EG u
tom slucaju slijedi da plan krojenja izbornih jedinica sluZi u korist pobjednicke stranke.

Da li EG = 0 sprjeCava osobe koje prave plan krojenja izbornih jedinica da iskoriste
grupiranje i razbijanje? Odgovor je potvrdan ukoliko definiramo grupiranu izbornu jedi-
nicu kao izbornu jedinicu u kojoj je stranka ostvarila pobjedu sa vise od 75% glasova,
te razbijenu izbornu jedinicu kao izbornu jedinicu u kojoj je gubitni¢ka stranka osvojila
25 — 50% glasova. Ove granice su odredene iz EG = 0 & (75%,25%) = (®*, ®5), jer je
prilikom takvog omjera jednak broj bacenih glasova obiju stranaka.

Izborna jedinica u kojoj je pobjednicka stranka ostvarila pobjedu sa vise od 75% gla-
sova moze se smatrati manipuliranom metodom grupiranja od strane protivnicke stranke,
dok izborna jedinica u kojoj je pobjeda ostvarena sa manje od 75% glasova se smatra ma-
nipuliranom od same pobjednicke stranke, u smislu da je protivnicka stranka razbijena.
Ova se rasprava moze mjeriti u smislu kompetitivnosti. Definirajmo

T4 - T5
C;=—1—1, (3.10)
T;
C’ = AVG{C/|d; € D"}, (3.11)
C = AVG{C{|l < d; < n). (3.12)

C; € [0, 1] oznaCava kompetitivnost izborne jedinice d;, definiranu kao proporciju gla-
sova kojom je ostvarena pobjeda u toj izbornoj jedinici, C” oznatava prosje¢nu kompeti-
tivnost izbornih jedinica u kojima je pobjedila stranka P, a C oznaCava prosjecnu kompe-
titivnost svih izbornih jedinica u drZavi. Primjetimo da C; = 0.5 ne pridonosi promjeni
EG. Jaz ucinkovitosti kaznjava pobjednicku stranku kompetitivnog okruga (0 < C; < 0.5)
za razbijanje gubitnicke stranke, te kaznjava gubitnicku stranku nekompetitivnog okruga
(0.5 < C; < 1) za grupiranje pobjednicke stranke. Rezultati izbora svake izborne jedinice
aditivno doprinose EG za iznos +(C; — %) /n Sto se lako vidi izi PokaZimo sada jo§
jedno svojstvo jaza ucinkovitosti koje proizlazi iz opazenog.

Lema 3.2.2. Vrijedi sljedeca jednakost:
A o L B B _ L
EG=Y"-(C —5)—‘1’ -(C —E). (3.13)

Dokaz. Jaz u€inkovitosti je prosjecni baceni udio po izbornoj jedinici:

EG = (3.14)

WA—WB_IZr’lWiA—WiB
T a4 T

1
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Baceni udio u jednoj izbornoj jedinici linearno je povezan sa svojom kompetitivnosti:

wA - wh Ci—l, kdl‘EDA,
MIRRIEES (3.15)
T; —C; + 35 ako d; € DE.
Slijedi
1 1 1
EG = —[Z(Ci_i)_Z(Ci_E)] = (3.16)
n ieDA ieDB
1 1
=¥ . AVG{C; - 5|i e D"} - W2 . AVG(C; - 5|i e DB}, (3.17)
iz Cega slijedi tvrdnja. O

Neki autori kritiziraju ovako definiran EG zbog nacina na koji broji bacene glasove.
Baceni glas bi trebao biti svaki glas koji je viSak u potrebi ostvarivanja pobjede u izborima.
Primjerice, ukoliko stranka A osvoji izbornu jedinicu sa 60% glasova, prema dosadaSnjoj
EG formulaciji, 10% glasova te stranke je viSka. Medutim, ne bi li trebalo biti 20% viska
glasova iz razloga S$to je za pobjedu potrebno samo 1 glas viSe od protivnicke stranke
koja ima 40% glasova? Ako uzmemo u obzir ovakvu formulaciju, gdje za viSak glasova
uzimamo sve glasove iznad glasova gubitnicke stranke, moramo urediti EG formulu:

WP = TF, i ako d; ¢ DP (ggbitniéki glasovi), (3.18)
A-(Tf =), akod; € D" (visak glasova),
WA - W
EG, = ( )T ( ),/16{1,2}. (3.19)
U[3.5] vrijedi slucaj A = 1.
Lema 3.2.3. EG, = (1 + 1) - (®* - 0.5) — (¥4 - 0.5).
Dokaz. 1z definicije EG, slijedi
T
Wi =T =S7[A- -+ (1 -2 T]], (3.20)
n
iz Cega slijedi da ukupan broj bacenih glasova stranke P iznosi
- T
P _ P _TP_y.¢eP _ P
WA—ZW,-(A)—T R 1)ZT,.. (3.21)
i=1 ieDP
Dobivamo
EG, = 2(®" - 0.5) — A(¥* - 0.5) — (1 - )[H(B, B) - H(A, A)], (3.22)

gdje je HIX,Y) = % Yiepr T udio glasata sa sljedeé¢im svojstvima: glasali su za stranku
X, a Zive u izbornoj jedinici osvojenoj od strane stranke Y.
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Koristeci relacije

H(A,A) + HB,A) = ¥4, (3.23)
H(B,A) + H(B, B) = ®, (3.24)
dobivamo
H(B,B)— H(A,A) = 1 —¥* — d*, (3.25)
iz Cega slijedi tvrdnja. O

Iz navedenog slijedi da je EG, = 7 — % - o definiran jednadZbom jednak EG, =
2(P* - 0.5) — (P4 - 0.5), $to se moZe vidjeti iz:

1
EG:T—§~0' (3.26)
TA-T8 1 SA-§5
= - = 3.27
T 2 n ( )
=20 -1 - %(2\1'/* -1 (3.28)
=2(d" - 0.5) - (¥4 - 0.5). (3.29)
Za A = 2 vrijedi
EG, = 3(9* - 0.5) - (P4 - 0.5), (3.30)

Sto ustvari predstavlja trostruki bonus pobjednika. Radi ilustracije ovog primjera pretpos-
tavimo da imamo stranku A koja ima 60% glasova, tj. ®* = 60%. Da bi vrijedilo EG, = 0,
slijedi da mora biti ¥ = 0.8, za razliku od EG, = 0 gdje mora vrijediti ¥} = 0.7. Razlog
naziva dvostruki/trostruki bonus pobjednika je taj Sto za ovako definirane EG, postizanje
ravnoteZe se dogada ako i samo ako je postotak osvojenih izbornih jedinica iznad razine od
50% dvostruko/trostruko veci od postotka glasaca iznad 50%. Kao Sto smo ve¢ pokazali
bezvrijednost EG| mjere za ¥¥ > 0.79, lako se vidi da je mjera EG, bezvrijedna veé za
PP > 0.67.

Izborna jedinica sa kompetitivnoS¢u C; = ﬁ ne doprinosi EG-u. Iako ova grani¢na
vrijednost ovisi 0 4, logika ostaje nepromijenjena: EG, kaznjava pobjednicku stranku kom-
petitivne izborne jedinice (0 < C; < ﬁ) za razbijanje gubitniCke stranke, te kaznjava gu-
bitni¢ku stranku nekompetitivne izborne jedinice 1_Jlr1 < C; < 1 za grupiranje pobjednicke
stranke.
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Sazetak

U radu je prikaza tematika izborne geometrije, te odredene metode krojenja granica izbor-
nih jedinica u svrhu manipuliranja izbornih rezultata. Na jednostavnim primjerima vidjeli
smo kako granice izbornih jedinica mogu uvelike promijeniti rezultate izbora iako je broj
glasaca ostao nepromijenjen.

Razradu mjera zapoceli smo odredenim intuitivnim i1 smislenim pretpostavkama o iz-
bornim jedinicama. Pridrzavajuci se tih pretpostavki prilikom krojenja granica izbornih
jedinica, uvedenim mjerama pokusSali smo utvrditi do koje razine je doSlo do pristranog
krojenja granica. Uveli smo mjere kompaktnosti i konveksnosti podrucja koje opisuju
oblik podrucja izbornih jedinica, te smo ih dodatno modificirali kako ne bismo kaznjavali
”Cudne” granice izbornih jedinica ukoliko su one prouzrokovane granicama drzave ili oba-
lom. Osim samog oblika podrudja, raspodjela glasacke populacije unutar same izborne
jedinice takoder igra veliku ulogu u rezultatima izbora, stoga se odredene nepravilnosti
granica mogu zanemariti ukoliko one obuhvacaju rjede naseljena podrucja, a dodatno kaz-
niti ukoliko obuhvacaju guSce naseljena podrucja.

Iako postoji mnostvo mjera vezanih uz ovu tematiku, niti jedna od njih nije apsolutno
objektivna mjera koja nam govori jesu li odredene granice pristrano skrojene ili ne. Svaka
mjera sama za sebe nije dobar kriterij s obzirom da dvije izborne jedinice mogu dobiti
razli¢ito rangirane rezultate ovisno o mjeri koju koristimo, stoga da bismo dobili jasniju
sliku u obzir moramo uzeti viSe mjera. Danas je izborna geometrija joS uvijek aktualna
politicka tema, a razni matematic¢ki timovi pokuSavaju doci do novih mjera i algoritama
koji bi pomogli pri rjeSavanju ove problematike.



Summary

In this paper, we present the topic of electoral geometry and certain methods of drawing
boundaries of the electoral districts in order to manipulate electoral results. Through simple
examples, we have seen how district boundaries can change election results even though
the number of voters has remained unchanged.

We started the elaboration of measures with certain intuitive and meaningful assumpti-
ons about electoral districts. Adhering to these assumptions when shaping the boundaries
of the electoral districts, with the introduced measures we tried to determine the level to
which the bias occurred in drawing the boundaries. We have introduced measures of com-
pactness and convexity of the areas which describe the shape of the electoral districts, and
we modified them so as not to penalize “weird” district borders if they are caused by state
borders or by coastline. Apart from the shape of the area itself, the distribution of the
voting population within the district itself also plays a big role in election results, hence
certain irregularities in borders can be neglected if they include sparsely populated areas,
and additionally punished if they include more densely populated areas.

Although there are many measures related to this topic, none of them is an absolute
objective measure that tells us whether certain boundaries are biased drawn or not. None
of the measures alone is a good criterion given that two districts can have differently ranked
results depending on the measure we use, so to get clearer picture we need to take seve-
ral measures into account. Electoral geometry is still relevant political topic and various
mathematical teams are trying to come up with new measures and algorithms which would
help solve this problem.
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