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Uvod

U ovom radu opisana je najprije Lanczosova metoda, koja predstavlja tehniku za raCunanje
nekoliko najvecih ili najmanjih (ekstremnih) svojstvenih vrijednosti za velike, rijetko popu-
njene simetricne matrice. Metoda se temelji na djelomi¢noj tridijagonalizaciji matrice niZe
dimenzije. Analiza konvergencije pokazuje da se dobra aproksimacija ekstremnih svoj-
stvenih vrijednosti moZe dobiti puno prije nego Sto se tridijagonalizacija dovrsi u punoj di-
menziji. Dali smo izvod metode i osnovna svojstva u egzaktnoj aritmetici, koja ukljucuje i
opis konvergencije metode. U aritmetici konacne preciznosti, Lanczosova metoda moze se
pokazati neprakticnom zbog gubitka ortogonalnosti Lanczosovih vektora nastalih kao pro-
dukt metode. Zbog toga smo opisali tehniku reortogonalizacije, koje popravljaju gubitak
tocnosti. Lanczosovu metodu moZemo primijeniti i kod rjeSavanja nekih drugih problema
kao $to su singularna dekompozicija, sustav linearnih jednadzbi i problem najmanjih kva-
drata. Na kraju smo opisali i Arnoldijevu metodu primjenjivu za opCenite matrice, a koja
se temelji na Hessenbergovoj dekompoziciji. Zbog velike potrebe za memorijom Arnoldi-
jeve metode, opisali smo 1 varijantu metode sa restartom,te varijantu Lanczosove metode
za tridijagonalizaciju nesimetri¢nih matrica.






Poglavlje 1

Svojstva i dekompozicija matrice

1.1 Definicije i osnovne Cinjenice

Neka je R prostor realnih brojeva. Vektorski prostor svih realnih matrica ozna¢avamo sa
R™"  odnosno

ap...a,
AeR™ A:(Clij): , ClijER.

Amnl - - - Amn

Takoder, u ovom radu, notaciju za stupac ili red matrice A oznaCavam ¢emo na sljedeci
nacin:
Ako je A € R™" tada A(k, :) oznaCava k-ti red matrice A, odnosno

A(k, Z) = [akl, . ,akn].

Dok, k-ti stupac oznacavamo sa
aik
AL k) =
Amk

Definirajmo sliku i jezgru matrice A € R™".
Sliku matrice A definirajmo kao skup

R(A) ={y e R";y = Ax, za nekix € R"}

Ako je A = [ay, ..., a,), gdje je a; = A(:, k), tada je R(A) = span{ai, ..., a,}.
Dok, je jezgra matrice A € R™*"

NA) ={xeR";Ax =0}

3



4 POGLAVLIJE 1. SVOJSTVA I DEKOMPOZICIJA MATRICE

Tada je rang matrice A
r(A) = dimR(A)

1 defekt matrice A je
d(A) = dim N(A).
Takoder, vrijedi d(A) + r(A) = n. Navedeni rezultat je teorem o rangu i defektu[4]].
Matricu A € R™" nazivamo simetri¢na matrica ako je jednaka svojoj transponiranoj ma-
trici,
A= AT i1 a; = aj, zZa l,] = 1, ...
Matrica A € R™" je ortogonalna ako vrijedi ATA = AAT = I,

Teorem 1.1.1. Neka je A € R™", za m > n i neka je r(A) = n. Tada postoji jedinstvena
(skracena) QR faktorizacija oblika

A = OR,
gdje je Q € R™" ortogonalna matrica, a R gornjetrokutasta matrica sa pozitivnim elemen-
tima na dijagonali.

Dokaz. Dokaz teorema u [2]] Teorem 5.2.2. str. 230. O

Ortogonalna matrica je vazna u racunanju svojstvenih vrijednosti. Definirajmo House-
holederovu matricu koja ¢e nam kasnije biti vazna.

Neka je v € R", v # 0. Matrica P reda n X n oblika

2
P=1-— w!
vy
zove se Householderova matrica, a vektor v zove se Householderov vektor. Householde-
rova matrica je simetri¢na i ortogonalna.
Sljedece svojstvo simetricne matrice koje ¢emo navesti je takozvana kvadratna forma. No,

definirajmo najprije skalarni produkt i 2 — normu vektora i matrice na vektorskom prostoru
R".

Neka su x,y € R” proizvoljni. Skalarni produkt vektora x i y je broj

n

(x,yy = Z XY

i=1
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Takoder, (x,y) = y'x = xTy.

Tada 2 — norma vektora x € R” je

1
2

el = Vx,y) = Valx = (Z |x1-|2]
i=1

Matri¢na 2-norma definirana je

Ax
||A||2::max” b
x#0 |[x]|2

Definicija 1.1.2. Neka je A € R™" simetricna matrica. Kvadratna forma pridruZena ma-
trici A je preslikavanje Q : R — R takvo da je

O(x) =x"Ax, VxeR

Napomena 1.1.3. Kvadratna forma je polinom drugog reda s n varijabli; Za x € R",

X1
X
x=|""], (1.1)
Xn
Q(x) moZemo zapisati kao
X1
xz n n
O(x) = (x1,x2, -+ , X,)A = ajXiX;. (1.2)
: i=1 j=1
Xn

Takoder, za svaku simetri¢nu matricu A € R™" i vektor x € R” vrijedi

V(xTAx) = 2Ax

V(x"x) = V(Ixll3) = 2x.

Definicija 1.1.4. Neka je A € R™". Svojstvene vrijednost matrice A su nultocke (korijeni)
karakteristicnog polinoma p(1d) = det(Al — A).. Skup svih svojstvenih vrijednosti nazivamo
spektar i oznacavat cemo ga sa A(A). Nadalje, ako je A € A(A), tada nenul vektor x € R"
(x € R" za simetricne matrice, a opcenito je x € C"), koji zadovoljava Ax = Ax, nazivamo
svojstveni vektor matrice A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A.



6 POGLAVLIJE 1. SVOJSTVA I DEKOMPOZICIJA MATRICE

Neka je A € R™", spektralni radijus p(A) je
P(A) = max {|4] : A svojstvena vrijednost od A}

Tada matri¢nu 2-normu mozemo odrediti na sljede¢i nacin

1Al = Vp(ATA)

Definicija 1.1.5. Rayleighjev kvocijent, za simetricnu matricu A € R™" i vektor 0 # x €
R”, definiran je sa
xTAx

xT'x

r(x) =

Klju¢no svojstvo Rayleighovog kvocijenta je ako je x svojstveni vektor simetricne ma-
trice A, tada r(x) daje odgovarajucu svojstvenu vrijednost.

Napomena 1.1.6. Rayleighov kvocijent se moZe prosiriti i na opcenitiji oblik matrice (her-
mitsku matricu), no fokus ovdje je simetricna realna matrica.

1.2 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

NajvaZnije svojstvo simetricnih matrica je da imaju realne svojstvene vrijednosti i da se
mogu dijagonalizirati ortogonalnim matricama. Odnosno, ako je A simetri¢na matrica reda
n, tada ima n realnih svojstvenih vrijednosti 4y, ..., 4, (ne nuzno razli¢itih) i postoji orto-
normirana baza svojstvenih vektora. Navedimo par teorema koje ¢e nam koristiti kasnije.

Teorem 1.2.1 (Simetricna Schurova dekompozicija). Ako je A € R™" simetricna, onda
postoji realna ortogonalna matrica Q tako da vrijedi

0TAQ = A = diag(Ay, ..., A,).
Stovise, zak = 1, ...,n, AQC, k) = 3,0, k).
Dokaz. Dokaz mozete pogledati u [[1]] O

Teorem 1.2.2. Pretpostavimo da je A € R™" simetricna i da Q, € R™ zadovoljava
070 =1I,. Ako
Z'(QTAQ)Z = diag(6),...,6,) = D

je Schurova dekompozicija od QT AQy i Q1Z = [y1,...,y,], tada

1Aye = Oellz = I = Q1ODAQ Zewlla < I~ @1 QAL 2

zak=1,...r.
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Dokaz. Dokaz u [2]. O

U gornjem teoremu, 6, vrijednosti se zovu Ritzove vrijednosti, y; su Ritzovi vektori, a
(Ox, yr) se zove Ritzov par.

Teorem 1.2.3. Pretpostavimo da je A € R™" simetricna i da
AX, - XS = Fy,
gdje je X; e R™ i S = X[ AX,. Ako
IXi Xy = Ll =7 <1,
onda postoji iy, . .., 1, € A(A) takve da
b = () < V2(IIF [l + 72 + DAl

Dokaz. Dokaz u [2] Teorem 8.1.16. str. 402. O

Za simetricnu matricu A, Koristit éemo notaciju A;(A) za k-tu najvecu svojstvenu vri-
jednost, odnosno
Ap(A) < -+ < A(A) < 4(A).

Iz ortogonalne invarijantnosti 2-norme slijedi da A ima singularne vrijednosti {|1,(A)|, ..., |1,(A)|}
i
lAll2 = max{|4;(A)l, |4, (A)|}.

Svojstvene vrijednosti simetriCne matrice imaju “min-max’’ karatkerizaciju na temelju vri-
jednosti koje se mogu pretpostaviti kvadratnim omjerom oblika x” Ax/x” x.

Teorem 1.2.4 (Courant - Fischer Minmax teorem). Ako je A € R™" simetricna, tada vrijedi

_ YAy
Ay(A) = max min
dim(S)=k 0yes  yT'y

zak=1,..,n.

Dokaz. Dokaz u [2].






Poglavlje 2

Lanczosov algoritam

Lanczosov algoritam postaje prihvacen kao mocan alat za pronalazenje vlastitih vrijednosti
matrice 1 za rjeSavanje linearnih sustava jednadzbi. Posljednjih godina postoji znacajan
interes za algoritam i njegovu aplikacije.
U ovom poglavlju opisujemo Lancozosov algoritam primijenjen na problem svojstvenih
vrijednosti

Ax = Ax,

gdje je A realna simetri¢na matrica. Prvo ¢emo prouciti izvodenje algoritma, zatim analizu
pogreske 1 konvergenciju osnovne Lancozosve metode. Parlett [3] je dao detaljnu pogresku
analize jednostavnog Lanczosovog algoritma.

Vazno i prili¢no iznenadujuce svojstvo je da algoritam, barem u egzaktnoj aritmetici, jamci
da su vektori g, za k = 1,2,..,n, ortogonalni. U stvarnosti, ortogonalnost tih vektora
je oCuvana samo na pocetku procesa. U konacnici, g, vektori poCinju vrlo brzo gubiti
svoju ortogonalnost. Time dolazimo do pitanja kako vratiti ortogonalnost, to nas dovodi do
Lanczosa s potpunom reortogonalizacijom, selektivhom reortogonalizacijom, i drugih.Vidi

(2] (3]

2.1 Svojstva izvodenja i konvergencije metode

Pretpostavimo da je A € R™" velika, rijetko popunjena i simetri¢na matrica. Zanimaju nas
njezine ekstremne svojstvene vrijednosti. Problem moZemo rijeSiti Lanczosovom meto-
dom. Algoritam pocinje s pravilno odabranim pocetnim vektorom ¢, i gradi ortogonalnu
bazu Q; Krylovljevog potprostora. Tada, na k-dimenzionalnom potprostoru generiranim
kao slika Q, operator A je reprezentiran sa realnom simetricnom tridijagonalnom matri-
com Ty, Cije su ekstremne svojstvene vrijednosti progresivno bolje procjene od ekstremnih
svojstvenih vrijednosti od A kako dimenzija k raste. U ovoj cjelini izvodimo tehniku i
istraZzujemo njena aritmeti¢ka svojstva.
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Krylovljevi potprostori

Neka je r(x) = XA x 20 Rayleighjev kvocijent. Courant-Fischer teorem nam daje maksi-

xT'x
malnu i minimalnu vrijednost od r(x), odnosno 1;(A) i 4,(A). Pretpostavimo da je {g;} C R”"

niz ortonormiranih vektora i definirajmo skalare M i my

T(OT
y (O, AQy)y
My = 1/(Q{AQy) = max ————— = max r(Quy) < 41(A)
y#0 y'y lIyll=1
T(OT
Y (O AQN)y .
mi = A(QfAQy) = min —————= = min r(Qry) > 1,(A)
y#0 y'y lyll=1
gdje je Or = g1, ..., qr]- Lanczosov algoritam moZemo izvesti tako da razmatramo kako

generirati g, da M 1 m; budu najbolje procjene za 1,(A) i 4,(A).
Pretpostavimo da je u; € span{q, ..., qx} takav da M) = r(u;). Buduéi da r(x) najbrZe raste
u smjeru gradijenta

V(xTAx)xTx — xTAxV(x" x) 2
T = xTx(Ax — r(x)x),

mozemo osigurati da je M., > M, ako je g, odreden tako da je

Vr(x) =

Vr(u) € spaniqy, ..., qrer} 2.1)

(uz pretpostavku da je Vr(u;) # 0.)
Takoder, ako v, € span{q, ..., i} zadovoljava r(v;) = my, onda ima smisla zahtijevati da

Vr(vi) € spaniq, ..., qi+1} (2.2)
posto r(x) brzo pada u smjeru —Vr(x).
Kako je Vr(x) € span{x, Ax}, jasno je da (2.1)) i (2.2) mogu istovremeno vrijediti ako
spani{qi, ..., qx} = span{qi,Aq, ...,Ak_lql}.

Gornja jednakost se dokaze pomoc¢u matematicke indukcije po k i primjenom Gram-Schmidtovog

algoritma dobivamo pripadnu ortonormiranu bazu.
Zatim, izaberemo ¢ tako da vrijedi

spaniqy, ..., i, i1} = spaniqy, Aqi, ... A g1, A'qy)
To nas dovodi do ra¢una ortonormirane baze Krylovljevog potprostora
K(A, q,,k) = spani{q,,Aqy, ...,A* ' q1}.
Krylovljevi potprostori su slike Kyrilovljevih matrica

K(A, q1,k) = [q1,Aq, ..., A q1].
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Tridijagonalizacija

Kao $to smo spomenuli u prethodnoj cjelini, moramo naéi bazu Krylovljevih potprostora.

Dakle, Lanczosov algoritam odreduje ortonormiranu bazu {q, ..., g;} Krylovljevog pros-
tora tako da, za Oy = [q1, ..., qx], Tx = QT AQ je tridijagonalna.
Pretpostavimo da smo vec¢ izraCunali ortonormiranu bazu {q, ..., g} Krylovljevog pros-

tora K(A, x, k). Tada A*"'x € span{qy, ..., g}, pa za to postoje y1, . .., vx € R takvi da

k k-1
Alx = AW x) = A vi9) = viAai + A v14)-
=1 =1

Posto ¢y, ..., g1 razapinju KA, x,k — 1), a A - K(A,x,k — 1) = K(A, x,k), drugi dio
desne strane jednakosti se nalazi u K(A, x, k). Dakle, za raCunanje ortonormiranje baze
K(A, x,k + 1) dovoljno je izraCunati ortonormirani komplement u; = Ag; u odnosu na
vektore ¢q ... gx.

Posto je Ag; € K(A, x, j+1) C K(A,x,k—1) zasvaki j < k-1, tada poSto je A simetri¢na
matrica moZemo zakljuciti

(q)"we = (q)"Aqr = (Ag))" qx = 0.

Stoga, (ux)'q; = 0za j = 1...k—2, paslijedi Agr = yiqis1 + xqi + Br-19x-1. Nadalje,
koeficijenti se dobiju iz

Biot = (@-1)"Agq = (Aqe-1) qi =
= (Vio1qk + Q1 G-t + Bre1 i) qi =
= Yi-1

Dakle, (u;)'q; =0zaj=1,...,k -2, stoga slijedi

Aqk = Br-1Gk-1 + i + Prqis1,  Bogo =0

zak=1,...n-1.

Ortonormiranost od ¢g; povlaci a; = q,quk. Stovige, ako je re = (A — ap)gi — Br-19k-1
razli¢it od nule, onda g1 = r/Bx gdje je Br = ||rill2-

Ako je r, = 0, onda se iteracija prekida no ne bez dobivanja vrijednih informacija o invari-
jantnom potprostoru.

Dolazimo tako do Lanczosove iteracije[2]:
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Algorithm 1: Lanczosova iteracija

ro=¢qi;80=1;90=0;k=0
while g8 # 0 do
Giv1 = TilBk =k +1

@ = q; Agi
re = (A — apD)q + Bi-1qi-1
Br = llrell2

end while

Vektori g, se zovu Lanczosovi vektori.



2.1. SVOJSTVA IZVODENJA I KONVERGENCIJE METODE 13

Greske i granice prekida

Iteracija se prekida prije nego se dovrsi tridijagonalizacija ako je ¢; sadrzan u odgova-
rajuem invarijantnom podskupu. To je jedno od matematickih svojstva koje ¢emo opisati
u sljedecem teoremu.

Teorem 2.1.1. Neka je A € R™" i pretpostavimo da q; € R" ima jedinicnu vektorsku
2-normu. Tada Lanczosova iteracija (Algoritam [I)) iterira sve dok k = m, gdje je m =
r(K(A, q1,m).

Stovise, za k = 1, ..., m imamo

AQk = Qka + rke,{ (23)
gdje je
>a/1 ﬁl e e 0 ]
B a :
Tk = . ..
: . - B
| o ... ... ﬁk—l a |

i Or = 1q1, ---» qx] Ciji stupci Cine ortonormiranu bazu od span K (A, g1, k).
Dokaz. Dokaz u [2] Teorem 9.1.1. str. 474. |

U Lanczosovoj iteraciji je dobrodosla situacija ako naletimo na g; = 0 jer dovodi do
egzaktnog izraCuna invarijantnog potprostora.
Medutim, u praksi se rijetko kad dogodi da je 5, nula ili ¢ak mali. Unato¢ tome, ekstremne
svojstvene vrijednosti od 7 su iznenadujuce dobre aproksimacije ekstremnih svojstvenih
vrijednosti od A. Zbog toga, moZemo traziti druga objaSnjenja za konvergenciju svojstve-
nih vrijednosti od T}. Sljedeci rezultat je korak ka tome smjeru:

Teorem 2.1.2. Pretpostavimo da je izvedeno k koraka Lanczosovog algoritma i neka je
S ZTkS x = diag(6y, ..., 0;) Schurova dekompozicija od tridijagonalne matrice Ty.
Ako je Yi = [y1, .. 01] = QuSk € RP* onda za i = 1, ...k imamo

lAy; = 6:yill = |Bkllsil

gdjeje Sk = (Spq)-

Dokaz. Pomnozimo izraz AQ, = OiTy + rke,{ sa Spijerje QuSk = Y i SkTTkSk =
diag(0y, ...,60) = TS = Sidiag(,, ..., 6;), tada dobijemo
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AQiSk = Ok TiSk + rke/{Sk
= AY; = kaiag(Hl, o O1) + ”kegsk'

pa je Ay, = 6y + rk(e,fS e;). Do tvrdnje teorema dodemo raCunajuéi normu zadnje
jednakosti i uz Cinjenicu da je ||rill, = |B«]. Dakle, slijedi da je

lAy; — 6:yilla = lIri(ef Senlla = |Brllsil
O

Koristeéi Teorem [2.1.2] moguce je izraCunati ograni¢enje pogreske svojstvenih vrijed-
nosti matrice T
min |6; — u| < |Billswl, i=1,...k

Primijetimo da Teorem 1.2.2 daje (6;, y;) Ritzove parove potprostora linearne ljuske vektora
od Q. Bududi da je |s;| < 1, moZzemo zakljuciti da veli€ina §; govori o tocnosti Ritzovih
vrijednosti. Za S; = 0 u Lanczosovom algoritmu imamo to¢ne svojstvene vrijednosti.
Postoje drugi nacini da se T, moZe iskoristiti za procjenu svojstvenih vrijednosti od A,
detaljnije o tome procitajte u [2]].

Konvergencija

Zarazliku od nekih drugih metoda, Lanczosova metoda ne ovisi o pomacima jer ‘K(A, g, k) =
K(A+al, q,,k), Ya € R. Dakle, prvo mozemo ocekivati konvergenciju Lanczosove metoda
na ekstremne svojstvene vrijednosti.
Pretpostavimo da svojstvene vrijednosti matrice A i Ritzove vrijednosti za potrpostor Kj
su posloZene po veli¢ini

M z2h>222, 6,=>260>->6.

Tada min-max princip kaZe (gdje S razapinje potprostor u R¥, a § razapinje u R")

T T AT
oo — .y Ty . Y O, AQw
P = max i min T = max ) min Tf
dim(S)=i 0#yeS  y'y dim(S)=i 0#yeS 'y Qk Qky
. xTAx . xTAx
= max mmn-——< = max min —— =
dim$)=i,5c¥,; 0#xeS X' X dim(§)=i,S cKysy 021§ X X

T
A
X x:/L-

k1 -
:9§+)S max min —
dim(3)=i 0%xe§ X' X
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gdje je Gl@ Ritzova vrijednost iz k-iteracije, a ng”) iz k + 1. Stoga je (konaCan) niz
{ng)}k:i,i+l,i+2 monotono rastuéi i omeden odozgora s A;. Isto tako, niz svojstvenih vrijed-
nosti 7, monotono pada i odozdola je ogranicen sa svojstvenom vrijednoS¢u matrice A.

Nadalje, prije nego dobijemo rezultate o brzini konvergencije Lanczosove metode, prvo ¢u
iskazati par svojstava Cije dokaze i detalje moZete vidjeti u [4] i1 [5]. Prvi iskaz je za ogradu
kuta svojstvenih vektora matrice A i Krylovljevog prostora K(A, g;, k). Ozna¢imo sa P;_;
skup polinom stupnja k — 1 i z; sustav ortonormiranih svojstvenih vektora koji odgovaraju

svojstvenoj vrijednosti A;

Lema 2.1.3. Neka je P; ortogonalni projektor na svojstveni potprostor koji odgovara A,.
Ako je P;q, # 0, tada je

tanp(z;, Ky) = min  |[p(A)yill, tand(q1, z;)
peP, ( 1

k-1,p(Ai)=

gdje je

(I-Piqi _p
Vi = {ll(l—Pi)tnllz .y PI)QI #0
0 Jinace.

Dokaz. Dokaz mozete naci u [4]. O

Umetanjem bilo kojeg polinoma stupnja k — 1 koji zadovoljava p(4;) = 1 dobiva se
gornja ograda za tan ¢(z;, K(A, g1, k)).

Definicija 2.1.4. Chebyshejevi polinomi su definirani sa
ci(t) :=cos(k -arccost), || <1,keNUO
Nabrojimo neka svojstva Chebyshejevog polinoma.
Lema 2.1.5. 1. Chebyshevijev polinom zadovoljava rekurzivau formulu
co(z) = 1, ¢1(2) = 1, cx41(2) = 2204(2) — ¢4-1(2).

Ti polinomi su ograniceni na segmentu [—1, 1] (rastu jako brzo izvan tog intervala).
Posebno, cy, je polinom stupnja k > 1.

2. za|z| = 1, Chebyshejev polinom je oblika
ci(z) = cosh (k- Arcoshz), zeR,|zl>1.
Dokaz. [4] O

Detaljniju teoriju i svojstva mozete naci u [S]] i [4]]. Iskazimo sada teorem koji govori o
Kaniel- Paigeovoj teoriji konvergencije[2l].
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Teorem 2.1.6. Neka je A € R™" simetricna matrica sa svojstvenim vrijednostima A; >
-+ > A, 1 odgovarajucim svojstvenim vektorima z,, . . . , 2.

Ako 0y > - -+ > 6 su svojstvene vrijednosti od matrice T) dobivene nakon k koraka Lanc-

zosove iteracije, tada

(A1 — A,) tan(¢py)?
(ce1(1 +2p1))?

gdje je cos(¢1) = lq] 21, p1 = (A = A2)/ (A2 = A,), i ¢x-1(x) je Chebyshejev polinom k — 1
stupnja.

A1 >0 > 24—

Dokaz. Prema teoremu o min-max principu imamo:

0 = Y Tyy _ (O A(Qwy) _
| = Max —— = max ——————= =
20 yly 20 () (Oky)
wl Aw

= max
0£weKA.qr k) wiw

WAW

Posto je A; maksimalna vrijednosti od
Za donju granicu od 6, primijetimo da je

, za sve ne nul w, slijedi 4; > 6.

o _ g1 p(A)Ap(A)g,
| = max = >
rePiet gy p(A) g

gdje je Px-1 skup polinoma stupnja k — 1.
Akoje g1 = i, dizi, onda

G PWAPA)1 _ By &P’
a'p(AYqr XL d’p(A)?
Z?:z d,-zp(/li)2
dip(4)? + XL, dip(A;)?

> = (A = 4,)

MoZemo donju ogradu joS smanjiti tako da odaberemo polinom p(x) takav da je vrijednost
velika za x = A; u usporedbi sa ostalim svojstvenim vrijednostima. Jedan nacin je da
stavimo

-4

X n
=1 (=1+2
p(x) = cr1( 5 _/ln)

gdje je ¢x_1(z) Chebyshevijev polinom stupnjak—1. Tadaza A;,i =2,...,n,4, > --- > A, 1
f(x) = —1+2;‘2__/31 zakoje vrijedi f(4,) = 11 f(4,) = =1, odnosno f(4;) € [-1, 1], slijedi da
jelp()l, i =2,...,n ograniten jedinicom, a p(A;) = cxy(=1 +25=52) = ¢ () =
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Ck—l(h_ﬂz_#) = c;-1(1 + 2py). Tada slijedi

Z?:z d,-zp(/li)z
dip(1)* + XL, d7 p(4:)?
Z?:z d,-zp(/li)2

dip(4,)?
- d% 1

di a1+ 201)*

0> - —4,)

2 A = (4 = 4y)

1

=4 — (4 = A,)
ijerjed; = gz = cos(¢) (to je zbog toga §to su oba vektora norme 1, a z; ¢ine ortonor-
miranu bazu) slijedi, za tan(¢;)* = (1 — d%)/d?, tvrdnja teorema. i

Korolar 2.1.7. Koristeci istu notaciju kao teorem vrijedi

(/ll - /ln) tan(¢n)2
(cr-1(1 + 2p,))?

gdje je p = (Ady-y = A)/(A1 = Aum1) i cos(By) = g 2.

A, <60, <A, +

Dokaz. Analogno kao Teorem [2.1.6(gdje A zamijenimo sa —A. O

2.2 Postupak prakticne Lanczosove metode

Bilo koji prakti¢ni Lanczosov postupak mora se baviti problemima stvorenim gubicima u
ortogonalnosti Lanczosovih vektora koja se moZe dogoditi kada se Lanczosova iteracija
implementiran na racunalu. Takvi gubici u ortogonalnosti utjecu na odnose izmedu svoj-
stvenih vrijednosti generiranih tridijagonalizacijom matrica T} i svojstvenih vrijednosti A.
Kako se k pove€ava pojavljuju se dodatne svojstvene vrijednosti, obi¢noo zvane duhovi.
Te dodatne svojstvene vrijednosti nastaju iskljucivo zbog gubitaka u ortogonalnosti Lanc-
zosovih vektora.

Zbog Householderove savrSene tridijagonalizacije, Lanczosova metoda je zanemarena sve
do pojave Kainel-Paigeove teorije i sa razvojem racunala povecala se mogucnost rjeSavanja
svojstvenog problema velikih i rijetko popunjenih matrica. Sa manje nego potrebnih tipi¢no
n-iteracija za dobru aproksimaciju ekstremnih svojstvenih vrijednosti, Lanczosova metoda
je postala privlacna za rijetko popunjene matrice, a ne konkurencija Householderovom
pristupu.
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Implementacija egzaktne aritmetike

Ako prouc¢imo Lanczosovu iteraciju i alterativhu formulu
@ = q; (Aqi — Bie19i-1)

cijeli Lanczosov proces se moZze proizvesti pomocu samo dva pohranjena n-vektora. Neka
je A € R™" simetricna matrica i w € R”" ima jedini¢nu vektorsku 2-normu. Sljedeci
algoritam racuna k X k simetri¢nu tridijagonalnu matricu 7} takvu da vrijedi da je A(T}) C
A(A). Pretpostavimo da postoji funkcija A.multi(w) koja vraca matri¢no-vektorski produkt
Aw. Dijagonalni, odnosno subdijagonalni elementi od 7} su spremljeni u a(1; k), odnosno

Bk - 1).

Algorithm 2: Lanczosov algoritam
v(l:n)=0; Bo=1;, k=0
while g8, # 0 do

if k # 0 then
fori=1:ndo
t=wp; w;= %; Vi = =Pt
end for
end if

v =v+ Amultilw)
k=k+1;, a=wlv, v=v-—aqw
Br = VIl

end while

Primijetimo da se tokom cijelog Algoritma 2]2] A ne mijenja, samo se koristi u funk-
ciji A.multi() gdje se rauna matri¢no-vektorski produkt. Ne ra¢unajuéi mnoZenje matrice-
vektora, svaka iteracija izvodi O(n) aritmetickih operacija. Ako A po retku ima prosjecno
d ne-nul vrijednosti, tada mnoZenje matrice-vektora moze se izvesti u O(dn) aritmetickih
operacija. Ukupna sloZenost je tada O(dkn) ili O(n?), ako je k = n. Dakle, Lanczosova
metoda moze biti vrlo brza za rijetke matrice. Lanczosovi vektori se spremaju u w. Pri
kraju algoritma, svojstvene vrijednosti od 7 se mogu pronaci pomocu simetri¢nog tridija-
gonalnog QR algoritma ili neke sli¢ne metode.

Svojstvo zaokruzivanja

Zahvaljujuci temeljnim analizama pogreska, razvila se prakticna Lanczosova metoda koja
se moze lako koristiti. Analizom rezultat ¢emo do¢i do modificiranih Lancozovih metoda
koje ¢emo zatim prouciti.
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Nakon j-tog koraka algoritma provedenog u aritmetici ratunala dobivamo matricu generi-

ranu izraCunatim Lancosovim vektorima Q; = [, ..., §x] 1 pridruZenu tridijagonalnu ma-
tricu
& B 0
B @
Tk = .
: : Br-1
[0 - B G

[2]] se pozvao na Paige gdje je pokazano da ako 7, racunamo analogno kao ry, onda
AQy = OkTy + Fref + Ey, (2.4)

gdje je
1El> ~ ullAll. (2.5)

Dakle, jednadzba AQ, = QT + rve; je zadovoljena do odredene preciznosti. Dok nor-
malizacija kod Lanczosovih vektora §; nije problem, naime izracunati vektori su uglavnom
jedini¢ni,ortogonalnost po¢nu gubiti.

Ako je ﬁk = fIl(||F¢]]) 1 izraCunamo Gy, = fl(?k/,@k) (sa fI(-) oznatavamo tzv engl.
floating point), onda jednostavnom analizom pokazujemo da Sy ~ i + wi, gdje je
Wil = ull?ell, = ullAll,. Dakle, moZemo zakljuciti da je

AT A 71 gl + ullAll>

|Clk 14il = ~
' 1Bl

zai=1,...,k. Drugim rijeCima, zna¢ajna odstupanja od ortogonalnosti mogu se ocekivati
kada je B, mali, ¢ak i u idealnoj situaciji gdje je 7/ Oy nula. Mali j3, implicira kracenje u
racunanju 7. Dakle, gubitak ortogonalnosti je posljedica tog kracenja i nije rezultat pos-
tupnog nakupljanja pogreSke zaokruZivanja.

U praksi se uvijek dogada gubitak ortogonalnosti, a s njim i pogorSanje kvalitete svoj-
stvenih vrijednosti T}, to je vidljivo kombiniranjem i Teorema Ako u tom
teoremu stavimo da je F; = ffke,f + Ey, X; = Qk, S = Ty i pretpostavimo da je
T= IIQA,{QA;{ — I)||> < 1, tada postoje svojstvene vrijednosti yy, ..., u; € A(A) takve da

i = ATl < V2(lelly + Edll2 + 72 + DIIAIL)

zai = 1,..., k. Oc¢igledno nacin kontrole faktora 7 je ortogonalizacija svakog novog izraCunatog
Lanczosovog vektora u odnosu na njegove prethodnike.
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Lanczos s potpunom reortogonalizacijom

Neka su ry,...r.—; € R" i pretpostavimo da su Householderove matrice Hy, ..., H;_; dobi-
vene tako da je (Hy - - - Hi_1) [ro, ..., 'r—1] gornjetrokutasta.

Oznacimo sa [qy, ..., qx] prvih k stupaca Householderovog produkta (Hj--- H_1). Sada
pretpostavimo da nam je dan vektor r, € R" i Zelimo izraCunati jedini¢ni vektor g,; u
smjeru

k
w=rc— > (q] g € spanlqy, ... qi)*.
i=1
Ako se odredi Householderova matrica H; takva da je (H, ... H;) [rq, ..., rx] gornjetroku-
tasta onda slijedi da stupac (k + 1) od Hy - - - H; je traZen jedini¢ni vektor.
Ako te izracunate Householderove matrice uvrstimo u Lanczosovu metodu, tada mozemo
izraCunati Lanczosove vektore koji su ortogonalni do strojne preciznosti.[2]]
ro = ¢1; Dani jedini¢ni vektor
Odredimo Householder H, takav da je Hyry = ey 1 Sogo = 0
fork=1:n-1do
re = (A — axDgr — Br-19i-1
w = (Hi_1 -+ Ho)ry
Odredimo Householder H; tako da
HkW = (W] 5 eeey Wk,ﬁk, O, O)T
qiv1 = Ho - - Hieps
Ayl = qZ+1Aqk+l
end for
Dakle, ovo je jedan od primjera potpune reortogonalizacije Lanczosove sheme.
Dobiveni g; iz gornjeg algoritma su ortogonalni do odredene preciznosti zbog svojstva za-
okruzivanja Housholderove matrice. Primijetimo da zbog definicije od g;,; nema nikakve
razlike ako je Br = 0. Zbog toga, algoritam se moze sigurno izvoditi do k = n— 1, medutim,
u praksi bi se izvrSilo za mnogo manje vrijednosti .
Naravno, u bilo kojoj implementaciji gornjeg algoritma pohranjuje se Householderov vek-
tor v 1 nikada se ne formira eksplicitno Hy. Budu¢i da vrijedi Hy(1 : k,1 : k) = I;, nema
potrebe racunati prvih kK komponenta od w = (H;_1, ..., Hy)ry, jer u egzaktnoj aritmetici bi
te komponente bile nula.
No i ta ekonomicnost ¢ini samo mali trag u troSku raCunalnog vremena (engl. Over-
head) povezanim s potpunom reortogonalizacijom. Racunanje Householderovih reflektora
povecava rad u k-tom Lanczosovom koraku za O(kn). Stovise, da bi se izratunao qr+1 mora
se pristupiti Householderovim vektorima povezanim sa Hy, . . ., Hy.
Za velike n 1 k to obi¢no predstavlja visoku koli¢inu podataka, dakle, postoji visoka cijena
za potpunu reortogonalizaciju. No, postoje i u¢inkovitiji nacini, stoga je potrebno prouciti
dublje kako se gubi ortogonalnost. I to nas dovodi do selektivne ortogonalizacije.
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Selektivna ortogonalizacija

Posljedica analize pogreske je da gubitak ortogonalnosti ide ruku pod ruku s konvergenci-
Jom Ritzovog para. Preciznije, pretpostav1mo da se simetri¢ni QR algoritam primjeni na

Tk 1 imamo izracunate Ritzove vrijednosti 01, .. Gk 1 gotovo ortogonalnu matircu generi-
ranu svojstvenim vektorima S = = (8,¢)- Ako je Yk =D, ] fl(QkS ), tada se moZe
pokazatida, zai = 1,...,k, imamo
i 5~ ul|All2
Qi1 Yil = == (2.6)
Bl Skl
1
lAY: = O:3illz ~ [BillSiil- (2.7)

Odnosno, najnoviji izracunati Lanczosov vektor g, skloni su imati netrivijalnu i neZeljenu
komponentu u smjeru bilo kojeg ve¢ iskonvergiranog Ritzovog vektora. Posljedica toga je
umjesto da ortogonaliziramo §;,; u smjeru svih ranije izracunatih Lanczosovih vektora,
mozemo postiéi isti rezultat ortogonalizirajuci u smjeru iskonvergiranih Ritzovih vektora
koji ¢ine mnogo manji skup u odnosu na Lanczosove vektore.

Prakti¢na metoda provodenja ortogonalnosti raspisana je kod Parletta [3], gdje izraCunati
Ritzov par (6, $) se naziva “dobar” ako zadovoljava

IAD — 851l =~ VullAll

Cim se izraduna g, ortogonalizira se u smjeru svakog “dobrog” Ritzovog vektora.
Jedan od nacina provedbe selektivne ortogonalizacije je dijagonalizacija T u svakom ko-
raku i zatim ispitivanje $j; u odnosu na i (2.7).U¢inkovitije je pristup procjene mjere
gubitka ortogonalnosti |1, — Q,{QAkllz koristeci sljedeci rezultat

Lema 2.2.1. Pretpostavimo da je S . = [Sd] gdje je S € R™* id e R". Ako S zadovoljava
N —STS|, <wpill —d'd| <6, tada ||Liyy — STS (|l < . gdje je

1
= s N )
Dokaz. Dokaz u [2]. |

Dakle, ako imamo ogradu za ||7, — QT O4l, i primjenjujuéi Lemu 2.2.1. za § = Qyid =
Ji+1, tada moZemo generirati ogradu za ||[;, — QAL | QkH |l>. Sadaje é = u1pretpostavimo da
J€ qi+1 ortogonaliziran prema skupu trenutno dobrih Ritzovih vektora. MoZemo procijeniti
normu QA,{QkH iz jednostavne rekurzije koje Stedi potrebu za pristupom ¢y, . . ., gx. TroSak
je minimalan, a kada ograde signaliziraju gubitak ortogonalnosti vrijeme je za razmatranje
povecanja skupa dobrih Ritzovih vektora i tada i samo tada se 7} dijagonalizira. Detaljniju
analizu 1 algoritam u [3].
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Problem duhova svojstvenih vrijednosti

Istrazivanje da se razvije Lanczosova metoda koja ne ukljucuje nikakvu vrstu provodenja
ortogonalnosti se fokusira na problem tzv. duhova svojstvenih vrijednosti. To su viSestruke
svojstvene vrijednosti 7 koje odgovaraju jednostavnoj svojstvenoj vrijednosti A. One nas-
taju jer se iteracije iz poCetka pokrecu kada se izgubi ortogonalnost konvergentnog Ritzo-
vog vektora.



Poglavlje 3

Arnoldijev algoritam

3.1 Hessenbergova dekompozicija

QR faktorizacija, koja se pojavljuje u iteracijama QR algoritma za dobivanje Schurove de-
kompozicije, je dosta skupa buduci da svaki korak zahtjeva faktorizaciju cijele nxn matrice.
Zelimo li ostvariti veéu efikasnost algoritma, prvo moramo naéi strukturu matrice koja je
saCuvana QR algoritmom, te na taj naCin smanjiti troSak jednog koraka iteracije. Tako do-
lazimo do Hessenbergove matrice H koja se moZe dodatno reducirati na trokutastu matricu
pomocu QR faktorizacije sa pomakom, a za koju se QR faktorizacija efikasnije racuna.
Uocavamo da je u svakom koraku iteracije produkt gornje trokutaste matrice R 1 Hessen-
bergove martice H nova Hessenbergova matrica. Odnosno, QR iteracija Hy,; = Q] HiQx
je transformacija unuarnje sli¢nosti izmedu dvije Hessenbergove matrice, Sto rezultira ma-
njim brojem aritmetickih operacija algoritma. Detaljnije o Hessenbergovoj dekompoziciji
i QR algoritmu mozete vidjeti u [1] 1 [2].

3.2 Arnoldiinesimetricni Lanczos

Ako je A nesimetri¢na matrica, onda ortogonalna tridijagonalizacija QT AQ = T generalno
ne postoji. MoZemo nastaviti na dva nacina.

Prvi je Arnoldijev pristup koji generira stupac po stupac ortogonalne matrice Q tako da je
QTAQ = H, gdje je H Hessenbergova matrica.

Drugi pristup je nesimetri¢na Lancozova metoda. Ona racuna stupce od Q = [qy,...q,] 1
P =[pi,..., p.] takve da PTAQ = T tridijagonalnai P Q = I,.

Obje metode su zanimljive za racunanje svojstvenih vrijednosti za velike, rijetko popunjene
nesimetri¢ne matrice.

23
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Osnovna Arnoldijeva iteracija

Promotrimo Hessenbergovu dekompoziciju QTAQ = H, gdje je QT Q = I.
Ako je QO = [q1, ..., gx], tada k-ti stupac u AQ = QH izgleda

k+1

Agi = Zhik%‘, 1<k<n-1.
=1

Izlu¢imo li zadnji ¢lan u sumi dobivamo

k
hk+1,kq1<+1 =Aq — Z hiqi == 1,

i=1

gdjeje hy = gl Aqr zai=1,....k.
Ako je ry # 0, onda g4 je definiran sa

Tk

Qk+1 = )
hk+1,k

gdje je hyi1x = |lrell2- Uz pretpostavku da je zadan ¢y, ||g;l> = 1, ove jednadZzbe definiraju
Arnoldijevu metodu i analogno kao sa simetricnom Lanczosovom iteracijom dobivamo:

o =41,
hio =1
k=0

while /.1, # 0 do

Gr+1 = Ti/ Mies1 g
k=k+1
ry = Agy
fori=1:kdo
hi = g} e
e = 1y — hag;
end for

hk+1,k = ||rell>
end while

Tada se g, zovu Arnodlijevi vektori i definiraju ortonormiranu bazu za Krylovljev potpros-
tor K(A, q1,k) = span{q,,Aq, ..., A< ¢}, odnosno

span{qi, ¢, ..., qx} = span{q, Aqu, ..., A" 'q1). 3.1)
Nakon k-tog koraka, Arnoldijeva metoda se moze zapisati u kompaktnom obliku kao

AQy = OvH, + e (3.2)
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gdieje Or = [q1, .., qil, ex = Li(:, k)1

_h“ h12 hlk—

h21 h22 e cee th
Hk = 0 h32 :

[0 e g g

Ako je r, = 0, onda stupci od Qy definiraju invariantan potprostor i A(H;) € A(A).
Inace, zanima nas kako izvuéi informacije o sustavu svojstvenih vrijednosti od A iz He-
ssenbergove matrice H; i matrice Qy ¢iji su stupci Arnoldijevi vektori.

Ako je y € R, |lyll, = 1 svojstveni vektor od Hy i Hyy = Ay, onda iz slijedi

(A= ADx = (e y)r,

gdje je x = Qry.Tada A zovemo Ritzova vrijednost i x pripadajuci Ritzov vektor. Veli¢ina
od Ie{ylllrkllz se moZe koristiti za dobivanje ograde pogreske, iako relativni perturbacijski
teoremi nisu tako rutinski za primijeniti kao u simetricnom slucaju.

Isto kao u simetriénom slucaju problem je gubitak ortogonalnosti kod g;. No, prije nego Sto
mozemo dobiti prakti¢ni Arnoldijev postupak za rjeSavanje sustava svojstvenih vrijednosti,
dva svojstva se trebaju rijesiti:

1. Za velike matrice A Arnoldijeva metoda postaje skupa u smislu pohrane 1 operacija.
Moramo pohraniti k vektora duljine n 1 Hessenbergovu matricu k X k. Dakle, ima
O(kn) aritmetickih operacija.

2. Svojstvene vrijednosti H; ne aproksimiraju svojstvene vrijednosti A u stilu Kaniel 1
Paige, Sto je suprotno u odnosu na simetri¢ni slu¢aj gdje informacije o ekstremnim
svojstvenim vrijednostima matrice A se pojave brzo. Kod Arnoldija, rane informacije
o0 svojestvenim vrijedostima ovisi o izboru g;.

Ovo nas potice da uvedemo Arnoldija s restartom (Resetirani Arnoldi), sa paZljivo
odabranim restartom i kontrolom maksimalnog broja iteracija.

Restartani Arnoldi

Ova sekcija je radena prema [2] gdje je detaljno opisan restartani Arnoldijev algoritam.
Razmotrimo situaciju kada Arnoldijev algoritam izvrsi m iteracija, tada ponovimo proces
sa novim pocetnim vektorom ¢, € spaniq, .., q.}, gdje su qi, .., g, Arnoldijevi vektori.
Zbog povezanosti sa Krylovljevim prostorom (3.1)), ¢, je oblika

q+ = p(A)q,
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za neki polinom p stupnja m — 1.
Ako Av; = Av;,zai = 1,...,n1q; ima rastav po svojstvenim vektorima

q1 =a1v1 + ... +a,v,,

tada
g+ = arp(A)vy + ... + a,p(A,)vy.

Primijetimo da K(A, g,,m) je bogat sa svojstveni vektorima koji imaju veliku vrijed-
nost p(4). Odnosno, ako p(4,,) je veliki u odnosnu s p(4,.), onda Krylovljev prostor
K(A, g+, m) ¢e imati puno bolju aproksimaciju svojstvenog vektora x,,, nego svojstvenog
vektora x,.. Mi ¢emo opisati metodu koja implicitno odreduje restartani vektor koristeci
QR iteracije sa shiftom (pomakom). Restart se pojavljuje nakon svakih m koraka i pretpos-
tavimo da je m > j, gdje je j broj traZzenih vektora.

Odabir za parametar m ovisi o dimenziji n, o u¢inku gubitka ortogonalnosti i ograni¢enjem
pohrane sustava.

Nakon m koraka imamo Arnoldijevu faktorizaciju

AQr = QrHr + rrel, (3.3)

gdje Or € R™” ima ortonormirane stupce, Hr € R™" je gornja Hessenbergova matrica i
QFrr = 0. (T je skracenica za "trenutni”.) Tada, QR iteracije sa shiftom se primjenjuje na
Hr :
HD = Hy
fori=1:pdo
HY — ;I = ViR,
H™Y = RV, + il
end for
H, = H®+D
Zap=m-—j.

Nabrojimo prvo tri bitna svojstva ortogonalne matrice V.=V, ---V, :

1. H, = V'HrV. Vrijedi zbog VI HVV; = H*D

2. [V]mi=0zai=1,...,j— 1. Vrijedi jer svaka matrica V; je Hessenbergova matrica i
V € R™™ ima p = m — j donjih sporednih dijagonala.

3. Prvi stupac od V je oblika
Ve, = a(Hr — u,1)(Hr — pp11) -+ (Hy — uiDey,

za neki skalar «.
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Da se uvjerimo u svojstvo 3., pogledajmo slucajza p =2 :

VRyR, = Vi(VaR)R, = Vi(H? — DR, =
= Vi(V{H"V, = DR, =
= (H" = ;ahViR, =
= (H = i )H — 1) =
= (Hr — w2 l)(Hy — 1)
Budu¢i da je R,R; gornjetrokutasta, prvi stupac od V = V,V, je viSekratnik prvog stupca
od (Hr — uol)(Hr — uyI). Sada ¢emo pokazati kako restartati Arnoldijev proces kada se

implicitno odabire poc€etni vektor pomocu matrice V.
Iz svojstva 1. slijedi transformacija (3.3)

AQ, =0Q.H, + rTe,z,V,

gdje je Q. = QrV.(Detaljniji raspis u [4].) Ovo nije nova Arnoldijeva faktorizacija duljine
m jer el V nije viekratnik od e’,. Medutim, uz uvjet H,(j + 1, j) = 0 koji vrijedi za izbor
shiftova koje ¢e kasnije biti opisani 1 zbog svojstva 2. dobivamo

AQ(G 11 )= Q1 PH(L: j 12 j) +vyyrre], (3.4)

Arnoldijevu faktorizaciju duljine j. H, je takoder Hessenbergova matrica, Sto se moZze po-
kazati za takav zbor shiftova.

Sada osnovnu Arnoldijevu iteraciju krenemo od koraka j + 1 i izvedemo p koraka, tada
(3.4) mozemo prosiriti na novu Arnoldijevu faktorizaciju duljine m.

Stovise, koristeéi svojstvo 3., pridruzeni po&etni vektor vektor ¢ = Q.(:, 1) ima karak-
terizaciju:

Q.(, 1) = QrVey = aQr(Hr — ppl) - - - (Hr — pol)e;
= a(A—p,D) - (A—pu)Qre;

Zadnja jednakost slijedi iz svojstva
(A—pu)Qr = Qr(H — ) + re,

i Cinjenice da je el f(Hr)e; = 0, za polinom f(-) stupnja p — 1 ili manje.
Dakle, ¢/"""” = p(A)q; gdje je p(1) polinom

p(D) = (A= p)(A = p2) - -+ (A = p)

Slijedi da su shiftovi (pomaci) QR faktorizacije nultocke filtrirajuéeg polinoma,a najbolji
izbor je da se te nultocke poklapaju sa svojstvenim vrijednostima od Hy koje ne Zelimo.
Pokazali smo izvodenje implicitne resetirane Arnodlijeve metode.

(3.5)
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Nesimetricna Lanczosova tridijagonlizacija

Takoder, radeno po [2]]. Drugi nacin za proSirenje simetricnog Lanczosovog procesa je da
reduciramo A do tridijagonalnog oblika koristeci generalno slicnu transformaciju.
Pretpostavimo da je A € R™" i postoji nesingularna matrica Q takva da

_al ’yl o o . o O )
B oay :
Q0'AQ=T=|: -
: T Y
0 - o B |

Usporedujuéi stupce od AQ = QT i ATP = PT", gdje smo particioniranjem stupaca dobili

Q = [C]b seey (]n]
Q_1 =P= [pl’ ey pn]

vidimo da vrijedi

Aqr = Vic1qQk-1 + @G + Biqi+1> Yogqo0 =0
ATpr = Bioipiot + upi + YiPrs1, Bopo =0

zak = 1,...,n — 1. Gornje jednadZbe sa svojstvom biortogonalnosti P Q = I, povlade

ay = P{AQk

Brqi+1 = e = (A — arD)qr — Vi-1Gk-1
YiPrs1 = sk = (A — axD)" pr = Bro1 Pre

Postoji neka fleksibilnost u biranju skalara Sy 1 y,. Primijetimo da

1= piadin = (/v (re/Be)

odavde slijedi da §; odreduje y; tako da
S]{ 1%
y =

_E.

Sa “kanonskim” izborom S; = ||r¢||, dobivamo
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q1, p1 dani jedini¢ni vektori t.d. pg; # 0
k=0
qo=0,r0 = q
po =055 = p
while (r; # 0) A (s £ 0) A (S,{rk # 0) do
B = lIrell2
Yk = S/{rk/ﬁk
Gis1 = T/ B
Dicr1 = S/ Yk
k=k+1
@ = kaACIk
ri = (A — ap)qr — Yi-19x-1
se = (A — ax)" p = Bro1 Pt

end while
Ako ) )
al "yl .« e e Y 0
B a :
Tk - : : D)
: " T Ykl
[0 - B ax

tada je situacija na kraju petlje opisana sa jednadzbama

A[‘]l, ceey Qk] = [Ql, ceey ‘Ik]TK + riéy (36)
AT[p1y s D) = [P1s voes DT + s1€] (3.7)

Ako r; = 0, onda je iteracija prekinuta i span{q, ..., gx} je invarijantan potporstor od A
Ako je s; = 0, onda je iteracija takoder prekinuta i span{py, ..., pr} je invarijantan potpros-
tor od AT,

Medutim, ako oba uvjeta nisu istinita i vrijedi s; r, = 0, onda proces tridijagonalizacije
zavrSava bez ikakvih podataka o invarijantnom prostoru, tu situaciju tada zovemo ozbiljan
slom (eng. Serious Breakdown ).






Poglavlje 4
Numericki primjeri

U ovom poglavlju testirati ¢emo Lanczosov algoritam i Lanczosov algoritam s potpu-
nom reortogonalizacijom. Testirati ¢emo na slucajno generiranim matricama preko Sc-
hurove dekompozicije sa dijagonalnom matricom A = diag(Ay,...,4,) = diag(l : n) za
n = 10, 20, 50, 100, i provjeriti konvergenciju ekstremnih svojstvenih vrijednosti i gubitak
(oCuvanost) ortogonalnosti Lanczosovih vektora.

Primjeri osnovnim Lanczosom

Prvo ¢emo testirati matrice redom za n = 10, 50, 100 algoritmom mi analizirat ¢emo rezul-
tate pomocu grafova:

31



32

Matrica 10x10
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=

[=]
P
T

apsolutna pogreska
=
S

-
=
&
T

10710
0

— Odstupanje min svojstvene vrijednosti
— Qdstupanje max svojstvene vrijednosti

broj iteracija

Slika 4.1: konvergencija svojstvenih vrijednost matrice 10 X 10

0.8 -

0.6 «

0.4 ~

0.2 +

0.2 .l
15

15

Slika 4.2: Matrice QT Q, gdje je Q generirana Lanczosovim vektorima za n = 10

max; {[(QTQ - D, j)l} = 1.1284e — 11



Matrica 50x50

10° T T T T T T
— Odstupanje min svojstvene vrijednosti
- — Odstupanje max svojstvene vrijednosti
100 N T T
S~ T
. .
'8 5 Hh“‘“x N
‘gn 0= “‘HH\ b . 1
a ~ \\\
@ ~
- D\
RIS ™~ 1
2 O\
© -
\\ i
10715 T 1
1 D_ZQ L 1 L L L L L L 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

broj iteracija

Slika 4.3: Konvergencija svojstvenih vrijednosti matrice 50 x 50



34 POGLAVLIJE 4. NUMERICKI PRIMJERI

60

Slika 4.4: Matrice QT Q, gdje je Q generirana Lanczosovim vektorima za n = 50
max; {(Q" Q - N, I} = 0.1949



apsolutna pogreska

Slika 4.5: Konvergencija svojstvenih vrijednosti matrice 100 x 100

10°

—

(=]
L
[=]

10718
0

Matrica 100x100

— Odstupanje min svojstvene vrijednosti
— Odstupanje max svojstvene vrijednosti

S —— A —

Y

10

20

30

40 50 60 70 80 90 100
broj iteracija
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1.5 -
1
0.5
0
05 -
-1
e
150 ~_ ~\.
. — 150
100 ~— e
> 100
50 <
T 50
0 0

Slika 4.6: Matrice QT Q, gdje je Q generirana Lanczosovim vektorima za n = 100
max; ;{/(Q" Q — I)(i, j)l} = 0.6220

Vidimo da se ponavljaju svojstvene vrijednosti: 1,2, 3,99, 100. o su duhovi svojstvenih
vrijednosti koji nastaju kao posljedica gubitka ortogonalnosti stupaca od Q.



Primjeri Lanczosa s potpunom reortogonalizacijom
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Zatim testiramo matrice redom za n = 10, 50, 100 algoritmom [2.2]i analizirat ¢emo rezul-

tate pomocu grafova:

Matrica 10x10

102
—— Odstupanje min svojstvene vrijednosti
— Odstupanje max svojstvene vrijednosti
10°
@
= -
] ~
2 102
=] ~— .
2 -~
& S
S 10 N
R
a MY
@ LA
Y
10°8F ]
N
\
108 :
0 4 5 6 T 8 9 10

Slika 4.7: Konvergencija svojstvenih vrijednosti matrice 10 x 10

broj iteracija
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Slika 4.8: Matrice Q7 Q, gdje je Q generirana Lanczosovim vektorima za n = 10

max; {|(Q" Q0 — (i, j)I} = 4.4409¢ — 16

apsolutna pogreska

Matrica 50x50
10° T T T T T T T T
— Odstupanje min svojstvene vrijednosti
— Odstupanje max svojstvene vrijednosti
10° ]
R‘“‘*a .
\‘-__\_\ \\\
10°® \ ]
\\ AN
™
N
N
1010 ~o 0\ i
\ \
\\\ "\\______ - -
S
1 D -15 i i i i i i i i
0 10 15 20 25 30 35 40 45 50

broj iteracija

Slika 4.9: Konvergencija svojstvenih vrijednosti matrice 50 x 50



Slika 4.10: Matrice QT Q, gdje je Q generirana Lanczosovim vektorima za n = 50
max; {|[(Q"Q - I)(i, j)I} = 6.6613¢ — 16

apsolutna pogreska

10°

-
=
o

e
[=]
tn

—-

[=]
L
=]

-

[=]
Y
[z

E
8

Matrica 100x100

— Odstupanje min svojstene vrijednosti
— Odstupanje max svojstvene vrijednosti

30 40 50 80 70 80 90 100
broj iteracija

Slika 4.11: Konvergencija svojstvenih vrijednosti matrice 100 x 100
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Slika 4.12: Matrice QT Q, gdje je Q generirana Lanczosovim vektorima za n = 100
max; {|(Q"0 - D(, I} = 1.2212¢ - 15
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Zakljucak

Primjecujemo da se porastom brojem iteracija gubi ortogonalnost Lanczosovih vektora u
osnovnom Lanczsosovom algoritmu. Takoder, u usporedbi sa Lanczosovim algoritmom sa
potpunom reortogonalizacijom za to¢nost svojstvenih vrijednosti Lanczosovom osnovnom
algoritmu je potrebno viSe koraka da odstupanje aproksimativne svojstvene vrijednosti od
egzaktne bude manje. Takoder primje¢ujemo da bez reortogonalizacija Lanczosov algori-
tam generira duhove svojstvenih vrijednosti, kojih nema u matrici A.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo proucavali Lanczosovu i Arnoldijevu metodu koje pred-
stavljaju tehniku za racunanje nekoliko najvecih ili najmanjih (ekstremnih) svojstvenih
vrijednosti za velike rijetko popunjene (ne)simetri¢ne matrice. U prvom poglavlju smo
uveli notaciju 1 ponovili osnovna svojstva matrice i svojstvenih vektora i njima pridruZene
svojstvene vrijednosti. U drugom poglavlju detaljno razradujemo Lanczosovu metodu.
Prvo se uvodi pojam Krylovljevog potrpostora, odnosno kako dolazimo do ortonormirane
baze, zatim dolazimo do tridijagonalne matrice Cije svojstvene vrijednosti aproksimiraju
svojstvene vrijednosti nase pocetne simetri¢ne matrice. Dolazimo do izvoda Lanczosove
iteracije, nakon ¢ega opisujemo pogreske i konvergenciju metode. Implementacijom u arit-
metici raCunala uo€avamo gubitak ortogonalnosti Lanczosovih vektora zbog Cega se daje
opis Lanczosa s potpunom ortogonalizacijom koja popravlja gubitak ortogonalnosti. Spo-
minjemo jo§ selektivnu ortogonalizaciju i problem tzv. duhova svojstvenih vektora. Trece
poglavlje daje nam uvid u Arnoldijev algoritam koja se temelji na Hessenbergovu dekom-
poziciju, restartani Arnoldi i nesimetricnu Lanczosovu tridijagonalizaciju. U zadnjem po-
glavlju, prikazano je nekoliko primjera u kojima primjenjujemo Lanczosov algoritam za
simetri¢nu matricu.






Summary

This thesis presents the Lanzos and Arnold method, which represents a technique for cal-
culating several largest or smallest (extreme) eigenvalues of large sparse symmetric ma-
trices,or a set of eigenvalues of non-symmetric matrix. In the first chapter, we introduced
notation and displayed the basic properties of the matrix, eigenvectors and their associated
eigenvalues. In the second chapter, we elaborate on Lanczos’ method. First, we introduce
the notion of Krylov’s subspace and how we compute the orthonormal base. That brings
us to a tridiagonal matrix whose eigenvalues approximate the eigenvalues of our initial
symmetric matrix. The next step includes a derivation of the Lanczos iteration, after which
we describe the errors and convergence of the method. When implemented in computer
arithmetic we notice a loss of orthogonality of Lanczos vectors, and therefore we describe
Lanczos with complete orthogonalization that corrects the loss of orthogonality. We also
mention the selective orthogonalization and the problem of the so-called ghost eigenva-
lue. The third chapter gives us an insight into Arnold’s algorithm based on Hessenberg’s
decomposition, restarted Arnoldi, and asymmetric Lanczos tridiagonalization. In the last
chapter, we present a few examples in which we apply the Lanczos algorithm for symme-
tric matrix.
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