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Uvod

Faktorska analiza (engl. factor analysis) je viSedimenzionalna statisticka metoda koja se
koristi za opisivanje varijabilnosti medu opaZenim varijablama preko potencijalno manjeg
broja nepromatranih (latentnih) varijabli koje nazivamo faktori. Dvije su vrste faktorske
analize: eksplorativna faktorska analiza i konfirmatorna faktorska analiza. Eksplorativna
faktorska analiza sluzi za otkrivanje pozadinske strukture relativno velikog broja varijabli,
dok konfirmatorna faktorska analiza sluzi za verifikaciju faktorske strukture skupa proma-
tranih varijabli. U ovom radu tema je eksplorativna faktorska analiza.

Zadaca faktorske analize je sazimanje veCeg broja povezanih izvornih varijabli u ma-
nji broj faktora tako da varijablu odaziva moZzemo gotovo jednako dobro opisati kao i sa
veéim brojem varijabli poticaja. Sazimanje izvornih varijabli se sastoji od toga da varijable
koje su medusobno povezane, a istovremeno su nezavisne od drugih podskupova varijabli,
povezujemo u faktore. Polazna pretpostavka je da medu varijablama postoji linearna kore-
lacija, a svaki od dobivenih faktora nije u korelaciji s drugim faktorima. Faktorska analiza
je korisna jer se njeni rezultati primijenjuju u daljnjim analizama. Tako se umjesto nad
velikim brojem koreliranih izvornih varijabli, analiza provodi nad manjim brojem neko-
reliranih faktora, od kojih je svaki faktor linearna kombinacija nekoliko promatranih vari-
jabli. Primjenu faktorske analize nalazimo u biologiji, marketingu, financijama, strojnom
ucenju te brojnim drugim podruc¢jima. Glavna motivacija za koristenje faktorske analize je
u mogucnosti smislene interpretacije podataka.

U ovom radu bavit ¢emo se teorijskom pozadinom faktorske analize i primjenom proucene
teorije. Teorijski dio rada zapocCet ¢emo detaljnom definicijom modela faktorske analize.
Ovdje ¢emo vidjeti da je model faktorske analize odreden faktorima i matricom koeficije-
nata, odnosno teZinama. Ukratko ¢emo se ostvrnuti na nejedinstvenost teZina u faktorskom
modelu ukoliko u model uvedemo ortogonalnu matricu. Nakon toga ¢emo u tre¢em poglav-
lju predstaviti nacine za odredivanje faktorskog modela, odnosno koeficijenata modela, od-
nosno teZina. Nacine koje ¢emo detaljno predstaviti biti ¢e metoda glavnih komponenata,
metoda glavnih faktora, iterativna metoda glavnih faktora i metoda maksimalne vjerodos-
tojnosti.

U Cetvrtom poglavlju obradivat ¢emo kako odabrati broj faktora u modelu. Vidjet ¢emo
da postoji viSe kriterija za odabir broja faktora, a da kod podataka koji su pogodni za pri-
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mjenu faktorske analize, veCina kriterija ishodi jednakim brojem.

U petom poglavlju ¢emo se upoznati s rotacijama faktora modela i razli¢itim tipovima
rotacija. Cilj rotacija je pronaci novi prostor u kojem su dobiveni faktori interpretabilniji te
postaviti osi prostora blizu §to je viSe tocaka, odnosno varijabli, moguce. Promatrat ¢emo
dva tipa rotacija: ortogonalnu i1 kosu rotaciju. Naposlijetku, ¢emo se baviti faktorskim
score-ovim i valjanosti modela faktorske analize.

Na samom kraju, u primijenjenom dijelu radu, éemo pokazati na konkretnom primjeru
sprovedbu faktorske analize i detaljno opisati dobivene rezultate. Svi izvodi u radu koji
nemaju referencu dolaze iz [2].



Poglavlje 1

Model faktorske analize

1.1 Definicija modela

Neka je yi1,¥2, ..., ¥n slucajan uzorak iz homogene populacije sa vektorom ocekivanja u
1 kovarijacijskom matricom X. Model fakorske analize prikazuje svaku od varijabli kao
linearnu kombinaciju (neopazenih, odnosno latentnih) zajednickih faktora fi, f,...., fiu 1
slucajne greske. U faktorskom modelu faktori nisu zadani, oni se procijenjuju iz podataka.
Neka je yi,y2, ....,y, opservacija p sluCajnih varijabli, tada je model dan sa:

i—pr =Anfi + Ao+ Adinfa +a
Vo —po = fi + Ao + Ao+ &

Yp —HMp = /lplfl + /lp2f2 + /lpm m T+ €p

U faktorskom modelu je cilj da je m strogo manji od p, odnosno da je broj faktora manji
od broja slucajnih varijabli. Koeficijente 4;; modela nazivamo tezine, te one ukazuju koliko
J-ti faktor f; utjeCe na i-tu varijablu y; te nam sluZe za interpretaciju faktora f;. Faktor f,
opisujemo analizirajuci njegove koeficijente (tezine) A2, A2y, ..., A,,». Vece teZine povezuju
npr. faktor f, s odgovaraju¢em y;-om. Preko varijabli modela y; objaSnjavamo i interpre-
tiramo faktor f,. Nakon procjene koeficijenata, odnosno teZina A;; nadamo se da ¢e oni
razdvojiti varijable u grupe koje odgovaraju faktorima. Vektor € sadrzi gresku mjerenja,
individualan ucinak svake varijable y; na greSku te greSku uzorkovanja.

Osnovne pretpostavke faktorskog modelasudaza j = 1,2,...,mvrijedi E(f;) = 0,var(f;) =
1 ida je cov(fj, fr) = 0,j # k. Pretpostavke za greske su slicne, odnosno vrijedi za
i=1,2,..,pdaje E(¢) = 0, cov(e;, ) = 0,i # k. Buduci da su greske rezidualni dijelovi
od pripadnih y;, vrijedi da imaju razliite varijance, odnosno var(e;) = ;. Dodatno, pret-
postavljamo da je cov(e;, fj) = 0, za sve i, j.
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Gore navedene pretpostavke su prirodna poslijedica modela 1 ciljeva faktorske ana-
lize. Budu¢i da je E(y; — ;) = O slijedi da je E(f;) = 0 za j = 1,2,...,m. Pretpostavka
cov(fj, fr) = 0 proizlazi iz cilja prikazivanja varijabli y; kao funkcije Sto je manje faktora
moguce, odnosno razdvajanja varijabli u odvojene ~grupe” faktora.

Pretpostavke var(f;) = 1, var(g) = ¥, cov(f;, fr) = 01 cov(e;, fj) = 0 nas dovode do
jednostavnog izraza za varijancu od y; :

var(y,-) = /ll'lz + /lizz + ...+ /l,'mz + lﬁ,’ (11)

koji ima vaZznu ulogu u izgradnji modela. Takoder, valja primijetiti da pretpostavka
cov(€, ) = 0 implicira da faktori sadrze svu korelaciju izmedu y-a, odnosno, sve $to y
imaju zajednicko. Odatle je naglasak u faktorskoj analizi na modeliranje korelacija izmedu
y-a.

Model faktorske analize moze biti zapisan u matricnom obliku:

y-pu=Af+€ (1.2)

gdjeje y= ()’1»)72, ---’yp)T’ H= (/-ll,l-l29 -'-,up)T’ f= (flaf29 ceey fm)T’ € = (619 €, --'Ep)T 1:

At Az o A
A=| o (13)
Aot Ay oo Ay

[lustriraymo sada model za neke p i m. Neka je broj varijabli p = 5 1 broj faktora m = 2.
Model sada zapisujemo:

yi—t =dufi+dnh+ea
V2=t =lifi+tAnH+ 6
y3— M3 = Gifi + Adnfr + & (1.4)
Va—Ha = A fi + A+ &
Vs — Hs = As1fi + Asafo + €

odnosno, u matri¢nom zapisu:

yi— M1 A A €1
Y2 — Mo A Ax f €&
yi—p3 [ =| A1 Az [ fl +] & |, (1.5)
Y4 — Ha A1 Ap ? €

Vs — Us As1 Asy €
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odnosno, y — u = Af + €.

Gore navedene pretpostavke sada mozemo, koriste¢i matri¢nu notaciju, zapisat na sli-
jedeci nadin :
E(f)) =0,za j=1,2,..,m postaje :

Ef)=0 (1.6)

izvar(fj)=1,za j=1,2,...,micov(f;, fi) =0, j # k imamo:

cov(f) =1 (1.7)
iz E(¢)=0,zai=1,2,..., pimamo:
Ee)=0 (1.8)
dok iz var(e) = y;,zai=1,2,...,picov(e, &) =0, j# kimamo :
v 0 -+ 0
0 e 0
cove=w=| U (1.9)
0 0 - y,
te naposlijetku iz cov(g;, f;) = 0, za sve i, j imamo :
cov(f,e) = 0. (1.10)

Spomenuli smo veé da je naglasak u faktorskoj analizi na modeliranju kovarijanci
izmedu y-a. U cilju nam je izraziti % p(1 — p) kovarijanci (odnosno, p varijanci) varija-
bli yi, s, ...,y, preko pojednostavljene strukture koja ukljuCuje pm teZina y;; 1 p varijanci
¥, odnosno X Zelimo izraziti preko A 1 ¥. To ¢emo uciniti koriste¢i na§ model zapisan u

matri¢nom obliku (1.2)) i koristeci pretpostavke (1.7),(1.9) i (1.10).

Buduci da u ne utjece na varijance i kovarijance od y-a to iz (1.2)) imamo :
X = cov(y) = cov(Af + €). (1.11)

Po (1.10) imamo da su Af i € nekorelirani, stoga je kovarijanca njihovog zbroja jednaka
zbroju njihovih kovarijanci, odnosno:

X = cov(Af) + cov(e)
= Acov(H)AT + ¥
=AIA" +¥
=AAT +¥
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Ukoliko A ima mali broj kolona, recimo dvije ili tri kolone, onda jednakost £ = AAT +
¥ predstavlja pojednostavljenu strukturu za X u kojoj su kovarijance modelirane pomocu
A;; bududi da je ¥ dijagonalna matrica. Ako se vratimo na primjer gdje jem = 2,
odnosno broj faktora je jednak dva, onda je o, produkt prva dva reda matrice A :

012 = cov(y1,y2) = iAo + Aipdan (1.12)

gdje je (41, A12) prvi red matrice A, a (4,1 4y;) drugi red matrice A. Ukoliko varijable y; 1y,
imaju puno toga zajednickog onda ¢e one imati vrijednosno sli¢ne teZine na zajednickim
faktorima f; 1 f>, odnosno (4;1, 4;2) ¢e biti sliéno (A1, ). S druge strane, ako y; i y,
nemaju puno sli¢nosti, onda ¢e njihove pripadne teZine A;; i A5, uz faktor f; biti drugacije,
kao i pripadne teZine A, i Ay, , uz faktor f,. Odnosno, u ovom slucaju umnosci A;;4;; i
/112/122 ¢e biti mali.

Takoder mozemo izraziti kovarijance y-a i1 faktora f preko tezina A. Ucinimo to za
COV(yl,fz). 1z Yi— M1 = /11]f] + /112f2 + --Jllmfm + €, zatim iz COV(f) =1 1mamo daje

f> nekoreliran s ostalim f; , aiz cov(f,€) = 0 imamo da f, nije korelirana s €. Dakle,
vrijedi:
cov(yr, f2) = E[(y1 — u)(f2 — uf2)]
= E[(Anfi + Ainfa + - imfm) f2]
= ElAnfife + Anfofo + o+ Aimfunfa]
= Adncov(fi, f2) + divar(f2) + ... + Amcov(fu, f2)
= A

jer je var(f>) = 1. Iz toga vidimo da su teZine zapravo jednake kovarijanci varijabli i
faktora. Opcenito vrijedi:

COV()’iafj) = /lij
i=12,.,p (1.13)
j=12,...m
Buduci da je 4;; (ij)-ti element matrice A, gornji izvod zapisujemo u matri¢nom obliku:
cov(y,f) = A (1.14)
U (I.1) smo prikazali varijancu od y; kao zbroj dvaju dijela, prvi dio koji dolazi od

tezina, tj. zajedniCkih koeficijenata, taj dio zovemo komunalitet te drugog dijela koji je
specifi¢an za svaki y;, taj dio zovemo specificna varijanca:

i = Var(yi)
=2 + A + o+ D) + U
= h +

= komunalitet + specificna varijanca

(1.15)
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Komunalitet (4;%) odredene varijable nam dakle govori koliko je varijance te varijable
objasnjeno zajednic¢kim faktorima.
Jednadzbe (1.6)-(1.10)) su nas dovele do jednostavne jednadZbe za varijancu £ = AAT + ¥
koja je temeljni dio faktorskog modela. Dijagonalni elementi od £ mogu lagano biti mo-
delirani prilagodavajuci dijagonalne elemente od ¥, dok uz pomoé AAT dolazimo do ne-
dijagonalnih elemenata.
U rijetkim slucajevima se populacijska kovarijacijska matrica moZe prikazati u obliku
Y = AAT + ¥ gdje je ¥ dijagonalna matirica, a A p X m matrica, uz relativno mali m.
U praksi rijetko imamo uzoracke kovarijacijske matrice koje zadovolje taj idealni model,
no tu pretpostavku ne izostavljamo jer je struktura ¥ = AAT + W esencijalna za procjenu
A.

Jedna od prednosti modela faktorske analize je da ukoliko podaci ne odgovaraju mo-
delu, to se jasno vidi u procjeni od A . U situacijama kada model ne odgovara podacima,
dva su problema : nejasno je koliko faktora je potrebno i nejasno je koji su faktori.

1.2 Nejedinstvenost tezina

Tezine modela y — u = Af + € mogu biti pomnoZene ortogonalnom matricom bez da to
utjeCe na faktorizaciju X = AA” + W. Neka je T proizvoljna ortogonalna matrica. Budu¢i
da za ortogonalne matrice vrijedi TT? = I to vrijedi slijedece:

y—pu=ATTf + € (1.16)
Neka su sada:
A" = AT,
" =TTt

Napravimo sada zamjenu, umjesto A stavimo u temeljnu jednadzbu £ = AAT + ¥ tran-
sformiranu matricu teZina A*. Tada imamo:
T=AANT+ Y
= ATAT) +¥
= ATT'A" +¥
=AAT + V¥

Odnosno, transformirana matrica teZina A* reproducira istu kovarijacijsku matricu kao i
matrica teZina A:

T=AAT+P=AAT + ¥ (1.17)
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Transformirani faktori £* = T”f zadovoljavaju pretpostavke (1.6)), (1.7) i (1.10).
Transformacijom A* = AT nije ni zajedni¢ka varijanca, odnosno komunalitet /;> =

A + A% + ..+ A’ zai = 1,2, ..., p promijenjen. Zajednicka varijanca je suma kvadrata
i-tog reda matrice teZina A. Ako oznacimo i-ti red matrice A sa 4;’ onda je suma kvadrata
tezina u matri¢nom obliku zapisana kao h? = AT A, Sada je i-ti red matrice A* = AT
jednak A;* = 4" T, a pripadni komunalitet je:

= LTTTT A
=44
= h.

Dakle, komunalitet ostaje jednak. Vazno je uoditi da je 2> = ;% + > +...+A;,,> udaljenost
od ishodista do tocke (A;1, Aj, ..., Ain) U m-dimenzionalnom prostoru. Kako je udaljenost
AT A; jednaka kao udaljenost 4;*7 4;* to su tocke A? rotirane od tocke A4; (ovo slijedi i iz
¢injenice da je mnoZenje vektora ortogonalnom matricom ekvivalentno rotaciji osi). Ova
upravo diskutirana mmoguénost, rotacije teZina, a pritom zadrZavanje svih pretostavki i
svojstava je vrlo korisna u interpretaciji faktora i o tome Ce biti govora viSe u poglavlju
Rotacija.

1.3 Ekstrakcije faktora

Medu tehnikama ekstrakcije faktora modela faktorske analize nalaze se analiza glavnih
komponenata (eng. principal component analysis — PCA), analiza zajednickih faktora
(eng. principal factor analysis — PFA), metoda maksimalne vjerodostojnosti, image ek-
strakcija, alfa ekstrakcija i metoda neponderiranih i ponderiranih najmanjih kvadrata [3].
Od navedenih najcesce se primjenjuju metoda analize glavnih komponenata i analize za-
jednickih faktora. Sve tehnike ekstrakcije racunaju skup ortogonalnih komponenti, od-
nosno faktora. U slijede¢im potpoglavljima diskutirat cemo Cetiri razlicita pristupa proci-
jene, odnosno ekstrakcije tezina u modelu faktorske analize.

1.3.1 Metoda glavnih komponenata

Prva metoda procijene teZina koju ¢emo diskutirati zove se metoda glavnih komponenti.
Cilj ove metode je ekstrahirati maksimalnu varijancu iz podatkovnog skupa sa svakom or-
togonalnom komponentom. Prva glavna komponenta je linearna kombinacija promatranih
varijabli koja uzima najvise varijabilnosti medu podacima. Druga glavna komponenta je
opet linearna kombinacija promatranih varijabli koja uzima drugi najveéi udio varijabil-
nosti medu podacima i ortogonalna je s prvom. Nastavljajuéi tako, dobivamo skup glavnih
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komponenti. Glavne komponente su poredane, gdje prva komponenta ekstrahira najveci
dio varijabilnosti, a posljednja ekstrahira najmanji dio varijabilnosti. Rezultat je mate-
maticki jedinstven i ukoliko su zadrzane sve komponente, moZemo reproducirati proma-
tranu korelacijsku matricu. Ova metoda je najpogodnija za istrazivace kojima je od pri-
marnog interesa redukcija velikog broja varijabli na manji broj komponenti. PCA metoda
je korisna i kao inicijalni korak u FA metodi gdje pomaZe u otkrivanju maksimalnog broja
1 prirode faktora.

Za slucajni uzorak yy,y», ..., ¥, izraCunamo uzoracku kovarijacijsku matricu S i Zelimo
pronaci procijenitelja A koji aproksimira temeljnu faktorsku jednadzbu X = AA” + W uz
zamijenu X s S:

S=AAT + . (1.18)
Kako bi faktorizirali S koristimo se spektralnom dekompozicijom:
S = CDC’ (1.19)

gdje je C ortogonalna matrica koja se sastoji od normaliziranih svojstvenih vektora (nor-
malnizirani vektori su oni kojima je norma jednaka jedan) matrice S, a D je dijagonalna
matrica koja na dijagonali ima svojstvene vrijednosti 6y, 6,, ...., 8, matrice S :

6, 0 --- 0
0 6 -~ 0

= . .. (1.20)
0 0 - 6,

Bududi da su svojstvene vrijednosti 6; od pozitivno semidefinitne matrice nenegative
(vece ili jednake od 0), moZemo faktorizirati matricu D:

D = D!/?D!/? (1.21)
gdje vrijedi:
\/9_1 o ... 0
0 6 -+ 0
pr=| . 7 (1.22)
0 o --. @
Iskoristimo tako faktoriziran D u (T.19)) i imamo:
S =CDC" = CD'*D'2C =
(1.23)

(CDI/Z)(CDI/Z)T
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Sada smo dobili traZenu formu S = AA7, ali ne definiramo da je A jednako CD'/? jer
je CD'? p x p dimezija, a nama je u cilju pronaéi A koji je p x m dimenzija, pri ¢emu je
m < p. Iz navedenih razloga definiramo D, = diag(6,, 0,, ..., 6,,) sa m najvecih svojstvenih
vrijednosti 6, > 6, > ... > 6,1 C; = (¢y,c¢y,...,C,) koji sarZi pripadnih m svojstvenih
vektora. Sada procijenjujemo A sa prvih m stupaca matrice CD'/?, odnosno:

A =CD}"? = (Voie1, Vores, ... \O,C1) (1.24)

gdjesu A pxm, C; pxmi Di/2 m X m dimenzija.
PokaZimo sada strukturu iz (1.24)) na primjeru gdje je p = Sim = 2:

At A cil Cn2 VOicii  Vbicrp

/131 /1:22 1 N Voico1 Vbren
/131 /132 =| ¢ 3 [ 01 Nx ] =| VOicsi Voacn (1.25)
Ay A C41 Ca2 2 \/9_1C41 \/9_2042

As1 Asz Cs1 €52 VOicsi  Vbrcsy

Iz gornje jednadzbe vidi se odakle dolazi ime ove metode. Kolone od A su propor-
cionalne sa svojstvenim vektorima od S, dakle teZine na j-tom faktoru su proporcionalne
koeficijentima uz j-tu glavnu komponentu.

Faktori su stoga povezani sa prvih m glavnih komponenti te je stoga za ocCekivati da je in-
terpretacija faktora ista kao interpretacija glavnih komponenti. No, nakon rotacije teZina,
interpretacija faktora je najcesce drugacija. Znamo da je i-ti dijagonalni element od AAT
jednak sumi kvadrata i-tog reda matrice A, odnosno /lAl.T/i,- =2 /I:.Zj. Sada definiramo:

Ji=si— ) A, (1.26)
j=1
te Imamo
S = AAT + ¥ (1.27)

gdje je ¥ dijagonalna matrica. U su varijance na dijagonali od S modelirane eg-
zaktno dok su nedijagonalne varijance aproksimirane. Ovo je jedan od izazova faktorske
analize.

U ovoj metodi procjene, suma kvadrata redova 1 stupaca matrice A je jednaka teZinama
1 svojstvenim vrijednostima, respektivno. Ovo se lako pokaze. Iz (1.26) i-ti komunalitet je
procijenjen sa :

W (1.28)
J=1
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Sto je suma kvadrata i-tog reda matrice A. Suma kvadrata j-te kolone matrice A jednaka je
J-toj svojstvenoj vrijednosti matrice S:

P p P
D= (o =0, )l =6 (1.29)
i=1 i=1 i=1

pri ¢emu je koriStena ¢injenica da normalizirani svojstveni vektori (kolone matrice C )
imaju duljinu jednaku jedan. Sada iz (1.26) i (I.28) imamo da je varijanca i-te varijable
particionirana na dio koji dolazi od faktora i dio koji dolazi od same te varijable:

si=h g =h + 4+ .+ R+ (1.30)

Vidimo dakle, da j-ti faktor pridonosi fzizj u izrazu od s;. Ulogu u ukupnoj uzorackoj
varijanci, tr(S) = sy + §2 + ... + 5, j-ti faktor ima:

P
varijanca j-tog faktora = Z /Allzj = /Al%j + /Algj + ...+ /Alf,j (1.31)

i=1

$to je suma kvadrata teZina u j-tom stupcu matrice A. Po imamo da je to ekviva-
lentno j-toj svojstvenoj vrijednosti ;. Na kraju imamo:
a6 (132)
tr(S) tr(S)
Ukoliko varijable nisu proporcionalne, mozemo se koristiti sa standardiziranim varija-
blama i korelacijskom matricom R. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori od R se
koriste umjesto svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice S u (I.24) kako bi
dosli do procjena teZina.
U praksi se ¢eSce koristi matrica R 1 vecina statistiCkih programskih paketa koristi tu ma-
tricu kao standardnu matricu. Buduci da je naglasak u faktorskoj analizi na reprodukciji
kovarijanci ili korelacija viSe nego varijanci, koriStenje matrice R je prikladnije u faktor-
skoj analizi nego u analizi glavnih komponenti. Takoder, u praksi R daje bolje rezultate od
S. Ukoliko radimo s matricom R onda postaje:

P2,
zizt %y _ 6 (1.33)
r@R) p
gdje je p broj varijabli.
Adekvatnost faktorskog modela moZemo dobiti usporedujuéi strane u ((1.27). Matrica
pogreske:

E=S-(AAT +¥) (1.34)
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ima nule na dijagonali, a nedijagonalne elemente nenegativne. Slijedeca nejednakost daje
ogradu na veli¢inu elemenata matrice E:

2 : 2 2 2 2
eij SHm+1 +9m+2+"'+0p (135)
ij
odnosno, suma kvadrata elemenata matrice E je najviSe jednaka sumi kvadrata “zanema-

renih” svojstvenih vrijednosti matrice S. Ukoliko su svojstvene vrijednosti male, reziduali
u matrici greSke S — (AAT + W) su mali i model je dobar.
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1.3.2 Metoda glavnih faktora

Cilj 1 ove metode je kao 1 kod PCA, ekstrahirati maksimalnu ortogonalnu varijancu iz skupa
podataka sa svakim slijedecim faktorom. U metodi glavnih komponenti kako bi procijenili
tezine, zanemarili smo W i faktorizirali S ili R. Metoda glavnih faktora koristi inicijalnog
procijenitelja ¥ i faktore S — W ili R — ¥ za izralun:

S - ¥ =AAT,
PO (1.36)
R-Y = AAT

gdje je A p x m matrica koja se ratuna kao u koristeci svojstvene vrijednosti i
svojstvene vektore od S — W ili R — ¥. Sada imamo da je i-ti dijagonalni element od S — ¥
dan sa s;; — i, $to je ujedno i i-ti komunalitet, 2> = s; — ;. Analogno, dijagonalni elementi
od R — ¥ su komunaliteti izlz = 1 — ;. Matri¢na formaod S — ¥ iR — ¥ je:

R osn o sy

s-w=| " hg ) (1.37)
S s e B2
B ore oy

R-¥=|" h% T (1.38)
iy r e i |

Popularna inicijalna procjena komunaliteta u R — ¥ je fzf = R?, odnosno kvadrat vietruke
korelacije izmedu y; i drugih p — 1 varijabli. Takoder, to moZemo pisati piSemo:
=R =1 1 (1.39)
rll
gdje je '’ i-ti dijagonalni element matrice R,
Za S — ¥ je analogno |i inicijalna procjena komunaliteta :
o 1
hi =s;— — (1.40)

i o
Sll

gdje je s;; i-ti dijagonalni element matrice S, a s* i-ti dijagonalni element matrice S~'. MoZe
se pokazati da je (1.40) ekvivalentno sa:

i = si— l = iR} (1.41)

sl
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Da bi koristili (1.39) i (1.40), matrice S i R ne smiju biti singularne, jer kao takve nemaju
inverz. Ukoliko je R singularna kao procjenu komunaliteta moZemo koristiti apsolutnu
vrijednost ili kvadrat najvece korelacije u i-tom redu matrice R.

Jednom kada imamo procijenjene komunalitete, raCunamo svojstvene vrijednosti 1 svoj-
stvene vektore od S — W i R— W te koristimo kako bi dobili procjene teZina, A. Onda
pomodu stupaca i redaka matrice A raunamo nove svojstvene vrijednosti (objasnjeni dio
varijance) i komunalitete.

Suma kvadrata j-tog stupca matrice A je j-ta svojstvena vrijednost od S — ¥ ili R — ¥,
a suma kvadrata i-tog reda matrice A je komunalitet od y;. Proporcija varijace koja je
objasnjena sa j-tim faktorom je:

0 9,
— = — (1.42)
rS-¥) XL 6
odnosno,
0j 0,
/ d (1.43)

r(R - W) -
gdje je 6, j-ta svojstvena vrijednost od S — ¥ ili R — ¥. Matrice S — ¥ i R — ¥ nisu nuzno
pozitivno semidefinitne i ¢esto imaju male pozitivne svojstvene vrijednosti. U takvom
slu¢aju, kumulativna proporcija varijance ¢e preci vrijednost od 1 i zatim pasti prema 1
kako se nadodaju negativne svojstvene vrijednosti.
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1.3.3 Iterativnha metoda glavnih faktora

Metoda glavnih faktora se lako moZe iterirati kako bi poboljSali procjene komunaliteta.
Nakon §to izraCunamo AizS - WiliR-%Yu 1} koriste¢i inicijalalne procjene komu-
naliteta , moZemo izracunati nove procjene komunaliteta iz tezina od A koriste¢i ((1.28)):

zm: (1.44)
j=1

Te novodobivene vrijednosti (procjene komunaliteta) fllz se supstituiraju na dijagonalu od
S — W ili R — ¥, iz kojih izra¢unamo novu vrijednost od A koriste¢i
Opisani proces se ponavlja dokle procjene komunaliteta ne iskonvergiraju, no treba imati
na umu da za neke podatke, iterativan proces nece iskonvergirati. Nakon §to imamo ko-
nvergenciju, koristimo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore od S — ¥ ili R — ¥ u
(1.24) kako bi izracunali teZine.

Metoda glavnih faktora i iterativna metoda glavnih faktora Cesto daju rezultate blizu
rezultatima medote glavnih komponenata ako je bilo koji od sljedecih uvjeta istinit:

1. Korelacije su dovoljno velike, §to rezultira malom vrijednosti od m
2. Broj varijabli, p, je velik

LoSa strana iterativne metode je Sto ponekad dovede do procjena komunaliteta fzf koje su
vece od 1 (kad se faktorizira R). Takav rezultat je poznat kao Heywood case (Heywood
1931). Ukoliko je h2 > 1, onda je po li i @ J; < 0, $to je ocito krivo jer ne moZemo
imati negativnu varijancu.

U takvim situacijama, kada komunalitet prede vrijednost 1, iterativni proces bi trebao stati,
te bi program trebao javiti da se ne moZe do¢i do rjesSenja.

Neki statisticki programski paketi imaju opciju nastavka s iteracijama tako Sto se komuna-
liteti postave na 1 u svim slijedeéim iteracijama. RjeSenje u kojem je i; = 0 je upitno jer
implicira na egzaktnu ovisnost varijabli o faktorima, mogudi, ali rijetki ishod.

1.3.4 Metoda maksimalne vjerodostojnosti

Ako pretpostavimo da opazanja yy, ¥z, ...., ¥a ¢ine slucajan uzorak iz N,(u, X), onda A 1 ¥
mogu biti procuen]enl metodom maksimalne vjerodostojnosti. MoZe se pokazati da proci-
jenitelji AiVW zadovoljavaju slijedece jednadzbe:

AT+ AT¥'A),
= diag(S — AAT), (1.45)
ATY'A je dijagonalna.

SYA =
¥
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Ove jednadzbe moraju se rjeSavati iterativno i u praksi postupak mozda ne iskonvergira ili
ishodi rezultatom poznatim kao Heywood case [2]. Takoder, proporcija varijance objasnjene
faktorima, kao §to je dano u[1.32]i[I.33] neée nuzno biti u padajuéem poretku u ovoj metodi
kao Sto je za faktore dobivene metodom glavnih komponenata ili metodom glavnih faktora.

1.4 Odabir broja faktora

Cilj istraZivanja koja se koriste faktorskom analizom je smanjiti veliki broj varijabli na
manji broj faktora. Uz odabir broja faktora veze se niz pitanja. Koliko se pouzdanih i in-
terpretabilnih faktora nalazi u promatranom skupu podataka? Da li je dobiven broj faktora
pouzdan i postoji li mozda jos pouzdanih faktora?
Ukljucivanje veceg broja faktora u rjeSenje poboljSava slicnost izmedu promatrane 1 re-
producirane matrice korelacija, stoga je adekvatnost ekstrakcije vezana uz odabir broja
faktora. S druge strane, Sto je veci broj faktora ekstrahiran to je rjeSenje slabije. Kako bi
objasnili ¢itavu kovarijancu u skupu podataka trebali bi imati jednak broj faktora kao i broj
promatranih varijabli (PCA). Dakle, jasno je da je potrebno uciniti kompromis, odnosno
Zelimo zadrZati dovoljan broj faktora za adekvatno odgovaranje modela podacima, ali ne 1
previSe. Odabir broja faktora je obi¢no delikatniji od odabira tehnike za ekstrakciju i rota-
ciju ili vrijednosti komunaliteta.

Za odabir broja faktora, m, postoji nekoliko kriterija. Ovdje e biti uzeta u obzir Cetiri
kriterija.

1. Biramo m koji je jednak broju faktora koji je potreban da postignemo odredeni pos-
totak objasenje varijance, recimo 80% ukupne varijance tr(S) ili tr(R).

2. Biramo m koji je jednak broju svojstvenih vrijednosti vecih od prosjecne svojstvene
p .
vrijednosti. Za R prosjek je 1, a za S prosjek je #.

3. Koristeéi scree test, odnosno metodu lakta, koji je baziran na grafickom prikazu
svojstvenih vrijednosti od R ili S. Ukoliko graf ostro padne te nakon toga imamo
ravnu liniju malog nagiba, biramo m koji je jednak broju svojstvenih vrijednosti koje
se nalaze prije ravne linije blagog nagiba.

4. Testiramo hipotezu da je m dobar broj faktora, odnosno testiramo nultu hipotezu
Hy: X = AAT + ¥, gdje je A p X m matrica.

Metoda jedan se primijenjuje u metodi glavnih komponenti. Po (1.32) proporcija ukupne

S Odgovarajuca pro-

uzoracke varijance uzrokovane j-tim faktorom iz S je jednako
p ;12
i=1Yij

porcija iz R je jednaka
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Doprinos svih m faktora u tr(S) ili p je stoga Y./, 2 /All2 Sto je suma kvadrata svih eleme-

nata matrice A. Za metodu glavnih komponenti , iz li 1 ll , vidimo da je ta suma
takoder jednaka sumi prvih m svojstvenih vrijednosti ili sumi svih p komunaliteta:

p p p
> =Y =)0 (1.46)

i=1 j=1 i=1 i=1

m

Stoga biramo m dovoljno velik tako da suma komunaliteta ili suma svojstvenih vrijednosti
(objasnjena varijabilnost) Cini relativno veliki dio od tr(S) ili p.

Metoda 1 mozZe se prosmn na metodu glavnih faktora, gdje se procjene komunaliteta
koriste za formiranje S — ¥ ili R — ¥. Budu¢i da S — ¥ i R — ¥ &esto imaju negativne svoj-
stvene Vrl_]eanStl i buduéi da je m broj izmedu 1 i p, kumulativna proporcija svojstvenih

vrijednosti é,,
gativne SVOJstvene vrijednosti. Stoga ¢e postotak jednak npr. 80% biti dostignut za manju
vrijednost m nego Sto i to bilo kod S ili R i bolja strategija bi mogla biti odabir m koji je
jednak vrijednosti za koju postotak prvi put prijede 100%.

U iterativnoj metodi m se bira prije iteriranja i »;,_, illz se racuna nakon iteracija kao
Dict IA1? = (S — ¥). Kako bi odlugili koji m odabrati prije pocetka iteriranja moZemo
se posluZiti sa prije navedenim metodama ili svojstvenim vrijednostima od S ili R kao u
metodi glavnih komponenti.

Metoda 2 je standardna metoda u mnogim statistickim programskim paketima. lako je
heuristicki bazirana, u praksi se pokazala dobrom. PredloZena je varijacija metode 2 kada
se koristi za R — ¥, u kojoj se m bira tako da je on jednak broju pozitivinih svojstvenih
vrijednosti. LoSa strana upravo navedene varijacije je Sto ta metoda Cesto ishodi velikom
broju faktora, buduéi da ée suma pozitivih svojstvenih vrijednosti biti ve¢a od sume komu-
naliteta.

Metoda 3, odnosno metoda lakta, se takoder pokazala dobrom u praksi.

U metodi 4 Zelimo testirati hipotezu:

¢e predi vrijednost 1.0 i onda biti reducirana na 1.0 kako se zbrajaju ne-

Hy: X =AAT +W¥ (1.47)

naspram alternative

Hy:X#AA" +W¥ (1.48)

Testna statistika je:

(1.49)

2p+4m+ 11 | AAT + ¥ |
n-— In ,
6 |V |
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Sto ima aproksimativno y? razdiobu kada je nulta hipoteza istinita
te gdje jev = % [(p -m)?-p-— m] Odbacivanje nulte hipoteze implcira da je odabrani m
premali i da je potrebno uzeti viSe faktora.

U praksi, kada je n velik, test u metodi 4 Cesto pokazuje da je viSe faktora znacajno
nego ostale tri metode, stoga mozemo vrijednost m koju dobijemo metodom 4 smatratim
gornjom medom za stvarni broj potrebnih faktora u prakti¢noj primjeni.

Za mnoge skupine podataka odabir vrijednosti m nece biti ocit. Ta neodlu¢nost zato
mnoge statistiCare ostavlja skepticnima prema faktorskoj analizi. O valjanosti faktorske
analize nesto kasnije.

Kada se model koji smo dobili faktorskom analizom dobro podudara s podcima, prve
tri navedene metode gotovo uvijek daju istu vrijednost broja m, te u takvim situacijama
nema sumnje u odabir broja m. Dakle, za ”dobar” podatkovni skup cijeli proces faktorske
analize i odabira m postaje objektivniji.

1.5 Rotacije

Rezultat ekstrakcije faktora koji nije kombiniran s rotacijama je Cesto tezak za interpre-
taciju bez obzira koja je metoda ekstrakcije koriStena. Nakon ekstrakcije, koristimo se
rotacijom kako bi poboljSali interpretabilnost 1 korist rjeSenja. Vazno je shvatiti da se rota-
cije ne koriste za poboljSavanje kvalitete podudarnosti izmedu promatrane i reproducirane
korelacijske matrice zato Sto su sva ortogonalno rotirana rjeSenja matematicki ekvivalentna
jedna drugom i jednaka su rjeSenju prije primjene rotacija.

Isto kao Sto razlicite metode ekstrakcije daju sli¢ne rezultate za ”dobre” skupove po-
dataka, tako i razli¢ite metode rotacija daju sli¢ne rezultate ukoliko je uzorak korelacija u
skupu podataka relativno jasan. Potrebno je odluciti se da li cemo primijeniti ortogonalnu
ili kosu rotaciju. U ortogonalnoj rotaciji faktori su nekorelirani, a rjeSenja dobivena tom
rotacijom su jednostavna za interpretaciju i izvjeStavanje rezultata, ali ne odrazavaju pravu
stvarnost osim ako je istrazivac siguran da su latentni procesi gotovo nezavisni. Istrazivac
koji sumnja da su latentni, pozadinski procesi korelirani koristi se kosom rotacijom. U
kosoj rotaciji faktori ¢e mozda biti korelirani, imamo konceptualne prednosti, a nedostatke
u interpretaciji i izvjeStavanju rezultata.

Kao Sto znamo iz poglavlja 1.2, tezine faktora (retci matrice A) populacijskog modela
su jedinstvene do na mnoZenje ortogonalnom matricom koja rotira teZine. Rotirane teZine
imaju sacuvana svojstva originalnih tezina; reproduciraju kovarijacijsku matricu i zadovo-
ljavaju sve pocetne prepostavke. Procijenjena matrica teZina A takoder moze biti rotirana
tako da se dobije A* = AT, pri ¢emu je T ortogonalna matrica. Kako vrijedi TT? =1 to
rotirane teZine daju istu procjenu kovarijacijske matrice kao i prije:

S=AA* + W = ATTTAT + ¥ = AAT + ¥ (1.50)



POGLAVLIJE 1. MODEL FAKTORSKE ANALIZE 19

Geometrijski, teZine u i-tom redu matrice A sudjeluju u kreiranju koordinata tocke u
prostoru tezina koja odgovara y;. Rotacija p toCaka daje im nove koordinata u odnosu
na nove osi (faktore), ali ostavlja njihova geometrijska stvojstva netaknuta. U cilju nam je
pronaci novi okvir/prostor u kojem su faktori interpretabilniji. Jos jedan od ciljeva rotiranja
je postaviti osi blizu Sto je viSe toaka mogucée. Ukoliko imamo nakupine tocaka (grupi-
ranja y-a), Zelimo pomaknuti osi tako da prolaze kroz ili blizu tih nakupina. Takav pristup
pridruzuje svaku grupu varijabli nekom faktoru (osi) 1 ¢ini interpretaciju objektivnijom.

Ukoliko moZemo do¢i do rotacije u kojoj ée svaka tocka biti blizu nekoj od osi onda
svaka varijabla ima veliku teZinu koja odgovara pripadnom faktoru (osi) i ima male teZine
na ostalim faktorima. Takav ishod naziva se jednostavna struktura i njegova interpretacija
je uvelike pojednostavljena. Jednostavno promatramo koje su varijable priduzene kojem
faktoru i faktor definiramo ili imenujemo sukladno tome.

Kako bi identificirali prirodna grupiranja varijabli traZimo rotaciju u kojoj varijable
imaju veliku teZinu na samo jednom faktoru. Broj faktora na kojima varijabla ima srednju
do veliku tezinu naziva se kompleksnost varijable. U idealnim uvjetima koji su malo prije
spomenuti koje nazivamo jadnostavim strukturama sve varijable imaju kompleksnost jed-
naku 1. U takvim situacijama varijable su grupirane u grupe koje odgovaraju faktorima.

Promatrat ¢emo dva tipa rotacija: ortogonalnu i kosu rotaciju. Gore spomenuta rotacija
sa ortogonalnom matricom je ortogonalna rotacija; originalne okomite osi se rotiraju i 0s-
taju okomite nakon rotacije. U ortogonalnoj rotaciji kutevi i udaljenosti ostaju sacuvani te
komunaliteti nepromijenjeni. U kosoj rotaciji nema zahtjeva da osi moraju nakon rotacije
ostati okomite te su time slobodne prolaziti blize nakupinama tocaka.

1.5.1 Ortogonalna rotacija

Kao Sto je spomenuto gore, ortogonalna rotacija Cuva komunalitete. Razlog tomu je Sto
su retci matrice A rotirani i udaljenost od ishodiSta ostaje nepromijenjena, $to su po
komunaliteti. Ono §to ¢e se promijeniti je varijanca zbog j-tog faktora kao 1 pri-
padne proporcije i (I.33). U narednim potpoglavljima ¢emo diskutirati dva pristupa
ortogonalnim rotacijama.

1.5.1.1 Graficki pristup

Ukoliko imamo samo dva faktora (m = 2), moZemo Koristiti gra ficku rotaciju baziranu na
vizualnim kontrolama prikaza teZina faktora. U ovom sludaju, retci matrice A su parovi
tezina (A1, Ap), i = 1,2, ..., p, §to odgovara yi,y,, ...,Yp varijablama. Biramo kut ¢ za
koji osi mogu biti rotirane tako da budu bliZze grupiranim to¢kama. Nove rotirane teZine
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(/Aljl , /Al;‘z) prikazujemo na grafu uz pomo¢ Ar = AT pri cemu je:

sing  cos¢ (1.51)

_ [ cos¢p —sing ]
Primjer 1.5.1. Na donjoj slici vidimo prikaz pet pari teZina (1,1, A;») koji odgovaraju pet
imaginarnih varijabli. Ortogonalna rotacija od ¢ = -35°rotira osi (faktore) blize dvama
nakupinama toCaka (varijabli). Nakon rotacije obje nakupine varijabli odgovaraju puno
bliZze novim faktorima.
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Slika 1.1: Ortogonalna rotacija [2]

1.5.1.2 Varimax rotacija

Graficki pristup rotaciji generalno je limitiran na m = 2. Za m > 2 su predoZene brojne
analiticke metode. Najpopularnija metoda je Varimax tehnika. Ona traZi rotirane teZine
koje maksimiziraju varijancu kvadrata teZina u svakom stupcu matrice A*. Ako su teZine
u stupcu priblizno jednake, varijanca je blizu 0. Kako se kvadrati teZina priblizavaju O i
1 (ako se faktorizira R), varijanca ¢e se pribliziti maksimumu. Dakle, varimax tehnika
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nastoji uciniti teZine ili velikima ili malima kako bi doSla do interpretacije.

Varimax tehnika ne garantira da ¢e sve varijable imati veliku teZinu na samo jednom
faktoru. Zapravo, niti jedna metoda ovo ne moze postici za sve moguée podatkovne sku-
pove. Konfiguracija tocaka u prostoru tezina ostaje fiksirana; sve Sto mi radimo je rotiranje
osi (fakora) kako bi bili bliZe Sto je viSe to¢aka mogucée. U mnogim slucajevima tocke nisu
u lijepim nakupinama te je nemoguce zarotirati osi da budu blizu svim tockama. Ovaj je
problem sakriven u odabiru m. Ako je m promijenjen, koordinate se mijenjaju te se time i
relativne pozicije tocaka mijenjaju.

Varimax metoda je dostupna u gotovo svim statistickim programskim paketima koji
podrzavaju faktorsku analizu. Nakon primjene metode izlaz koji dobijemo u vecini sta-
tistickih programa je rotirana matrica teZina A*, udio objasnjene varijabilnosti (suma kva-
drata pojedinih stupaca matrice A*), komunalitete (suma kvadrata pojedinih redaka matrice
&*) te ortogonalna matrica T koja sluZzi kako bi dobili &*, odsnosno A* = AT.
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1.5.2 Kosa rotacija

Kosa rotacija u terminima faktorske analize je ona rotacija u kojoj osi ne ostaju okomite.
Umjesto ortogonalne matrice koju smo koristili u poglavlju nejedinstvenost teZina, kosa
rotacija koristi nesingularnu matricu Q kako bi izratunali f* = Q”f. Vrijedi:

cov(f)=Q'IQ =QTQ =1 (1.52)

Dakle, novi faktori su korelirani. Buduéi da udaljenosti i kutevi nisu saCuvani komunaliteti
od f* su drugaciji od komunaliteta od f. Bududéi da u kosoj rotaciji nemamo zahtjev da osi
ostaju okomite, moZemo se lakSe pribliZiti nakupinama toc¢aka sa osima (ukoliko nakupine
postoje). Na slijedecoj slici, koja sluzi kao primjer, imamo graficki prikaz kose rotacije
od 38°, odnosno kut izmedu novih osi je 38°. Na slici vidimo da koso rotirane osi prolaze
puno blize nakupinama toCaka te da su nove tezine jako blizu 0 i1 1. Medutim interpretacija
se nebi promijenila buduéi da su iste tocke (varijable) koje su povezane sa kosim osima,
povezane i s okomitim osima.

Factor 2

M o w B o N @ W O

—

Factor 1

Slika 1.2: Kosa rotacija [2]

Brojne analiticke metode za postizanje kose rotacije su predloZene i dostupne u pro-
gramskim paketima. Izlaz koji se dobije kao rezultat tih metoda su najcesée: matrica
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uzoraka, matrica strukture i matrica korelacija medu kosim faktorima (osima). Za inter-
pretaciju najcesce se koristi matrica uzoraka. TeZine u retcima matrice uzoraka su prirodne
koordinate toCaka (varijabli) na kosim osima i sluze kao koeficijenti u modelu koji pove-
zuje varijable s faktorima.

Jedna od koristi kose rotacije je provjera ortogonalnosti faktora. Ortogonalnost izmedu
originalnih faktora je nametnuta modelom i saCuvana ortogonalnim rotacijama. Ako kosa
rotacija rezultira matricom korelacija koja je priblizno dijagonalna moZemo biti sigurniji
da su faktori zaista ortogonalni.

1.5.3 Interpretacija

U poglavljina 4.1, 4.2 1 4.3 komentirali smo tipove i korist rotacija faktora (osi) kao pomo¢
u interpretaciji. Nas je cilj posti¢i jednostavnu strukturu u kojoj svaka varijabla ima veliku
teZinu na samo jednom faktoru, dok na ostalim faktorima postiZe male teZine. U praksi,
cesto ne uspjevamo ostvariti taj cilj, ali nam u tome pomazu rotacije uz pomoc¢ kojih dobi-
vamo tezine koje su bliZze ostvarivanju Zeljene jednostavne strukture.

Ovdje ¢emo predstaviti generalne smjernice za interpretaciju faktora ispitivaju¢i ma-
tricu rotiranih teZina. U svakom retku matrice teZina, krenuvsi slijeva te se kretajuci na-
desno detektiramo, po apsolutnoj vrijednosti, najvecu vrijednost, odnosno tezinu. Ukoliko
je najveca tezina znacajne veliCine (subjektivna odluka, vise o tome u iduéem paragrafu)
pocrtamo ju ili zaokruZzimo. Ovo radimo za svaku od p varijabli. Ukoliko ima u jednom
retku viSe znaCajnih teZina koje Ce biti uzete u obzir, interpretacija postaje manje jednos-
tavna. S druge strane moguce je i da postoje varijable s malim komunalitetima da se ne
pojavljuje niti jedna znacajna tezina na nekom faktoru. U ovom slucaju istraziva¢ mozda
Zeli povecati broj faktora i ponovno pokrenuti program kako bi se takve varijable pridruzile
nekom novom faktoru.

Kako bi procijenili znacajnost teZine na nekom faktoru, vrijednost od 0.3 je predloZena.
Za brojne uspjeSne primjene vrijednost od 0.3 je premala i rezultirala je varijablama kom-
pleksnosti veée od jedan. Zbog navedenog, vrijednosti od 0.5 i1 0.6 su korisnije u praksi.

Nakon $to smo identificirali potencijalno znacajne teZine, istraZivac nastoji otkriti neko
znacenje faktora te im u idealnim slucajevima dodijeliti smisleno ime. U mnogim si-
tuacijama, grupiranja nisu logi¢na i analiza moZe biti sprovedena ponovno, mijenjajuci
m, prilagodavajuci razinu znacajnosti teZina, koriste¢i novu metodu za procjenu teZina ili
koriStenje druge vrste rotacije [2].
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1.6 Faktorski score-ovi

U mnogim primjenama, cilj istraZivaca je utvrditi da li model faktorske analize odgovara
podacima i identificirati faktore. Postoje primjene u kojima istrazivac Zeli dobiti faktorske
score — ove f; = (fits fos oes fim) » i = 1, ..., koji se definiraju kao procjene of pozadin-
skih faktorskih vrijednosti za svaku obzervaciju. Dvije su potencijalne upotrebe za tako
definirane score-ove:

1. Od interesa nam je analizirati ponaSanje obzervacija u terminima faktora

2. Zelimo iskoristiti faktosrske score-ove kao ulazne vrijednosti za neku drugu analizu,
recimo multivarijatnu analizu varijance (MANOVA)

Bududi da f-ovi nisu promatrani/izmjereni moramo ih procijeniti kao funkcije opazenih
y-a. Najpopularniji pristup procjeni faktora je baziran na regresiji. Ukratko ¢emo opisati
ovu metodu i spomenuti $to je potrebno uciniti ukoliko je R( ili S) singularna.

Buducdida je E(f;) = 0, f-ove povezujemo sa y-ima preko centriranog regresijskog modela:
Si =B =y) +Br2(y2 = ¥2) + . + 1,0, = Vp) + €&
f2 =B = 31) + B2 = ¥2) + . + Bopy(yp — Fp) + &

Jm =Bt 1 = Y1) + B2z = 2) + oo + Brp(yp — ¥p) + €n
Sto u matricnom obliku zapisujemo kao:
f=Bl(y-y)+e€ (1.53)

Imajmo na umu vaznu Cinjenicu, greska € u (1.53) se razlikuje od greSke u originalnom
faktorskom modelu y — g = Af + €. Nas je pristup prvo procijeniti B; te onda iskoristiti
predvidenu vrijednost f = ﬁlT(y —¥) za procjenu od f.

Model (1.53) za pojedinu obzervaciju izgleda:

f,=Bl(y,-y)+e€,i=1,2,...n (1.54)
Odnosno, nakon transponiranja imamo:
f =@y, -y)'Bi+€,i=12,...,n (1.55)
te tih n jednadZbi mogu biti spojene u jedan model koji onda izgleda kao:
£l (yi —-9'B, €l yi -9’
F= f_zT _| @2 ?)TBI + E_g _|® __y)T B, +E=YB, +Z (1.56)
£, (¥, = 9)"B, € (¥, ="
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Model (5.4) izgleda kao model centrirane multivarijatne viSestruke regresije kojemu je Y,
na mjestu X, na Sto smo inace navikli. Procjenitelj za B, bi bio:

B, = (Y/Y)'Y'F (1.57)

No, kao §to znamo F nije obzerviran. Kako bi svejedno izraunali B, model (1.57) zapisu-
jemo u terminima kovarijacijskih matrica

B, =SS, (1.58)

pri éemu je S,, reprezentirano sa S; a za S, ; koristimo A, buduéi da A procijenjuje cov(y, f) =
A. Sada (I.58) pisemo kao:

B, =S'A (1.59)

Sada po (1.56) , procijenjene f; vrijednosti dane su sa:
=YB =YS'A (1.60)

Ukoliko umjesto S faktoriziramo R onda gornje jednadZbe postaju:

A

 =R'A
F=YR'A

pri Gemu je Y, matrica standardiziranih varijabli *=
score-ove za rotirane faktore, a ne za originalno dobivene faktore. Iz tog razloga u gornjim
jednadZbama mijenjamo A s A*.

Kako bi izracunali faktorske score-ove zahtjev je da S ili R nisu singularne. Ukoliko je
S ili R singularna moZemo izraCunati faktorske score-ove primijenjujuci jednostavnu me-
todu direktno na rotirane teZine. Grupiramo varijable u grupe (faktore) sukladno teZinama i
pronademo score za svaki faktor uprosjecavanjem varijabli koje su dodijeljene tom faktoru.
Ukoliko varijable nisu razmjerne trebale bi biti standardizirane prije uprosjeCavanja.

. Uobicajeno je racunati faktorske

1.7 Valjanost modela faktorske analize

Za mnoge statistiCare, faktorska analiza je problemati¢na i ne spada u klasi¢ne multivari-
jatne metode. Razlog nepovjerenja prema faktorskoj analizi lezi u: upitnom nacinu na koji
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se bira m, odnosno poteskoca izbora m, brojne metode za ekstrakciju faktora, razliite teh-
nike rotacija te u subjektivnoj interpretaciji. Neki statistiCari kritiziraju faktorsku analizu
zbog nejedinstvenosti matrice tezina A ili A, odnosno jedinstvenosti do na mnoZenje orto-
gonalnom matricom. Medutim, moguénost rotiranja daje korist faktorske analize. Glavno
pitanje je da li faktori zaista postoje. Model za kovarijacijsku matricu glasi £ = AAT +¥ pri
¢emu je AAT ranga m. Mnoge populacije nemaju ovakav uzorak u pogledu kovarijacijske
matrice osim ako m nije dovoljno velik. Prema tome u takvim populacijama model nece
odgovarati podacima kada pokuSamo propagirati malu vrijednost za m. S druge strane, u
onim populacijama u kojima je X dovoljno blizu AA” + ¥ i za malu vrijednost m, proce-
dura sampliranja koja vodi do S moZe narusiti taj uzorak. U mnogim slu¢ajevima, temeljni
je problem §to S ili R sadrZe model i greSku, a koraci faktorske analize nisu u moguénosti
odvojiti navedeno.

Cesta je sljedeca situacija. IstraZival dizajnira dugi upitnik, &iji su odgovori na primjer
u skali od jedan do pet ili Likertovoj skali. Osobe koje ispunjavaju upitnik, koje variraju
od nezainteresiranih do ogorcenih, u Zurbi odgovore na pitanja, a odgovori koje su dali
¢esto nisu ni dobri subjektivni odgovori. Zatim istrazivac¢ svoje podatke unese i sprovede
u odredenom alatu faktorsku analizu nad prikupljenim podacima. Bivajuci razoCaran do-
bivenim rezultatima obrada se statistCaru za pomoc. Statistiar pokusa poboljSati rezultate
isprobavajudi razli¢ite metode ekstrakcije faktora, razlicite rotacije, razliCite vrijednosti m i
tako dalje. Sve biva uzaludno, moraju ekstrahirati 10 do 12 faktora da bi objasnili, recimo,
60% varijabilnosti, a interpretacija tog velikog broja faktora je beznadna. Ukolko u poza-
dini postoji par dimenzija, one su neprepoznate Sto zbog semantickih $to zbog slucajnih
greSaka u oznacavanju upitnika. Model dobiven faktorskom analizom ne odgovara takvim
podacima, osim ako nije uzet veliki m, Sto daje beskorisne rezultate.

U situacijama kada pronadeni faktori zadovoljavaju¢e podudaraju s podacima, trebamo
biti strpljivi u interpretaciji sve dok ne utvrdimo stvarno postojanje faktora. Ukoliko se isti
faktori pojavljuju kada radimo ponovno uzorkovanje iz iste populacije onda onda mozemo
biti uvjereni da je primjena modela otkrila neke prave faktore. Dakle, poZeljno je u praksi
ponoviti ekspreiment kako bi se provjerila stabilnost faktora.

Ukoliko je podatkovni skup dovoljno velik, moZemo ga prepoloviti i primijeniti faktor-
sku analizu na pojedine polovice. Dva dobivena rezultata moZzemo zatim usporediti jedan
s drugim 1 sa rezultatom koji dobijemo nakon primjene faktorske analize na Citavi podat-
kovni skup.

Postoje preporuke da R™! treba biti priblizno dijagonalna matrica kako bi dobili model
faktorske analize koji uspjesno odgovara podacima. Kako bi odredili koliko je R™! blizu
dijagonalne matrice, Kaiser(1970) predlaze mjeru uzoracke adekvatnosti (MSA), koja se
jos naziva i Kaiser-Meyer-Olkinova mjera (KMO):

2
izl

2 2
Digj i+ 2z 3

MSA = (1.61)
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gdje je rl.zj kvadrirani element matrice R, q?j je kvadrirani element od Q = DR™'D, a
111

D= [(diag R‘l)z] . Kako se R™! priblizava dijagonalnog matrici to se MSA pribliZzava

1. Kaiser 1 Rice (1974) predlazu da bi MSA trebao biti barem 0.8 kako bi mogli ocekivati

zadovoljavajuce rezultate.

Da zaklju¢imo, postoji mnogo podatkovnih skupova nad kojima se faktorska analiza
nebi trebala primjenjivati. Jedna od indikacija da R nije prikladan za faktorizaciju je ne-
uspjeh metoda navedenih u poglavlju Odabir broja faktora za jasan i objektivan odabir vri-
jednosti broja m. Ukoliko scree graf nema jasno naglaSen pregib ili svojstvene vrijednosti
nemaju veliku udaljenost oko 1, onda R vrlo vjerojatno nije prikladan za faktorizaciju, te
dodatno, procjene komunaliteta bi nakon faktorizacije trebale biti dovoljno velike.



Poglavlje 2

Primjena faktorske analize na primjeru

U ovom poglavlju sprovest cemo faktorsku analizu. Podaci nad kojima ¢e se primijeniti
faktorska analiza tiCu se istrazivanja zadovoljstva putnika aviokompanije koji su preuzeti

sa internetske stranice:

https://www.kaggle.com/teejmahal20/airline-passenger-satisfaction.

Koli¢ina podataka s kojom raspolazemo je 25976. Odnosno 25976 osoba je ocijenilo
odredene usluge koje nudi aviokompanija brojevima od 0 do 5. Faktorska analiza Ce se
sprovesti koristeci statisticki paket SAS OnDemand for Academics: https://www.sas.

com/en_au/software/on-demand-for-academics.html
Varijable koje sudjeluju u faktorskoj analizi su :

Varijabla Opis varijable

X1 WIFI usluga tokom leta
X2 Povoljnost vremena polaska/dolaska
X3 Lakoc¢a online rezerviranja
X4 Lokacija gate-a

X5 Hrana i pice

X6 Online ukrcavanja

X7 Udobnost sjedala

X8 Animacije tokom leta
X9 Usluga tokom leta
X10 Usluga prostora za noge
X11 Rukovanje prtljagom
X12 Usluga check-ina
X13 Usluga tokom ukrcaja
X14 Cistocéa

Cilj sprovedbe faktorske analize je vidjeti da li mozemo 14 ulaznih varijabli sazeti u

28
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manji broj latentnih varijabli, odnosno faktora.
Programski kod u SAS-u kojim to radimo je:

PROC IMPORT

DATAFILE= ”/home/u58251846 /DIPLOMSKI/ Data_set_za_dipl_final.xIsx”
OUT= WORK. data

DBMS=XLSX

REPLACE;

SHEET="Sheetl 7;

GETNAMES=YES ;

Proc Means Data = data;

Var X1 - X14;

Run;

proc factor data = data corr;

Run;

proc factor data = data

priors = smc msa

rotate = promax reorder

plots = (scree initloadings preloadings loadings);

run ;
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Nakon pokretanja programskog koda u ispisu dobivamo:

Tablica 2.1: Deskriptivna statistika varijabli (SAS ispis)

Variable | Label N Mean 5td Dev | Minimum | Maximum
X1 x1 25975 | 27247450 | 1.3353841 0 | 5.0000000
X2 Xz 23975 | 30458124 | 1.5333708 0 | 5.0000000
X3 X3 25975 | 27567755 | 1.4128513 0 | 5.0000000
x4 x4 23975 | 29770042 | 1.2821327 | 1.0000000 | 5.0000000
x5 X5 25975 | 3.2153526 | 1.3315084 0 | 5.0000000
bis] xE 23976 | 32018645 | 1.3555387 0 | 5.0000000
AT T 25975 | 3.4402224 | 1.3200802 | 1.0000000 | 5.0000000
] xe 23979 | 33577832 | 1.3302004 0 | 5.0000000
ot xg 25976 | 3.3853537 | 1.2820884 0 | 5.0000000
Xio x10 23979 | 33501684 | 1.3108623 0 | 5.0000000
X xnm 23976 | 38332384 | 1.1765247 | 1.0000000 | 5.0000000
X1z 12 25975 | 33141745 | 1.26083321 | 1.0000000 | 5.0000000
X2 13 23975 | 3.8402532 | 1.1808810 0 | 5.0000000
AL EALS 25976 | 3.2B8Z257 | 1.3183301 0 | 5.0000000

Tablica 2.2: Matrica korelacija (SAS ispis)

Correlations

X1 X2 X3 x4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X1 x12 X13 X114
X1 x 1.00000 034814 071068 034779 012231 045937 011698 020178 | 011366 | 015970 011520  0.04505 0.10842 012577
X2 x2 0.34914  1.00000 044023 045544 -0.01601 008094 -0.00193 -0.02233 | 0.06098 | 000337 0.06568  0.03246 0.06780 -0.00787
X3 X3 0.71068 = 0.44023  1.00000  0.48551 0.02514 = 0.40500 | 0.02251 0.04471 0.0399% | 011675 | 0.0406%  -0.00011 0.03577  0.01087
X4 x4 0.34779  0.45844  0.46551 1.00000  -0.00969  0.0069% -0.00072 -0.00034 -0.03181  -0.00243 | -0.00440 | -0.05485 -0.00513  -0.0141%
X5 X5 0.12231  -0.01601 | 0.02514 | -0.00969 @ 1.00000 @ 022950 058097 062726 | 0.0506% | 0.03557 0.03762 @ 0.07678  0.0399% 0.65925
X6 XB 0.45937  0.03094 040800 000699 @ 0.22960 1.00000 0.41341 027939 | 0.14943 | 0.12035 | 0.05458 | 0.20331 0.07197 | 0.32081
X7 X7 011699  -0.00193 002281 -0.00072  0.58097 @ 0.41541 1.00000  0.51652 @ 0.12481 0.09915 | 0.07483  0.18247  0.06731 0.65392
X3 pts} 0.20178  -0.02233 0.04471 -0.00034 062726 027938 081682 1.00000  0.41227 | 0.30320  0.38278 @ 0.11434 | 041102 | 069527
X9 *9 011366 = 0.06093 003999  -0.03161 0.05089 @ 0.14943 | 012481 0.41227 | 1.00000 @ 0.36666 | 052493 | 024744 055473 | 0.11755
X10 | X10 | 015870 | 0.00337 0.11675  -0.00243 | 0.03557 | 0.12035  0.09915 | 030320 | 0.36666  1.00000 0.37911 0.15083 | 0.37321 0.08795
X11 | X11 | 011820 | 0.06568  0.04069  -0.00440 @ 0.03762 | 0.08455 0.07493 038278 | 052498 037911 1.00000 | 0.24003 @ 0.63186  0.10213
X12 | ¥12 | 0.04605 @ 0.03246 -0.00011  -0.05495 0.07675 020331 0.18247 | 0.11434 024744 015093 | 024003 1.00000 023917  0.16506
X13 | X13 | 010842 @ 0.06780 0.03577 | -0.00513 | 0.03999 007197  0.06731 041102 055473 0.37321 0.63186 | 0.23917 | 1.00000 | 0.09681
X14 | ¥X14 | 012577 | -0.00767  0.01097  -0.01419  0.65825 032091 0658392 | 0.69527 | 0.11755 | 0.09798 | 0.10218 0.16506  0.0956861 1.00000

U korelacijskoj matrici vidimo da izmedu nekih varijabli imamo jake korelacije, ali i
jako male korelacije. Vidimo da su slijedeci parovi varijabli jako korelirani: X3 1 X1, X6
i X1, X71X5, X81X5, X81X7, XI111iX9,X131X9, X131 Xl11, X141 X5, X141
X7 te X14 1 X8. Budu¢i da je dovoljan broj jako koreliranih varijabli zaklju¢ujemo da su
podaci pogodni za faktorski analizu. Slijedeci korak je analiza vrijednosti MSA i analiza
svojstvenih vrijednosti matrice korelacija te odabir broja faktora pomocu istih.
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Tablica 2.3: Kaiser-Meyer-Olkinova mjera ili Mjera uzoracke adekvatnosti (MSA) (SAS

ispis)

xi XE &

0.74700045 | 0.75421420 | 0.BBB51ET3 | 0.70504799 | 024121420

X4

Kaiser's Measure of S3ampling Adegquacy: Overall M5A = 0.78243745

b6

XE

X7

0.73260084 | 082884109 | 0.75207522

X8

X3

X140

hab]

0.83058734 | 0.88729185 | 081727542

X1z X3 X4

060441035 | 072825014 | 0.82231174

Kako je prije diskutirano, ukoliko je vrijednost od MSA manja od 0.5 to se smatra
neprihvatljivim te je potrebno viSe koreliranih varijabli za analizu. Predlaze se da MSA
bude barem 0.8 kako bi mogli ocekivati zadovoljavajuée rezultate, ovdje smo blizu tome

pa mozemo ocekivati uspjeSnu sprovedbu analize.

Tablica 2.4: Svojstvene vrijednosti reducirane matrice korelacija (SAS ispis)

Eigenvalues of the Reduced Correlation Matrix: Total = §.59849319 Average = 0.47132034

= | en| & g pa |

10
k|
12
13
14

Eigenvalue
134019624
1.891426200
1.56572424
0.466802753
0.23821835
-.00367539
-03713093
-05801428
-.089080730
-13728850
- 14138738
-17069232
- 17444705

-.20433138

Difference

142503415
024853784
1.100860571
0.22780017
024180374
003345054
0.02888335
0.02480352
004830070
0.00408010
0.02030473
000375473

0.02803432

Proportion
0.5062
D.2001
0.2524
0.0708
0.0361

-0.0008
-0.0058
-0.0100
-0.0138
-0.0208
-0.0z214
-0.0259
-0.0254

-0.0310

Cumulative

Odabir broja faktora moguce je vrsiti na viSe nacina. Jedan od kriterija je da je se uzme
broj faktora za koji kumulativna proporcija prelazi 1. Drugi kriterij je odabir onoliko fak-
tora koliko je svojstvenih vrijednosti vee od 1 (Kaiserov kriterij).
Iz svojstvenih vrijednosti reducirane korelacijske matrice vidimo da su prve tri svojstvene
vrijednosti veée od 1, takoder vidimo da prve tri svojstvene vrijednosti reducirane ma-
trice korelacija objasnjavaju 104.88% zajednicke varijance. Ovakav postotak je moguci jer
reducirana matrica korelacija nije punog ranga, odnosno nije pozitivno definitna. Dakle,

potrebna su 3 faktora po prvom i drugom navedenom kriteriju.
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Slika 2.1: Graficki prikaz svojstvenih vrijednosti, proporcija te kumulativne vrijednosti
objasnjene varijance (SAS ispis)

Iz slike [2.1] vidimo kako bi metodom lakta o€itali broj faktora. Bududéi da je ostri pad
nakon 3. faktora, sa grafa oCitavamo da su potrebna tri faktora.
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Tablica 2.5: TeZine po faktorima, procjene komunaliteta i svojstvene vrijednosti

Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3

Varijabla Opis varijable Komunaliteti
. . d Udobnost Pogodnost Usluge

-0.25391 -0.03453

X8 Animacije tokom leta 0.84006

0.77139975

Cistoca 0.68786 -0.28799 -0.38267 0.70253292

X7 Udobnost sjedala 0.65176 -0.24178 -0.37658 0.62506976

X5 Hrana i pi¢e 0.57900 -0.25788 -0.40755 0.56783558

Xe Online ukrcavanja 0.48959 0.22603 -0.20455 0.33263094

Usluga prostora za noge 0.36537 0.04006 0.34923 0.25706139

Usluga check-ina 0.28318 -0.03035 0.17080 0.11028313

X3 Lakoca online rezerviranja 0.28400 0.77805 -0.14149 0.70603521

X1 WIFI usluga tokom leta 0.41294 0.65176 -0.12108 0.60998111

X4 Lokacija gate-a 0.09760 0.53275 -0.10799 0.30500980

X2 Povoljnost vremena 0.14353 052326  -002484 029502111
polaska/dolaska

X13 Usluga tokom ukrcaja 0.47392 -0.01127 0.60551 059137598

X11 Rukovanje prtljagom 0.46390 -0.00264 0.58129 0.55310732

X9 Usluga tokom leta 0.47625 -0.01901 0.51546 049287857

r r r

Svojstvene 33401962 10142621 16657242  6.920183
vrijednosti

Faktor 1 smo nazvali Udobnost, faktor 2 Pogodnost, a faktor 3 Usluge. 1z tablice @
ocitavamo da prvom faktoru Udobnosti pripadaju varijable X8, X14, X7, X5, X6, X10 i
X12. Drugom faktoru Pogodnosti pripadaju varijable X3, X1, X4 1 X2. TreCem faktoru
Usluge pripadaju varijable X13, X11 1 X9. Ovo dodjeljivanje radeno je na temelju najvece
vrijednosti (gledajuci apsolutnu vrijednost) u svakom retku matrice faktora. Kao Sto je
prije objasnjeno kako bi procijenili znacajnost teZine na nekom faktoru vrijednosti od 0.5
su se pokazale dobrima u praksi. Takoder iz tablice [2.5] vidimo procjene komunaliteta.
Komunalitet odredene varijable nam govori koliko je varijance te varijable objasnjeno za-
jednickim faktorima, moZemo reci da su komunaliteti prihvatljivi. MoZe se vidjeti i da su
svojstvene vrijednosti, odnosno varijance objaSnjene pojedinim faktorom jednake zbroju
kvadrata pripadnih faktorskih tezina. Vidimo i da varijabla X10 - Usluga prostora za noge
te varijabla X12 - Usluga check-ina imaju vrlo bliske tezine na faktorima Udnobnost i Us-
luge.

Na slijede¢im grafickim prikazima vidjet ¢emo ulaznih 14 varijabli prikazane u odnosu na
faktore.
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Slika 2.2: Graficki prikaz faktora 1 i faktora 2 (SAS ispis)

Iz slike [2.2] vidimo da je udio varijabilnosti koji objasnjava faktor Udobnost jednak
48.27%, a udio varijabilnosti koji objasnjava faktor Pogodnost jednak 27.66%.

Initial Factor Pattern
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Slika 2.3: Graficki prikaz faktora 1 i faktora 3 (SAS ispis)
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Iz slike[2.3]vidimo da je udio varijabilnosti koji objasnjava faktor Usluge jednak 24.07%.
Initial Factor Pattern
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Slika 2.4: Graficki prikaz faktora 2 i faktora 3 (SAS ispis)
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Pogledajmo sada $to dobivamo rotacijama. Prvo ¢emo analizirati ortogonalnu rotaciju

faktora.
Tablica 2.6: Ortogonalna rotacijska matrica (SAS ispis)
Orthegonal Transformation Matrix
1 2 3
1| 075084 | 058278 | 0.28523
2| -0.33543  -D022ET 0 084172
3 | -0.B5530 | 081232 | -0.17799
Tablica 2.7:
vrijednosti

Tezine po faktorima nakon ortogonalne rotacije, komunaliteti i svojstvene

. . . Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3 .
Varijabla Opis varijable Komunaliteti
Udobnost Usluge Pogodnost

X14 Cistoca 0.83256 0.09662 -0.00691 0.70253292

X7 Udobnost sjedala 0.78620 0.07947 0.02522| 0.62506976

X5 Hrana i pice 0.75343 0.01228 -0.00517 (0.56783558

X8 Animacije tokom leta 0.74358 0.46734 0.00663 0.77135975

X6 Online ukrcavanja 0.41034 0.11396 0.38693 0.33263094

Usluga tokom ukrcaja 0.02811 0.76831 0.01679 0.59137598

Rukovanje prtljagom 0.03104 0.74260 0.02637 055310732

Usluga tokom leta 0.08249 0.69670 0.02619| 0.49287857

Usluga prostora za noge 0.07063 0.49569 0.07978 025706139

Usluga check-ina 0.13080 0.30447 0.02179) 0.11028313

X3 Lakoca online rezerviranja 0.03371 0.03270 0.83895 (0.70603521

X1 WIFI usluga tokom leta 0.16286 012731 0.75316 0.609938111

X4 Lokacija gate-a -0.04446 -0.04309 0.54880 0.30500930

) S 05950 0.05144 053816 0.29502111
polaska/dolaska

Svojstvene 26632638 22345201 20223987 6920183

vrijednosti
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Kod rotiranih faktora promjene su u varijablama X10 - Usluga prostora za noge i va-
rijabli X12 - Usluga check-ina koje su prije pripadale faktoru Udobnost, a sada su pri-
druZene faktoru Usluga. Faktor Pogodnosti nema promjena. Vidimo da se komunaliteti
nisu promijenili nakon ortogonalne rotacije. Varijance su se nakon rotacije po faktorima
medusobno prblizno izjednacile u odnosu na varijance koje smo imali na nerotiranim fak-
torima. Takoder vidimo da se nakon ortogonalne rotacije ukupna varijabilnost nije promi-
jenila.
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Slika 2.5: Faktori 1 i 2 nakon ortogonalne rotacije (SAS ispis)

Iz slike [2.5] vidimo da je udio varijabilnosti koji objasnjava faktor Udobnost jednak
38.49%, a udio varijabilnosti koji objaSnjava faktor Usluga jednak 32.29%.

Prerotated Factor Pattern
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Slika 2.6: Faktori 1 i 3 nakon ortogonalne rotacije (SAS ispis)
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Iz slike vidimo da je udio varijabilnosti koji objasnjava faktor Pogodnost jednak
29.22%.

Prerotated Factor Pattern
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Slika 2.7: Faktori 2 1 3 nakon ortogonalne rotacije (SAS ispis)

1z slike [2.5|je vidljiv raspored varijabli po faktorima 1 1 2. Vidljivo je da varijable X14,
X7, X5, X8 1 X6 imaju najvece teZine na faktoru 1, a varijable X13, X11, X9, X101 X12
na faktoru 2, dok preostale varijable imaju teZine blizu 0 na faktorima 11 2.
Pogledajmo sada $to dobivamo kosom rotacijom.



POGLAVLIJE 2. PRIMJENA FAKTORSKE ANALIZE NA PRIMJERU 40

Tablica 2.8: Ciljna matrica za kosu rotaciju (SAS ispis)

Target Matrix for Procrustean Transformation
Factor! | Factor2 | Factord
Xi4 | X14 | 098040 | 0.00154 | -D.0000O

Xr | X7 008382 | 000102 | 000003
X5 | X5 1.00000 | ©.00000 @ -D.00000
Xg | XE 0.60716 | 0.15107 | 0.00000
X6 | XE 036032 | 00OV74 | 0.308M

X13 | X13 0.00005 | 1.00000 | Q.000O1

X | Xl 0.00007 | 0.09322 | 0.0000£
X3 | xe 0.00162 | 0.07995 | 0.00005
X0 0 | 000270 | 0.03703 | 0.00391
X12 | Xi12 008112 | 077275 | 0.00022
X | X2 0.00005 | 0.00005 | 1.00000
X1 X 0.00007 | 0.00432 | 0.90100

Xd | X4 -0.00052 | -D.00048 | 098583
X2 | X2 -0.00020 | D0.00085 | 007723

Tablica 2.9: Transformacijska matrica kose rotacije (SAS ispis)

Procrustean Transformation Matrix

1 2 3
1 1.15400 | -D.22668 | -0.04738
2| 4013861 | 1.41139 | -0.08333
3 | -D.06242 | -0.07553 | 1.35258

Buduci da varijance faktora moraju biti fiksirane na 1 tijekom kose rotacije, normali-
zirana verzija Procrustean transformacijske matrice je ona koja se zapravo koristi u tran-
sformaciji. KoriStenje normalizirane transformacijske matrice dovodi do rjeSenja promax-
rotiranih faktora.

Tablica 2.10: Normalizirana transformacijska matrica kose rotacije (SAS ispis)

Mormalized Oblique Transformation Matrix

1 2 3
1 070034 045853 023340
2 -0.39770 -0.02012 098328

3 -0.66695 0.24021 -0.198346
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Tablica 2.11: Medufaktorska korelacija (SAS ispis)

Inter-Factor Correlations
Factorl | Factor2 | Factord

Factor | 1.00000 | 028148 | 0.11285
Factor? | 0.28142 | 1.00000 | 0.1203%
Factord | 0.11265 | 0.12050 | 1.00000

Vidimo da su nakon kose rotacije faktori korelirani buduci da oni nisu viSe ortogonalni.

Tablica 2.12: Rotirani faktori nakon kose rotacije (standardizirani regresijski koeficijenti)

Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3
Udobnost Usluge Pogodnost
X14 Cistoca 0.85151 -0.03790 -0.04096

X7 Udobnost sjedala 0.80379 -0.04969 -0.00608

X5 Hrana i pice 0.77988 -0.11192 -0.03242

X8 Animacije tokom leta 0.71234 0.35868 -0.04167

X6 Online ukrcavanja 0.38942 0.02811 0.37258

Usluga tokom ukrcaja -0.06747 0.78732 -0.02035
Rukovanje prtljagom -0.06177 0.75976 -0.00957
Usluga tokom leta -0.00270 0.70388 -0.00941
Usluga prostora za noge 0.00703 0.49544 0.05459
Usluga check-ina 0.09647 0.29133 0.00298
Lakoca online rezerviranja LK -0.01817 0.84383
WIFI usluga tokom leta 0.11076 0.06280 0.74823
Lokacija gate-a -0.07150 -0.06741 0.55739

Varijabla Opis varijable

Povoljnost vremena
polaska/dolaska

-0.0911 0.03207 0.54248

Za razliku od ortogonalnih faktorskih rjeSenja gdje se faktorske teZine interpretiraju
kao korelacije izmedu varijabli i faktora, kod kosokutih faktorskih rjeSenja kao sto je ovdje
promatrano promax rjesenje, potrebno je gledati matricu faktorske strukture kako bi se
ispitale korelacije izmedu varijabli i faktora.
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Tablica 2.13: Matrica faktorske strukture (matrica korelacija varijabli s faktorima)

Varijabla Opis varijable FRNRS FRNEES FRNEeRS
Udobnost Usluge Pogodnost

X14 Cistoca 0.85151 -0.03790 -0.04096

X7 Udobnost sjedala 0.80379 -0.04969 -0.00608

X5 Hrana i pice 0.77988 -0.11192 -0.03242

X8 Animacije tokom leta 0.71234 0.35868 -0.04167

X6 Online ukrcavanja 0.38942 0.02811 0.37258

Usluga tokom ukrcaja -0.06747 0.78732 -0.02035

Rukovanje prtljagom -0.06177 0.75976 -0.00957

Usluga tokom leta -0.00270 0.70388 -0.00941

Usluga prostora za noge 0.00703 0.49544 0.05459

Usluga check-ina 0.09647 0.29133 0.00298

X3 (EUGTENMENCGERUENER  -0.01617 -0.01817 0.84383

X1 WIFI usluga tokom leta 0.11076 0.06280 0.74823

X4 Lokacija gate-a -0.07150 -0.06741 0.55739
Povoljnost vremena

X2 polaska/dolaska -0.09101 0.03207 0.54248

F F

e 20142313 24510527  2.1006934

vrijednosti

Glavna razlika izmedu tablica 2.12i je §to je korelacijsku interpretaciju moguce
dobiti koristeéi se matricom faktorske strukture. Matrica sturukture je zapravo derivat ma-
trice standardiziranih regresijskih koeficijentata. Ukoliko se matrica standardiziranih re-
gresijskih koeficijentata pomnoZi sa medufaktorskom korelacijskom matricom[2.1T]dobiva
se matrica faktorske strukture [I]]. Iz tablice [2.13] vidimo da je korelacija faktora Udob-
nosti i varijable Cistoc¢a jednaka 0.83623. Takoder, vidimo da faktor Udobnost objasnjava
(0.83623)? = 0.69928 = 69.928% varijance varijable Cistoca.

Vidimo da je raspored varijabli po faktorima nakon kose rotacije ostao isti kao i raspo-
red varijabli po faktorima nakon ortogonalne rotacije, odnosno faktoru Udobnost pripadaju
varijable X14, X7, X5, X8 i1 X6, faktoru Usluge pripadaju X13, X11, X9, X101 X12, a
treCem faktoru Pogodnost pripadaju X3, X1, X4 i X2. UoCavamo da se suma svojstvenih
vrijednosti, odnosno ukupna varijabilnost nakon kose rotacije promijenila te je ona sada
veéa iiznosi 7.465977. Vidimo i da sada za razliku od originalnog i ortogonalnog rjeSenja
suma svojstvenih vrijednosti nije jednaka sumi komunaliteta. Komunaliteti su ostali isti
kao 1 kod faktora bez rotacije 1 kod faktora nakon ortogonalne rotacije. Ovo je temeljna
¢injenica o faktorskim rotacijama; rotacije samo redistribuiraju varijancu objaSnjenu fak-
torima dok varijanca objaSnjena faktorima za pojedinu varijablu (komunalitet) ostaje ne-
promijenjen.
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Slika 2.8: Graficki prikaz faktora 1 i 2 nakon kose rotacije (SAS ispis)

Nakon kose rotacije osi, odnosno faktori 1 (Udobnost) i faktor 2 (Usluge) se sijeku pod
kutem od 73.65° .
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Rotated Factor Pattern
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Slika 2.9: Graficki prikaz faktora 1 i1 3 nakon kose rotacije (SAS ispis)

Nakon kose rotacije osi, odnosno faktori 1 (Udobnost) i 3 (Pogodnost) se sijeku pod
kutem od 83.53° .
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Rotated Factor Pattern
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Slika 2.10: Graficki prikaz faktora 2 i 3 nakon kose rotacije (SAS ispis)

Nakon kose rotacije osi, odnosno faktori 2 (Usluge) i 3 (Pogodnost) se sijeku pod ku-
tem od 83.07°.

Vidimo da je na ovom primjeru uspjesno sprovedena faktorska analiza buduéi da su se
varijable lijepo rasporedile po faktorima, komunalitet je visok te su varijabilnosti objaSnjene
pojedinim faktorima velike. Uspje$no smo od 14 varijabli dobili manji broj, odnosno 3 po-
zadinska faktora. Prvi faktor (Udobnost) &ine varijable Cisto¢a, Animacije tokom leta,
Udobnost sjedala, Hrana i pi¢e i Online ukrcavanja. Drugi faktor (Usluge) Cine varijable
Usluga tokom leta, Usluga prostora za noge, Rukovanje prtljagom , Usluga check-ina i
Usluga tokom ukrcaja. Treci faktor (Pogodnost) ¢ine varijable WIFI usluga tokom leta,
Povoljnost vremena polaska/dolaska, Lakoc¢a online rezerviranja i Lokacija gate-a.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu vidjeli smo teorijsku pozadinu faktorske analize te samu pri-
mjenu iste. Na pocetku smo definirali faktorski model. Vidjeli smo da teZine faktorskog
modela sluze za pridruZivanje pocetnih varijabli faktorima te za interpretaciju dobivenih
faktora. Takoder smo vidjeli da modeliranje zapoCinjemo pretpostavkom da su pocetne
varijable korelirane, a kao izlaz te analize su nekorelirani faktori, odnosno odvojene grupe
varijabli. Upoznali smo se sa raznim tehnikama ekstrakcije faktora koje uglavnom imaju
isti cilj, a to je ekstrakcija maksimalne varijance iz skupa podataka sa svakim faktorom.
Vidjeli smo 1 kriterije za odabir broja faktora, a u idealnim slu€ajevima svi kriteriji ishode
jednaki brojem. Nakon toga smo vidjeli kako se mozemo koristiti razli¢itim tipovima rota-
cija kako bi poboljSali interpretabilnost i korist rjeSenja. Na kraju smo na primjeru pokazali
kako se provodi faktorska analiza.



Summary

In this thesis, we saw the theoretical background of factor analysis and the application of
it. At the beginning, we defined a factor model. We have seen that models factor weights
are used to associate initial variables with factors and to interpret the obtained factors. We
have also seen that we start modeling by assuming that the initial variables are correlated,
and the output of that analysis are uncorrelated factors, i.e. separate groups of variables.
We have introduced various factor extraction techniques whom mostly have the same goal,
to extract the maximum variance from the data set with each factor. We have also seen the
criteria for selecting a number of factors, and ideally all the criteria give the same number
as an outcome. After that, we saw how we can use different types of rotation to improve
the interpretability and usefulness of the solution. In the end, we showed by example how
factor analysis is conducted.
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