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Sazetak

U ovome radu prikazali smo metodu geometrijske optike na primjeru elektromag-
netskih i gravitacijskih valova u zakrivljenom prostor-vremenu te efekte nelinearnih
pozadinskih elektromagnetskih polja na propagaciju linearnih elektromagnetskih va-
lova u pozadini ravnoga prostora. Prvo smo primjenom standarnih pristupa geome-
trijske optike izveli osnovne relacije koje opisuju propagacijske krivulje i polariza-
cijske vektore elektromagnetskih i lineariziranih gravitacijskih valova. Potom smo
povezali dobivene rezultate s metodama aproksimacije spinske geometrijske optike i
dali pregled nekoliko recentnih ¢lanaka koji opisuju navedenu metodu. Na kraju smo
prikazali opcenite efekte nelinearnih pozadinskih elektromagnetskih polja na propa-
gaciju elektromagnetskih valova visokih frekvencija u aproksimaciji slaboga polja.
Kljucne rijeci: aproksimacija geometijske optike, aproksimacije spinske geometrijske

optike, vakuumski dvolom



Geometrical Optics Approximation in Curved
Spacetime in Nonlinear Electrodynamics

Abstract

In this thesis, we have presented a method of geometric optics approximation for
electromagnetic and gravitational waves in curved space-time background and ef-
fects of nonlinear background electromagnetic fields on propagation of linear elec-
tromagnetic waves in flat background metric. First, we used standard approaches
of geometric optics to derive all basic equations that describe propagation curves
and polarization vectors of electromagnetic and linearized gravitational waves. Then
we connected those results with methods of spin optics approximation and gave a
review of several papers that describe that method. Lastly, we presented general ef-
fects of nonlinear background electromagnetic fields on propagation of weak field
high frequency electromagnetic waves.

Keywords: geometric optics approximation, spin optics approximation, vacuum bire-

fringence
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1 Uvod

U ovome radu bavimo se problemom propagacije valova visokih frekvencija u
zakrivljenom prostor-vremenu. Opcenito je ovakva vrsta problema poprilicno uni-
verzalna, javlja se u svim fizikalnim teorijama koje ukljucuju opis bilo kakvih valnih
pojava. Teorijski se ovaj problem tretira asimptotskom analizom valne jednadzbe, sto
podrazumjeva za pocetak odredene aproksimacije nad samom valnom jednadzbim
kako bismo postigli linearni oblik valne jednadzbe. Zatim se rjeSavanje takve line-
arizirane valne jednadzbe provodi koristenjem asimptotski valjanog oblika rjesSenja.
Time ¢e se problem rjeSavanja neke opcenite parcijalne diferencijalne jednadzbe
svesti na problem rjesavanja sustava diferencijalnih jednadzbi. Najcesce je slucaj
da ¢e fizikalno relevantan opis biti mogu¢ koristenjem najnizega reda ili dodatno pr-
voga reda takvih aproksimacija. Dakle, iz temeljnih jednadzbi asimptotske analize
mozemo izvesti sve fizikalno relevantne veliCine, a visi redovi ¢e potom dati samo
korekcije na ve¢ definirane fizikalne veli¢ine u nizim redovima. Mi ¢emo se u ovome
radu baviti konkretnim primjerima od fizikalne vaznosti u opcoj teoriji relativnosti:
sluc¢aj valne jednadzbe klasi¢ne (linearne) elektrodinamike u zakrivljenom prostoru,
zatim linearizirane valne jednadzbe za gravitacijske valove i kona¢no slucaj neline-
arne elektrodinamike s konkretnim primjerima valnih jednadzbi koje se javljaju u
efektivnim teorijama jakih pozadinskih polja. Ovakva teorijska razmatranja bitna
su i u interpretaciji raznih opazanja u opservacijskoj kozmologiji. Naime, glavnina
opazanja sastoji se u mjerenju raznih zracenja iz svemira i to elektromagnetskih i gra-
vitacijskih valova koji se u takvim situacijama u Sirokom rasponu frekvencija mogu
tretirati kao valovi visokih frekvencija u usporedbi s tipi¢nim prostornim skalama na
kojima propagiraju. U takvim opazanjima Cesto se pokuSava naci neki signal koji
bi upuc¢ivao na mozebitnu korekciju klasi¢ne gravitacije ili na neki drugi znacajniji
kvantni efekt raznih alternativnih teorija. Ve¢ u klasi¢noj gravitaciji mogu se naci
razni netrivijalni efekti koji bi dali male korekcije na opazanja pa je bitno razluciti
koje bi korekcije dolazile od klasi¢ne teorije, kao i upucuju li takve korekcije na ne-
konzistentnosti unutar same teorije.

Pocetni zadatak u ovom diplomskom radu bio je provesti standardni pristup aprok-
simacije geometrijske optike na primjeru linearne elektrodinamike. Ovdje je ideja

bila elementarnim metodama izvesti sve bitne relacije koje se u raznim znanstvenim



¢lancima mogu nadi u okviru raznih nelementarnih formalizama, poput Newman-
Penrose formalizma, raznih metoda diferencijalne geometrije i slicno. Zatim je drugi
korak bio iz recentne literature izdvojiti neki zanimljivi efekt koji slijedi iz analize
viSih redova korekcija geometrijske optike. Ovdje je odabran i prezentiran efekt
spinske geometrijske optike koji opisuje utjecaj cirkularne polarizacije elektromag-
netskoga vala na njegovu propagaciju u zakrivljenom prostor-vremenu. Zatim su iste
procedure standardnoga pristupa geometrijske optike i razvijenih metoda spinske
geometrijske optike iz linearne elektrodinamike primjenjene u drukcijem kontekstu
gravitacijskih valova. Temeljni znanstveni clanci koje smo uzeli kao referentnima za
slu¢aj linearne elektrodinamike su [6] i [4], Cije smo ideje i rezultate povezali s nasim
elementarnim metodama, a u slucaju gravitacijskih valova referenti ¢lanak je [5]. U
nastavku rada prezentirani su efekti pozadinskih polja nelinearne elektrodinamike na

propagaciju elektromagnetskih valova, uz koristenje referentnih ¢lanaka [12] i [13].

U ovome uvodnome dijelu demonstrirane su osnove aproksimacije geometrijske

optike na primjeru jednostavnije skalarne valne jednadzbe [18]

Ve t) — —— 2 i o (1.1)
’ n2(F)c? ot? "

Separacijom varijabli ¢ (7, t) = u(7)T'(t) dobivamo

V(i) 1 dT()

2 —
" e (1-2)

Uvodenjem konstante w vremenski dio je separiran u obliku obic¢ne diferencijalne

jednadzbe
d*T(t)

o WT(t) =0, (1.3)

¢ija su rjeSenja T'(t) = Ae™* + Be~“*. Prostorni dio zadovoljava Helmholtzovu dife-

rencijalnu jednadzbu

V2u(F) + (%)2 n2(7)u(7) = 0. (1.4)

Uvodimo ansatz geometrijske optike

u(7) = A(7)e' ™, (1.5)



¢ijim uvrStavanjem u pocetnu diferencijalnu jednadzbu (1.4) dobivamo

W

(V8) - (VB)A — (VD) A~ 2i(Ve) - (VA) - V2A— (L) w4 =0 (1.6)

C

Na razini ove jednadzbe potrebno je utvrditi sve karakteristi¢ne skale problema, koje
su odredene ponasanjem fukcija ®(7),.A(7) i n(). Skale problema moZemo simbolicki

bolje shvatiti reskaliranjem derivacija navedenih funkcija

= 1, = =/
Ve[~ —|V 2 [V e[~ 1, (1.7)
®
e d 1 =/ =/
VA~ VALV A~ 1, (1.8)
A
- 1 = =
|Vn| ~ Z_|V n|, |V n|~ 1. (1.9)

Simbolickim uvodenjem ovih skala u (1.6) bolje se vidi odnos pojedinih ¢lanova pod

pretpostavkom nekih odnosa skala

(%)2 (V@) - (V&)A—i (gf) 1LV - (V'®)A — 2i (}) (V') - (VA) =14V - (V' A) — 14 (2) n2A =0,

(1.10)
Skala promjene faze ® zapravo je skala valne duljine pa je u posljednjem ¢lanu fak-
tor (‘;")2 = (27”)2 ~ (i)z, ¢ime vidimo da su prvi i posljednjii ¢lanovi istog reda
velicine te ¢e u aproksimaciji geometrijske optike ovo biti dominantni ¢lanovi. Za-
nima nas asimptotski oblik rjeSenja u granici visokih frekvencija, Sto odgovara od-
nosu skala ls >> [4,l,. Nakon Sto smo zadali skale problema, poZeljno je radi

sistemati¢nosti asimptotskoga razvoja uzeti bezdimenzionalni oblik pocetne diferen-

cijalne jednadzbe (1.4). Zadajmo skalu valne duljine preko [y = “. Radimo sljede¢u

transformaciju
A
r—r =T, (1.11)
la
Vi V2 =12V? (1.12)
¢ime dobijemo bezdimenzionalni oblik
V2ulr') + e 22 (X Ju(r’) = 0. (1.13)



Tablica 1.1: Sustav transportnih jednadzbi
Red

e2:n=0 k2 = n?
! -Va0+(V-k:)a0:0

e n=1 2
e~ ) .y > 1 2]2 . 661/71—1 + (6 : E)an—l + V2a, =0

Dalje nastavljamo raditi s bezdimenzionalnim varijablama pa izostavljamo zapis sa
crtanim varijablama jer podrazumjevamo da su bezdimenzionalne. Asimptotski oblik

rjeSenja zadajemo s

u(F) = A(7,€)e’ 5D/ A7 €) = Y €, (7). (1.14)

n=0
S pretpostavljenim malim parametrom ¢ Cesto se istice da anastz ima oblik slabo
variraju¢e amlitude i jako variraju¢e faze. Funkcija S(7) obicno se zove eikonal-
nom funkcijom koja odreduje trajektorije vala, dok je sa A(7,¢) opisana amplituda
takvoga vala. Uvedimo vektor k=VS koji daje prostorni smjer propagacije vala.

Uvrstavanjem asimptotskog ansatza u (1.4) dobivamo
€22 A —ie 'V kA — 2ie k- VA - V2A— 2024 = 0. (1.15)

Popisivanjem c¢lanova po asimptotskom parametru dobivamo popisan sustav trans-
porntih diferencijalnih jednadbzi. Najnizi red daje disperzijsku relaciju koja je za-

pravo parcijalna diferencijalna jednadzba za S(7)
(VS(7) - (VS(7) = n*(7) (1.16)

iz koje mozZemo odrediti eikonalne krivulje. Vidimo da nam je za odredivanje tra-
jektorija bila sasvim dovoljna jednadzba najnizega reda. Eikonalnu jednadzbu mogli
smo prepoznati jos ranije u (1.10), naime ako zanemarimo sve ostale ¢lanove i uz-
memo samo prvi i zadnji najdominantiji ¢lan, dobivamo istu disperzijski relaciju. Do-
datno, kako bi aproksimacija bila valjana, drugi ¢lan ne smije biti istoga reda velic¢ine
kao i dominantni ¢lanovi. To znaéi da bi moralo vrijediti V - (V'®) << é, odnosno u
bezdimenzionalnom zapisu V - k << L. To znati da aproksimacija vise nije valjana u

podruéjima gdje se sjeku eikonalne krivulje, dakle u mjestima gdje postoji singulari-



tet u divergenciji smjerova propagacije. Iz visih redova mozemo odrediti amplitudu

vala do proizvoljne to¢nosti, ¢ime se mi na ovom primjeru necemo baviti.



2 Aproksimacija geometrijske optike u linearnoj elek-

trodinamici

2.1 Osnovni model aproksimacije

Zakoni geometrijske optike izvorno su formulirani fenomenoloski u optici, a po-
tom su teorijski utemeljeni u klasi¢noj elektrodinamici kroz aproksimaciju visokih
frekvencija u valnoj jednadZbi. Cesto su iskazani u kontekstu propagacije svjetlosti u
sredstvima, kao zakoni refleksije i loma, medutim mi ¢emo odvojiti problem propa-
gacije svjetlosti u medijima u zakrivljenom prostoru kao zaseban problem. Za sada,
formulirajmo zakone geometrijske optike u ravnome prostoru bez prisutnosti medija

u jeziku opce teorije relativnosti [1]:

e Zrake svjetlosti su nul geodezici

e Polarizacijski cetverovektor okomit je na zrake svjetlosti i paralelno je transpor-

tiran po geodezicima

e Vrijedi geometrijski zakon sacuvanja intenziteta

Prva tvrdnja istovjetna je tvrdnji propagacije po pravcima, dakle pravci su nul
geodezici ravnoga prostora. Geometrijski zakon sacuvanja intenziteta u slucaju ra-
dijalnog Sirenja zraka svjetlosti odgovarao tvrdnji da intenzitet opada sa kvadratom
udaljenosti, ali je iskazano puno opcenitije u obliku odredene jednadzbe sacuvanja za
intenzitet, u literaturi se jos govori o ovome zakonu kao o sacuvanju broja fotona. Na-
pomenimo da navedene tvrdnje nisu aksiomi nase teorije, ve¢ ih dobivamo iz asimp-
totske analize valne jednadzbe u ravnhome prostoru bez medija. Nas je zadatak pono-
viti isti postupak asimptotske analize u generaliziranom slucaju linearne elektrodina-
mike u zakrivljenom prostor-vremenu, posebno u najnizem redu ove aproksimacije,
a kasnije se bavimo korekcijama visih redova. Pitanje je vrijede li isti zakoni geome-
trijske optike koje smo uocili u ravnome prostoru i pri prelasku u zakrivljeni prostor.
Primjerice, Cesto se presutno identificira propagacija svjetlosti s nul-geodezicima pa
se postavlja pitanje vrijedi li navedena tvrdnja na op¢enitim pozadinama zakrivljenog
prostor-vremena. Ili se mozemo pitati kako se modificira propagacija polarizacijskog

cetverovektora u visim redovima ove aproksimacije?



Ovdje ¢emo prezentirati standardni pristup kakav se moze nadi primjerice u [1].

Za nas je polazna tocka valna jednazba za bazdarni potencijal
—V'V, A" + Rt AV = A JH. (2.1)

Promatramo slucaj u praznom prostoru gdje je J* = 0 te pretpostavljamo Lorenzov
uvjet bazdarenja

VA" = 0. (2.2)

Zadajemo ansatz geometrijske optike sa
AP (x) = A*(z, €)@/ Al (2, €) = i €"a,t(x). (2.3)
n=0
Za razliku od drugih pristupa gdje se uzima ansatz oblika
A*(z) = Re (A*(x, e)eis(x)/g) : (2.4)
mi taj korak odgadamo do trenutka odredivanja elektromagnetskoga tenzora
F,, =2Re (V,Ay). (2.5)

Dopustamo A* € C jer Zelimo opisati slucaj cirkularne polarizacije. Faza S(z)/e
brzo je variraju¢a zbog malog ¢ te u njoj sa S(z) oznacavamo eikonalnu funkciju
za koju dodatno zahtijevamo S(z) € R. U standardnome pristupu se vektorom
k, = V,S identificira smjer propagacije. Asimptotski razvoj ima smisla samo ako vri-
jedi odredeni odnos fizikalnih skala u nasemu problemu. Primjerice u (2.1) Riccijev
tenzor zadaje prostornu skalu zakrivljenosti pozadinske metrike izrazenu duljinom
[r koju mozZemo bolje uociti reskaliranjem derivacija tako da je

R, ~1/I3R,, R, ~ 1. (2.6)

pvo

Ansatzom (2.3) oblika A*¢*® zadane su skale promjene amplitude /4 i skala promjene
faze l4 takve da je

1 - .
V,A* ~ l—V,,A“, V,A* ~ 1, 2.7)
A



V,® ~ li@y@ﬁycb ~ 1. (2.8)
[

UvrStavanjem ansatza oblika A#e!® u poéetnu valnu jednadZbu i reskaliranjem deri-

vacija po izrazima (2.6), (2.7) i (2.8) dobivamo

vav,e 2 (1) ev,a 9, 00a (1) v (1) e <o

(2.9)
U dobivenom izrazu lakse se vide doprinosi pojedinih ¢lanova pod pretpostavkama
raznih odnosa skala. Pretpostavka je aproksimacije (2.3) da je skala promjene faze

® puno manja od svih ostalih skala, odnosno ls << l4,l;. Time bezdimenzionalni

parametar asimptotskoga razvoja moZemo povezati sa ¢ ~ —2——. Nastavljamo
min(la,lR)

uvrStavanjem ansatza u uvjet Lorenzovoga bazdarenja
ie 'k, Z 'a,t +V, Z €"a,t =0. (2.10)
n=0 n=0
U (2.10) lako je prepoznati rekurzivni niz uvjeta
kuag" =0, (2.11)

tezan >0

kua," =iV ,a, . (2.12)

n—1

U nultome redu aproksimacije moZemo definirati skalar intenziteta fy := 4/a,,a,™
i normalizirani vektor polarizacije z," takav da je z;,2," = 1. Time baZdarni po-
tencijal u nultome redu moZemo zapisati u obliku fyz,"¢*¥/¢. Ako identificiramo k,
sa smjerom propagacije, uvjet (2.11) moZemo prepoznati kao uvjet ortogonalnosti
polarizacijskoga vektora i vektora propagacije, sto je jedan od zakona geometrijske
optike koji smo naveli na pocetku. Dalje istim postupkom uvrStavamo ansatz u valnu

jednadzbu
EkVk, A" — 2ie KV, A" — ie 'V kY AP — VYV, A* + RF AV = 0. (2.13)

U tablici 2.1 popisujemo sustav diferencijalnih jednadzbi koje dobijemo iz pret-

hodne relacije. Kontrakcijom jednadzbe najnizega reda n = 0 sa q,*,, uz pretpos-



Tablica 2.1: Sustav transportnih jednadzbi

Red
e?2:n=0 k' kya) =0
el:in=1 kEk,a," — i (VVEk, +2k"V,) a) =0
e in > 1| Kk, —i(Vk, + 2KV, a, " —V'V,a, ' +R'a, Y =0

tavku a,*,a," # 0 dobivamo

'k, = 0. (2.14)

Dakle, dobili smo da je £* nul-vektor. Ako identificiramo k* sa smjerom propagacije,
relacija (2.15) bit ¢e nam dovoljna da izvedemo jednadzbu krivulje koja bi opisivala

propagaciju vala. Deriviranjem (2.15) dobivamo
k'N k, = k"V, k, = 0. (2.15)

U zadnjem koraku iskoristili smo ¢injenicu da je k* definiran kao kovarijantna deri-
vacija skalarne funkcije za koju vrijedi komutacija kovarijantnih derivacija V,V,S =
V.,V ,S. Parametrizirajmo krivulju z#(\) s parametrom ), takvim da je njezino tan-
gentno vektorsko polje 2= = k. Time (2.15) moZemo izraziti kao parametarsku
jednadzbu krivulje oblika

D2k B A2t L dx”@ B
D)2 d)\2 YPdN d\

(2.16)

Identifikacjom smjera propagacije sa k* koji je nul-vektor dobivamo da je krivulja
opisana s (2.16) nul-geodezik te bismo tom interpretacijom reproducirali prethodno
naveden prvi zakon geometrijske optike. Napomenimo da je relacija (2.14) valjana
u svim redovima, $to je jednostavna posljedica oblika ansatza u kojemu nismo pret-
postavili ovisnost eikonalne funcije o asimptotskom parametru. To nam omogucava
da ve¢ u najnizem redu aproksimacije geometrijske optike u potpunosti odredimo
eikonalnu trajektoriju, dok visi redovi daju samo korekcije na amplitudnu funkciju.
Analizirajmo sada jednadzbu iz reda n = 1. Zbog (2.14) otpada prvi ¢lan, dodatno

uvrstimo i a," = foz,"

Fozd" V' Ey + 220"k Vo fo + 2fok" V2" = 0, (2.17)



te kontrahiramo sa z,",
foV7k, + 2KV, fo + 2foz,", K"V, 2" = 0. (2.18)
Prva dva ¢lana su realna, dok je tre¢i imaginaran zbog

* 1 *
Re(2",Vuz") = 5 (20", V2" + 20, Vze™) = §Vl, (20%,2") = 0. (2.19)

DN | —

Realni dio jednadzbe mozemo prepoznati kao satuvanje vektorskoga polja fZk*
V. (fgk") =0 (2.20)

i interpetiramo ju kao geometrijski zakon sacuvanja intenziteta, ¢iju je geometrijsku

interpretaciju lakse vidjeti u integralnom obliku primjenom Gauss-Stokesova teorema

/ V. (fok") v—gd'z = foktd®s, =0, (2.21)
1% oy

uz interpretaciju da je ”broj” zraka vektorskog polja fZk* koji ulazi u proizvoljni vo-
lumen jednak ”broju” zraka koji izlazi iz toga volumena, Sto se gleda kao sacuvanje
broja fotona. Time smo dobili tocan oblik trecega zakona geometrijske optike u za-
krivljenom prostoru koji smo naveli na pocetku. Kona¢no nam preostaje pokazati da
je polarizacijski vektor paralelno transportiran po eikonalnim krivuljama. To mozemo
vidjeti vracanjem (2.20) u (2.17), ¢ime smo eliminirali prva dva ¢lana pa nam preos-

taje jednadzba za paralelni transport polarizacijskoga vektora
k'V,z" = 0. (2.22)

Prethodnom smo analizom aproksimacije geometrijske optike u najnizem redu, uz
pretpostavku da propagaciju mozemo poistovijetiti s gradijentom eikonalne funkcije,
reproducirali zakonitosti propagacije geometrijske optike te ih generalizirali na za-
krivljeno prostor-vrijeme Sto se moze preciznije iskazati kroz relacije (2.14),(2.15),
(2.11), (2.22) i (2.20). U literaturi se obi¢no staje na analizi najnizega reda, s obzi-
rom da gotovo svi fenomeni geometrijske optike slijede iz najnizega reda. Mi nastav-
ljamo dalje te se pitamo kako se navedeni zakoni modificiraju uvodenjem korekcija

visih redova?
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2.2 Korekcije visih redova geometrijske optike

Zapocinjemo korekcijama prvoga reda na skalar intenziteta koji u visim redovima

ima oblik

f2 = AVA*V — (aOy +€a’1y —|—O(€2)) (ao*u +€a1*u + 0(62)) —

= ag,a," + € (ag,a,™” + a,*,a,") + O(e). (2.23)
Zanima nas moze li se (2.20) generalizirati na visi red
V. (fk*) =0, (2.24)

gdje koristimo skalar intenziteta f? s korekcijom prvoga reda. Iskoristimo trans-

portnu jednadzbu za a; iz tablice 2.1 s redom koji odgovara n = 2
(VuE")a,” + 26V 0, =iV, V¥ay” — R ay". (2.25)
Kontrahiramo prethodnu relaciju sa a,*, i uzimamo njezin realni dio

(vuk“) (a()yal*y +ay*,a,") + 2k (GOVVMGI*V + ao*uquLlV) =1 (ao*yV“V“aOV - GOVVNV”%*V)

m

+R

v W kv
Ay — Qg G )

(2.26)

v (a0>'<

Posljednji ¢lan desne strane jednakosti propada zbog simetrije Riccijeva tenzora te uz

nesto preuredivanja relaciju mozemo pisati u obliku

\ [k (ag,a,™ + ay”,a,")] + KV, (ag,a,™ +ag",a,") — 2k" (%VVM%*V + al*VVuaOV)
=iV, (ag", Vyuay" —ag,V,uay™).

(2.27)

Za daljnje pojednostavljenje moramo iskoristiti transportnu jednadzbu nizega reda u
tablici 2.1 pod n =1
(V. k" + 2k"V,) a,” = 0. (2.28)
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Ponovno istom metodom, kontrahiramo sa a,*, i dobivamo da je realni dio relacije
=2k (a,"Vyaq", + 0, Vyag, ) = (VuE) (ag,a,™ + ag™a,”) . (2.29)

Ovdje prepoznajemo posljednji ¢lan u lijevoj strani jednakosti (2.27), Sto nam omogucuje

znacajno pojednostavljenje
1
Vo [K (ag,0.™ + ay",a,")] = §Vu (ag", Vuay” — ag, V,uag™). (2.30)

Dobili smo izraz koji ukljucuje korekciju prvog reda skalara intenziteta, te se zajedno

sa zakonom sacuvanja (2.20) moZe pisati kao
V. (fPK*) =iV, (fiz0", Vi) - (2.31)

Ovime smo pokazali da ne vrijedi generalizacija (2.24), tj. da vektorsko polje f2k*
nece biti sac¢uvana veli¢ina. Medutim, relacija (2.31) sugerira postojanje vektorskoga
polja ¢* takvo da je f?¢* satuvana veli¢ina. To mozemo vidjeti tako da zamijenimo
fo — f s desne strane jednakosti (2.31), $to je moguce jer relacija vrijedi do prvoga
reda

Vi (fQQM) =V [fQ [k — iEZO*uVMZOV)] = 0(62)7 (2.32)

gdje izdvajamo poseban efektivni vektor
"' = k" —iez,", V2" (2.33)
Mozemo jos i pokazati da je ¢* nul-vektor
Kkt =k kP — 2iezy* KMV 20" 4+ O(?) = O(e?), (2.34)

Sto vrijedi zbog toga $to z,*, k*V ,z,” = O slijedi iz (2.22). Efektivni vektor ¢/ te pri-
padna relacija (2.34) uocena je u [4] i izvedena drugim metodama, koje se razlikuju
od nasih. Takvu relaciju kasnije ¢emo shvatiti kao disperzijsku relaciju visega reda
koja ¢e imati veliku vaznost u spinskoj optici.

Slicne algebarske manipulacije koje smo radili u prethodnom izvodu mozemo

12



nastaviti i u viS$im redovima skalara intenziteta
f? = ag,a0" ¢ (ag,a,™ + ag",a,") + € (ag,a,™ + 1,0, O + ay,a,™ ) +O(¢*). (2.35)

S obzirom da je postupak nesto zahtijevniji, izostavljamo detalje izvoda sljedeceg

rezultata

Vi [k (ag,a5™ + a1,0," O + ay,00™)] = %vu [a,", V*ay” — ag"VFay", + a,"V"ay", — a,", V"a,"].
(2.36)
Koristenjem prethodnih rezultata moze se pokazati da vrijedi isti zakon sacuvanja

V. (f*¢") = O(€®) do tretega reda uz efektivni vektor ¢* koji je sada oblika

q" = kH — €%ao*uv“ao”—%”v”ao*y

%P
ag, g
. * Ly V__ oy UXTH, * UNTH, * % w, v * Ly V_ W, *U *U * v
21 | Ve mag" Ve T tay "V ay —agT, Ve T ag, Viag"—ag, Viag™ a9, 0,7+, 0
%p *p *p
2 g, g, 4,90

(2.37)

Nastavljanjem ovoga postupka naslu¢ujemo da postoji efektivan vektor ¢* s asimp-

totskim razvojem

q"(e, a9, a0, ..., a,,a,"%, ...) = k" + Z €"K,M(ag, ay",...;a, 1,0, 1) (2.38)
n>0

takav da vrijedi zakon sacuvanja V,, (f?¢*) u svim redovima. U vi$im redovima je s
K, opisana ovisnost o korekcijama amplitude viSih redova. Kao S§to vidimo ve¢ u
drugome redu K, ima poprilitno kompliciranu ovisnost. Opcenito se sve relacije
geometijske optike u viSim redovima sve vise kompliciraju, tako da odredivanje visih
redova ima viSe smisla u slu¢aju neke numericke primjene u kojoj je bitna veca pre-
ciznost, dok ¢e nama za odredivanje i opisivanje osnovnih svojstava biti zanmiljiviji
nizi redovi.
Za zakljucak ovoga dijela jos ¢emo izvesti oblik tenzora energije i impulsa geometrij-
ske optike. Za opcenito elektromagnetsko polje opisano elektromagnetskim tenzo-

rom F

. » Simetri¢ni tenzor energije i impulsa je

1
T = P\ F™ = 29" By, F7. (2.39)
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Elektromagnetski tenzor u najnizem redu je

’ , 2 ,
FMV = 2R€(V[“Ay]) = 2Re |:(V[M.Ay} + zk[“A”O 6’5/6:| — éRe (ik[uzoy] ezS/e) +O(60).
(2.40)
Drugi ¢lan tenzora energije i impulsa sadrzi elektromagnetsku invarijantu
f2 g *0
F=F,F¥=-4 (k;[,\zog]k;pzo D kpnzom P2 + (k.k.)> . (2.41)

S (k.k.) oznacen je kompleksni konjugat prvih dvaju ¢lanova. Primje¢ujemo ¢lanove
tipa

kinzom k207 = = (kak 20,207 — kak%20,20") = 0, (2.42)

DN | —

Sto vrijedi zbog k,k* = 0 i orotogonalosti k,z," = 0. Ovime smo pokazali da je
F = 0. Izvrijednjavanjem tenzora F*, F** dobivamo &lanove k), kv 2, = 1krEY i

Kl Jk 2N = 120 2 Mk, To sve skupa daje
13 :
T = 2—02]{:’%” [1— Re (ZOAZO”\GQZS/E)} +0O(e™h). (2.43)
€

Usrednjavanjem po ansamblu krivulja koje prolaze duz prostorne osi nekog opazaca,
kroz viSe valnih duljina, za koje se prode po cijelom periodu eikonalne funkcije,
dobivamo

2
[Ty = %k“k” + O (2.44)

U granici beskonacnih frekvencija e — 0 dobivamo divergenciju usrednjenog (7"")
$to je u skladu s o¢ekivanjem da takav val nosi beskona¢nu gusto¢u energije (7).

Primjetimo da sacuvanje tenzora energije i impulsa V, 7" = 0 daje
V(T ~ ¥, (fek") K + fok"V .k =0, (2.45)

Sto je konzistentno sa zakonima sacuvanja intenziteta i propagacijske jednadzbe ge-
ometrijske optike pripadnoga najnizeg reda. Ovakva razmatranja usrednjenog ten-
zora energije i impulsa mogu se naci u [9], dok je u [16] napravljena cijela analiza

usrednjenih tenzora energije i impulsa sa vi§im korekcijama u formalizmu bispinora.
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2.3 Geometrijska optika u Hamiltonovom i Lagrangeovom forma-
lizmu

Ranije smo izveli da iz vodecega reda standarnoga pristupa geometrijske optike

slijedi disperzijska relacija (2.15), koju ¢emo sada zapisati u jasnijem obliku
1 uv
59 k,k, = 0. (2.46)

Faktor 1/2 dodali smo iz notacijskih razloga koji ¢e postati jasan u izvodu jednadZzbe
krivulje u Hamiltonovom formalizmu. Elementarnim smo metodama pokazali kako iz
disperzijske relacije slijedi diferencijalna jednadzba krivulje (2.16). Ovakve elemen-
tarne operacije nad disperzijskom relacijom prikrivaju ¢injenicu da je disperzijska

relacija zapravo parcijalna diferencijalna jednadzba prvoga reda
I

iz koje treba odrediti eikonalnu funkciju S(x) uz postavljene rubne uvjete na nekoj
hiperplohi ¥. Ovdje ¢emo izloziti precizniji opis rjeSavanja opcenitijih parcijalnih jed-
nadzbi metodom karakteristika iz teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi [20].
Poveznice metode karakteristika i Hamiltonova formalizma Cesto su izostavljene u
literaturi s podrudja fizike, naime Hamiltonov i Lagrangeov formalizam obi¢no se
u fizici shvaca u kontekstu klasicne mehanike putem metoda varijacijskoga racuna.
To zna prouzrokovati konfuziju u fizici kada se pokusaju primjeniti metode Hamil-
tonova formalizma u drugom kontekstu poput geometrijske optike. Kako ¢emo mi
koristiti takve metode u spinskoj optici, ovo kratko podpoglavlje napisano je kako bi
se otklonile buduce nejasnoce.

Promatramo opcenite parcijalne diferencijalne jednadzbe prvoga reda oblika
F(0,8S,8,z") =0, (2.48)
gdje je F opcenita glatka funkcija

F:R*xRxR* -5 R, (2.49)
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r* € R, a S(a#) je funkcija
S:R* - R, (2.50)

koja je rjeSenje pocetne parcijalne diferencijalne jednadzbe s rubnim uvjetom na hi-
perplohi X
S(z")|s = g(a*). (2.51)

U nasem slucaju eikonalne fukcije obi¢no je rubni uvjet konstantna fukcija g(z*) =
So. Osnovna ideja metode karakteristika sastoji se u pretvaranju parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe u sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Uzmimo da S(z*) rjeSava
(2.48) s rubnom zadacom (2.51). Fiksirajmo tocku z* koja nije na hiperplohi 3.
Zelimo odrediti krivulju koja povezuje z* i bilo koju to¢ku na hiperplohi z," na ko-
joj mozemo odrediti funkciju S. Dakle, potrebno je pronad¢i takvu krivulju na kojoj
bi se parcijalna diferencijalna jednadzba svela na obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.
Takvu krivulju zvati ¢emo karakteristicnom krivuljom, a ona ¢e biti odredena ka-
rakteristicnim sustavom obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koje ¢emo sada odrediti.

Parametrizirajmo takvu krivulju z#(\) parametrom A € I C R. Definirajmo funkciju
z(A) = S [z"*(N)] (2.52)

i vektor gradijenta
ky(A) :== 0,5 [z*(N)]. (2.53)

Oboje smo definirali kroz restrikcije funkcije S i njezinoga gradijenta na krivulji.

Derivirajmo (2.53) po parametru A

k()
dA

= k,(\) = 0,0,5 [z"(N)] £7(\). (2.54)

Kako bismo odredili derivaciju 0,0, 5. derivirajmo parcijalnu diferencijalnu jednadZzbu

(2.48) po x*

0F (0,5, 5, z") 0F(0,S, S, z") O0F (0,8, S, z")

90,9 0,0,5 + 59 0,5 + 5t = 0. (2.55)
Odabir krivulje z#(\) fiksiramo preko diferencijalne jednadzbe
L

ok,
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Time restrikciju od (2.55) na krivulji z#(\) mozemo pisati kao

OF (ku(A), 2(A), 2"(N))
0z

OF (ku(A), 2(A), #(A))

i”(X)9,0,S [x"(N)] + P

=0.
(2.57)

ky(N) +

Odabir krivulje koja zadovoljava (2.56) sada nam omogucava da preko (2.57) izra-

zimo (2.54) kao obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

k:p()\) _ _8F<ku()\)’azz(>\)7xu(A))kp(/\) _

OF (ku(A), 2(A), 2*(A))

Dt (2.58)

Iz sustava obic¢nih diferencijalnih jednadzbi (2.56) i (2.58) mozemo odrediti karak-
teristicnu krivulju. Kona¢no mozemo pokazati da ¢e se na takvoj krivulji funckija
z(A) takoder modi odrediti preko obi¢ne diferencijalne jednadzbe. To vidimo ako

deriviramo (2.52) po A
Z(AN) = 0,5 [x"(N)] 2P(N) = k,(N)2P(N). (2.59)

U pojednostavljenoj notaciji osnovne rezultate metode karakteristika mozemo prika-

zati kao

oF

= 2.
= ok (2.60)
: oF OF
ICM == —@ - % Iz (261)
&= ki, (2.62)

Dodatno, mozemo pokazati da su obi¢ne diferencijalne jednadzbe (2.60)-(2.62) kon-
zistentne s poc¢etnom parcijalnom diferencijalnom jednadzbom (2.48). Derivirajmo

restrikciju od (2.48) na krivulji z#(\) po A

oF . oF oF
= — — 7 M —
o, k, + 5, z+ 8xﬂx 0. (2.63)

F
Kako na krivulji 2* vrijede diferencijalne jednadzbe (2.60)-(2.62), dobili smo F=0.
Dobili smo da je funkcija F' konstantna na krivulji, a kako je zasebno F = 0 na
hiperplohi > dobivamo da je parcijalna diferencijalna jednadzba (2.48) zadovoljena
na cijeloj krivulji

F(k,(A), 2(A), 2#(\)) = 0, VA. (2.64)
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Sada smo u stanju ovaj opceniti rezultat primjeniti na nasu pocetnu eikonalnu jed-
nadzbu (2.47) koja spada u opcenitu klasu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koja

nema ovisnost po eikonalnoj funkciji
1
F(0,S,95,2") = H(0,S, ") = 59“”8“581,5. (2.65)

Metoda karakteristika sada daje

0OH
T
= o (2.66)
- OH
5 = ki, (2.68)
H (K, (N), 2(A), 2#(\)) = 0, VA. (2.69)

Diferencijalne jednadzbe (2.66) i (2.67) imaju oblik Hamiltonovih jednadzbi gibanja

kao u klasi¢noj mehanici. Funkciju
B 1 %
H(k,, z") = 59 k,k, (2.70)

mozemo zvati Hamiltonijanom geometrijske optike. U zapisu Hamiltonijana posebno
smo izdvojili metriku ¢g*” kako bi bila vidljiva eksplicitna ovisnost Hamiltonijana o z*
i k, varijablama, koje ovdje shava¢amo kao varijable faznoga prostora. U analogiji
s klasi¢cnom mehanikom, ovaj Hamiltonijan opisivao bi slobodne bezmasene cestice.
To fizikalno znaci da bi krivulje koje opisuju propagaciju valova visoke frekvencije
u geometrijskoj optici bile identi¢ne krivuljama bezmasenih cestica, odnosno fotona.
Na razini Hamiltonovih jednadzbi mozemo izvesti jednadzbe krivulja u obliku jed-

nadzbe geodezika. Hamiltonove jednadzbe gibanja daju

OH
ot = 8? = g'mjky, (271)
I
. OH 1 agaﬂ 1 a\ ﬁpag)\p
kﬂ = —@ = —Ewk’akﬁ = 59 g Wkak’ﬁ. (272)
U prethodnom koraku iskoristili smo identitet %gx—af = —g"‘*gﬁpaagw—ﬁf . Ideja je ovog

zapisa olakSavanje prepoznavanje Christoffelova simbola u budu¢im koracima. Dalje

18



izvodimo diferencijalnu jednadzbu krivulje kroz eksplicitan raspis od ##* takav da

sadrzi varijable tipa i

oght”
oxY

:’éﬂ

0 1 9
kg k= —g"g"” agv 90,8 + 59" 9" g” ag s IraGpg "2 (2.73)

Nakon svih pokrata mozemo preurediti sve u izraz

299 1,99, 1 99\, 095, g
P pv ZIAP S A sp T pA 4 Yo P P (2.74
9 87$$+2g i 27 (8x”f oxr 8xk)xx (2.74)

Prepoznavanjem Christoffelova simbola mozemo zapisati konacan rezultat u obliku
jednadzbe geodezika
B+ T i3 = 0, (2.75)

Uz uvjet da uvijek odaberemo pocetne uvjete u kojima bi ##, odnosno k* bio nul-
vektor, pocetno zadan Hamiltonijan reproducira iste krivulje geometrijske optike.
Iako nam se za sada uvodenje efektivhoga Hamiltonijana geometrijske optike moze
uciniti kao nepotrebna komplikacija, kasnije ¢e se pokazati korisnim uvodenje mo-
difikacija geometrijske optike upravo na razini efektivnoga Hamiltonijana. Alterna-
tivno isti problem mozemo gledati u Lagrangeovom formalizmu. 1z Legedendreova

transformata £ = i*k, — H slijedi da je pripadaju¢i Lagrangian oblika
L(xH it) = L 2.76
(I‘ L ) - §g,u1/‘r T . (2.76)

U ovome formalizmu mozemo izvesti jednadzbu geodezika varijacijskim postupkom

nad akcijom / =1 [ 9,,A*2"d\. Varijacija akcije daje

RN 5t
= — v 2 P 2‘
51 2/AO (W 29,5 )533 d\. 2.77)

Parcijalnom integracijom drugoga ¢lana te uz napomenu da rubni ¢lan iscezava, do-

bivamo

A1 1 a a
5T — / (5%‘%#1}” — agp/l\' i — gpyil’) oxPd. (2.78)
Ao

Nakon nesto preuredivanja mozemo pisati

A1 .y 1 ey
oI = — /A O (gpyw + 5 (Oudps + 009 = 0p8,) &8 ) OxPdA. (2.79)
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Uz stacionarnost akcije 0S5 = 0 i fiksiranje rubnih tocaka dxz(\g) = dz(\) = 0
lako prepoznajemo istu jednadzbu geodezika kao u (2.52). Napomenimo da se u
izvodima jednadzbe geodezika za masivne cCestice koristi akcija oblika [ = 15 =

:12 dr = | ;01 (gwx'“x'”)l/ 24\, $to odgovara funkcionalu vlastitoga vremena izmedu
dviju tocaka. U nasem slucaju ne mozemo Kkoristiti taj oblik jer pri varijaciji krivulja
svjetlosnoga tipa iSCezava vlastito vrijeme, Sto ¢e dati divergenciju jednoga podinte-
gralnoga faktora u varijacijskom postupku. Stoga afini parametar A, koji koristimo

za opis krivulje svjetlosnoga tipa, nije vlastito vrijeme.

20



2.4 Aproksimacija spinske geometrijske optike

Za opis cirkularno polariziranih valova iskoristit ¢emo zapis polarizacijskoga vek-
tora u bazi kompleksne nul-tetrade {I*, n*, m*, m*}. Za takvu bazu zadani su sljede¢i

ortonormalizacijski uvjeti

" =n,nt =m,mt' =m,m' =0, (2.80)
l,ym" =1,m" =n,mt"=n,m"=0, (2.81)
m,mt' = =l,n" = 1. (2.82)

Ovakva baza postavlja se u odnosu na kongruenciju fiksiranih krivulja svjetlosnoga
tipa tako da je [ tangentno vektorsko polje te kongruencije krivulja. U odabiru baze
obi¢no uzimamo krivulje koje opisuju propagaciju svjetlosti pa mozemo identificirati
[* sa k* valnim vektorom kojeg smo dobili u aproksimaciji geometrijske optike. S pa-
rovima kompleksnih vektora m* i m* opisivat ¢emo dva moguca tipa cirkularne pola-
rizacije vala. Mozemo ih bolje shvatiti u vezi s drugacijom bazom {I*, n*, e}, €4 } u ko-
joj su ef i el realni ortogonalni vektori prostornoga tipa, kojima predstavljamo pros-
torne osi u odnosu na koje promatra¢ mjeri polarizaciju vala. Vektori nase pocetne
kompleksne nul-tetrade mogu se konstruirati preko m#* = e} + ieh i m* = el — iel.

Ortonormalizacijski uvjeti invarijantni su na sljedece transformacije: [6]

I — AlMn* — A™'n”, (2.83)
" — " n* —n" +a*m” + am” + aa*l*, m"* — m" + al*, m* — m* + a*1*, (2.84)
mt — m”em’, mt — m“e*i@, (2.85)
gdje su A i ® proizvoljne realne skalarne funkcije, a « kompleksna funkcija. Ove
transformacije predstavljaju bazdarne slobode nase tetrade i moguce ih je ograniciti
zadavanjem propagacijskih jednadzbi vektora baze. Primjerice, sloboda transforma-
cije (2.83) moze biti ogranicena ako zadamo [* preko jednadzbe paralelnoga trans-
porta po zadanoj krivulji [V, I* = 0. Rezidualna sloboda koja ovdje preostaje ista
je transformacija samo s konstantnom funkcijom A duz krivulje. Za sada ne¢emo
ograniCavati preostale stupnjeve slobode te ¢emo koristiti opcenitiju bazu. U nas-
tavku izlazemo pristup iz [4].

Iskazimo polarizacijski vektor geometrijske optike nultoga reda u zadanoj bazi
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kompleksne nul-tetrade {k*, n*, m*, m*} adaptirane na eikonalne krivulje
2o/ (x) = Cy(x)m*(z) + Co(x)mH (x) + Cs(z)k* () + Cy(x)n#(x). (2.86)

Zbog uvjeta Lorenzova bazdarenja vrijedi z,"%,, pa je Cy(x) = 0. KoriStenjem rezidu-
alne bazdarne slobode bazdarnoga potencijala mozemo dodatno eliminirati longitu-
dinalni mod, te staviti C3(x) = 0. Stoga nam preostaje zapis polarizacijskoga vektora
u najnizem redu

2ol (x) = Cy(z)m*(x) + Co(x)m*(z). (2.87)

Funkcije C;(z) i Cy(x) mozemo odrediti iz propagacijske jednazbe za polarizacijski

vektor (2.22)
k'Y 2" = CLiEFNY ym” 4+ Cok#*NV ym” + kFm"V ,,Cy + EF'm”V ,,Cy = 0. (2.88)
Kontrakcijom prethodne jednadzbe s m,,, te s m, dobivamo dvije jednadzbe

k'Y, Cy — i(k"b,)Cy =0, (2.89)
kN ,,Cy + i(k*b,)Cy = 0, (2.90)

gdje smo definirali poseban vektor
b = 1im,V'm” = —im, VF'm”. (2.91)

Primjetimo da su evolucijske jednadzbe za ) i C, razvezane, tj. svaka komponenta
dvije moguce cirkularne polarizacije evoluira nezavisno. To znaci da ako zadamo
orijentaciju cirkularne polarizacije pri poCetnim uvjetima, recimo C, = 0, tada ce
Cy = 0 vrijediti tijekom cijele evolucije te ¢e orijentacija cirkularne polarizacije biti

sacuvana veli¢ina. Odredimo C; duz nekog nul-geodezika z#()\). Tada se (2.89)

oy _

svodi na Y

i(k*b,)C1. 1z ovoga se dobije rjeSenje

C1(\) = C1(0)e"™, (2.92)
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gdje smo oznacili dodatnu fazu
)\ ’
Y(A) = / kb, dX . (2.93)
0
Rjesenje za suprotnu orijentaciju polarizacije bilo bi
Cy(\) = Cy(0)e W, (2.94)

Ako smo zadali pocetne uvjete C;(0) = 11i Cy(0) = 0, tada je ukupno rjeSenje za

polarizacijski vektor duz propagacijske krivulje
2" (2(\) = m* (z(N)) ™. (2.95)
Dobivamo da je ukupno rjeSenje za bazdarni potencijal u vodecem redu
AP (z(N) = fom* (z(N)) e N eiS@)/e, (2.96)

Vidimo da duz svake eikonalne propagacijske krivulje vala polarizacijski vetkor daje
fazni doprinos (). Ovo uvodi dvosmislenost u intepretaciji rjeSenja s obzirom da

fazni doprinos mozemo pridruziti faktoru koji sadrzi eikonalnu fazu, na primjer
A (z(N) = fom (z(N)) SENHa(] /e (2.97)

Opéenito je oblik bazdarnoga potencijala A* = A*e™ invarijantan na transformacije

amplitudnog faktora i eikonalne funkcije

AP — At (2.98)
S — S +iep. (2.99)

Primjetimo da ovakve transformacije mozemo interpretirati kao promjenu smjera

propagacije vala u O(e) redu
kt — kF + eVH). (2.100)

Ovo nam daje mogucnost da reinterpretiramo znacenje dodatne faze cirkularno po-
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lariziranih valova. Dakle, koristenjem prethodne transformacije uklanjamo dobivenu
fazu iz amplitudne funkcije te ju pridruzujemo prethodnoj eikonalnoj fazi, sto kao re-
zultat daje korekciju propagacijskih krivulja u O(¢) redu. Kako je po (2.92) i (2.94)
za valove suprotnih cirkularnih polarizacija dobivena faza suprotnih smjerova, dobili
bismo razlic¢ite krivulje propagacije za razli¢ite orijentacije cirkularne polarizacije.
Time bi bio opisan efekt “spinski” ovisne propagacije svjetlosti.

Dalje izlazemo izvode spinski ovisnih propagacijskih krivulja u Hamiltonovom
formalizmu. U prethodnom potpoglavlju pokazali smo vezu Hamiltonovih jednadzbi
krivulja i opcenitijih eikonalnih jednadzbi s kojima se susre¢emo u optici. Za opis
efekta spinske optike potrebna nam je disperzijska relacija, odnosno eikonalna jed-
nadzba u visem redu koja sadrzi polarizacijski ovisnu korekciju. Takvu smo relaciju

ranije izveli u (2.34) te ju ovdje ponavljamo
k'k, — 2iekt 2",V .z" = O(€?). (2.101)

Polarizacijski vektor cirkularne polarizacije u prethodno zadanoj bazi ima oblik z,* =
m”e", dok polarizacijski vektor suprotne orijentacije cirkularne polarizacije ima oblik
z,¥ = m”e”". UvrStavamo oba slu¢aja u disperzijsku relaciju, iz ¢ega dobijemo dvije
disperzijske relacije, svaku za zasebnu orijentaciju. Oba slu¢aja mozemo objediniti u

obliku jedne disperzijske relacije
k'K, + 2esk'V .y — 2esktb, = O(€), (2.102)

gdje sa s = +1 opisujemo dvije moguce orijentacije, a v* = im,V,m" isti je uveden
kao u (2.91). Sada prevodimo polarizacijsku fazu v u ukupnu eikonalnu fazu po
transformacijama (2.98) i (2.99). Disperzijsku relaciju mozemo iskazati preko novog

vektora propagacije s korekcijom k* = k# + esV 7,
kPk, — 2esktb, = O(€2). (2.103)
Metodama prethodnoga potpoglavlja zadajemo Hamiltonijan sustava

1 -~ - -
H(a" k) = 59" kuky — esg™ bk + O(é?). (2.104)
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U usporedbi s Hamiltonijanom iz (2.70), ovaj sadrzi dodatni ¢lan koji ¢e opisivati
utjecaj ”spinskog” stupnja slobode na propagaciju efektivne Cestice. Za izvod diferen-

cijalne jednadzbe krivulje koristit ¢emo prikladniji oblik Hamiltonijana
1 . .
I3 _ T _ _ 2
H(@" k) = 59 (k:u esbu> (k esbl,> o). (2.105)
Hamiltonove jednazbe gibanja su

0H -
Tt = —/— = g"¥ kl, — GSbV s 2.106
o~ ) (2.106)

L= —% = —%%g—:f (l;:a — esba> (l;:ﬁ — esb5> + esg®” (%a — esba) % (2.107)

T
|

Izrazimo IL{;,, preko i varijabli

’ 189Ap A ip Obg . B
k, = 5 8x” +€88x (2.108)

Slicnim metodama kao u (2.73) dobivamo

89’“’ ~ ob < ag)\ ob
YT _ Y egqt Y Y g gEATIAP sy sp i DOV Ly
= (/{:y esby) B —esgt o + gk, 9" g T —esgt o
0b 1 0
—f—ESg'lw B -6 _g/u/ g)\plt)\i’p.

oz ot 2 oz
(2.109)

Izraz mozemo preurediti u obliku

. 1 dg dg 9955\ .. oby  Ob, \ .
B Tl vp vA T sasp pe [ ZZA TPV ) A 2.11
’ 27 <3x)‘ * Oxr  Oxv ) TE ey <(9:L‘” 8x’\> ‘ ( 0)

U prvom c¢lanu prepoznajemo Christoffelov simbol, dok ¢emo u drugom ¢lanu defini-

rati novi tenzor

¢, =V,b,—V,b, 06, _ Ob

. 2.111
e 83:“ O ( )

Sve zajedno daje diferencijalnu jednadzbu propagacijskih krivulja spinske optike

= esP” V. (2.112)
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Ova jednadzba i dalje opisuje krivulje koje ¢e biti svjetlosnoga tipa, ali na kona¢nim
frekvencijama dodatni ¢lan opisuje odstupanje od geodezika, tako da krivulja nece
viSe biti geodezik. U granici beskonacnih frekvencija ¢ — 0 ponovno se svodi na
jednadzbu nul-geodezika. Dakle, efekt spinski ovisne propagacije veéi je na nizim
frekvencijama, Sto ¢e za valove koji su superpozicija vise frekvencija dati prostornu
disperziju valova po frekvencijama. Ovisno o orijentaciji cirkularne polarizacije s =
+1 korekcija s desne strane mijenja predznak. Ovo je vazan rezultat jer pokazuje
da se cirkularno polarizani valovi propagiraju po razli¢itim krivuljama. Stovise, ako
promatramo i linearno polarizirani val kao superpoziciju valova suprotnih cirkularnih
polarizacija, dobit ¢emo razdvajanje linearno polariziranoga vala na valove suprotne
cirkularne polarizacije zbog cega se ovaj efekt u literaturi zna nazivati spinski Hallov
efekt za svjetlost. Nadalje, odstupanje od nul-geodezika se eksperimentalno moze
interpretirati i kao kasnjenje svjetlosnih signala pa se postavlja pitanje narusava li
ovaj efekt Einsteinov princip ekvivalencije u relativnosti. Odgovor je negativan jer se
radi o efektu koji ovisi o proteznim svojstvima vala, a Einsteinov princip ekvivalencije
vrijedi samo za testne Cestice koje nemaju dimenziju. Iako smo mi koristili u izvodu
Hamiltonijan efektivne Cestice, stvarni fizikalni objekt koji opisujemo je val koji ne
mozemo tretirati poput testne Cestice.

U dosadasnjim izvodima koristili smo opcenitiju bazu za koju nismo specificirali
toCne propagacijske jednadzbe za vektorska polja n*,m* i m*. Efekt spinske optike
opisan sa (2.112) ovisan je o izboru baze, odnosno o izboru promatraca, stoga se
javlja problem koji odabir baze napraviti, tako da efekt spinske optike bude nabo-
lje ”izmjeren”. U naSem referentnom clanku [4] detaljnije se diskutira o ovome, Sto
mozemo sazeti u nekoliko sljede¢ih bitnih navoda. Efekt s jedne strane ima doprinos
od intrinzi¢ne zakrivljenosti prostor-vremena, dok s druge strane postoji doprinos
koji potjece od izbora opazaca, te to dvoje nije moguce razdvojiti na razini nasih jed-
ndadzbi s kojima opisujemo efekt. Jedina je prednost ta da ¢e utjecaj izbora opazaca
puno manje utjecati na krivulju propagacije, dok ¢e se osnovni efekt biti kumulativno
pojacan propagacijom na duzim skalama.

Problem odabira opazata moZzemo rijeSiti za konkrente primjere pozadine prostor-
vremena, recimo, za stati¢cne pozadine pogodno je uzeti Killingove opazace. Nakon
toga odabira moguce je eksplicitno konstruirati vektore m* i m* u odnosu na te

opazace. Medutim, onda se javlja problem kako odabrati opazace na opcenitijim
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pozadinama prostor-vremena koje mogu biti ne-staticne. Razni autori biraju razne
opazace u tim situacijama, a mi ¢emo uzeti odabir kakav je napravljen u [6] i koji
mozemo Kkorisiti na opcenitim pozadinama prostor-vremena. Konacni rezultat na-
vedenog odabira baze bit ¢e procedura odredivanja propagacijskih krivulja spinske
optike predlozena u navedenome ¢lanku.

Zapotinjemo s opcenitom kompleksnom nul-tetradom {i*,n*, m* m*}, u kojoj
je [* tangentno vektorsko polje kongruencije nul-krivulja. Za ovu nul-tetradu pod-
sjecamo da vrijede ortonormalizacijski uvjeti (2.80)-(2.82). Definirajmo novi vektor
akceleracije u [* smjeru

wh ="V, I". (2.113)

Uzmimo iz kongruencije nul-krivulja krivulju z#(\). Neka su u tocki krivulje koja
odgovara parametru A = )\, ostvareni ortonormalizacijski uvjeti n,(\o)n*(Ao) = 0 i
nu(Xo)l*(Xo) = —1. Zadajemo propagacijsku jednadzbu za n* duz odabrane krivulje

kao jednadzbu paralelnog transporta
"v,n* =0. (2.114)

Sada definirajmo operator Fermijeve derivacije duz vektora /* koja djeluje na opceniti
vektor V#

FVE =1V, V" + (n, A”) w — (w,A") n". (2.115)

Generalizirana Fermijeva derivacija za opCenite tenzore 7", definirana je sa
FiTr,  =DVTH, VAT, = VAT — (2.116)

gdje smo uzeli pokratu V¥, := w*n, — n*w,. Za vektor V* kazemo da je Fermi-

transportiran ukoliko vrijedi F;VV# = 0. Primjetimo da je vektor [* Fermi-transportiran

Flt =1V, + (n,0") w — (w, ") n* = 1"V, I* —w" = 0. (2.117)
Medutim, paralelno transportiran m* opcenito nije Fermi-transportiran

Fint =Nyt + (nn”) wh — (w,n”) n* = — (w,n”) n, (2.118)

ali pogodnim odabirom bazdarne slobode (2.83) nul-tetrade uvijek je moguce postici

27



w,n” = 0. Naime, to moZemo vidjeti preko
(w,n") — A% (w,n") — Al"V, A, (2.119)

tako da odaberemo "V, A = A (w,n”). Ovim smo ogranicili parametrizacijsku slo-
bodu tetrade, ali jos uvijek preostaje rezidualna sloboda gdje je A konstanta duz
krivulje. Ovim smo izborom postigli da n* dodatno bude Fermi-transportiran. Dalje

se moze pokazati i da je metricki tenzor Fermi-transportiran duz zadane krivulje
Figh = PVag" + V' g + Vgt = VI 4 Y = 0. (2.120)

U prethodnom izvodu iskoristili smo V,¢** = 0 i antisimetri¢nost tenzora V*”. Fermi-
transport ima sljede¢e vazno svojstvo: za dva proizvoljna Fermi-transportirana vek-
tora, vrijedi da je njihov skalarni produkt konstantan duz krivulje. To moZemo vidjeti

preko
Fi (9" A, By) = (Fig") AuB, + ¢" (FlA,) B, + ¢" A, (FiB,) = 0. (2.121)

Prethodni raspis vrijedi jer Fermijeva derivacija ima isto svojstvo Leibnintzova pravila
pri deriviranju produkata kao obi¢na derivacija. Kako se Fermijeva derivacija skalara
svodi na

Fi(A,B*) = 1"V, (A,B*) =0, (2.122)

moZemo zakljuditi da je A, (\)B*(\) = A,(Xo)B*(X\o), VA na krivulji. To znaci da ako
zadamo sve vektore kompleksne nul-tetrade {I*, n*, m*, m*} u nekoj tocki krivulje sa
Ao takve da zadovoljavaju sve ortonormalizacijske uvjete u toj tocki, tada Fermijevim
transportom cijele tetrade po krivulju ostaju ocuvani ortonormalizacijski uvjeti koje
smo zadali. Prema tome, u nasoj konstrukciji potrebno je na isti na¢in zadati pocetne
vektore m* i m* u nekoj tocki Ao tako da zadovoljavaju ortonormalizacijske uvjete te-
trade te ih Fermi-transportirati duz krivulje. Takvu konstrukciju napravimo za svaku
krivulju iz kongruencije nul-krivulja. Nametanjem uvjeta Fermijeva transporta na
vektore tetrade namecu se restrikcije na bazdarne slobode. Primjerice promotrimo

kako Fermijev tansport utjece na spinsku bazdarnu slobodu

Fi (m“eiq)) = F (m") e® + imte' 1"V, 0. (2.123)
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Iz ovoga slijedi da duz svake krivulje vrijedi [YV,® = 0 te da je bazdarna sloboda
ograniCena na uvjet konstantnosti & duz svake krivulje. To moZemo interpretirati
kao zabranu rotacije prostornih vektora ef i e5 duz krivulje. Ogranicenje slobode

(2.84) slijedi po
Fi(m* + al*) = Frm* + aFl* 4+ IF Fa = 1"V ,a 0. (2.124)

Dakle dobivamo da je [*V,a = 0, odnosno da je a konstanta duz krivulje. Cijela

kosntrukcija moze se sazeti u obliku tri propagacijske jednadzbe za vektore tetrade

I"V,nt =0, (2.125)

'v,m* = (w,m"”)n* = —kn*, (2.126)

'v,mt = (w,m")nt = —r*nt. (2.127)

Koristimo pokrate xk = —m*{*V,l, i k* = —mH"l"V,l,, koje slijede iz raspisa vektora
u bazi w* = —x*m* — km*. Ovaj raspis u bazi vrijedi zbog dodatnih uvjeta w,n" = 0

iw,l* =0.
Sada imamo sve potrebne jednadzbe da izrazimo (2.112) u ovako konstruiranoj

bazi. Tenzor ®,, moZe se zapisati kao

D, = Vub,—V,b, = im™ (V,V, = V,V,) ma+i [(Vum) (Vumy) = (Vo) (Vma)] .
(2.128)

U prvome ¢lanu mozemo iskoristi identitet za komutaciju kovarijantnih derivacija

(V,V, — V,V,)my = —R%, Mo (2.129)

Apv

(2.112) sada mozemo zapisati kao

D?z#

D = —iesi’R"_,mm> + ies [(V”mA) ("V,my) — (:‘c”VymA) (V“m,\)} .

(2.130)

U jednadzbi se pojavljuju ¢lanovi tipa [V, m, koje ¢emo izvrijedniti do O(¢) reda

"V,my = —kny = (ma15Vgla) ny = (mo‘kﬁvﬁka) ny + O(e) = O(e). (2.131)
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U prethodnom koraku koristili smo ¢injenicu da je I* = k* + O(e), odnosno da I*
odstupa od vektora nul-geodezika k* tek sa O(¢) korekcijom. Stoga odbacujemo sve
¢lanove u uglatim zagradama, $to daje

D2t
D; — —iesi’R"_ m7m’. (2.132)

Numericka metoda odredivanja krivulja bi bila istodobno rjeSavanje sustava dife-
rencijalnih jednadzbi (2.132), (2.125), (2.126), (2.127). U propagacijskim jed-
nadzbama za bazu napravljena je identifikacija (* sa % te je potrebno Kkoristiti
koji slijedi iz (2.132)

2
—-m M = jesR FmPmom? (2.133)
12 D)2 U : .

k=-—-m"'l"V,l, =
Ovime smo izveli proceduru odredivanja krivulja spinske optike, i to je trenutno
najviSe Sto mozemo izvudi iz prezentirane metode. Za sada nije jasno kako bi iz-
gledala ekstenzija metode spinske optike koja bi bila valjana u visim redovima, pa
nec¢emo moci za sada izvesti sve korekcije na ostale fizikalne veli¢ine kao u standard-
noj geometrijskoj optici. Znacajna prednost ove metode odredivanja krivulja spinske
optike jest $to je primjenjiva na opcenitijim pozadinama prostor-vremena, za razliku
od dosadasnjih pristupa u literaturi. Primjerice, raniji radovi poput [7] i [9] bave se
istim problemom sa dodatnim ogranicenjem stacionarne pozadine prostor-vremena.
Pristupi sa takvim ogranicenjem se koriste jer se u takvim metrikama mogu odabrati
Killingovi opazaci za konstrukciju baze, sto ima prednosti u izvodima jednadzbi spin-
ske optike. Ali onda se javlja problem u opcenitijim metrikama, primjerice Kerrovoj,
u kojoj nije moguce u ergo podrucjima zadati stacionarne opazace. U prezentiranom
pristupu mi smo povezali rezultate dvaju ranije spomenutih ¢lanaka [4] i [6], ali
treba spomenuti da se u [4] koriste poneSto drugaciji pristupi. Glavna razlika je Sto
se dodatno u ansatzu geometrijske optike uzima dodatna ovisnost amplitude o gradi-
jentu eikonalne funkcije, Sto se u navedenom radu argumentira pozivom na rigoroz-
nije pristupe matematicke literature. Osnovni argumenti koje autor toga rada izlaze
jest da je u disperzijskoj relaciji propagacijski vekotor k, zadan kao gradijent skalarne
funkcije, pa se disperzijska relacija odnosi na vektore koji se nalaze u Lagrangeovoj
podmnogostrukosti 7*M. Dodatno, znamo da u samoj geometrijskoj optici postoje

relacije koje daju uvjete ortogonalnosti izmedu vektora amplitude i propagacijskog
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vektora. U pronalaZzenju krivulja metodom karakteristika koristimo Hamiltonijan ¢ija
je domena fazni prostor, u kojem je k, opcenitija varijabla koja viSe nije gradijent
skalarne funkcije. Iz toga razloga bi bilo potrebno eksplicitno pratiti ovisnost am-
plitude o k, pri prelasku na opcenitije varijable faznoga prostora. Dodatno autor
radi poveznicu svojih metoda sa Berryjevom fazom, koje mi ovdje nismo prezentirali.
Postoje i ¢lanci poput [10] u kojima se efekt spinske optike tretira u vezi sa efektom
Faradayeve rotacije. Problem sa ¢lancima toga tipa je Sto efekt Faradayeve rotacije
iSCezava za izbor slobodno padaju¢ih opazaca, pa takvi opazadi ne bi mjerili efekt
spinske optike. Ovo je nekonzistento sa prezentiranim metodama, pa takve clanke

nismo uzimali u nasa razmatranja.
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3 Gravitacijski valovi u granici geometrijske optike

3.1 Linearizacija valne jednadzbe gravitacijskih valova

Polazimo od Einsteinove jednadzbe polja

1
Ry, = 59, = —87GT,, . (3.1)

g

Zanima nas slucaj praznoga prostora u kojemu tenzor energije i impulsa iS¢ezava
T,,, = 0. Kontrakcijom (3.1) sa g"” dobivamo identitet za Riccijev skalar R = 87GT*,
Sto daje

1

R, = —8rG (TW -3 gWT’\/\) : (3.2)

Stoga je valna jednazba za gravitacijske valove u praznome prostoru
R, =0. (3.3)
Raspis Riccijeva tenzora preko Christoffelova simbola je
R,, =08, —oT, +II5, =7, (3.4)

Vidimo da je valna jednazba za gravitacijske valove nelinearna te je u tom izvornom
obliku tesko analiticki do¢i do valnih rjesenja. Medutim, moZemo raditi dodatne
aproksimacije tako da dobijemu linearni oblik valne jednadzbe. Jedna od takvih

metoda zove se aproksimacija slaboga polja. Pretpostavljamo da je rjeSenje oblika

G = N + N (3.5)

gdje je n,,, = diag(—1,+1,+1, +1) pozadinska ravna metrika, a »*” valni dio rjeSenja
koji predstavlja malu perturbaciju u odnosu na pozadinsku metriku. Postupak line-
arizacije je uvrstavanje (3.5) u (3.4) i popisivanje vodecih linearnih doprinosa. Za
to uvedimo knjigovodstveni parametar § u g, = 7, + §h,,,. Uz ovu pokratu, popi-

sujemo samo doprinose reda O(¢). Najprije ¢emo odrediti Christoffelov simbol fgﬁ
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izvrijednjen u g"”.

_ 1. _ _ _ !
Fgﬁ - 59W\ (aﬁgm + Oarp — a/\gaﬁ) - Fgﬂ + Sinw\ (aﬁ’h)\a + Oahyg — a)‘h’aﬁ)

—Eh T+ O(€%). (3.6)

S obzirom da Christoffelov simbol 1"} izvrijednjen u pozadinskoj ravnoj metrici n"”

iSCezava, mozemo pisati
T — 62 (Dhy, + Ouhyy — Oyl O(&? 3.7
a5_€§77 (ﬁAa+aA,8_)\aﬁ)+ (5) ()
Dalje raspisujemo prva dva ¢lana Riccijeva tenzora
. . 1,
0,1, — oI, = g;ﬁ (0305, + 0,0uhyy — ONOuhy, — 0,050, ) + O(E%).  (3.8)

Zadnja su dva ¢lana Riccijevog tenzora reda O(£?) pa ih odbacujemo. Napomenimo
da u O(¢) redu mozemo koristiti metriku »* za dizanje i spustanje indeksa na h*”.
Stoga uz nesto preuredivanja mozemo pisati lineariziranu valnu jednadzbu gravita-

cijskih valova u pozadini ravnoga prostora
0A8Ahw +0,0,h*\ — 0,0 hy,, — 8,,8%;M = 0. (3.9
Kontrakcijom sa n** dobivamo sljedeci koristan identitet
00" W\ — 0" h,,, = 0. (3.10)
Valna jednazba (3.8) invarijantna je na transformacije
P = oy = Ou = 008y (3.11)

Stoga moZzemo iskoristiti ovu slobodu za nametanje Lorenzova bazdarnog uvjeta

1
O"h,,, — 577Waﬂhx =0. (3.12)

33



Ubacivanjem bazdarnog uvjeta u valnu jednadzbu dobivamo
A oL oL A
N0y, + 0,007 — iaua,,h \ = 5(’9”6#]1 , =0. (3.13)
Time se (3.9) svodi na obi¢nu valnu jednadzbu
0,0, = 0. (3.14)

Dalje nad ovakvom valnom jednadzbom mozemo provesti analizu preko razvoja ge-
ometrijske optike, medutim to je za nas nezanimljiv slu¢aj budu¢i da zelimo provesti
analizu geometrijske optike kao u slucaju elektromagnetskih valova na opcenitijim
pozadinama prostor-vremena. Iz toga ¢emo razloga generalizirati provedenu line-

arizaciju za opcenitiju pozadinu, zadajmo stoga aproksimaciju slaboga polja preko

Gy = Gy + P (3.15)

Uzimamo da je ¢g"” opcenita pozadinska metrika takva da zadovoljava Einsteinovu
jednadzbu polja u praznome prostoru R, = 0. Izvod valne jednadzbe po prethodnoj
konstrukciji bio bi uvrstavanje (3.15) u opcenitu valnu jednadzbu RW = 01 izdva-
janje vodecih linearnih ¢lanova. Medutim, u tome slucaju ne mozemo vise tvrditi
da iS¢ezava Christoffelov simbol I} ; za pozadinsku metriku. To znacajno komplicira
prethodnu konstrukciju, stoga ¢emo se posluziti identitetima varijacijskoga racuna

da pojednostavimo pristup. Iskoristimo Palatinijev identitet za Riccijev tenzor
0R,, = V0%, —V,0I% . (3.16)
Varijacija Christoffelova simbola je
1
5FZV = §gp0' (vﬂégau + vl/égo,u - vadguy) . (317)

UvrsStavanjem varijacije Christoffelova simbola u varijaciju Riccijeva tenzora dobi-

vamo

OR (VIVLu0g,, +VV.,og,, — V'V 04, —V,V,.6°%,) . (3.18)

pr

N | —

34



Ako shvatimo varijaciju metrike dg,,, kao perturbaciju pozadinske metrike % ,,, mozemo
pisati lineariziranu valnu jednadzbu kao
VaV*rh,, + V, Vb — VAV iy, — VAV, A, = 0. (3.19)
Kontrakcijom sa ¢g*” dobivamo identitet
V. V¢ = V#VYh,, = 0. (3.20)
Valna jednazba (3.19) ponovno ¢e biti invarijantna na transformacije
h;w — h;w - v,ufu - Vufm (321)
Sto nam omogucuje da zadamo Lorenzov bazdarni uvjet
Vih, = 2,0 (3.22)
(772 2 vito \- .

Da bismo iskoristili Lorenzov uvjet u valnoj jednadzbi, potrebno je dodatno isko-
mutirati kovarijantne derivacije posljednjih dvaju ¢lanova. Komutacija kovarijantnih
derivacija za tenzor tipa (0,2) je

(VuV, = V.V Tay = —R,] R,°,T,.. (3.23)

w atop — thur Bloa

KoriStenjem ovoga identiteta dobivamo za posljednja dva ¢lana valne jednadzbe

(3.19)

VAVuhy, + VAV, by, =V VP hy, + V.V, + Ry, + Rhy, + (R — Raven) B
=V, V,h'\ = 2R, ,,h* + Ry, 0.
(3.24)

U prethodnom izvodu koristili smo Lorenzov uvjet bazdarenja (3.22), ¢lanovi s Ric-
cijevim tenzorom propadaju zbog uvjeta da pozadinska metrika zadovoljava R, = 0
te je iskoriSteno svojstvo Riemannova tenzora R,,,, + R, + R,,,, = 0. Posljed-

nji ¢lan isto otpada zbog anti-simetrije Riemannova tenzora i simetrije pozadinske
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metrike po indeksima A i 0. Sve daje pojednostavljeni oblik valne jednadzbe (3.19)

VAV, +2R,,,,h"7 = 0. (3.25)

UAVo

Koristenjem identiteta (3.20) moZemo dobiti diferencijalnu jednadzbu za evoluciju
traga h*,

vV, VY, = 0. (3.26)

Nametanjem potetnog uvjeta h*,|s = 0 na hiperplohi ¥ dobivamo po (3.26) da je

h*, = 0 svugdje. Stoga se Lorentzov uvjet bazdarenja svodi na
V¥#h,, = 0. (3.27)

Valna jednadZba (3.25) i uvjet bazdarenja (3.27) bit ¢e na$ pocetni korak u stana-
dardnome pristupu geometrijske optike. Zbog velike sli¢nosti sa valnom jednadzbom
(2.1) u elektromagnetskom slucaju, ocekujemo da ¢emo dod¢i do istih temeljnih re-
zultata geometrijske optike otprije. Ovdje smo napravili linearizaciju gravitacijskih

valova kao u [5] i [8].
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3.2 Osnovni model

Zadajemo ansatz geometrijske optike lineariziranih gravitacijskih valova u rezimu
slaboga polja sa

R (z,€) = AP (z, €)eS /e, (3.28)

A je slabo varirajudi tenzor amplitude koji ima asimptotski razvoj
A (3, €) = ag" () + ea,"” (x) + €2a," (v) + O(€?). (3.29)

Dopustamo 4" € C radi opisa cirkularno polariziranih valova. Stvarna fizikalna
opervabla gravitacijskog vala mora biti realna pa Ce biti potrebno uzeti H** = 2Re (h*").
Karakteristi¢ne skale problema iste su kao u elektromagnetskom slucaju (2.9), asimp-

totski razvoj vrijedi u istom odnosu skala ¢ ~ U standarndome pristupu

le
min(la,lr)"®
identificiramo smjer propagacije vala s gradijentom eikonalne funkcije £, = V,S.

Uvrstimo ansatz u bazdarni uvjet (3.27)
ie 'k (a0 + ea)" + €ay") + V(a0 + ea)" + €a,) = O(€°). (3.30)
Ovdje prepoznajemo rekurzivni niz uvjeta

kua =0, 3.31)
kya, " =iV a, " (3.32)

UvrStavanjem ansatza u valnu jednadzbu (3.25) dobijemo
€ 2N AP — 20 AV AVAMY — i T VARNAMY — VAVLAR — 2RM Y R = 0. (3.33)

Popisujemo sve transportne jednadzbe koje dobijemo za svaki red u tablicu 3.1. koja
zajedno s bazdarnim uvjetima (3.31) i (3.32) sadrzi sve potrebne sustave jednazbi

za odredivanje rjesenja do proizvoljnog reda asimptotskog razvoja.

Tablica 3.1: Sustav transportnih jednadzbi

Red
e?:n=0 kkna™ =0
elin=1 K xay” — i (Vx4 2k2V ) ag™ =0
e in>1 | Bk — i (VY +2k°V)) a, " — V*Vya, " —2R"" a, )7 =0
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Kontrakcijom transportne jednadzbe najnizega reda sa a,*,, dobivamo uz pret-

postavku a,"a*,, # 0

k) =0, (3.34)
k', k, = 0. (3.35)

Po ovome, u interpretaciji standardne geometrijske optike, gravitacijski valovi se pro-
pagiraju po krivuljama koje su nul-geodezici pozadinske metrike. Definirajmo skalar

intenziteta gravitacijskoga vala u najnizem redu preko f, := /ay""a,*,,, te polariza-

cijski tenzor preko z,"" = a(}zy. Transportna jednadzba prvoga reda izrazena preko
polarizacijskoga tenzora je
fozo"" NV ky + 22" KMV s fo + 2f0k*Vaz,"” = 0, (3.36)
nakon kontrakcije sa z,",,
JoV kx4 2V fo + 2fo2",, K Vaz!" = 0. (3.37)

Realni dio ove jednazbe daje zakon satuvanja polja f2k*
Vi (f3kY) = 0. (3.38)

Vracanjem (3.38) u (3.36) dobivamo jednadzbu za paralelni transport polarizacij-
skoga tenzora

AV 2" = 0. (3.39)
Uz paralelni transport po bazdarnom uvjetu (3.31) vrijedi okomitost polarizacijskoga
tenzora sa smjerom propagacije

Koz = 0. (3.40)

Time smo kroz jednadzbe (3.34), (3.35), (3.39), (3.40) i (3.38) pokazali da vrijede
svi zakoni geometrijske optike za gravitacijske valove u vode¢em redu aproksimacije.
Primjenom preostalih jednadzbi visih redova moguce je dobiti korekcije visih redova

skalara intenziteta i polarizacijskoga tenzora. Za nas ¢e najvaznija biti generalizacija
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jednadzbe (3.38) na visi red skalara intenziteta
f2 = %W%*W +e€ (aouu%*W + ao*uyal“”) + 0(62)' (3.41)
Uzimamo transportnu jednadzbu za a,"”
(VakY) @ + 267V e = i (VaVia™ + 2R ) . (3.42)
Kontrahiramo prethodnu relaciju sa a,*,,, i uzimamo njezin realni dio

(VAkA) (ao*uyal‘w + aOWal*‘“’) + 2k* (aO*WVAal‘“' + aOWV,\al*‘“’) —

i (ag*, VaV3iag" — ag,, VaV3iag™) + 2iR . (a,"" ag* — ag"ay™7) . (3.43)

Clan s Riemannovim tenzorom otpada zbog simetrije Riemannova tenzora i anti-
simetrije izraza u zagradi na zamjenu grupe indekasa (uv) <— (Ao). KoriStenjem

transportne jednadzbe za a," izraz se moze pojednostaviti

Y [F (agua™ + ag*00") ] = %V,\ (ap",, Vag" = ag*,, V7ag") . (3.44)

Sada moZemo pisati

Vaa (FPRY) = ieVa (f525, V" %") (3.45)

Uvodenjem efektivnoga vektora ¢* dobivamo efektivnu jednadzbu satuvanja do pr-

voga reda

Vi () = O(€), (3.46)
=k —iezy*,, V" (3.47)

Primjenom jednadzbe paralelnoga transporta za z,"” moZe se pokazati da vrijedi

20",k Vaz" = 0. Iz toga slijedi da je ¢* nul vektor, odnosno

g = Ik = 2iezy", Vg + O() = O(). (3.48)
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3.3 Spinska optika za gravitacijske valove

Ovdje izlazemo ekstenziju spinske optike za gravitacijske valove prateci [5]. Za
opis cirkularno polariziranih gravitacijskih valova iskoristit ¢emo istu nul-tetradnu
bazu {i*, n* m* mt} kao u potpoglavlju 2.4. Iskazat ¢emo polarizacijski tenzor
najnizega reda geometrijske optike u nul-tetradnoj bazi {k*, n*, m*, m*} koja je adap-
tirana na eikonalne krivulje. S obzirom da je polarizacijski tenzor simetrican, do-

voljno je uzeti u obzir samo simetri¢ne kombinacije vektora tetrade

2" = CymPm” + CymPm? 4 2Csm*“m?) + Cuktk”
+ 205" m™ 4+ 20k mY) + 205kWnY) + Cgntn* + 2Con*m™ + 2ConHmH .
(3.49)

Zbog Lorenzova uvjeta bazdarenja, vrijedi okomitost &, 2, = 0, pa posebno gledamo

kuz" = —C7k” — Csn” — Com” — Crgm”. (3.50)

Kako vrijedi k,k, 2" = kyn,zy"" = kymyz"" = kymy, 2™ = 0, moZzemo zakljuditi
da iS¢ezavaju svi koeficijenti od C; do (. Dalje mozemo vidjeti da je trag polariza-
cijskoga tenzora odreden koeficijentom C3, odnosno z,*, = 2Cj3. Lorenzov bazdarni
uvjet (3.27) i$ao je uz pretpostavku potetnoga uvjeta traga h*,|s = 0, za koji smo
ranije utvrdili da vrijedi duZ cijele krivulje propagacije. To znaci da otpada i C's = 0.
Preostale stupnjeve slobode Cy, C5 i Cs dodatno mozemo ukloniti koriste¢i rezidualnu
slobodu bazdarenja. Preostaje nam zapis polarizacijskoga tenzora u obliku superpo-

zicije dva moda cirkularne polarizacije suprotnih orijentacija
2! (z) = Cy(z)m* (x)m” (x) + Cox)m* (x)m” (z). (3.51)

Funkcije C)(z) i Cy(z) mozemo odrediti iz jednadzbe (3.39) za paralelni transport

polarizacijskog tenzora u najnizem redu

AV az" = CimPEAV am” 4 Cim”EMV ym# + Com* kM am? + Cym” kMY ym?

PPN Oy + P AV, Cy = 0. (3.52)

40



Kontrakcijom prethodne relacije s tenzorima m,m, i m,m, dobivamo dvije razvezane

diferencijalne jednadzbe

C1k*m, Vam” + C1k*m, Vam* + k*V, Oy = 0, (3.53)
Cok*m, Vam” + Cok*m, Vym# + k*V\Cy = 0. (3.54)

Kao i u elektromagnetskom slucaju, diferencijalne jednadzbe za koeficijente baze

sadrze poseban vektor
b =im,V¥m” = —im,V*m", (3.55)

dobivamo diferencijalne jednadzbe s rjeSenjima duz nekoga zadanog nul-geodezika

parametriziranog sa x*(\)

k'Y ,Cy — 2i (kb)) Cy = 0 — Cy(\) = C1(0)e*™), (3.56)
KMV, Cy + 2i (kD) Cy = 0 — Cy(X) = Cy(0)e 2™, (3.57)
A
Y(\) = / kFD,dN . (3.58)
0

Rjesenja polarizacijskih tenzora, za svaku orijentaciju cirkularnih polarizacija su

2" (x(N)) = mk (z(\)) m” (z(N)) 27V, (3.59)
2" (x(N) = mH (z(N) m” (z(N)) e 27D, (3.60)

Usporedbom s rjeSenjima za polarizacijske vektore elektromagnetskoga slucaja (2.95)
zakljucujemo da gravitacijski valovi dobivaju dvostruko vecu fazu v, pa o¢ekujemo
da ¢e efekt spinske optike biti dvostruko veéi. Provodimo isti postupak reinterpreta-
cije eikonalne faze s transformacijama (2.89)-(2.90). U toj interpretaciji shvacamo

relaciju (3.48) kao efektivnu disperzijsku relaciju spinske optike, dakle
Ky — QiEkAZO*WVAzOW = O(e?). (3.61)
Objedinjena disperzijska relacija za obje orijentacije cirkularne polarizacije glasi
K k) + 2eskMVyy — 2esk by = O(€2). (3.62)
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Ova je relacija identi¢na oblikom elektromagnetskom slucaju (2.102), uz drukéji
spinski parametar s = +2. Stoga sve relacije spinske optike iz elektromagnetskoga
slu¢aja vrijede uz uvrstavanje spinskoga parametra s = 42 za gravitacijske valove.
Tako ¢e diferencijalna jednadzba za krivulje spinske optike za slucaj gravitacijskih

valova
D2zt

DX2 es®! 1", (3.63)

predvidati dvostruko veci efekt u odnosu na elektromagnetski slucaj.
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4 Propagacija svjetlosti u nelinearnoj elektrodinamici

4.1 Efektivna metrika sa pozadinskim poljima u ravnome pros-

toru

Pretpostavimo da se nalazimo u pozadini ravnoga prostora ), = diag(—1,+1, +1,+1)

u koji uvodimo nelinearno elektromagnetsko polje, opisano generalnom klasom dvo-
parametarskih lagranzijana £ = L£(F,G) koji su funkcija relativistickih invarijanti
elektromagnetskoga polja ¥ = F,, F* i G = F,, « F* = {FWeePF ;. Bavimo
se problemom propagacije elektromagnetskih poremecaja u prostoru u slucaju ne-
linearne elektrodinamike te nas posebno zanima propagacija valova u granici vi-
sokih frekvencija. Opcenito ¢e propagacija elektromagnetskih valova biti opisana
nekom kompliciranom nelinearnom valnom jednadzbom koja slijedi iz zadanoga la-
granzijana nelinearne elektrodinamike. Takva nelinearna valna jednazba ujedno ¢e
opisivati nelinearne efekte prilikom propagacije te je za potpunu analizu svih neli-
nearnih efekata potrebno koristiti metode koje su izvan opsega ovoga diplomskoga
rada. Stoga ¢emo se fokusirati na problem propagacije elektromagnetskih valova u
pozadini elektromagnetskih polja. Namjera je promatrati elektromagnetske valove u
rezimu slaboga polja u kojemu ¢e biti moguce linearizirati valnu jednadzbu, ali ¢e
u prisutnosti pozadinskih polja preostati utjecaj nelinearne elektrodinamike stati¢nih
pozadinskih polja na efektivna svojstva medija (vakuuma) u kojem se propagiraju
linearni valovi slaboga polja. Ovdje ¢emo izloziti pristup prema [12] i [13], gdje
se koristi metoda Hadamardove teorije propagacije diskontinuiteta. Rezultati ove
metode bit Ce istovjetni rezultatima geometrijske optike u najnizem redu.

Definirajmo za proizvoljnu skalarnu funkciju f na nekoj hiperplohi ¥ operaciju

[fly = 51_igl+ (fle+s — fls—s) - (4.1)

Definirana operacija daje iznos skoka funkcije u svakoj toc¢ki zadane hiperplohe.
Pretpostavimo da je svaka komponenta tenzora elektromagnetskoga polja F),, ne-
prekidna skalarna funkcija na cijelom prostoru na kojem je zadana, Sto znaci da za
svaku hiperplohu ¥ vrijedi

[F, ], =0. (4.2)

uv
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Odaberimo proizvoljnu glatku hiperplohu ¥ te pretpostavimo da derivacija elektro-
magnetskoga tenzora ima skok u normalnom smjeru na toj hiperplohi, odnosno to

mozemo prikazati sa

[6>‘FNV}E = fuu k:)\v (4.3)

gdje je k) normala na plohu, a tenzor f,, definiran u svakoj tocki hiperplohe daje iz-
nos diskontinuiteta. Hiperplohu diskontinuiteta moZemo fizikalno interpretirati kao
valnu frontu vala te zadavanje takve hiperplohe odgovara zadavanju pocetnih uvjeta
geometrijske optike u smislu zadavanja pocetne plohe na kojoj je eikonalna funkcija
konstantna. Sada ¢emo pokazati kako iz jednadzbi gibanja pocetnog lagranzijana
mozemo izvesti jednadzbe propagacije diskontinuiteta.
Zapotinjemo razmatranjima jednoparametarskih lagranzijana oblika £ = L(F).

Varijacijskim postupkom nad akcijom S = [ £(A,,d,A,)d*z slijede Euler-Lagrangeove
jednadzbe gibanja

oL oL
0S=0—0, - =0. .
7 (a (a,,AM)) o4, (4-4)
Kako invarijanta F ovisi samo o derivacijama potencijala
F = 770“/776“ (aOéAﬁ - aﬁAOé) (aMAV - aVAM) 9 (45)

drugi ¢lan Euler-Lagrangeove jednadzbe iS¢ezava. Preostaje nam odrediti

oL  dL(F) OF

= = 2L/ (F)F™ .
TOAy) — dF aoa,) LI (4.6)
i dobivamo jednadzbu polja
9, (c’ (]—")F’“’) = 2L (F)0,F,s F*PF™ + L' (F)0,F™ = 0. 4.7)

Nad jednadzbom polja primjenjujemo operaciju (4.1), uz pretpostavke (4.2) i (4.3)

dobivamo

[au (,c’ (]-")F‘“’ﬂ — 2L (F) [0,F,s],, FOPF™ + L' (F) [0, "], (4.8)

2

Funkcija £(F) i njezine derivacije po F ovise samo o invarijantama F koje ne-

maju prekida na plohi ¥ stoga prelaze samo u predfaktore limesa. UvrStavanjem
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[auFaB]z = faghu i [0.F"]s, = f*k, i uz definiciju skalara £ = f_; F*” mozemo
pisati

L(F) 'k, + 2L (F)EF™k, = 0. (4.9)

Za potpuni opis elektromagnetskoga polja potreban nam je jos Bianchijev identitet
ONF,, +0.F,\ +0,F,, =0. (4.10)
Primjenom operacije (4.1) nad ovim identitetom dobivamo

Juwbx + foxku + fr ke = 0. (4.11)

Sada ¢emo ukratko ilustrirati vezu metode diskontinuiteta sa standarnim pristupom
geometrijske optike koji smo koristili ranije. Dakle, pokazimo da smo iste relacije
(4.9) i (4.11) mogli dobiti i standarnim pristupom, tj. aproksimacijom slaboga polja
i aproksimacijom geometrijske optike vodecega reda. Pokazimo to eksplicitno, u
jednadzbu polja (4.8) uvrstimo aproksimaciju slaboga polja F* = F," + f* gdje
je Fz"" pozadinsko polje za koje pretpostavljamo da zadovoljava jednadzbu gibanja,
a f* je perturbirajuée polje. Tada dobivamo lineariziranu jednadzbu do prvoga reda

po perturbiraju¢em polju

2L (Fp)0ufos Fp " Fp" + L (Fp)0uf" + 2L" (F5)0uFpap [P Fp" + 2L" (F5)0uF a5 F ™ f1
+4£W(FB)8MFBaﬂ Fy*Fy g, f77 +2L" (Fp)0,Fy " Fp fre=o.
4.12)

Uzmimo da perturbirajuée polje ima oblik ansatza geometrijske optike f* = frrei®,
To daje za derivacije 0, f,5 = 0, f,5¢™® +i0,® f,;€'®. NajniZi red geometrijske optike
odgovarao bi uzimanju najdominantnijih ¢lanova uz odredene vjete odnosa skala
ls, ls, 15 zadanih derivacijama 9,®, 9, f*? i 9,F,*’. Pretpostavimo da je odnos skala
takav da je skala valna duljine l4 << [, 5. Uz pretpostavke navedenih odnosa skala,
u (4.12) vidimo da ¢e takva dva dominantna ¢lana to¢no odgovarati onima u (4.9)
pa je i opravdano interpretirati tenzor diskontinuiteta f* kao polarizacijski tenzor
geometrijske optike. Mozemo ga zapisati i preko polarizacijskih vektora koje smo

koristili otprije u asimptotskom ansatzu baZzdarnoga potencijala A* = fz"e*/¢ preko
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fr =AY — 9" A" i to u vodeéem redu
=L p (ke k) 1+ (). (4.13)
€

U nastavku ¢emo koristi oblik tenzora polarizacije uz pripadne ortonormalizacijske

uvjete

' =a (k=" = k"2, (4.14)

2k, =0, z”z*u =1. (4.15)

Uveli smo novi skalar inteziteta tenzora polarizacije « = f/e. U (4.13) dodatni faktor
i predstavlja globalnu fazu koju moZemo apsorbirati u e*(>t<7/2)/< te je ta globalna
faza nebitna jer neutjece na propagaciju vala pa smo je zanemarili u kona¢nome za-
pisu. Ocita je prednost metode diskontinuiteta u tome Sto daje jednostavniju analizu
propagacije elektromagnetskih valova bez frekvecijski ovisnih efekata. Ovakvu me-
todu moZemo koristiti na jednostavnijim lagranzijanima poput £(F, G). U opCenitijim
lagranzijanima mogu se javiti dodatne ovisnosti o derivacijama 0, F*" pa ¢e u tim
situacijama potrebno koristiti potpuniju asimptotsku analizu pripadne jednadzbe gi-
banja jer nismo sigurni da bi metoda diskontinuiteta, koja je ovdje prikazana, dala
ispravne rezultate.

Nastavljamo s analizom osnovih jednadzbi koje smo izveli. Relacije (4.9) i (4.11)
daju uvjete koje moraju zadovoljavati propagacijski vektori u uvjetima nelinearnih
pozadinskih polja. 1z tih jednadzbi mozemo izvesti skalarnu jednadzbu koja ¢e pred-
stavljati disperzijsku relaciju za propagacijske vektore. Kontrahirajmo relaciju (4.11)

sa kon N FH
F 0 kska + F™ £, kyko + F™ £ kyka = &0 kyk, + 2F™ f, k\k, = 0. (4.16)
Relaciju (4.9) mozemo takoder uz odgovaraju¢u kontrakciju pisati pisati u obliku
—L(F)F™ £ Merky, + 2L7 (F)EFM FX ks = 0 (4.17)

Izrazimo li prvi ¢lan preko (4.16) te uz pretpostavku ¢ # 0 dobivamo disperzijsku
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relaciju

[ﬁ’ (F)p — AL (F)F* 7| ok, = 0. (4.18)

Ovdje se moze vidjeti da u opcenitijim nelinearnim poljima postoji moguc¢nost da je
k*k, # 0, odnosno diskontinuiteti se mogu propagirati po krivuljama koje nisu nul-
geodezici ravne metrike n**. Primjetimo da disperzijska relacija sugerira postojanje

simetri¢noga tenzora

/

G = L(F)p™ — AL (F)F*MF,", (4.19)

takvoga da vrijedi

g kuk, = 0. (4.20)

Pomocu ovoga tenzora mozemo opisati utjecaj nelinearne elektrodinamike na pro-
pagaciju diskontinuiteta preko efektivne geometrije ¢iji bi metricki tenzor bio .
Takva efektivna geometrija odnosila bi se samo na propagaciju elektromagnetskih
poremecaja dok bi stvarna metrika prostor-vremena i dalje bila metricki tenzor rav-
noga prostora n*”. Korisno je i izraziti efektivhu metriku preko tenzora energije i
impulsa elektromagnetskoga polja 7. U slucaju nelinearne elektrodinamike 7*”
nece vise imati oblik koji smo koristili u linearnoj elektrodinamici, ali op¢enitiji ten-
zor mozemo izvesti varijacijom akcije S = [ /—gLd*xz po metrici. To ¢e dati u slu¢aju
nase ravne metrike
oL

— A —_
Lo = =gt > M L (4.21)

Za slucaj jednoparametarskoga lagranzijana £(F) dobivamo da je tenzor energije i
impulsa

T,, = —AL (F)F,“F,, — L(F)n,,. (4.22)

uv

Time mozemo zapisati efektivnu metriku kao

L(F)L' (]—")) e (4.23)

GRS £

U ovome zapisu mozemo gledati efekt nelinearne elektrodinamike kao odstupanje od
ravne metrike koje se pojacava u podrucdjima vece gustoCe energije i impulsa poza-
dinskih polja. Primjetimo da u slu¢aju £"(F) = 0 dobivamo da ¢e efektivna metrika

biti uvijek ravna i neovisna o pozadinskim poljima. Taj slu¢aj odgovara linearnoj
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elektrodinamici, dakle za lagranzijan linearne elektrodinamike £(F) = F dobivamo
da se efektivna metrika svodi na g"* = n**. Prednost je ovog pristupa efektivne me-
trike u tome Sto utjecaj nelinearne elektrodinamike na propagaciju svjetlosti mozemo
analizirati standarnim metodama diferencijalne geometrije koje smo navikli koristiti
u opcoj teoriji relativnosti. Primjerice, krivulje propagacije svjetlosti mozemo gledati
kao nul-geodezike efektivne geometrije. Za koristenje takvih metoda u efektivnoj
geometriji potrebno je konstruirati inverz efektivne metrike g, i kovarijantnu deri-

vaciju. Inverzna metrika §—*

., mora zadovoljavati

g, = on (4.24)

MozZe se pokazati da inverzna metrika ima oblik

g, =an,, +vT,,, (4.25)
L (EF? 1
a=—b (,c“(]:) +L(F)+ 2T) , (4.26)
_ ENQF) 2 2\ p" ()2 ! " 21!
b=1675 (F2+62) L' (F)2 - 16 <£ (F)+ FL (f)) ] . (4.27)

Nakon Sto smo odredili inverznu metriku, mozemo konstruirati efektivnu kovari-

jantnu derivaciju. Mora vrijediti uvjet kompatibilnosti efektivne metrike
Vag" = ong" + T, g7 + T%,5°" = 0. (4.28)

Kompatibilnost efektivne metrike moze se zadovoljiti odabirom Christoffelove konek-
cije

- L, ~—1 ~—1 ~—1
Ovako konstruirana kovarijantna derivacija u efektivnoj geometriji ima sva potrebna
svojstva kao i obi¢na kovarijantna derivacija na op¢enitim mnogostrukostima. Sada

smo u stanju izvesti jednadzbu propagacijskih krivulja u efektivnoj geometriji. Pri-

mjenimo kovarijantnu derivaciju efektivne geometrije na disperzijsku relaciju (4.20)

23"k, V 5k, = 0. (4.30)

Kako je k, = 0,5 = @HS gradijent skalarne funkcije, vrijedi @Aku = ?ul@. Smjer

48



propagacije identificiramo s vektorom [* = §*’k,. Kontrakcijom (4.30) sa §** dobi-
vamo jednadzbu geodezika

'V ,1% = 0. (4.31)

Kako je po disperzijskoj relaciji [ nul-vektor, dobivamo da su propagacijske krivulje
nul-geodezici efektivne geometrije. PoZeljno je jos iskazati (4.31) kao parametarsku

jednadzbu krivulje x#(\) s tangetnim vektorskim poljem % = [

d’z> - dz*dx”

dat dz” 32
R T (4.32)

Na razini diferencijalnih jednadzbi krivulja lakse je vidjeti jos jedan vazan rezultat. U
homogenim pozadinskim poljima propagacijske krivulje ponovno ¢e biti pravci rav-
noga prostora. Naime, za homogena polja is¢ezava Christoffelova konekcija pa se
kovarijantna derivacija svodi na obi¢nu parcijalnu derivaciju te onda diferencijalne
jednadzbe (4.31 i (4.32) imaju za rjesenja obicne pravce. Ovo je u skladu s iskus-
tvom propagacije elektromagnetskih valova u medijima, dakle tamo je uzrok savija-

nja zraka svjetlosti upravo u nehomogenostima medija.

Prelazimo na analizu opcenitijih dvoparametarskih lagranzZijana £(F,G). Jed-

nadzba polja je

oL OF 0g
ol ———— =0, | Lr—-—+ Lo———| =0. 4.33
(a @Au)) [ Faloud) T 90,4, (4.33)

Koristimo pokrate £y = 9% i Lg = 9. Za derivacije invarijanti vrijedi % = 4Fm
(TRe Y%

i % = 4 x ['*, Nastavljamo s eksplicitnim raspisom jednadzbe polja

Lr (8, F"™) + Lg (0, % F*) 4+ 2Lrr (0,F,5) F*F"™ + 2L g (0,F,5) * F*F"
+2Lg7 (0uF,5) F¥ 5 F* + 2Lgg (0,F,5 ) * F*% % F* = 0.
(4.34)

Primjenimo operaciju (4.1) kao i u prethodnim izvodima. Jednadzbu polja nakon
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toga mozemo svesti na oblik

(LA™ + Lg* f* + 2AF"™ + 2B « FM]k, =0,

A= ££]:_7:+X£]:g,B = gﬁgf‘f‘Xﬁgg,g = faﬁFaﬁax = fozﬂ *Faﬁ'

Kontrakcijom (4.34) sa P ko 1 %F°, k,, te primjenom (4.11) i identiteta

v 1 14
P« Y = =200,

1
FIEY = x5 B\ = =S ™.

dobivamo dvije relacije

L7 + BG] 0™k, k, — AAF" F*k,k, =0,
[XLr — 2BF + AG| 0"k, k, — ABF" F*k,k, = 0,

iz kojih moZemo vidjeti da za opceniti k,k* mora vrijediti

{Lr+BG  xLr—2BF +AG
A B

kukt = 0.

(4.35)
(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
(4.40)

(4.41)

Iz ove jednadZbe, uz pretpostavku k, k" # 0, moZemo odrediti vezu izmedu skalara &

i x. Definirajmo Q) = % Prethodna relacija (4.42) je tada obi¢na kvadranta jednadzba

za

(Lgr + LggQ) [Lr + G (Lor + Lgg0)] —
(Lrr+ LrgQ) [LQ — 2F (Lor + LggQ) + G (Lrr + LrgQ)] = 0.

Dobivamo dva rjeSenja

= /(92)? — 400
N 20, ’

W =—LrLrg+2FLrgLgg +G (ﬁég — ﬁ%_—g) ,
Oy = (Lr+2GLrg) (Log — Lrr) + 2F (Lrrlog + L) ,
O3 =LrLrg+2FLrrLrg+ G (;C%:g - 5‘27_-]_—) .

Q4
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Vracanjem ovih rjeSenja u (4.35) kontrahirano sa F'°, k, dobivamo uz pretpostavku

¢ # 0 dva rjeSenja za efektivnu metriku
G =L — A[(Lrr + QuLrg) FU\ FY + (Lrg + QuLgg) F*, « FY]| . (4.47)
Primjenom identiteta (4.37) Kkorisno je zapisati efektivhu metriku u obliku
3" = [Lr+ G (Lrg + QLgg)| ™ — 4 (Lrr + QU Lrg) F*, F. (4.48)
Tenzora energije i impulsa je za dvoparametarske lagranzijane po (4.21) oblika
TH = —ALzF" FY —ALg*x F*\ FY — "L = —ALzF", FY — (L — GLg) 1. (4.49)
Zapis efektivne metrike preko ovog tenzora je

g = [E]-' +G (Lrg +QaLgg) + 7 (Lrr + Qelirg) (L~ gﬁg)} M + 2= (Lrg + QL) TH .

(4.50)
Dobivanje dvaju rjeSenja za efektivnu metriku sugerira postojanje dviju krivulja pro-
pagacije elektromagnetskoga vala. Ove dvije krivulje moguce je povezati s dvama
dopustenim stanjima polarizacije, u nastavku ¢emo izvesti svojstvenu jednadzbu po-
larizacijskih vektora iz koje ¢emo dobiti polarizacijske vektore pridruzene svakoj od
tih dviju krivulja. Pretpostavimo da su dvije propagacijske krivulje rjesenja dviju
disperzijskih relacija

"k, k, = 0. (4.51)

Na svakoj propagacijskoj krivulji uz pomoc¢ pozadinskih elektromagnetskih polja mozemo

prirodno uvesti vektore

o = Pk, e, = «F"k,, e = FFF. "k, (4.52)
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Za takve vektore vrijede relacije

(1) ="', = F*“F, kokg, (4.53)

(cg)? := 02“02“ = x M« Fuﬁkakrﬁ = (c1)? — %]—"kQ, (4.54)
(c1-¢9) = cl’”cgu = FHe Fuﬁkak/g = igkz, (4.55)
¢y, = F*F P Fykok, =0, (4.56)

¢)l'cy, = *F"F P Fy ko ky = %ngkak(, =0, (4.57)
'k, = F"k,k, =0, (4.58)

col'ky, = *F* k,k, = 0. (4.59)

U prethodnim relacijama koristili smo identitete (4.37) i (4.38). Relacije (4.56) -
(4.59) iSCezavaju zbog kontrackije antisimetri¢nih i simetri¢nih tenzora. ZapiSimo
polarizacijski vektor u bazi {k*, ¢,", ¢,”, ¢, } koja je zadana propagacijskim vektorom,

te prirodnim smjerovima koji su zadani pozadinskim elektromagnetskim poljima

M= 0101“ + CQCQM + Cgég,u. (460)

Treci vektor baze odabran je sa

)
cs'ky

kQ

B_ K
—Cg_

k. (4.61)

C3

kako bismo ostvarili uvjet okomitosti 2k, = 0. Primjetimo da ¢e i dalje vrijediti
ortogonalnosti ¢,"¢;, = 01 ¢)'¢;, = 0. Polarizacijski tenzor f* s polarizacijskim
vektorom u zadanoj bazi uvrstavamo u pocetnu jednadzbu polja (4.35). Eksplicitan

raspis jednadzbe polja za potrebe ovog izvoda je
E]:flwk’l, + ﬁg * f’“jk‘,/ +2 (fﬁ]:]: + Xﬁ]:g) Clu +2 (gﬁg]: + Xﬁgg) CQM =0. (462)
Za prvi ¢lan dobivamo

Lrf*™k, = alr (k"2'k, — 2'k*) = —alFk*2". (4.63)
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Drugi ¢lan iS¢ezava zbog
s’ fHV ks, = 1ewﬁf k, = le’“’o‘ﬁk k,zg — le“"aﬁk ky,zo = 0. (4.64)
v 9 aB 9 alvw<s 9 Bhyv<a
Kontrakcijom (4.62) sa c;, dobivamo
—CLk’z(Cg)gC;g = 0. (465)
Iz ovoga zakljucujemo da je C5 = 0. Odredimo skalare £ i y

§=fap FoP =g (kazp — kpza) FoP = Qakaz/jF“ﬁ = —2aclﬂz5 = —2a ((01)201 + ( -02)02) ,
(4.66)

X = fap * FoP = 2ak, 25 * FoP = —2a025z5 = —2a ((01 - c9)C + (62)202) )
(4.67)

Kontrakcijom jednadzbe polja (4.62) sa c,, i ¢, dobivamo sustav jednadzbi

E2 0+ L))+ Ero(ed (e e+ Lar(e (e e + Looler- e €

L
+ [Tf(cl )k E;;(cl)Q(cl ceg) + E;g(cl)z(CQ)Q + Lgr(cr - e2)? + Lgg(cr - cz)(02)2] Cy =0,

{%(cl ce)k? + Lrr(c1)?(cr - c2) + Lrg(er - e2)* + Lor(cr)?(ca)* 4+ Lgg(cy - cg)(cg)2] C

i [%(02)%2 + Lrr(er-e)? + Lrg(er - ea)(ea)® + Lar(er - ca)(ca)” + 599(61)2(02)2] Cy =0.

(4.69)

Slicna analiza u izvodu ovog sustava jednadzbi moze se pronac¢iiu [13]. UvrStavanjem
dvaju vektora k* od dviju krivulja koje su rjesenja disperzijske relacije (4.51) iz na-
vedenog linearnog homogenog sustava jednadzbi moZzemo odrediti dva svojstvena
polarizacijska tenzora. Alternativno, iz ovog sustava se moze dobiti ista disperzij-
ska relacija kao otprije. Naime, za postojanje netrivijalnog rjeSenja ovog homogenog
sustava mozemo koristi uvjet iSCezavanja determinante sustava. Kako je ta proce-

dura algebarski zahtjevna za slucaj dvoparametarskih lagranzijana mi ¢emo pokazati
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ekvivalentnost disperzijske relacije koja se dobije iz ovog sustava sa prethodnim me-
todama samo za slucaj jednoparametarskog lagranzijana. U tome posebnome slucaju

sustav se znacajno pojednostavljuje

{%(61)2/62 + EIF(61)2(61)2:| C, + [%(01 eo)k* 4+ Lrr(c1)?(cr - 02)} Cy = 0,

|:%(C1 . Cg)kQ + [,]-‘]-‘(Cl)z(cl . CQ):| 01+ {%(Cg)ka -+ ;C]-‘]f(Cl . C2)2:| 02 =0. (471)

Uzimanjem determinante sustava te uz potrebna pojednostavljenja dobivamo

(%) k2 [(e1)?(c2)” = (e1 - c2)?] K%) K+ E}'J—'(Cl)Q] = 0. (4.72)

Uz pretpostavku k? # 0 posljednja dva faktora bi dala disperzijsku relaciju. Posljednji
faktor bi egzaktno odgovarao disperzijskoj relaciji sa efektivnom metrikom iz (4.19).
Obzirom da su krivulje efektivne metrike invarijantne na konformne transformacije
g — Q2(x)g*, disperzijska relacija iz (4.72) sa dodatnim faktor, koji sada moZemo
shvatiti kao konformni faktor, daje iste krivulje kao i efektivna metrika. Time smo
pokazali konzistentnost koriStenih dviju metoda za odredivanje propagacijskih krivu-
lja.

Izvedena metoda odredivanja disperzijskih relacija je analogna metodama koje se
javljaju u optici pri analizi elektromagnetskih valova u anizotropnim medijima, pri-
mjerice u [18] ili [19]. Stoga ¢e interpretacija dobivenih efekata u nasim slucajevima
biti analogna interpretacijama koje se tamo javljaju. Dakle, op¢enito vidimo da je ne-
linearni utjecaj pozadinskih polja na vakuum takav da stvori anizotropan efektivni
medij. Dobivene propagacijske krivulje ¢e u slu¢aju homogenih polja egzaktno od-
govarati propagaciji dvaju nezavisnih modova polarizacije. U slu¢aju nehomogenosti
pozadinskih polja ne mozemo vise tvrditi da dolazi do nezavisne propagacije takvih
modova te tada ne¢emo modi pridjeliti jasnu krivulju propagacije koja bi odgovarala
pojedinom modu. Medutim, kako smo na pocetku utvrdili da su nasa pozadinska
polja slabo variraju¢a, mozemo priblizno tvrditi da ¢e svaki mod polarizacije propa-

garati po krivuljama u razlicitim efektivnim metrikama koje ”vidi” svaki mod polari-
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zacije. Time smo opisali nelinearni efekt dvoloma pozadinskih polja.

Provedena analiza vrijedi za posve opcenite dvoparametarske lagranzijane i po-
godna je za primjenu na tipi¢nim primjerima poput Euler-Heisenbergova lagranzijana.
Napomenimo da navedena analiza vrijedi samo za pozadine ravnoga prostora. Moguce
je napraviti ekstenziju na zakrivljene pozadine u slucaju da je skala zakrivljenosti
puno veca od skale valne duljine. Tada je moguc¢e minimalnom supstitucijom ravne
metrike s metrikom zakrivljenog prostor-vremena i dalje koristiti rezultate ovih me-
toda. Potpunija generalizacija na zakrivljenu pozadinu prostor-vremena bi trazila
ponavljanje postupka izvoda efektivne teorije u okviru metoda kvantne elektrodina-
mike. Takva analiza provedena je u [21], ¢iji je rezultat Drummond-Hathrell efek-

tivna akcija koja ukljuCuje vezanje tenzora zakrivljenosti na pozadinska polja.
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5 Zakljucak

U ovome radu prosli smo kroz temeljitiju analizu aproksimacije geometrijske op-
tike na primjeru propagacije elektromagnetskih i gravitacijskih valova u zakrivlje-
nom prostor-vremenu i na primjeru pozadinskih polja nelinearne elektrodinamike u
ravnome prostoru. Naglasak ovog rada je viSe bio na anlitickom razumijevanju ove
metode u raznim kontekstima. Na pocetku rada primijenili smo standardni pristup
u izvodu temeljnih relacija koje se mogu nac¢i u raznim znanstvenim radovima sli¢ne
tematike. Ono Sto se u takvim radovima cesto izostavlja ili preSutno pretpostavlja,
ovdje je temeljitije naglaseno i razjasnjeno. Tako smo standardni pristup upotpu-
nili s dodatnim pristupom Hamiltonova formalizma u kojemu smo pokazali vezu sa
metodom karakteristika iz teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Iako stan-
dardni pristup geometrijske optike daje matematicki ispravnu asimptotsku analizu i
asimptotski valjana rjeSenja pripadnih valnih jednadzbi, bilo je potrebno napraviti
precizniju fizikalnu interpretaciju takvih rjeSenja. To se posebno vidi u potpoglav-
ljima spinske geometrijske optike. Tu smo prikladnom fizikalnom interpretacijom
znacCenja dodatnih faza, koje se javljaju pri propagaciji valova, izolirali efekt utje-
caja cirkularne polarizacije na propagaciju vala. Usporednom analizom geometrijske
optike elektromagnetskih i gravitacijskih valova ustanovili smo da su oba slucaja ana-
logna, sto moze motivirati i daljnju generalizaciju na Siru klasu valnih fenomena u
gravitacijskoj fizici i Sire. Svi opisani efekti elektromagnetskih i gravitacijskih valova
u zakrivljenom prostor-vremenu su u potpunosti klasi¢ni efekti. Medutim u okviru
formalizma klasi¢ne gravitacije i dalje je moguce tretirati kvantne efekte koji utjecu
na propagaciju valova. To smo prikazali u posljednjem poglavlju ovog rada, ana-
liziraju¢i efekt pozadinskih polja u vakuumu. Metodama kvantne elektrodinamike
mogu se izvesti efektivne teorije koje su tada u pretpostavljenome rasponu energija
primjenjive u okviru klasi¢nih metoda. Bavili smo se s opcenitijim dvoparametar-
skim efektivnim lagranzijanima te opisali kako se tada op¢enito javlja efekt dvoloma
analogan istom efektu u anizotropnim medijima klasi¢ne elektrodinamike.
Prezentirane metode i rezultati predstavljaju samo mali dio vrlo opsezne literature
slicne tematike u gravitacijskoj fizici. One se mogu primijeniti na raznim konkretnim
fizikalnim primjerima. Primjerice, moze se analizirati efekt spinske optike u raznim

pozadinskim metrikama prostor-vremena, poput Schwarzshildove metrike u blizini
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crnih rupa, Kerrove metrike rotiraju¢ih crnih rupa ili nekih metrika kozmoloskih mo-
dela svemira itd. Efekti nelinearne elektrodinamike mogu se analizirati u primjerima
koji ukljucuju uvjete ekstremnih pozadinskih elektromagnetskih polja, primjerice kod
neutronskih zvijezda. Potom se mogu razmatrati i opcenitiji lagranzijani nelinearne
elektrodinamike koji bi ukljucivali vezanje elektromagnetskih polja na zakrivljenost
prostor-vremena, Sto se javlja u generalizaciji efekta polarizacije vakuuma u zakriv-
ljenom prostor-vremenu. Potpunija analiza svakog od navedenih primjera trazila bi
primjenu zahtjevnijih numerickih metoda i analitickih pristupa pa takve primjere ni-

smo mogli sadrzajno obuhvatiti u ovaj diplomski rad.
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6 Metodicki dio diplomskog rada: Hubble-Lemaitreov

zakon i Sirenje svemira

6.1 Uvodna rasprava

U ovome dodatku diplomskoga rada izloZen je primjer nastavne pripreme na temu:
Hubbleov zakon i Sirenje svemira koji je u trenutnom kurikulumu gimnazijskoga pro-
grama predviden za 4. razred. Nastavna priprema pisana je slijedeci trenutno propi-
sane nastavne metode prema kurikulumu, tj. metode istrazivacki usmjerene nastave.
Nasa tema donekle se razlikuje od tipi¢nih sadrzaja kurikuluma. Za vecinu ostalih
sadrzaja gotovo uvijek je lako naci eksperimentalni pokus koji se dobro uklapa u
zahtjeve nastavnih metoda istrazivacki usmjerene nastave. Zatim, ve¢ina sadrzaja
kurikuluma zamisljena je s ciljem stjecanja temeljnih kompetencija fizike koje bi se
trebale dobro translatirati na ostale predmete te ucenike pripremiti na zahtjeve nji-
hova buduceg obrazovanja. Za vedinu ucenika tema Sirenja svemira mozda i nije
od osobitoga znacCaja za stjecanje temeljnih kompetencija primjenjivih u svakod-
nevnom ivotu stoga se obi¢no u praksi pridodaje mala vaZnost toj temi. Cesto se
prikaze u popularno-znanstvenom duhu ili obavi u obliku nekoga uc¢enickoga samos-
talnog istrazivanja. Stoga se postavlja pitanje postoji li opravdanje za posvecivanja
temeljitijega sata u nastavi prema ovoj temi? Za nas je posebno bitno znati da ¢e
ucenicki osobni stavovi prema znanosti, znanstvenim metodama i kritickom nacinu
razmisljanja biti temeljeno i na iskustvu koje dobiju u susretu s ovakvim popularno-
znanstvenim temama iz suvremene znanosti. Stoga je dobra ideja posvetiti jednaku
paznju takvim sadrzajima kao i u ostalih djelovima kurikuluma.

U nastavku navodimo predmetne ishode, nastavne metode i oblike rada u izlozenome
satu.
PREDMETNI ISHODI:

FIZ SS D.4.8. Opisuje model nastanka i strukturu svemira

e Objasnjava nastanak i razvoj svemira.

e Izrazava Hubbleov zakon.

e Navodi ekeperimentalne dokaze velikoga praska.
e Opisuje pojavu crvenoga pomaka.
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FIZ SS D.4.8. Opisuje i primjenjuje osnovne ideje specijalne relativnosti (STR-a).
e Provjerava postulate STR na primjeru Sirenja svemira.
FIZ SS D.4.9.
e Kvalitativno zakljucuje primjenjujuci fizicke koncepte i zakone.
e Matematicki modelira.
FIZ SS D.4.10.
e Istrazuje prirodne pojave.
e Istrazuje pojavu izvodedi ucenicki pokus.
NASTAVNE METODE:
e Ucenicko izvodenje pokusa /mjerenja u skupinama
e Metoda razgovora - razredna rasprava
e Konceptualna pitanja s karticama
e Metoda pisanja /crtanja
OBLICI RADA:
e Frontalni
e Individualni
¢ Rad u skupinama
NASTAVNA POMAGALA I SREDSTVA:
e Udzbenik, prezentacija
e Racunalo, pribor za pokuse (baloni, metar), pisaci pribor

LITERATURA: [22], [23], [24], [25]
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Slika 6.1: Spektar zvijezde.

6.2 Tijek nastavnoga sata

1) Uvodni dio sata

Prije izlaganja uvodnog eksperimentalnog problema koji je doveo do otkrica Sirenja
svemira potrebno je s u¢enicima pro¢i nekoliko klju¢nih pitanja.

Kako mjeriti brzinu udaljenih objekata u svemiru? Objekte u svemiru jedino
mozemo pasivno promatrati raznim teleskopima, a rasprava s ucenicima i¢i ¢e u
smjeru odredivanja brzine gibanja zvijezda i galaksija opaZzanjem njihova elektro-
magnetskoga zracenja. Ucenici Ce vjerojatno povuci vezu s Dopplerovim efektom.
Na Slici 6.1 prikazani su spektri zvijezda A i B usporedeni sa spektrom mirujuce
zvijezde ¢iji spektar prikazuje zvijezdu koja se udaljava? Na spektru A vidimo da
su sve apsorpcijske linije istog uzorka kao i laboratorijski spektar, ali su pomaknute
prema crvenom dijelu spektra, odnosno linije su se pomakle ka ve¢im vrijednostima
valne duljine. Prema Dopplerovom efektu to odgovara zvijezdi koja se udaljava.
Kako biste mjerili udaljenost objekata u svemiru?

Mozemo ocekivati ucenicke odgovore temeljene na svakodnevnom iskustvu, primje-
rice, udaljeni objekt imat ¢e manju mjerenu kutnu veli¢inu, ili ¢e predlagati razne
aktivne metode mjerenja, primjerice radarom itd. Za jako udaljene objekte u svemiru
tesko je koristiti iskustvo koje imamo s relativno bliskim objektima. Za takve objekte

mozemo mjeriti intenzitet njihova zracenja. Dodatno znamo da intenzitet zracenja
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Slika 6.2: Moguca ucenicka predvidanja.

opada o kvadratu udaljenosti. Kada bismo znali odrediti apsolutni sjaj zvijezde ili
galaksije, tj. "laboratorijski” sjaj, kada bismo se nalazili blizu zvijezde” onda bismo
mogli odrediti udaljenost. Zvijezde ili procese u svemiru za koje znamo odrediti apso-
lutni sjaj zovemo “kozmickim” svije¢ama. Primjer kozmickih svije¢a su zvijezde cefe-
ide Ciji intenzitet zracenja oscilira s nekim periodom. Apsolutni sjaj zvijezde povezan
je sa njezinim periodom oscilacija, tako da mjerenjem perioda oscilacija mozemo
ujedno odrediti udaljenost takve zvijezde. Postoje brojne druge metode u opazackoj
kozmologiji za mjerenje udaljenosti, ali za ucenike je dovoljno deskriptivno poznavati
metodu sa cefeidama.

Postavljamo eksperimentalni problem: odredujemo sve relativne polozaje okolnih
galaksija prema Zemlji metodom cefeida (tj. za koje je moguce pronaci cefeide preko
kojih mozemo odrediti udaljenosti), zatim za svaku galaksiju mjerimo njezin spektar
i odredujemo pomak valnih duljina prema laboratorijskom spektru i time odredimo
njihove brzine. Mjerene podatke unosimo u v — r graf u kojem svaka tocka mjerenja
predstavlja mjerenu galaksiju na polozaju r s brzinom v. U v-r grafu ucrtavanjem
tocaka dajte svoje predvidanje mjerenja koje bi dobili u takvome eksperimentu.
Prikupljamo ucenicke ideje i crtamo sve razumne prijedloge. Na Slici 2 su prikazani
ocekivani prijedlozi koje bi ucenici mogli dati. Grafovi u koje bi ucenici ucrtavali
tocke potrebno je naznaciti linije koje oznacavaju brzine svjetlosti. Svi prikazani gra-
fovi imaju tocke unutar linija koje oznacavaju granice brzine svjetlosti. Oc¢ekujemo
da ¢e ucenici shvacati gibanje galaksija iskljuc¢ivo kao lokalno gibanje ogranic¢eno s
maksimalnom brzinom svjetlosti u specijalnoj teoriji relativnosti. Graf slijeva bi pred-
stavljao model u kojem se galaksije gibaju nasumi¢no poput Cestica plina, moguce je
da ¢e ucenici preferirati distribuciju radijalnih brzina koja je viSe koncentrirana oko
v=0, te ¢e smatrati veCe brzine manje vjerojatnim. Sredisnji graf predstavlja situaciju

u kojoj bi sve galaksije uglavnom mirovale u odnosu na nas. Graf zdesna predstav-
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Slika 6.3: Mjerenja crvenoga pomaka.

lja model velike nehomogenosti u kojem bi galaksije bile rasporedene po grupama,
gdje se svaka grupa giba nekom zajednickom brzinom. Moguce je da ¢e ucenici dati
i razne nekonzistentne modele koji se ne slazu s njihovim grafovima. Cilj je ovdje
povesti raspravu i pomoci ucenicima da ispravno prezentiraju svoje prijedloge i is-
pravno ih povezu s predvidanjem mjerenja.

Usporedite grafove vasih predvidanja sa stvarnim mjerenjima. Prikazujemo re-
zultate iz NED (NASA Extragalactic Database) baze podataka [25] u kojoj se nalaze
sva sluzbeno objavljena mjerenja sa zadnjom izmjenom u 2020. godini. Iz navedene
baze preuzeli smo samo podatke o udaljenost i crvenim pomacima. Na grafu su pri-
kazani filtrirani podaci za mjerenja preko metode cefeida i sa udaljenostimo do 400
Mpc.

Navedite sve bitne karakteristike grafova.

Od ucenika ocekujemo da prepoznaju sljedece bitne karakteristike grafa:

e sve tocke mjerenja pokazuju pomak prema crvenom, dakle sve galaksije se uda-

ljavaju
e mjerene tocke pokazuju trend porasta brzine udaljavanja s udaljenosti
e rasap tocaka se povecava na ve¢im udaljenostima

Kako objasnjavate cinjenicu da se sve galaksije udaljavaju od nas? Dajte svoje
prijedloge modela svemira koji bi mogao opisati ovu pojavu. Neizgledno je objas-

niti ovu pojavu s tumacenjem da smo se bas nasli na pravome mjestu u svemiru koji

62



Udaljenost nakon Udaljenost prije Promjena udaljenosti

Galaksija 1 59 mm 32 mm 27 mm

Galaksija 2
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Slika 6.4: Mjerenja ucenickog pokusa.

bi bio centar Sirenja svih galaksija. Ocito da je mjereni crveni pomak posljedica posve
drugoga mehanizma, a ne lokalnoga gibanja galaksija u prostoru. Dakle, ispravan bi
model trebao biti onaj koji nema centra Sirenja galaksija, odnosno onaj u kojem bi
opazac u svakoj tocki prostora utvrdio da je spektar svih galaksija uvijek pomaknut
prema crvenom. Kako je tema vrlo popularna, ucenici ¢e vrlo vjerojatno predloziti
model Sirenja svemira.

2) Sredisnji dio sata

ISTRAZIVACKO PITANJE: Kako ovisi brzina udaljavanja galaksija o udaljenosti u mo-
delu Sirenja svemira?

Ispitat ¢emo model Sirenja svemira analogijom balona koji se $iri, i to pomo¢u ucenickoga
pokusa koji ¢e se izvoditi po grupama. Na balonu proizvoljno ozna¢imo tocke koje ¢e
nam predstavljati galaksije. PovrSina balona predstavlja dvodimenzionalni prostor.
Upuhivanjem zraka u balon mozemo ,simulirati“ Sirenje svemira.

Zadatak za ucenike: Odaberite proizvoljnu galaksiju iz koje cete ,promatrati“
svemir. Simulirajte Sirenje svemira upuhivanjem zraka u balon. Vas je zadatak
izmjeriti kako ovisi brzina udaljavanja galaksija o udaljenosti od promatraca.
Podatke zapiSite u tablicu i prikazite ih graficki.

Ocekujemo od ucenika da obave pokus na sljede¢i nacin: da bismo izmjerili brzinu
udaljavanja galaksija potrebno je uzeti dva sukcesivna vremenska trenutka izmedu
Sirenja balona. To znaci da mjerimo udaljenosti za dva razli¢ita napuhnuta stanja
balona. Izmedu dva napuhnuta stanja moZemo uzeti proizvoljno vremensko razdob-
lje. Brzinu udaljavanja dobivamo jednostavno kao kvocijent promjene udaljenosti i
vremenskog intervala.

Odaberite sada drugog opaZaca i obavite ista mjerenja. Nakon mjerenja ucenici
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Slika 6.5: Graf opazaca A i B.
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Slika 6.6: Oba opazaca.

dobivaju dva grafa koji prikazuju ovisnost promjene udaljenosti o udaljenosti od pro-
matraca.

Iz grafova zakljucite kakva je ovisnost brzine udaljavanja o udaljenosti.
Vidimo da su grafovi linearni i mozemo ih produziti i uvjeriti se da se pravci sijeku u
ishodistu, dakle vidimo proporcionalnu ovisnost promjene udaljenosti o udaljenosti
promatraca, brzina udaljavanja ovisi proporcionalno o udaljenosti!

Superponirajte grafove oba opazaca. Sto sada zakljutujete?
TocCke se od oba promatraca nalaze se na istome pravcu, dakle svi promatraci na ba-
lonu vide istu brzinu udaljavanja galaksija s istom konstantom proporcionalnosti.

Usporedite svoje rezultate mjerenja sa stvarnim rezultatima mjerenja galak-

sija. Zasto su stvarna mjerenja vise rasprSena?
RasprSenost mjerenja proizlazi iz ¢injenice da galaksije imaju neku lokalnu brzinu u
prostoru. Vidimo da su lokalne brzine slucajno rasporedene, tako da ako korigiramo
na dodatne brzine, preostao bi nam Ccisti linearni graf kao u naSemu pokusu. Druga
mogucnost je i veca neodredenost mjerenja pri ve¢im udaljenostima.

Kako biste matematicki najbolje opisali ovisnost brzine galaksija o udaljenosti?
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Zakljucak: brzina udaljavanja galaksija ovisi o udaljenosti od opazaca kao

v = Hyr (6.1)

Sto se zove Hubble-Lemaitreov zakon. U stvarnim mjerenjima konstanta proporci-

onalnosti zove se Hubbleova konstanta i razne metode mjerenja daju razlicite vrijed-

nosti Hubbleove konstante koje se kre¢u u rasponima od priblizno 67 Smc do 74 sﬁ’;c
(1 pc = 3.265.8.)

Sto bi u modelu $irenja svemira dao uzrok pomaka valnih duljina prema crve-
nom?

Ako se prostor $iri, mozemo ocekivati da ¢e se valne duljine fotona takoder proSiriti
tijekom propagacije. Time bi crveni pomak morali pripisati posve drugom meha-
nizmu Sirenja svemira, a ne lokalnoga gibanja.

Za jako udaljene galaksije Hubble-Lemaitreov zakon daje da bi galaksije mogle
imati brzinu udaljavanja koja je veca od brzine svjetlosti. Je li to moguce?
Ucenici bi mogli uociti kako je ovo naizgled kontradiktorno sa postulatima specijalne
teorije relativnosti. Medutim, kako uzrok crvenoga pomaka nije lokalno gibanje ve¢
Sirenje samoga prostora, takav rezultat je sasvim moguc.

Hubble-Lemaitreov zakon sugerira da su se sve galaksije morale nalaziti u ne-
kom trenutku beskonacno blizu jedna drugoj. Odredite kada se taj trenutak
zbio.

Ucenici mogu time procijeniti starost svemira preko Hubbleove konstante ¢ = 1/H,.
Za kraj se moze diskutirati ¢injenica kako ovaj zakon daje temeljni eksperimentalni

dokaz teorije velikoga praska.
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3) Zavrsni dio sata
1) Na slici lijevo je izgled grafa mjerenih brzina udaljavanja galaksija u ovisnosti o
udaljenosti kakve mjerimo danas. Odredite na slici desno ispravan izgled istoga grafa

u puno kasnijem vremenskom trenutku evolucije svemira.

Slika 6.7: Koncept 1.

2) Odaberite ispravan graf koji opisuje model staticnoga svemira koji se ne Siri.

Slika 6.8: Koncept 2.

3) Odaberite ispravni graf modela svemira koji se skuplja.

Slika 6.9: Koncept 3.
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