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Uvod

U ovom radu je opisan Cox-Ingersoll-Rossov model kamatnih stopa. Teorija vjerojatnosti
se dosta dugo koristi u financijskom modeliranju, a stohastickim modelima se modeli-
raju mnogi bitni pojmovi iz svijeta financija kao Sto je i kamatna stopa. Kretanje kamatne
stope direktno utjece na cijenu i prinos raznih financijskih instrumenata (obveznica, opcija,
itd...), a kako investitori isklju¢ivo donose odluke o investiranju na temelju ocekivanog pri-
nosa financijskih instrumenata, procjena kamatne stope je od iznimne vaZnosti. CIR model
opisuje kretanje kamatne stope na financijskom trZiStu i on spada u jednofaktorske sto-
hasticke modele Sto znaci da na kamatnu stopu utjeCe samo jedan izvor rizika. CIR model
je poopcenje Vasicekovog modela 1 smatra se jednim od najboljih jednofaktorskih vjero-
jatnosnih modela za modeliranje kamatne stope. U svijetu bankarstva se obi¢no koriste
viSefaktorski modeli za procjenu kamatne stope. Ideja ovog rada je uvesti CIR model, opi-
sati sva svojstva modela, usporediti ga s ostalim sli¢nim jednofaktorskim modelima poput
Vasi¢ekovog modela i na kraju izvesti cijenu diskontirane obveznice s obzirom na kamatnu
stopu dobivenu CIR modelom. U prvom poglavlju su uvedeni osnovni pojmovi trZista
kapitala koje koristimo u ovom radu. Detaljnije je opisana obveznica kao financijski ins-
trument i njena podjela te se uvodi pojam krivulje prinosa koji daje vezu izmedu prinosa i
vremena do dospijeca. U drugom poglavlju uvodi se stohasticka diferencijalna jednadzba
i [tov integral te se definiraju svi pojmovi koji se kasnije koriste u objasnjavanju CIR mo-
dela. U trecem poglavlju uvode se difuzijski modeli i kao podvrsta njih 1 CIR model te
se prezentiraju osnovna svojstva koje kamatna stopa ima u CIR modelu. Cetvrto poglavlje
sadrzi izvod uvjetnog matematickog ocekivanja i varijance za kamatnu stopu u CIR mo-
delu. U petom poglavlju se proucava diskontirana obveznica s obzirom na kamatnu stopu
dobivenu CIR modelom i izvodi se jednadZba cijene te obveznice i prinos do dospijeca na
diskontiranu obveznicu.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi trzista kapitala

U ovom poglavlju cilj je definirati osnovne ekonomske pojmove koje ¢emo susresti u ovom
radu 1 obrazloziti cemu nam to¢no Cox-Ingersoll-Rossov (krace CIR) model zapravo sluzi.
Glavni instrumenti na financijskom trZiStu su vrijednosni papiri kao $to su obveznice ili di-
onice. Investitori Zele uloziti nov€ana sredstva u sadasnjosti kako bi uz ta ulozena sredstva
dobili 1 premiju odnosno kamatu u buduc¢nosti. Kamata je cijena drzanja novca i glavni
razlog zaSto ljudi investiraju, naime ljudima je bitniji novac sada nego za dva, tri ili pet
mjeseci, pa da bi ulaganje uopée imalo smisla uloZeni se novac mora oplemeniti s nekom
premijom. Stopa po kojoj se obracunava premija zove se kamatna stopa i ona je najbitnija
varijabla koju modeliramo u ovom radu.

Kamatna stopa se sastoji od vrijednosti novca uvecane za inflaciju i kompenzaciju za rizik
(vjerojatnost da druga strana nece biti u mogucnosti izvrsiti svoju obvezu placanja). Jedan
od osnovnih ciljeva na financijskom trziStu je modelirati kamatnu stopu, a preko kamatne
stope kasnije modelirati i cijene raznih financijskih instrumenata kojima se trguje na fi-
nancijskom trziStu (obveznica, dionica, opcija). U ovom radu mi ¢emo samo promatrati
obveznice kao instrument financijskog investiranja. Kako je modeliranje kamatne stope na
financijskom trziStu od iznimne vaznosti, a kamatna stopa uvelike ovisi o slu¢ajnoj kompo-
nenti, sve se viSe proucava teorija vjerojatnosti i u sklopu nje stohasticki modeli u financi-
jama. Jedan od takvih modela je i CIR model kojeg ¢emo detaljno analizirati u ovom radu.
Kamatnu stopu modeliramo dinamicki kroz vrijeme i pomocu tog modela pokuSavamo
objasniti ponaSanje financijskog trzista i donijeti predikcije za financijske pojmove koje
proucavamo.
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1.1 Obveznice

Obveznica je duznicki vrijednosni papir u kojem se izdavatelj obveznice sa stalnim pri-
hodom obavezuje na povrat posudenih sredstava (glavnica obveznice) i pla¢anje kamate
(premija na posudeni novac). Obveznice spadaju u instrumente stalnog placanja i njima
se aktivno trguje na burzi. Izdavatelja vrijednosnog papira nazivamo duznikom dok kupca
vrijednosnog papira nazivamo vjerovnikom. Ovisno o tome isplacuje li se kamata u vidu
kupona ili ga ne ispladuje nego se trguje s diskontom razlikujemo kuponske obveznice
(koje joS zovemo 1 normalnim obveznicama) i diskontne obveznice (eng. zero-coupon
bond). Obveznice bez kupona se dijele i ovisno o tome izdaje li ih drzava (tzv. T-bills)
ili tvrtka (tzv. komercijalni zapisi). Jedna od osnovnih karakteristika obveznice je prinos
do dospijeca. Prinos do dospijeca varira ovisno o makroekonomskim uvjetima na financij-
skom trziStu - tako osamdesetih godina proslog stoljeca prinos do dospijeca bio je iznimno
visok, dok je on danas relativno malen. Prinos do dospijeca izjednacavamo s kamatnom
stopom tako da vrijedi sljedeca jednadzba za cijenu obveznice:

C C C C+G
= —+ + +...+—’
1+r (A+r?* (A+7r)3 (1 +rn

(1.1)

ili opcenitije

n Cl
P:;(1 s (1.2)

gdje su:

C - vrijednost kupona

G - vrijednost glavnice

n - broj godina do dospijeca

C; - iznos koji kupac obveznice dobiva u trenutnu i.

Za beskuponske obveznice je vrijednost kupona jednaka 0, ali se zato one trguju po niZim
cijenama (odnosno uz diskont).

Obveznice se dijele prema:
e vremenu do dospijeca

— kratkorocne (dospijece do godine dana)

— dugorocne (dospijeée vise od godine dana)
e Instituciji koja izdaje vrijednosne papire

— Drzavne
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— Korporativne

— Municipalne
e prema stupnju rizika u rejting kategorije

Rejting agencije na financijskom trziStu kategoriziraju obveznice u rizi¢ne razrede, a naj-
poznatije medu njima su Standard and Poor’s, Moody 1 Flinch.

1.2 Kirivulja prinosa

Krivulja prinosa kamatne stope prikazuje vezu izmedu prinosa i vremena do dospijeca.
Nagib krivulje prinosa nam opisuje kakvo ponasanje kamatnih stopa mozemo ocekivati u
buduénosti.

Krivulja prinosa mozZe biti:

e Normalna
e Padajuca
e Neutralna

e (Grbava

Normalna krivulja prinosa

Normalna krivulja prinosa je najces¢i oblik krivulje prinosa na financijskom trzistu. Iz
nagiba je ocito da kratkoro¢ne obveznice imaju manje prinose od dugorocnih obveznica,
ova situacija opisuje razdoblje prosperiteta u ekonomiji, a razlog tome je Sto se dugorocne
obveznice smatraju viSe rizicnima zbog vece rocnosti pa imaju i veci prinos.

Rastuéa krivulja prinosa
10% 7

Prinos

0‘} o T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0o 2 4 6 5 10 12 14 16
Godina do dospijeca

Slika 1.1: Normalna krivulja prinosa
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Padajuca krivulja prinosa

Kada je nagib krivulje prinosa padajuéi to sugerira da kratkoro¢ne obveznice imaju vece
prinose od dugorocnih. To je situacija kada su financijska trziSta u recesiji i investitori
ocekuju kako ¢e u duljem vremenskom razdoblju doci do oporavka gospodarstva i suk-
ladno tome su korigirani prinosi na obveznice.

Padajuca krivulja prinosa
1074

s fs

Prinos

00 T T T T T T T T T T T T T T T T
02 4 6 8 10 12 14 1a 18
Godina do dospijeca

Slika 1.2: Padajuca krivulja prinosa

Ravna krivulja prinosa

Ravna krivulja prinosa nastaje kada su prinosi na kratkoro¢ne i dugoro¢ne obveznice jed-
naki. Ova situacija u ekonomiji nije stabilna 1 ocrtava prijelazno razdoblje iz normalne
krivulje u padajucu ili obratno.

Ravna krivulja prinosa
10% 7

Prinos

OD-D T T T T T T T T T 1
o 2 4 6 8 10 12 14 1le 18
Godina do dospijeca

Slika 1.3: Ravna krivulja prinosa
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Grbava Kkrivulja prinosa

Grbava krivulja prinosa je dosta rijedak scenarij u ekonomiji. Dogada se kada financijski
investitori ocekuju da ¢e u kratkom vremenu izrazito visoke kratkorocne kamatne stope
naglo pasti.

Grbava krivulja prinosa
10%

8%
6 _/¥

4%,

Prinos

LA
A}

OD.D T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
02 4 ¢ 8 10 12 14 16 18
Godina do dospijeca

Slika 1.4: Grbava krivulja prinosa



Poglavlje 2

StohastiCke diferencijalne jednadzbe

CIR model kamatnih stopa je model u kojem proces kamatnih stopa zadovoljava sto-
hasticku diferencijalnu jednadzbu. Stoga je cilj ovog poglavlja definirati sve elemente
pomocu kojih moZemo opisati stohasticke diferencijalne jednadzbe.

2.1 Brownovo gibanje

Brownovo gibanje je slucajni proces koji nam daje slu¢ajnu komponentu u nasem modelu.

Definicija 2.1.1. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor. Slucajan proces B = (B,,t > 0)
je Brownovo gibanje ili Wienerov proces ako vrijedi:

1. putevi odnosno trajektorije t — B,(w) su neprekidne funkcije sa R, u R.
2. Bp=0.

3. zasve0 =1ty <t <t, <...<t, suprirasti

Bl‘] = Bl[ _BIO’ Blz _Bl]7"'7Btm _B

Im—1

SU nezavisni.

4. za sve 0 < s < t prirasti B, — By su normalno distribuirani sa ocekivanjem 0 i
varijancomt — s.

Definicija 2.1.2. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je B = (B,,t > 0) Brownovo
gibanje na tom vjerojatnosnom prostoru. Filtracija za Brownovo gibanje je familija F =
(F:,t = 0) o-algebri t.d.

e zasve 0<s<t F,CF.
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e zasvakit >0 B, je F-izmjeriva.

e zasve 0 < s <t prirasti B, — B su nezavisni od F.

0 20 40 60 80 100
t

Slika 2.1: Trajektorija Brownovog gibanja

Definicija 2.1.3 (Martingal s neprekidnim vremenom). Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni
prostor te neka je F = (F,t > 0) filtracija. Sluc¢ajni proces M = (M,,t > 0) je martingal s
neprekidnim vremenom ako je:

e M je F-adaptiran. []
o Y>>0 E[M,] < .
e YO<s<t E[M|F,] =M, g.s.

Teorem 2.1.4. Brownovo gibanje je martingal (s obzirom na filtraciju za Brownovo giba-
nje).

"Proces M = (M, : t > 0) je adaptiran s obzirom na filtraciju F = (7,7 > 0) ako je slu¢ajna varijabla M,
F,-izmjeriva.
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2.2 Itov integral

Nekaje T > 0, H = (H, : t € [0,T]) odgovarajuci adaptiran sluCajan proces te B =
(B; : t € [0,T]) Brownovo gibanje. Zelimo definirati Itov integral fOT H,dB, i analizirati
neka njegova svojstva. Itdv integral ne moZzemo definirati po trajektorijama kao $to smo
definirali Brownovo gibanje zbog toga jer je Brownovo gibanje slu¢ajan proces neomedene
Varijacijeﬂ Stoga Itov integral definiramo induktivno.

Itov integral za jednostavne integrande

Fiksirajmo pozitivno vrijeme 7 > 0. Neka je B
F = (F, : t € [0,T]) Brownovska filtracija i H
adaptiran s obzirom na filtraciju F.

(B, : t € [0,T]) Brownovo gibanje,
(H, : t € [0,T]) je sluajan proces

Definicija 2.2.1. Adaptiran slucajan proces H = (H, : t € [0, T]) nazivamo jednostavnim
procesom ako je on oblika

n—1
H, = Z ¢j]‘[tj7tj+l](l)
=0
za neku particijumr = {0 =1ty <t; < ... <t, = T} i omedene slucajne varijable ¢; koje su
F1,-izmjerive.

Definicija 2.2.2 (Itov integral za jednostavne procese). Za jednostavan slucajni proces H
definiramo Itov integral kao slucajni proces I = (I, : t € [0,T]) s

n—1
I, = ¢j(Bt-+1/\t - Bt-/\t)
J J

Jj=0

Teorem 2.2.3 (Itbva izometrija). Itov integral definiran s I, = ’};& ¢;(Bi;,,n — Bijar) zado-
voljava

E[I*] = f H?du. (2.1)

Dokaz ovog teorema se moZe pronaci u [].

2Nekaje f 10, T] — R funkcija, varijacija od f se definira [f, f][T] = limy -0 Z;:é I(f@je) — FED)
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Itov integral za opce integrande

Ideja je prosiriti definiciju Itdvog integrala za jednostavne integrande tako da definicija
bude konzistentna i da se sva svojstva koja vrijede za Itov integral jednostavnog procesa
prenesu i na opci slu€aj. Za prostor opéih integranada uzimamo familiju F-adaptiranih
slucajnih procesa H = (H; : t € [0,T]) koji zadovoljavaju uvjet da je EfOT H?dt < oo.
Familiju svih takvih procesa ozna¢imo sa Lﬁ ,- 1z definicije jednostavnih procesa jasno je
da su svi jednostavni procesi u prostoru L2 . Sada Zelimo definirati Itov integral za proces
H e L?,. Ideja je aproksimirati H s nizom jednostavnih procesa H". Pretpostavimo da
H = (H, : 0 < t < T) ima neprekidne puteve. Odaberimo particiju IT" = {0 = ¥ < /" <
... <" =1} intervala [0, ¢] i definirajmo H™ kao H'” = H,(;’) zau e [tj."), t(i)l] odnosno za
takav jednostavan integrand znamo izracunati Itov integral po Definiciji @ Sada Itov
integral za opCe integrande mozemo definirati kao limes Itovih integrala za jednostavne
integrande kada uzimamo sve vise i1 viSe tocaka u particiji.

Lema 2.2.4. Neka je H € Li ,» tada postoji niz jednostavnih integranada (H™),en td.
vrijedi

n—oo

T
lim ||H" — H||izd = lim E f |H™ — H,dt = 0. (2.2)
a n—oo 0

Ostaje argumentirati zasto limes u Lemi postoji. Neka je (H™),ey niz jednostav-
nih integranada iz Leme 2.2.4]i " = fot H,™dB,. 1z izraza (2.2) slijedi da je niz (H™),cy
Cauchyjev|u L2,.
Stoga koriStenjem nejednakosti (a + b)* < 2(a* + b*) dobivamo da je:

m,n— oo n—oo

T 2 T 2 T 2
lim E f |H™ — H™| drsz(hmE f |H"™ — H,[dt + lim E f |H™ — H|| dt).
0 0 m=eo 0

Uo&imo da je H™ — H™ jednostavan proces jer su H™ i H™ jednostavni procesi. Sada
primjenjujuéi Itévu izometriju (2.1)

t
E f |H"™ — H"™dr = E[(I" - I")*).
0

Stoga je,
lim E[(I"-1")*]=0 0<r<T.

m,n— oo

Za fiksni ¢ niz [tdvih integrala je Cauchyjev niz u Hilbertovom prostorlﬂ L*(Q, F,P). Kako
je L2(Q, F,P) potpun tada svaki Cauchyjev niz konvergira u tom prostoru, odnosno taj
limes je dobro definiran.

3Niz a,, je Cauchyjev niz ako (Ve > 0) (In. € N) takav da (Vn > n., Yk € N) vrijedi |a,.x — a,| < €.
“Hilbertov prostor je potpuni normiran prostor.
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Napomena 2.2.5. Oznaku (H o B), oznacavamo za izraz fot H,dB;.

Teorem 2.2.6 (Svojstva Itovog integrala). Neka je T > 0i H = (H, : t € [0,T]) €
L2(Q, F,P). Tada slucajni proces I = (I, : t € [0, T]) definiran na gore navedeni nacin ima
sljedeca svojstva:

(i) t — I, je neprekidno preslikavanje na [0,T]. g.s.
(ii) za H,K € L?,ia,b € Rvrijedi

((aH + bK) o B), = a(H o B), + b(K o B),.

(iii) Vrijedi Itova izometrija,

!
E[I'1=E f Hdu.
0
(iv) Proces I je martingal s obzirom na filtraciju F.

KoriStenjem definicije Zelimo izracunati izraze oblika fOT H,dB,. Nekaje B=(B, : t €
[0, T]) Brownovo gibanje i H € L*(Q,F,P) Promotrimo funkciju & i pretpostavimo da je
F.-izmjeriva i omedena slucajna varijabla, i neke a i b takve daje 0 < a < b < T. Ocito
je tada slucajni proces (€1,4(¢) : t € [0, T]) u klasi jednostavnih procesa pa po definiciji
slijedi:

T
f Eljap()dB, = (B — Bo).
0

Izracun poopéimo sa sljedeée dvije propozicije.
Propozicija 2.2.7. Neka je 0 < a < b < T i € je F,-izmjeriva slucajna varijabla td.

E[£*] < oo tada je Elpp € L2(Q, F,P) i vrijedi:

T
‘fo Elp(DdB, = £(By, — B,).

Propozicija 2.2.8. Neka je H € L*(Q, ¥, P) slucajan proces koji je neprekidan u srednjem
reda 2, odn. lim,_,; E[((H, — H,)*] =0, za sve t € [0, T] .
Tada je:

gdjejen ={0=1ty <t <,...,<t, =T} subdivizija intervala [0, T].
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Itova formula

Definicija 2.2.9. Neka je B = (B, : t € [0,T]) Brownovo gibanje i F = (¥, : t > 0)
filtracija. Itov proces je slucajni proces X = (X, : t > 0) oblika

t !
X, =Xo + f HdB; + f Vids. (2.3)
0 0

gdjeje Xo e R, H=(H, : t > 0) f V = (V, : t 2 0) su adaptirani sluc¢ajni procesi za koje
vrijedi da je H € L*(Q, F,P), a fo |Vids < 00 gs., Vt>0.

Definicija 2.2.10. Neka je X = (X, : t > 0) Itév proces dan formulom (2.3)) te neka je
K = (K, : t > 0) adaptiran proces i vrijede sljedeci uvjeti:

!
E f K?H?%ds < oo,
0

t
f |KVilds < oo.
0

Tada se stohasticki integral od K s obzirom na Itov proces X definira na sljedeci nacin:

t ! !
f KdX, = f K,HdB; + f KVds. (2.4)
0 0 0

Teorem 2.2.11. Neka je X = (X, : t > 0) Itov proces i neka je f(t, x) funkcija s neprekidnim
parcijalnim derivacijama f,(t, x), f(t, x) i fu(t, x), tada za svaki T > 0 vrijedi

T T T
AT, Xr) = £(0,X0) + f £t X)dt + f fit. X)X, + 5 f Fult, X0)d(X),
0 0 0

T T T T
— 0, X0)+ f £t X)dt+ f Fit, X)dB,+ f filt, XV, f Fult, XH2dE. (2.5)
0 0 0 0

Napomena 2.2.12. o [tova formula u diferencijalnom obliku
1
df(t, Xo) = fit, X)dt + fo(t, X)dX, + Efxx(t, X)dXdX,. (2.6)
e [tova formula gdje je Itov proces Brownovo gibanje

T T T
(T, Br) = £(0,0) + f £t Bdt + f i1, B)dB, + 5 f Fult, BYdL. (27)
0 0 0
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2.3 Stohasticke diferencijalne jednadzbe

Definicija 2.3.1. Obicna diferencijalna jednadzba je jednadzba oblika
F(x,y,y,, ... ,y(")) =0.

U ovom radu promatramo stohasticke diferencijale jednadZzbe koje su proSirenje obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi. Razlika u odnosu na obi¢ne diferencijalne jednadZbe je ta Sto se
u stohastickima joS javlja i1 slu€ajna komponenta. Slucajna komponenta se modelira bije-
lim Sumom koji se moZe dobiti kao derivacija Brownovog gibanja. Op¢i oblik stohasticke
diferencijalne jednadZbe za slu€ajni proces X = (X, : t € [0, T]) dan je s:

Xm = f(t’ Xl‘)dt + g(t’ Xl)dBl’ te [0’ T]’ (28)

ili u integralnom obliku:

X, =Xo + f f(s, Xo)ds + f g(s, X,)dB;, te[0,T]. (2.9)
0 0

Definicija 2.3.2 (Jako rjeSenje SDJ). Jako rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe je
stohasticki proces X = (X;,t € [0, T)) koji zadovoljava sljedeca svojstva:

1. X je adaptiran u odnosu na Brownovo gibanje odnosno u fiksnom vremenu t rjesenje
je funkcija Brownovog gibanja do trenutka t.

2. Pripadni integrali u jednadzbi (2.9) su dobro definirani
3. X je funkcija trajektorije Brownovog gibanja i koeficijenata f(t, x) i g(t, x).

Jako rijeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe je rjeSenje po svakoj trajektoriji
Brownovog gibanja medutim postoji 1 slabo rijeSenje u kojem ponasSanje trajektorija nije
bitno nego je bitna samo distribucija slu€ajnog procesa X. Za odredivanje oCekivanja i va-
rijance rijeSenja dovoljno je poznavati slabo rijeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe.

Definicija 2.3.3. Rijesenja stohasticke diferencijalne jednadzbe 2.8) (bilo slaba ili jaka)
zovemo difuzijama.

Teorem 2.3.4 (egzistencija i jedinstvenost rjeSenja SDJ). Neka za svet € [0,T]i x,y € R
te funkcije f(t, x), g(t, x) zadovoljavaju sljedece uvjete:

1. f(t,x)ig(t, x) suneprekidne funkcije
2. Zadovoljavaju kriterij Lipschitzovosti s obzirom na prostornu varijablu odnosno
lf(t,x) = f@& |+ lg(r, x) = g2, )| < K|x =yl
gdje je K > 0.
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Tada stohasticka diferencijalna jednadzba ima jedinstveno jako rjesenje.

Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [5] str. 119-121.

Vasicekov model kamatnih stopa

Primjer 2.3.5. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje. Vasicekov model kamatnih
stopa R = (R, : t > 0) dan je stohastickom diferencijalnom jednadZbom

dR, = (¢ = BR)dt + 0dB, t>0, (2.10)

gdje su parametri modela a, 3, 0 > 0. RjesSenje je sljedeci proces:
t
R =e PR+ %(1 —e Py 4 ge P f PdB,. @.11)
0

Pokazviino zaista da stohasticki proces R, zadovoljava jednadzbu (2.10). Definirajmo proces
X, = fo ePSdBy i funkciju f(t,x) = e PRy + 5(1- e P+ oe P x. Primijenimo Itévu formulu.

fi(t,x) = —BeP'Ry + ae™ — oBe P x.

fut,x) = oge™.

fu(t,x) = 0.
Takoder diferencijalni oblik od X je:

dX, = é”dB,.
Itova formula:

f(t,X,) - £(0,0) = f (—Be PRy + ae™ — oBe™P'X,)dt + f odB,
0 0

Zapisivanjem Itéve formule u diferencijalnom obliku i sredivanjem izraza dobivamo

t
df(t, X,) = (=Be PRy + ae™ — oBe™ f *dB,)dt + odB,
0

df(t, X)) = (a -B (e_ﬁtRo + %(1 —e P+ O'e_ﬁtf eﬁsst)) dt + odB,
0

df(t, X,) = (a - Bf(t,X,))dt + cdB,.
Odnosno izraz (2.11) zadovoljava jednadzbu (2.10).
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0.040

0.020 0.030

0.010
|

Slika 2.2: Trajektorija Vasicekovog modela s parametrima @ = 0.06, 8 = 2, o = 0.01
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CIR model kamatnih stopa

3.1 Difuzijski modeli kamatnih stopa

CIR model kamatnih stopa spada u difuzijske modele kamatnih stopa pa je cilj ovog po-
glavlja objasniti opéenito koja svojstva zadovoljavaju difuzijski modeli. Osnovni difuzijski
model zadovoljava sljedecu Itovu stohasticku diferencijalnu jednadzbu:

dr, = f(r,, t)dt + g(r,, H)dB,. 3.1)

Proces f(r;,t) zovemo koeficijentom drifta dok proces g(r;, r) zovemo difuzijskim koefici-
jentom. Mjenjanjem ova dva procesa dobivamo razli¢ite modele kamatnih stopa.

Naziv modela Proces drifta | Difuzijski proces
Vasi¢ekov model a(B—r) o
CIR model aB—r) oA,
Exponencijalni Vasicekov model | (8 — aln(r,)) ory

Tablica 3.1: Prikaz procesa drifta i difuzijskog procesa po modelima

Vecina difuzijskih modela ima sli¢ne pretpostavke:

e Modeli su jednofaktorski odnosno postoji jedinstvena ekonomska varijabla koju pro-
matramo, a to je kratkorocna kamatna stopa i nju moZemo interpretirati kao prinos
koji ostvaruje investitor investirajuci u kratkom periodu.

e Kratkoro¢na kamatna stopa ima svojstva difuzijskog procesa pa stoga i zadovoljava
neku SDJ.

e TrZiSte koje promatramo je efikasno odnosno svakom investitoru u svakom trenu su
dostupne pravovremene, tocne, detaljne informacije o svim segmentima trZiSta, ne

16
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namece se porez ni ostali troSkovi, investitor se ponasa racionalno (odnosno donosi
odluke s ciljem maksimiziranja profita). Takoder ove pretpostavke impliciraju da na
trziStu ne postoji arbitraza.

Nepostojanje arbitraZe na financijskom trziStu znac¢i da ne postoji mogucnost da se prepro-
dajom financijskih instrumenata ostvari bezrizican profit. Odnosno cijene na financijskom
trziStu su vec€ korigirane na nacin da se postiZe stanje ravnoteze te takvo stanje i mi podra-
zumijevamo u ovom radu.

3.2 CIR model kamatnih stopa

CIR model kamatnih stopa je jednofaktorski model, a varijabla koju promatramo je krat-
koro¢na kamatna stopa. Proces kamatne stope u CIR modelu zadovoljava sljedecu Itévu
stohasticku diferencijalnu jednadZbu:

dr; = a(B — r)dt + o \[r,dB,. (3.2)

Pretpostavljamo da su koeficijenti a,3,0 > 0, tada je rjeSenje jednadzbe (3.2]) nenega-
tivno 1 jedinstveno. Intuitivno promotrimo da vrijednost r; postaje sve manja i konvergira
prema 0, tada zbog +/r; uz dB; cijeli ¢lan brzo konvergira u 0, medutim s druge strane drift
(a(B — r;)) zbog svojstva vradanja prema srednjem pomice proces kamatne stope prema
srednjoj vrijednosti 8 > 0. Upravo zbog ovoga kamatna stopa u CIR modelu ne moZe biti
manja od 0, Sto je prednost u odnosu na Vasi¢ekov model koji smo promatrali u prethodnom
poglavlju u kojem kamatna stopa moZze biti negativna (medutim vjerojatnost tog dogadaja
je proizvoljno mala). Parametar @ u CIR modelu odreduje brzinu prilagodbe. Proces ka-
matne stope ima svojstvo vraanja prema srednjem, odnosno r, ne odstupa znacajno od
svoje srediSnje vrijednosti (parametra ). Uistinu, kada je r, = 8 koeficijent drifta je O te
proces kamatnih stopa moze varirati samo u ovisnosti o slu¢ajnoj komponenti, u slucaju
kada je r, > [ tada je koeficijent drifta manji od O pa proces kamatnih stopa pada i pri-
blizava se srednjoj vrijednosti 8 1 obratno ako je r; < S tada je koeficijent drifta veéi od
nula Sto uzrokuje pomicanje procesa kamatnih stopa ponovno prema srednjoj vrijednosti.
Proces kamatne stope ima sljedeca empirijski relevantna svojstva:

1. Kamatna stopa ne moZe bit negativna.
2. Ako kamatna stopa dosegne 0 ona kasnije moZe postati pozitivna.
3. Varijanca kamatne stope raste s povecanjem vrijednosti kamatne stope.

4. Za kamatnu stopu postoji stacionarna distribucija.
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Navedimo joS neka svojstva modela koja ¢e nam koristiti kasnije u izraCunu. Pretpos-
tavljamo da je trZiSna cijena rizika za CIR model dana sljede¢om formulom:

AT
Ar ) = ——, A = const, (3.3)
o
odnosno, premija za rizik:
O(ry, 1) = Ar,. (3.4)

Cox, Ingersoll i Ross navode jo§ par vjerojatnosnih retultata u svome radu [3]]. Funkcija
gustoée kamatne stope u vremenu s, uvjetno na vrijednost u sadaSnjosti ¢:

IS

Frosimn) = e (2] 1o 2am)), (3.5)
gdje su:
3 2a
¢= 0-2(1 _ e—a(s—t))’

u = cre” ",

V = cry,

Q:?—l,

1 Ip(+) je modificirana Besselova funkcija prve vrste reda Q. Njena distribucija prati necen-
triranu y*[2cry; 2q + 2,2u] gdje su 2g + 2 stupnjevi slobode, a parametar necentriranosti
2u je proporcionalan trenutnoj spot kamantoj stopi. RjeSenje CIR stohasticke diferenci-
jalne jednadZbe nije u zatvorenoj formi medutim uvjetno ocekivanje i varijanca se mogu
exsplicitno izraziti Sto ¢emo pokazati u sljede¢em poglavlju.
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Uvjetno matematicko ocekivanje i
varijanca CIR modela

Prije nego li iskazemo formulu uvjetnog matematickog ocekivanja i varijance uvedimo
dvije napomene.

Napomena 4.0.1 (linearna diferencijalna jednadzba). Linearna diferencijalna jednadzba
izraZena je formulom:

Y+ p)y = q(), 4.1)
a rjeSenje jednadzbe dano je s:
1
y=—" (fq(x)u(x)dx + C,) 4.2)
H(x)
gdje je
u(x) = el o,

Napomena 4.0.2 (Fubini-Tonelli). Neka su (X, 7, u) i (Y, G, v) o-konacni prostori mjere.
1. Nekaje f: X XY — [0,+00] F X G-izmjeriva. Tada je:

Oy X V), y) = f ( f f(x,y)dv(y)) du(x) = f ( f f(x,y)dmx)) dvy).
XxY X Y Y X

2. Neka je [ : X XY — R u X v-integrabilna. Tada je za u-gotovo svaki x funk-
cijay — f(x,y) v-integrabilna, dok je funkcija x — fY f(x,y)dv(y) u-integrabilna.
Analogno za v-gotovo svaki y funkcija x — f(x,y) u-integrabilna, dok je funkcija
y — fx f(x,y)du(x) v-integrabilna. Takoder vrijedi:

FOry)d( X V)(x,y) = f ( f f(x,y>dv<y>) du(x) = f ( f f(x,y)du(x)) dvy).
XxY X Y Y X

19
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Propozicija 4.0.3.
E[rry] = re @ 4 B(1 — ¢779) 4.3)

0_2
Var[r|r,] = rs(—)(e_"(t_s) e ) +,8( )(1 e ) (4.4)

a
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti samo u slucaju kada je s = 0. Oznacimo sa m(t) = Er,

i ¥(t) = Er? te pretpostavimo da je fo m(s)ds < oo. Sada primjenom Teorema 4.0.2 iz
integrabilnog oblika jednadzbe (3.2) sljedi:

m(t) = f Ela(B—ry)]ds + E [f ow/?,dB,]
0 0

Uoc¢imo da je ¢lan E [ f o A1y dBt] jednak O jer se radi o Itovom procesu, a kako je Itdov
proces martingal, zbog martingalnog svojstva vrijedi da je E[[,] = E[ly] = 0. Stoga je

m(t) = afft — a/f Elrglds
0

Uvrstimo definiciju od m(¢) u gornju formulu i dobivamo:

m(t) = afft — a\fo‘t m(s)ds,
pa deriviranjem gornjeg izraza dobivamo:
m(f) = aff — am(t).
Nadalje, cijeli izraz pomnoZzimo sa ¢* i svedimo na derivaciju umnoska
m (e + am(t)e” = afe”
[e“m(1)] = afe™
e”"'m(t) — m(0) = j(: t apeds.
Kako je m(0) = Ery = ry iz gornje jednakosti slijedi
Er,=rpe™ +B(1 —e™)

Sada izracunajmo varijancu. Iskoristimo Itdvu formulu gdje za f promatramo funkciju
f(x) = x?, tada su njene parcijalne derivacije

fo(x) = 2x
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fi(x)=0
Jex(X) = 2.

Koristeéi Itovu formulu dobivamo:

df(t,r) = dr,2 = 21,0 \idB, + 2ar,(B — r))dt + o r.dt.

Pretpostavimo li da je fot v(s)ds < oo primjenom Teorema 4.0.2| i martingalnog svojstva
slijedi:

! !
y(t) = y(0) +2 f (aBm(s) — 2ay(s))ds + o? f m(s)ds,
0 0
deriviranjem gornjeg izraza dobivamo:

y(@) + 2ay(t) = 2aB + )m(r).

Gornja jednadZba je linearna diferencijalna jednadZba prvog reda i na nju éemo primjeniti

formulu (4.2)

y(t) = y(0) + e

fs (2Q’ﬁ + 0'2)[7‘08_(m +ﬁ(1 — e_(”)]ezas] ds
0

apB + o?)

eZat

ﬁ 2at _Frjat
2&[6 1] a[e 1]]

y(l) — ')/(O) + (20’,8 + 0_2) [%)[e—at _ e—Z(zt] + 2’%[1 _ e—lat] _ lg[e—at _ 6—2&1]]

B

¥ = y(0) + [%[em 1+

Sada iz izraza Var(r,) = y(t) — m*(¢) sljedi:

B
2a

B

Var(r)) = e **'rg+Q2aB+0?) [g[e_“’ A R U B G e—2“’]]—[r0e—“’+ﬁ(1—e—“’)].

Sredivanjem izraza dobivamo:
2

Var(r,) = ry (0'_) (e — 721 +,B(
a

o2
i g —at 2.
2&) (1=¢™)
Napomena 4.0.4. I7 jednadzbi (5.4)) i (5.3) promotrimo sljedece limese.
lim E(ry|r,) =B
lim Var(rgr;) =0
lin(l) E(rgr) =1,

lir% Var(r,|r,) = O'Zr,(s - 1)

lE(Zr,O' \/’T[dBt) = O
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Primjenom odgovarajuceg limesa na jednadzbe (5.4)) i (5.5]) ocite su prve tri jednakosti.
PokaZimo zadnju:

o? o2
lim Var(r,lr,) = lim r, (—) (09 _ g 209y 4 g (—) (1 = ety
=0 =0 -\ @ 2a

) e—oz(t—s) _ 6—2(1/([—5) 0_2 ) 1-— e—a([—s) 2
= r,0? lim + B lim ( ) .
a—0 a 2 a0 a

Primjenom L’Hépitalovog pravila sljedi da je gornji izraz jednak:
21 2 Bo* . 2
ro hl’% —(t— S)e—a(t—s) +2(t = s)e” alt=s) 4 T hl’% 2(r — s)(e—a(t—s) —e a(t—s))

= r,0%(t — 5).

Napomena 4.0.5. Cox, Ingersoll i Ross u svome radu [3|] navode da ako kamatna stopa
ima svojstvo vracanja prema srednjem (a, > 0), tada kada t teZi u +oo, distribucija
kamatne stope se pribliZava Gamma distribuciji.

Stacionarna funkcija gustoce je jednaka:

f(roo’oo9 rs;s) = rh—le—wr,

T'(h)

.. _2a sy 208 o ps .o . .. 2B
gdje je w = =3 i h = —5, ocekivanje iznosi  a varijanca =
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Cijena diskontne obveznice i prinos do
dospijeca u CIR modelu

U ovom poglavlju izvest ¢emo cijenu diskontne obveznice i prinosa do dospijeca opcenito
u difuzijskom modelu, a onda uvrstavanjem pripadnih parametara ¢emo pokazati kako ona
glasi i u CIR modelu. Pretpostavimo da proces kamatnih stopa zadovoljava svojstva (3.1).
Tada cijena obveznice u trenutku 7 s vremenom dospije€a T ovisi isklju¢ivo o kamatnoj
stopi u vremenu do dospijeca. Oznaka je P(¢t, T, r;). Primjenimo li [tovu formulu na cijenu

obveznica (2.3),
1
dP, = Pt + P,dif(ri,0)di + P,g(ri, B, + 5 P,y (rs D1 (5.1)

Definirajmo sljedece funkcije:

P+ P f(r,0) + %Prrgz(rz, 1)

m(t,T,r,) = PGT.1) , (5.2)
_ Prg(rh t)
ot,T,r) = —P(t, Tor) (5.3)

Sada gornju jednadzbu mozemo zapisati pomoc¢u funkcija m(t, T, r;) 1 o(¢, T, 1,):
dP(t,T,r;) = Pm(t,T,r)dt + Po(t,T,r;)dB;

Funkcije m(t, T, r,) 1 o(t, T, r;) su oCekivanje odnosno standardna devijacija izraza %. Pro-
motrimo investicijski portfelj koji se sastoji od dvije obveznice razli¢itog vremena dos-
pijeca T, i T,. Investitor istovremeno izdaje prvu obveznicu s ponderom wy, a investira u
drugu s ponderom w,. Ukupna vrijednost portfelja je w = w, — w;. Vrijednost portfelja se
mijenja prema jednadzbi:

dw = (wzm(t, T2) - wlm(t, Tl))dt - (a)zO'(l, T2) - (,()10'(1', T]))dB, (54)

23
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Odaberimo koli¢ine w; 1 w, tako da budu proporcionalne:
wo(t,T5)
W = ’
O-(ta Tl) - O-(t’ T2)
wo(t,Th)
wy

o T - ot Ty
Tada u jednadzbi (5.4) nestaje sluajna komponenta i dobivamo sljededi izraz:
w(m(t7 TZ)O-(I’ TZ) - m(ta Tl )O-(I’ T2))
ot,T)) —o(t,T)
Kako nema slu¢ajne komponente postoji r, takav da vrijedi:

dw =

dt. (5.5)

dw = wrdt. (5.6)
Izjednacavajuéi jednadzbe (5.6) i (5.3) dobivamo:

_m(t, Tr)o(t, Tr) —m(t, T))o (1, T>)
o o(t,T) - o(t,T2)

b

odnosno mnoZenjem sa nazivnikom:
rio(t,T1) — ro(t, Ty) = m(t, T,,)o(t, Ty) — m(t, T1)o(t, T,)
m(t, T>)o(t,T,) — ro(t, Ty) = m(t, T))o(t, T>) — r,o(t, Ts).
Podjelimo li sa izrazom o (¢, Ty )o (¢, T,) dobivamo:

mt,Ty)—r, _ m(t,T2)—r
ot,T)) ot T)

Uotimo da zadnja jednakost vrijedi za proizvoljne T} i T>, odnosno omjer “&0-"

ot,T)
visan o T. Oznacimo taj omjer sa q(t,r;) = % 1 on predstavlja trziSnu mjeru rizika

ili Sharpeov omjer. Oznacava povrat na investiciju kroz jedinicu rizika. 1z relacije Sharpe-
ovog omjera dobivamo:

je neo-

m(t9 T) - = Q(rz, t)o-(tv T’ rt)

supstitucijom parametara m(t, T, r;) 1 o(t, T, r;) dobivamo diferencijalnu jednadZbu za odredivanje
cijene financijskog instrumenta

1
P+ (f(ri, 1) + g(ri, )q(r, )P, + Eg(rta t)zprr -rnP=0 1<T. (5.7)

Gornja jednadZba opisuje cijenu bilo kojeg vrijednosnog papira koji ne isplacuje kamatu
prije vremena dospijeca, a cijena nul-kuponske obveznice se dobiva uz pocetni uvjet P(T, T, r;) =
1. Uo¢imao da cijena obveznice ovisi o0 jednoj varijabli a to je kamatna stopa r. Izvod za
razlicite difuzijske modele se razlikuje po definiciji funkcija f i g.
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5.1 Cijena diskontne obveznice u CIR modelu
CIR model je definiram difuzijskom jednadzbom:
dr; = a(B — r)dt + o \[r,dB,. (5.8)
Usporedimo li gornju jednadZbu sa izrazom (3.1)), i izjednacavanjem moZemo zakljuciti:
frit) =a(B—r)
g(r, 1) = o r,.

Pretpostavimo da je Sharpeov omjer ¢(¢,r,) = /lg, A = const.

Diferencijalnu jednadZbu koja opisuje cijenu diskontne obveznice u CIR modelu moZemo
direktno dobiti uvrStavanjem funkcija f(r;, 1), g(r;, t) 1 g(r;, t) u (5.7):

NG

(o8

P+ (aB—r)+ 0

1
)Pr+_Prr_rtP:03
2
odnosno sredivanjem izraza:
1
rP+ Ar P, =a(B —r)P, + P, + Eazr,P,,.

Gornju jednadZbu moZemo dobiti i na drugi nain: u jednadzbu (5.1) uvrstimo odgova-
rajuce koeficijente vezane za CIR model i dobivamo:
dP orP,

1 1
> =|a(B—-r)P, + P; + Eazr,P,, ;dt + TdB,.

Takoder "Tf mozZemo zapisati i kao:

dpP
7 =m(t,T,r))dt + o(t, T, r;)dB,.
Uvrstavanjem koeficijenata CIR modela u jednadzbe (5.2) i (5.3) za izraze m(t,T,r,) i

o(t, T, r;) dobivamo:

AT
m(l’ TaRl) = rl + io-(ta T’ rt)’
g

P,or
O-(t’ T’ rt) = P\/_t

Usporedimo li gornje jednadZbe dobivamo:

AN,

o

P+

1
P,o~r =|aB-r)P. + P, + EO'Zr,Pr,
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odnosno: 1
rP+ ArP, = a(B—r)P, + P, + Eazr,Prr.

Cox, Ingersoll i Ross su izveli rjeSenje gornje diferencijalne jednadZbe uz pocetni uvjet
P, T,r)=1

P(t,T,r,) = A(t, T)e B0 59)
gdje je:
2yew o
A, T) = (3 +a+ )(@TD 1)+ 2y (5.10)
2T — 1
B(t,T) = Oy +a+ (/le)(ey(T—t) _)1) np 5.11)
v =@+ A7 +20%)1 (5.12)

Takoder su pokazali sljedece rezultate:

1. Cijena obveznice je padajuca konveksna funkcija srednje vrijednosti kamatne stope
B 1padajuca konkavna funkcija po @ ako je kamatna stopa veca od S i obrnuto rastuca
konveksna funkcija po @ ako je kamatna stopa manja od 3.

2. Cijena obveznice je padajuéa konveksna funkcija po varijanci o2

3. Cijena obveznice je rastu¢a konkavna funkcija po A.

5.2 Prinos do dospijeca diskontne obveznice u CIR
modelu

Za diskontnu obveznicu kakvu mi promatramo prinos do dospijeca R(r,t,T) je definiran

preko sljedece relacije
e T=ORCED = P(r,1,T), (5.13)

odnosno uvrstavanjem (5.9) dobivamo:

rB(t,T) — In(A(t, T))
(T —1) '

R, 1,T) = (5.14)

Prinos do dospije¢a oznacava stopu povrata koju investitor ostvaruje ulagajué¢i u malom
vremenskom periodu. Sto je vremenski interval manji to je stopa prihoda bliza tekucoj
kamatnoj stopi odnosno vrijedi sljedeca jednakost:

ry = ?ER(F” t,T). (5.15)
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PokaZimo gornju jednadzbu

B(t,T) —In(A(z, T )
imR(r1.T) = lim 2D - AGT)
T—t T—t T -t T-t T —t T-t T —t

Promotrimo svaki limes zasebno.
Uvrstavanjem (5.11]) dobivamo:

2(e"7-D-1) (D
~lim Otat)@TD-Dt2y +lim 2(e” -1
Tt T—t -t (T =)y +a+ D)(@TD—1)+2y

Na gornji limes primjenimo L’Hépitalovo pravilo i dobijemo:

2ye’T=0
)
T Ot a+ DT — 1]+ 2y + (T — 1) +a + Dy

2y
= ryr— =
2y

Analogno uvrstavanjem (5.10) u drugi limes dobivamo:

r.

rB@,T) . InAGT))

27

[(@+A+y)(T-1)] 2
Zye 2 ‘ [(+24y)(T=0)]
In [@+a+a><e.v<rr>-n+zy] 28 I[2ye T | = In|(+a+ D(E@T - 1) + 2y
lim = lim .
T—t T -t 0’2 Tt T —t

Primjenom L’Hépitalovog pravila gornji limes je jednak:

2By +a+ 41 2ap - (v + @ + ye?TD
o2 2 o2 Tt (y +a+ ﬁ)[ey(T—t) —1]+ 2)7

_20By+a+d 20B(+a+dy
- o2 2 o2 2y Bl
Time smo pokazali da jednadzba (5.13)) zaista vrijedi.
R(r, t, T) dostiZe grani¢nu vrijednost i ona je neovisna o kamatnoj stopi.

0.

20

lim R(r,,t,T) = Rey = ——F__
T—o y+a+/1

PokaZimo gornju jednadzbu:

Yl_l_ll;loR(rt’ ta T) = 71_1_1;11

rB(t,T)—In(A(t,T)) .. rB@T) . In(A@#T))
= hm _— hm _—
0 T—1t T—eo T —t T—oo T —t

(5.16)
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Promotrimo svaki limes zasebno. UvrStavanjem (5.11)) dobivamo:

2(e’TD-1)
r lim +a+)(eT-D-1)+2y —  lim Z(ey(T—z) _ 1)
T—w T—1 Too (T =)y + @+ ) (T — 1)+ 2y’

Primjenom L’Hépitalovog pravila slijedi da je gornji limes jednak:

rl

odnosno, jednak izrazu

2yey(T—t)
rlim ,
-t (y+a+ D[ -1+ (T - t)yeXT-1] + 2y

pa ponovnom primjenom L’Héitalovog pravila dobivamo:

2y?eXT=0
rlim
-t (y+ @ + D)[2ye?T=D + (T — t)y?e>T-1]

2yzey(T_t)
= rlim
-t (y + @ + )yeXT=D[2 + (T — 1)y]
2y

= rlim =0
T-t (y+a+ D)2+ (T —-1)y]

Analogno uvrStavanjem (5.10) u drugi limes dobivamo:

208
o2

[+ dty)(T=0]
ye a+A+y)(T—t
In [0’+a+ﬂ)(e>”">—l)+2y] 2aB In [2ye et >]] —1In [(y +a+ )T -1)+ Zy]
lim = lim .

T—t T —1t 0'2 T—t T —t

Primjenom L’Hopitalovog pravila slijedi da je gornji limes jednak:

208y +a+A4  2ap lim Oy +a+ )y
o2 2 o2 Tt (y+a+ )[eTD - 1]+ 2y

pa ponovnom primjenom L’Hopitalovog pravila dobivamo:

2y +a+1  2af lim +a+ /l)y2ey(T—t)
o 2 o2 T-t (y+a+ yerT-0’°

_afy+a+d) 2apy
- o2 o
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_ofla+1-y)
=
1z jednadzbe (5.12) sljedi:
2 _ +1 2
g2 Y @+ (5.17)
2
i uvrStavanjem u gornji izraz dobivamo:

2a8

Ro,=—"7-7—##¥—.
(@ +A1+Yy)
2ap

Kada je r ispod granicne vrijednosti —=
2o

kamatna stopa Pada. Ukoliko j§ gy << % tada kri\{l.llja prinosa poprima grbavi oblik
odnosno ocekuje se ekonomski rast pracen rastom inflacije.

tada jednoliko raste, a kada je r iznad B tada
y a+Aa




Poglavlje 6
R-kodovi

Za dobivanje slika koji su koriSteni u ovom radu koristio sam sljedece R programe.

t=5eq(0,100, by= 0.05)

n=length(t)

z=rnorm(n-1, 0,sqrt(0.05))

z=c(0,z)

B=cumsum(z)

plot(t,B, type="1")

points(t, rep(0,n), type="1", col = "red")

Slika 6.1: Konstrukcija Brownovog gibanja

Brownovo gibanje je simulirano na intervalu od 0 do 100. KoriSten je jednostavan algori-
tam za aproksimaciju Brownovog gibanja:

(i) postavimo pocetno stanje Brownovog gibanja na 0 (B, := 0),

(1) ui-tom koraku (i = 1,...,n) simuliramo y ~ N(0, t;—t,_;) prirast Brownovog gibanja
1 stavimo
B, =B, +Yy

Vasi¢ekov model je simuliran na intervalu od 0 do 10.
Stohasticke diferencijalne jednadzbe simuliramo pomocu numerickog rijesenja.
Numericko rjeSenje SDJ je slucajni proces (X} : ¢ € [0, T']) koji aproksimira pravo rjeSenje
SDJ na intervalu [0, T'], a pri tome se koristi particija0 = f) < #t; < ... < t, = T u kojoj
ra¢unamo vrijednost procesa X;. za particiju smo uzeli uniformnu mreZu sa pomakom
6 = 0.001. Ozna¢imo sa A; = t;, —t,.y 1 AB =B, — B, , zasvei = 1,...,n. Tada je
AiB ~ N(0, A)). Stavimo X{j = xoizasvei = 1,...,n definiramo:

Xp =X+ f(tio, X; A+ g(tio1, X; )AB.

30
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rm(1list=1s())
set.seed(1199)
#vasicekov model
delta=0.001
t=5eq(0,10,by=delta)
n=length(t)
c=2
mi=0.03
sigma=0.01
de]taB:rnqrm(n—l,O,sqrt(de1ta))
X_E=numeric(n)
x_E[1]=0.04
for(i in 1:(n-1)) {
x1=x_E[1i]
x_E[1+1]=x1+c*(mi-x1)*delta+sigma~deltaB[i]

ﬁ]ot(t,x_E,type:”T“,x]ah:pastef”c:",c?}
abline(h=mi)

Slika 6.2: Konstrukcija Vasicekovog modela

Izmedu tocaka particije 0 = tp) < #; < ... < t, = T proces X] interpoliramo linearno.
Proces X}' se naziva Eulerova aproksimacija rjesenja stohasticke diferencijalne jednadzbe
a moZemo je simulirati preko Eulerove sheme.

e xg=xpzai=1,...,n

(i) generiraj A;B ~ N(0, A))
(1) xp =x;  + f(ti1, x50 DA+ g(ti1, x{_)A;B.



Popis tablica

B

Prikaz procesa drifta 1 difuzijskog procesa po modelimal

32



Popis slika

IR

Normalna krivuljaprinosal . . . . ... .. ... oo

4
(1.2 Padajuca krivuljaprinosa] . . . . . ... ... ..o oo oo 5
(1.3 Ravna krivuljaprinosal . . . . . ... ... oo 5
(1.4 Grbavakrivuljaprinosal . . . . .. ... ... . ... 6
[2.1 Trajektoryja Brownovog gibanjal . . . . . .. .. ... ... ... ...... 8
[2.2  Trajektoryja Vasicekovog modela s parametrima @ = 0.06,5=2,0 =0.01|. . 15
[6.1 Konstrukcija Brownovog gibangaf . . . . . ... ..o o000 30
[6.2 Konstrukcija Vasicekovog modelal . . . . . ... ... ... ... ... 31
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Sazetak

U svome radu iz 1985. J.C.Cox, J.E.Ingersoll i S.A.Ross predlazu generalizaciju Vasicekovog
modela, koji opisuje kretanje kamatnih stopa na financijskom trZistu sa samo jednim iz-
vorom rizika. Cox-Ingersoll-Rossov (CIR) model kamatnih stopa tako postaje jedan od
najpoznatijih jednofaktorskih vjerojatnosnih modela za modeliranje kamatne stope na fi-
nancijskom trzi§tu. U ovom radu je analiziran proces kamatne stope iz CIR modela preko
pripadne stohasticke diferencijalne jednadZbe i prikazana su neka svojstva tog procesa,
kao Sto je svojstvo vraanja prema ocekivanju, izvedena je zatvorena forma za uvjetno
ocekivanje 1 varijancu te konacno se prezentira izvod cijene 1 prinosa do dospijeca diskon-
tirane obveznice na financijskom trzistu.



Summary

J.C.Cox, J.E.Ingersoll, and S.A.Ross, in their work from 1985. propose a generalization
of Vasicek’s model, which describes the movement of interest rates in the financial mar-
ket by only one source of risk. The Cox-Ingersoll-Ross (CIR) interest rate model thus
becomes one of the best-known one-factor probability models for modeling interest ra-
tes in the financial market. In this thesis, the interest rate process from the CIR model is
analyzed through the corresponding stochastic differential equation and some properties
of this process are presented, such as the mean reverting property, a closed form for con-
ditional expectation and variance is derived, and finally we obtain the price and yield of
discounted bonds in the financial market.
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